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Abstract. This paper deals with arevision of the fractal geometry.
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1. Introducéao

Na érea de processamento de imagens o reconhecimento de padrdes tem sido usado em
diversas aplicacoes, desde auxilio na classificacéo de feicdes em aplicacdes de sensoriamento
remoto até discriminacdo de objetos em automag&o industrial.

As principais ferramentas para descricdo de padroes sdo pautadas em conceitos
geométricos e a gébricos fundamentados ha sécul os, desde Euclides e Pitédgoras.

Recentemente (década de 70), trabalhos com base em fractais tém proposto incrementos
na descricdo dos padrbes da natureza. Contudo, tais estudos ainda apresentam uma
problematica intrinseca a estimativa da dimensédo fractal, apresentando imprecisdes conforme
Russ (1996).

Benoit Mandelbrot em seus primeiros trabalhos ja apontava algumas distincdes entre
fractais auto-similares e auto-afins. Ambos com base em conceitos de invariancia de padréo
apos rotacdo e trandacdo em diferentes escalas, mantendo caracteristicas similares entre as
partes e o todo.

O presente estudo visa propor um modelo que respeite regras basicas de sistemas
dindmicos de forma a permitir novos estudos na area de reconhecimento de padrdes.

2. Revisdoda Literatura

Das diferentes ferramentas matematicas usadas no reconhecimento de padrbes duas se
destacam: a estatistica e a geometria. Esta se pauta em conceitos euclidianos basicos. Faz-se a
seguir resumo retirado de Garding (1997) sobre algumas das principais idéas de alguns
matemati cos que influenciaram significativamente a ciéncia.

Em 1830, Bolyai e Lobatchevski, construiram um chamado plano ndo-euclidiano que
difere do euclidiano apenas no axioma das paralelas. Poincaré (1880) ilustrou essa descoberta
desenhando um mapa na forma de um disco circular, onde as retas sdo arcos de
circunferéncias que interceptam as bordas com angulo reto. Nesse mapa valem todas as
relagdes de transformagdes congruentes do plano euclidiano, menos o quinto postulado, das
retas paralelas. O ponto notéavel desse mapa € que a soma dos angulos internos de um
tridngulo é sempre menor do que dois angulos retos. Além disso, a area esta diretamente
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relacionada com a diferenca entre essa soma e a euclidiana (180): quanto menor a diferenca,
maior a area.

Evariste Galois (1844) propds trés teoremas:

“1 - As permutacbes comuns a dois grupos formam um grupo. Il - Quando um grupo esta
contido noutro, este é a unido de um certo numero de grupos semelhantes ao primeiro, que se
chama divisor. I11 - Se 0 numero de permutacfes de um grupo € divisivel por p (um nimero
primo), este grupo contém uma substitui¢do cujo periodo tem p termos”.

Riemann (1854) prop6s uma maneira de medir distancias com métricas ou elementos de
arco. Tal metodologia permite a definicdo de entidades que medem a curvatura mesmo sem
uma métrica definida, exigindo apenas simetria que é alcangada com matrizes.

Felix Klein (1872) realizou um programa chamado Erlagen. A seguir transcreve-se um
problema proposto, que pode ser considerado uma generalizacdo da geometria: “Sejam uma
variedade e um grupo de transformacbes da variedade nela mesma. Pede-se que sgjam
investigadas aguelas configuracbes que sdo invariantes sob a acdo das transformactes
pertencentes ao grupo”.

Hausdorff (1914) definiu espacos topoldgicos como sendo um conjunto E equipado com
uma classe de seus subconjuntos chamados abertos. Os requisitos minimos para essa classe
s30:

(1) toda unido de conjuntos abertos é aberta.

(i)  asinterseccdes finitas de conjuntos abertos séo abertas.

Além disso, o proprio conjunto E e 0 conjunto vazio sdo abertos, e muitas vezes se exige
que,
(iii)  ainterseccdo de todos os abertos que contém um mesmo ponto é o préprio ponto.
Garding (1997) define a topologia como ateoria dos espacos topol 6gicos e das aplicactes
continuas entre eles. Estudam-se as relacbes homeomorfas, isto €, as bijecdes entre espacos
topol 6gicos continuos nos dois sentidos. Conforme o teorema 3 acima dois intervalos do eixo
real so homeomorfos se e sO se contém 0 mesmo nimero de extremidades. uma, duas, ou
nenhuma.

Por outro lado, temos a andlise funcional que trabalha com o conceito de céculo
infinitesimal, com o estudo das relagdes entre grupos tratadas como funcdes. diferenciais
(relacionadas a taxa de variagcdes — “fluxdes’, segundo Newton) e integrais, além das series e
suas relagles, principamente de convergéncia. Essas tém como relagbes fundamentais as
trigonométricas, logaritmica e sua inversa (exponencial). Ressalta-se que um dos principais
desenvolvimentos nesta area diz respeito a Geometria Diferencia dando suporte a grandes
avancos da fisica. Observa-se que as fungdes citadas podem ser aproximadas por séries
convergentes. Além disso, toda funcdo continua de periodo 2n pode ser aproximada
uniformemente por polindmios trigonomeétricos.

A fisica matematica pauta-se na possibilidade de integracéo e diferenciacéo de funcbes no
plano complexo. Ressalta-se que uma das principais ferramentas utilizadas € a transformada
de Fourier. Assim, tem-se a possibilidade de aproximar relagbes de um espago aberto
transformando-as em modular como € o caso das funcbes harménicas. Outra base da
matematica reside no aspecto de que toda integral pode ser considerada como o limite das
somas de Riemann, possibilitando o uso de fung¢des continuas para aproximar dados discretos.
Toda funcdo tem um equivalente de combinagOes lineares de oscilagbes simples de
amplitudes variadas. Garding (1997) explica a filosofia por traz disso: “todo processo
temporal € uma combinacdo linear de oscilagdes simples’.
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3. Célculo dedimensao fractal

Mandelbrot (1991) propde que para a definicdo de dimensdo fractal generaliza-se a medida do
tamanho. Uma func&o teste h(r)=y.r* é utilizada para cobrir-se o conjunto s para formar uma
medida M(d) =2h(r). “y” é um fator geométrico. Geralmente a medida Md é ou zero ou
infinito a medida que r -0 dependendo da escolha de d. A dimensdo de Hausdorff-Besicovich
Dy do conjunto s é o valor critico de d para o qual Md muda de zero parainfinito:

Md =" yr® :y.N(r)rdﬁ{ogzng @

Esse conceito pode, igualmente, ser observado na“ curva de KOCH”:

N(r) r
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FIGURA 06 — Curvade KOCH.

d g - 4n 3n(|og4llogS)
Md =>"r¢=N(r)r¢=4"3 =ae T g (2)

A medida Md permanece finita e igual a 1 se e somente se d=log4/log3. Este valor
critico € adimensdo de HAUSDORFF-BESICOVITCH Dy = 1.26.

Cada estégio da construcdo € uma linha. No limite n—o ha também uma linha com
infinito comprimento. Ent&o sua dimensdo topoldgica é Dt =1. Desde que Dy =1,26 excede a
Dt =1, acurvade Koch é um fractal por definicéo.

A andlise dos padrdes de nuvens foi precursora na geometria fractal. Descreve-se a
seguir um dos caminhos tomados para o célculo de dimens&o fractal e seus resultados.

O termo “Slit island coastlines’ introduzido por MANDELBROT (1984), refere-se a
cortes feitos em superficies (ou segmentacéo em imagens com diferentes niveis de cinza) que
produzem costas de modo andlogo ao que ocorre com a superficie do mar em ilhas. Sendo
curvas no plano, sdo mais faceis de investigar do que as proprias superficies.

Quando as ilhas sdo derivadas de uma superficie fractal de dimensdo D por meio de
um corte de um plano, seus limites sdo de dimenséo fractal D= D - 1. Ent&o, o incremento de
dimensdo fractal D-2 e D-1 sdo iguais. Esse incremento pode ser medido de diferentes modos.
Mandelbrot (1984) sugere a relagcdo A x P. “A teoria dos fractais sugere que as areas e
perimetros das ilhas devem ser medidas do mesmo modo, e que devemos tragar o grafico do
log (perim.) x log (area). Em um fractal, este grafico éretilineo com inclinacdo D ”.

LOVEJOY (1982) caculou D de nuvens seguindo ateoriade MANDELBROT, onde:

P~c+A® (3

4105



Anais XIl Simpésio Brasileiro de Sensoriamento Remoto, Goiania, Brasil, 16-21 abril 2005, INPE, p. 4103-4110.

Sendo, D a dimensdo fractal do perimetro e ¢ = um fator geométrico relacionado a
forma da figura. Por exemplo, c=4 para um quadrado, 2(7)"? para uma circunferéncia e 6/3 *
para um tridngulo equiil atero.

A relacdo A x P mostra a complexidade ou o grau de meandro do perimetro.

LOVEJOY explica: “num comprimento fixo, suaves perimetros podem englobar uma
area maior do que um contorcido (...). Para suaves contornos, como circulos e quadrados
P~A/A . D=1, dimensio de uma linha Quando o perimetro comecga se contorcer e
tende a dobrar-se sobre si, preenchendo o plano, P ~A .- D aproxima-se do valor 2.

Para radidncia de nuvens a relacdo area x perimetro da quase sempre expoentes
constantes tipicamente no intervalo 1,3 < &7 < 1,6, sendo que ambos D(Py ) e D(S s 1)
decrescem lentamente com o aumento de T, e aqui arazdo D(Pr ) / D(S 1) pode ser esperada
permanecer relativamente fixa.

RYS & WALDVOGEL (1986) estudaram a forma fractal de nuvens com granizo.
Estas nuvens convectivas intensas foram observadas usando radar. O resultado do guste
linear, darelacdo area-perimetro é:

D=136+0,1paraP >Po
D=10£01 para P <Po

Onde, P=perimetro, Po corresponde a um vaor de corte do perimetro de
aproximadamente trés km.

O principal aspecto a ser observado nos resultados obtidos relaciona-se alarga faixa de
dimensdes possiveis para diferentes fendbmenos naturais. Além disso, a medida da dimensdo
fractal pauta-se nos seguintes aspectos cruciais.

1) capacidade limitada de medicdo e discriminagdo de grupos e subgrupos,
considerando nossa incapacidade de mapeamento de tais superficies de forma 1-1;

2) truncamento e extrapolacéo das medidas - contagem amostral de pontos em escalas
apropriadas para estimativa de perimetro, area e volume; e,

3) admite-se a existéncia de infinitos pontos num espaco 1-D; perimetro infinito em
um espacgo 2-D, e de superficie infinita em um objeto imerso em um espago 3-D.

4. Proposta de modelo para sistemas dinamicos

Normalmente, as ssmulagdes de elementos da natureza trabalham com conceitos tradicionais
de geometria euclidiana. As metodologias disponiveis para medicdo das dimensdes de tais
elementos ndo produzem acurécia, conforme citado acima. 1sso posto, apresenta-se a principal
davida do presente estudo: o que provoca maior imprecisdo nas medicOes tradicionais - a
construcéo do modelo ou a andlise do mesmo?

Com base nessa questdo, buscou-se uma alternativa de modelo contendo as seguintes
caracteristicas:

- Aberto,

- Adaptativo,

- Permitaamaior troca de informacdes (maior area de contato no menor volume),

- Possibilite a coexisténcia com outros sistemas similares ou ndo.

Por tanto, as seguintes regras especificas devem ser respeitadas:

1) Astransi¢es ocorrem em saltos discretos como bifurcagdes em mapas | ogisticos de
séries temporais.

2)As acbes buscam unicamente o aumento de superficie de contato (maior
possibilidade de troca de informagdo) ocupando o menor volume.

3) Uma bifurcagéo ndo pode impedir atroca de informagdo dos seus subsistemas.

4) Um sistema deve interferir o minimo possivel nos sistemas vizinhos.
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O model o partiu do desenvolvimento em séries que tem por base arelagdo de Euler:
e’ =e""Y =¢*(cosy +iseny) (4

Os possiveis valores para séries trigonométricas sdo limitados ao intervalo [-1; 1; -i; i].
Os coeficientes possuem simetria a partir 45°, por meio de rotagbes. Assim sendo, associam o
aumento de informagdo a combinagbes de somatdrios de senos e cosenos em diferentes
possibilidades de harménicas. Tal metodologia facilitou significativamente a andlise de sinais
por meio de FFT (Fast Fourier Transform, do inglés, Transformadas Rapidas de Fourier).
Sabe-se contudo, que tais model os possuem limitacfes para andlise de fenbmenos naturais.

A simetria num espaco euclidiano 3-D limita-se a cinco poliedros. Assim buscou-se
uma alternativa de modelo inspirada na geometria hiperbdlica. Neste trabalho ilustra-se o
espaco hiperbdlico com o disco de Poincaré. Vale salientar que existe uma correspondéncia
(1-1) deste com a projecéo esferogréfica proposta por Riemann (Berger et al., 1984). Ha
relacdo direta entre as linhas hiperbdlicas e a divisdo de areas numa superficie esférica,
possibilitando infinitas simetrias tanto no plano, quanto na superficie.

Na Figura 1 ilustra-se um modelo onde as transi¢Oes ocorrem respeitando uma lel de
poténcia, onde a cada passo sdo criados 3" novos grupos. Observar o contacto com o exterior
de forma redundante nos multiplos de 3.

Figura 1. @) espagos preenchidos de forma exponencial.
Na Figura 2 observa-se um modelo onde as transi¢es ocorrem de forma semi-
aleatdria. Observar que ndo ha redundancia de contacto com o exterior, pois ndo ha maltiplo.

Figura 2. @) espagos preenchidos de forma semi-aleatoria.
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No primeiro modelo os passos de divisdo do disco sdo tomados com nimeros inteiros,
poténcias de trés e no segundo, com nimeros primos. Portanto, h4 uma importante diferenca
entre ambos: o primeiro, segue regras de congruéncia (comuns as geometrias euclidianas ou
n&o), onde cada subespaco comporta-se conforme premissas da geometria fractal para objetos
auto-similares. Enquanto no segundo, a cada mudanca de fase hé acréscimo de informagao.

A principal contribuicdo deste trabalho reside no segundo modelo. Apresenta uma
nova maneira de entendimento de sistemas dindmicos néo-lineares. A teoria dos numeros
primos tem se mostrado extremamente Util em estudos relacionados a acréscimo de
informagdo, apresentando contribuicéo significativa ao presente estudo. O modelo respeita
uma das principais regras da natureza: o principio da entropia.

Na Figura 3 vé-se a manutencdo do padrdo logaritmico nas diferentes escolhas de
divisdo do espaco no caso 2, 3, 5, 7 até a 27 poténcia, além da divisdo dos espacos com 0s
nimeros primos de 2 a 67 (sem uso de multiplicidade de poténcia como os demais). Ha
significativo aumento de informacdo com o uso deste em relacdo a regra de poténcia.
Contudo, o fator surpreendente € que a distribui¢&o dos nimeros primos aproxima-se dalei de
poténcia. Este gjuste é aproximado e “aeatério”, uma vez que a cada nimero primo tem-se
novainformagdo; contudo, observa-se que é convergente para 1 sem jamais alcangar tal valor.
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Figura 3: Divisdes do plano, seguindo padrdes de poténcia com base 2, 3,5 e 7 e para
0S numeros primos de 2 a 67.

Na Figura 4 observase que a distribuicio mantém o mesmo padréo
independentemente da escolha do grupo original (grupo ou sub-grupo) conforme teoremas de
Galois.
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Figura4: Divisdo de todo disco (superficie esférica), vermelho e de subespacos, azul.
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Analisando os resultados observa-se que o0 primeiro modelo comporta-se de forma
determinista, sem acréscimo de informacéo a cada faze. JA no segundo, a cada etapa ocorre
aumento de informac&o, sendo completamente aleatdrio, uma vez que qualquer nimero primo
implica em novainformacéo.

Aparentemente, pode-se tragar uma comparagdo na qual o primeiro equivale a um
estado estacionario onde as partes encontram-se em equilibrio estéatico, por meio de suas
harmbnicas, em ressonancia. Enquanto o segundo permite uma atividade dinamica néo linear.

O modelo adotado pela geometria fractal (auto-similar) trata a evolugcdo dos sistemas
de forma determinista, sem possibilidade de mudanca na dindmica dos processos envolvidos.
O segundo modelo aproxima-se da teoria dos multi-fractais; contudo, apresenta indicios de
gue as dimensdes fractais ocorrem de forma adaptativa, respeitando o principio da entropia.

Conclui-se que caso as regras adotadas no presente trabalho correspondam a realidade
dos sistemas dinamicos naturais, ha de se rever a metodologia de andlise dos mesmos com
base nos principios de geometria fractal.

5. Conclusdes e recomendacdes

Apresentou-se uma andlise da geometria fractal pautada em diversas areas da matematica e
fisica. Estipulou-se um modelo para sistemas dinamicos respeitando as premissas desses
estudos, observando-se que a metodologia de andlise fractal necessita ser revista.

Todo sistema dinamico envolve troca de informacgOes, a exemplo dos ciclos da
amosfera e de carbono. Acredita-se que estudos de reconhecimento de padres
fundamentados na presente analise podem sofrer incrementos significativos. Recomenda-se a
inclusdo de um acompanhamento temporal efetivo. A andlise pautada em geometria fractal
pode ficar fortemente comprometida caso ndo haja acompanhamento de curta e longa duracéo.
Além disso, h& necessidade de maiores estudos quanto a falta de acurécia dos métodos de
calculo de dimensdo fractal. O presente trabalho contribui com a hipétese de que os modelos
atuais estéo incompl etos.

Vale ressaltar que a hipodtese do tempo ser discreto tem sido objeto de estudo dafisica
moderna. Além disso, ha estudos de que a informagao € proporcional a area, conforme teoria
do universo hologréfico corroborando alinha de raciocinio utilizada no presente trabal ho.

Apresentou-se um conceito no qual a evolugdo de sistemas dindmicos ocorre de forma
discreta e mantendo um equilibrio na geracdo de informacdo. Esta ocorre de forma
proporcional ao incremento de area e diminuicdo de volume. Além disso, considerou-se a
geometria de forma dinamica, relacional e adaptativa.
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