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INTRODUGROD

A Geodesia utiliza diversos metodos para minimizar os er
ros de medidas. O presente trabalho mostra a relacao existente entre
dois instrumentos utilizados nestes metodos. Primeiro, os coeficiente
de rigidez de figuras, ja ha muito conhecido e usado em geodesia; se
gundo, a elipse padrao relativa, ndao muito divulgada entre os geodesis
tas ate o presente. Esses dois instrumentos possibilitam uma visualiza
¢ao das tendencias da propagacao dos erros numa rede geodesica. Como a
elipse padrac relativa nao e um instrumento que possibilite a obten
cao de todas as informagoes necessarias para isto, introduz-se tambem
a curva pedal da elipse padrao relativa, isto e, a podaria padrao re
lativa.

As principais utilidades da elipse padrao relativa e sua
curva pedal sao:

a) Analisar, a partir de dados aproximados, o esquema de uma
triangulacao ou poligonagao a ser realizada.

b) Permitir ao geodesista tomar conhecimento das fraquezas e
erros existentes em triangulagoes antigas.

¢) Introduzir melhorias nas redes antigas em fungao das falhas ne
las descobertas, atraves deste instrumento.

Como a obtencdc dos coeficientes de rigidez & bem mais
simples que a das curvas padrao relativas e vantagem estabelecer uma
relagao entre elas, de modo a poder calcular as segundas em fungao
das primeiras.

I. ELIPSE E PODARIA PADRAQ

E possivel obter a elipse de erro a partir da fungdo den
sidade de probabilidade F(x;, X») de uma distribuicao normal, a qual
se define por:




F(x1, x3) = ] exp § ————
12 L2
2m 9%, %%, 1 By %o 2 ['I px1x21
(x1-u1)? ) (X1-up)(X2=u2) | (X1-uz) o
X Xl. Xa Xo

Geometricamente, pode-se considerar F(x;, X} como um
eixo natural ao plano x;x;. Entdo G[ F(x;,Xp), (X1.X3) ] = 0 represen
ta uma superficie Gaussiana, no espago tridimencional, como mostra a
Fig. I.1.

| F(xls Xz)

Fig. I.1 - Elipse de Erro Obtida a Partir do Corte
de uma Superficie Gaussiana




oy, € %, sao os desvios padroes de distribuicao nas di
~ 2 2 . .
regoes x; e X, respectivamente; o2 e o. sao suas variancias; p

X1 X2 XiXo

e o coeficiente de correlacao entre elas; finalmente y; e pp sao 05
valores medios das medidas em x; e X,, respectivamente. Para‘;xl# Oxy®
determina-se uma equagac que representa uma familia de elipses. Quando
a superficie h @ interceptada pelo plano que passa por seus pontos de
inflexao, a fungao F(x;, X») torna-se constante. Donde,

1 2
2 - Y - - -
c —_r ; - [ (x1-u1)* oy = (xa-ui)(x22) oy o+
le sz zexz
2
+ (Xo-us)? o ] {1.2)
{X2-usz) X1

representa uma familia de elipses.

Busca-se do ajustamento as relagdes entre as variancias
e os coeficientes de peso Qxx:

f 2 - 2
o =10 o

1 p/i, 3 =1, 2 (1.3)
oX.X: = Q g2

i 1] X_in o

onde ug e a variancia da unidade de peso.

Substituindo as (I.3) nas (I.2), obtem-se:




o . . [ (xi=u1)® Q y, = 2 (Xemu)(Xa=u2) Qp ¥
( X1X1 XpXp Qxlxz)

b (xawa)? Oy, | = €2 02 (1.4)

Daqui em diante & preferivel trabalhar com a equagao da elipse em fun
cao dos coeficientes de peso.

Como e possivel obter mais de um conjunto x;, X € ¢, pa
ra 0 qual a elipse tem as mesmas dimensdes, diferindo apenas na locali
zacio de seu centro. fixa-se c¢2 = 1 e encontra-se a equacao da elipse,
como segue:

2 2 =
-2 + = -
: [0, = 2 0y e + Gy 28 ]=ez s
Qx1x1 XoXp Qxlxz

que neste trabalho & denominado de elipse de erro.

Chama-se elipse padrac a elipse de erro que tiver como
eixos major e menor os coeficientes de peso correspondentes as va
riancias maxima e minima, respectivamente. Ao efetuar-se a medida de
um ponto geodesico, ndo & possivel conhecer a priori a direcgao de
maior erro. Deve-se entdo obter a elipse padrdo atravées de uma  rota
cao de eixos, tal que seus eixos se tornem maximos e minimos, respecti

vamente.




Y1
UXg
X1
Fig. 1.2 - Elipse de Erro, Elipse e
Podaria Padrao
Esta rotagdo e feita usando as seguintes relagoes:
Yy = X3 cos t - x, sen t
(1.6)

-
]
H

= Xo €cOS t - X7 sen t




Encontram-se entao, as seguintes relacoes entre Qxx e
ny em fungdo do angulo t:

Q

_ 2 %
= cosc t + senc t + 2 sen £ cos t
Y1y Qxlxl szxz Qxlxz

(1.7)

= sen? t + cos? t ~ 2 sen t cos t
Qyzyz QX]_X]_ QXzXz QXIXZ

Derivando estas expressoes em fungao de t e igualando a
zero, para cumprir com a condicao de extremo; e, a seguir, obtendo
as derivadas segundo encontram-se 0s ny maximo e minimo, respectiva

mente:
1 2
85 o= + + = i 2.[..4 2 ]2
QY1Y1 2 QX1X1 szxz [ (Qxlxl szxz) Qxlxz
' (1.8)
1 Z
= = & 2 N2 2
QYz¥2 2 Qx1"1 * szxz [ (Qxlxl szxz) 4 B 1x, }

que sido os eixos da elipse padrao.

Na otimizacao de medidas e muito Util conhecer nao somen
te a elipse padriao mas, tambeém, a curva pedal em relagdo a seu centro
de simetria, a qual @ denominada de podaria padrao, e cuja equagdo e:

2

(x5 + x5)? (1.9)

1I. LEI DE PROPAGACAO DOS COEFICIENTES DE PESO

A partir do quadrado do desvio de uma distribuigao
(xi'”i )2, desenvolvendo em série por Taylor, obtem-se:




(xi—pi)2 = g(ui) + + dx, + Rn (I11.1)
X, 3Xsp

onde R, sao termos de ordem superior, que sao negligenciaveis.

Pode-se assim obter a variancia oi_ de uma variavel alea
-— - . = - -T 3 0 »
toria x;, definida em um espago amostral continuo bidimensional S, que
por definicdo &€ o segundo momento de desvio da distribuicao, isto e,

ci z < (Xi'”i)z > , (Bjerhammar, 1973):
i
3(x.-p.) 12 5(Xs-us) 12 9 (Xs=Us
o2 [_(_1_“1)} o +[L1.11_)J o gy
i 3y1 1 3Y2 Y2 ay1
3{Xs-us)
i7H
L —0 1 (11.2)
3y Yi¥e

Ao extrais a raiz quadrada de ambos os lados desta jgual
dade, resulta:

3 (Xs-us) 3(Xs=us)
oy, = ———— 9 F——— © (I1.3)
i 3y1 ! 3y» Y2
Entdo, utilizando as equacoes (I.3), resulta:
S
o, =Q2 o (1.4}
X X:X5°0

a qual substituida em (II.3), da:




1 1 1

= a(xs-us) L d(xs=us) L

>y S . (x5=u;) 0 (11.5)
XXy 3y1 Yy 3Y, Ya¥2

por analogia encontra-se:

= {a(xi'ui) B(x5715) ]2 Q% . [a(xi'”i)

Y1 9y1
a(x:-u;) ]2 L
_EfQ_EQB_J Q2 (11.6)

IT1. ELIPSE PADRAO RELATIVA PARA UM TRIANGULO

A elipse padrao relativa indica a precisdo relativa en
tre pontes de uma triangulacac ou uma poligonal, estendendo-se este
conceito para um trajeto da triangulagao ou poligonal. Neste caso a
podaria tambem e denominada podaria padrdo relativa.

As equagoes da elipse e podaria padrao relativas sdo da
das pelas mesmas equacoes da elipse e podaria padrac, com apenas uma
diferenca: os valores das coordenadas sdo substituidos pelos valores
das diferencas entre coordenadas, e as variancias e os coeficientes de
peso sao agora calculados em funcdo destas diferencas.




Fig. II11.1 - Posicdo da Elipse e Podaria Relativa

Seja um triangulo, componente de uma rede de  trianguia
cao, como mostra a Fig. IIl.2.

Fig. II1.2 - Rede Geodésica com um Triangulo em Destaque
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Desta figura pode-se deduzir, que:

g = C - senA’ (I11.1)
sen C'

onde C' pode ser substituTdo por [ 180° - (A' + B') ], resultando:

oo 20 KA (111.2)
sen(A'+B')

Derivando parciaimente esta expressao e substituindo es
tas derivadas nas (II.5), obtem-se:

1 1 1

Q2, = alcotg A’ Qﬁ'A' - cotg B' Q%'B') (I11.3)

Elevando esta expressdo ao quadrado, obtem-se o coefi
ciente de peso:

Q.. = aZ(cotg? A' Qpegr + cotg? B! Qgegr ~ 2 cotg A' cotg B' Quigt)

aa

(111.4)

Analogamente:

po=)
I

bb bZ(cotg2 B' Qgigr + cotg? A' Qarpr - 2 cotg B* cotg A' QA'B')

(111.5)

E a partir das (III.4) e (III.5), obtem-se:

h

Qab - ab(cotg? A QA'A' + cotg? B’ Qgigr - 2 cotg A' cotg B' Quipi)

(111.6)
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Equacbes analogas podem ser encontradas envolvendo o 1la
do c.

Finalmente, a elipse padrdo relativa em funcao dos lados
a e b, para o triangulo considerado, & dado pela seguinte expressao:

1
(Qup¥3 - 2 Qup¥a¥2 + Qyp¥2) = o2 (111.7)

Qa Qb - ng

consequentemente, a podaria padrao correspondente e representada pela
equacao:

2 2 1 2 2,2
QaXe = 2 QuaXaya + Qpp¥a = ;5'(X2 + Y2) (111.8)

o]

IV. COEFICIENTE DE RIGIDEZ PARA UM TRIANGULO

0s triangulos que constituem uma rede geodesica 530
triangulos esfericos. Ao transformar um tridngulo esferico para um
triangulo plano utilizando o teorema de Legendre encontra-se um angulo
do triangulo plano pela seguinte expressao:

0
3

At = A

A expressao da propagacao dos erros & dada por:

AI 2 1 2 ] 2
Mys = £ m L IR L S 3R (I1V.2)
3A 3B aC

onde My, & o erro medio quadratico a posteriori e m o erro medio qua

N =

dratico a priori.
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Para ser possivel calcular a (IV.2) deriva-se a  (IV.1)

parcialmente,

aA!
3A

w M

?A'
aB

W | =

T (IV.3)

aA"
aC

w | —

Donde a (IV.1) fica:
M, =+m /2 (1V.4)
3

Analogamente o erro medio quadratico de um lado, por
exemplo do lado "a", e dado pela expressao:

2 2 2
M o= +m 9a | L | 8a| L |23 (IV.5)
g oA 3B aC

sen A'

mas a = ¢ . ., A' e C' sao funcoes de A, B e C o que implica em

se
que a (IV.5), se torne:

2 \ 2
M =+m Ja 8A + 3a 3C' + ...E.’.g_ a;Al_ + _8__9._ .Q_C__ +
aA' 3B 5C' 2B

2
{ 3a 3A 4+ .2 aC ] (IV.6)
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Substituindo os valores das derivadas parciais, obtem-se:

Ll
2

M, =+ am Z_[ cotg2 A' + cotg A' cotg B' + cotg? B' ] (IV.7)
3

onde m devera ser expresso em partes do raio medio da terra. Entaoc, m
sera:

m=m" sen 1" (1v.8)

Desenvolvendo o Tog [ sen(x - ax) ] por Taylor, temos
(Mattos, 1947):

§, = v sen 1% cotg x; (IV.9)
i

onde v & o modulo dos logaritmos Neperianos e 6, & a diferenca tabu
» . X B
lar para o log sen 1". Assim, obtem-se finalmente

1
n §-
Mr= s B2 [3 (63 + Spe8ps * aﬁ.)} (Iv.10)

Y 3

Reescrevendo a (IV.10) de maneira mais conveniente para
nosso objetivo, tem-se:

w2 f2p
a ¥ 3 a
onde

— 2 2

& o coeficiente de rigidez do triangulo.
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Quando o mesmo metodo e utilizado para um poligono plano
qualquer, generaliza-se

R=2"% ] R, (1v.12)

onde u & o total de lados considerados, D representa o numero de novas
direcoes de cada figura e C o numero de equacgdes de condicao.

V. MATRIZ DOS COEFICIENTES DE PESO DE UM TRIANGULO

A matriz dos coeficientes de peso & dada por:

[0 ] =110 (v.1)

1

2

i
onde [ o, ] & a matriz varidncia-co-variancia.

Para obter a matriz dos coeficientes de peso de um

triangulo plano em fungdo de seus angulos A', B' e C*, €  necessario

linearizar as fungoes:

A' = A} = f; (X1, Xp» X3)

|

B' = Ay = o (X35 Xz X3) (V.2)
C' = A3 = T3 (X35 X5 X3)
Linearizando por Taylor, tem-se:
afi afi 3fi
A} = fi(xi> x5, X3) + (xy=x}) — & (xpx3) — + (xg#xj) —  (V.3)
X1 9Xo 9X3

p/i =1, 2, 3 e ndo levando em conta termos de ordem superior,
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Donde
A = By +X) — + X — + X3 — (V.4)
98Xy 3Xo aX3
onde
afi af1 afi
By = Fi (X1» X3» X3) + X} — + X3 — + X3 —
i
Xy dXa X3

Mas A} = A, + E., onde A; sdo os angulos ndo ajustados e
os E; as correcdes mais provaveis.

Pode-se obter os Ei como segue:

Bfi of, of
Ai + E_i =! Bi + Xy — + Xpg — + X3 —
9X1 d0Xg 9X3
3fi Bfi Bfi
Ej = By - Ay £ X — + % — + X3 —
341 0Xo X3
of of ; of ;
Ei= vy + X3 — +Xp — + X3 — (V.5)
X, 9Xo 0Xg

onde B; = A; = V..

Das equacoes (V.5) deduz-se as equagoes:

of ; :;f.i of,
Ei = —w-'El + — E2 + —— E3 (V.6)
X, 3X2 aX3
A somatoria _21 P E1.Ej & representada da seguinte
i=1 j=
maneira [ pEE ], onde os "p" 30 os pesos adotados para as observa

cBes. Quando se procura obter [ pEE ] = minimo, pode se utilizar o
metodo de Lagrange (Richardus, 1966):
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F=[pEE]-2K1[——-— Ey + — Ep + —

af 4 afy af3
"2K3 ———E1‘|'--—— Ez"l"— E3 (V.7)

onde Ki, K; e K3 sdo coeficientes desconhecidos diferentes de  zero.
Isto implica que as seguintes expressoes sejam nulas:

af; af, af,

—-—-E1+-~—-E2+——-— E3=0

9Xy 3o 3X3

2F, of, 2f,

—_— E1+-—-—— Ez"l"—'— E3 = { } (V.B)
X1 %o X3

3f3 Bfg 3f3

--—El'l'—' E2+—-E3=0

axl 3X2 3X3

Nestes caso pode-se reescrever F da seguinte maneira:

o, afy af 3
F=[PpEE] -2Ey | — Ky +— Ko+ — Kg | -

af, of, afy
-2 E2 — Kl + — Ky + — K -
X aXo 9Xn
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o, of, 3
C2Eg | — Kyt —— Ky + — Ky (v.9)
dX3 9X3 9X3q :

Para minimizacdo de [ pEE ], F deve ser derivada parcial
mente em funcdo dos E;, isto e:

SF af, 3fs af 3
BF o o pyyEy ~2— Ky -2 — Ky -2 — Ky =0
3k, 29X, axy 9X1
ofy afo 8f g
B g pEy c2— Ky -2— Ky -2— K3=0 } (V.10)
3k, 3Xo 3Xa X9
F afy ofy afs
—_— =2 p33E3 - 2 — Kl -2 — K2 -2 — K3 =0
J 3 X3 X3 X3
Donde
af, af, afg
Ep=an | — K+ — K+ — Ky
3X, X3 9X,
afy af, of 3
Ex = qop | — Kp+— Ky + — Ky L (V.11)
aXo 8Xg 9Xao
of af, af3
Ezg = q33 | — Kp+— Ky +— Kg
X3 X3 9X3

nestas equagoes Q34 = 4 .
Pi4
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Substituindo as (V.11) nas (V.6), resulta:

af ; af; afs af 3
£i=QI1_—' — K+ — K+t — K3
X, 39Xy Xy 0X1

af 1 afs, afy
Gop — | — K+ — Ky +— Ky
9Xp | axXs aXs 9Xo

of ; [ afy afs af 5
qzz — ——n Kl + — K2 + — K3 (V.]Z)
9X3 | 9X3 X3 9X3

Efetuando as multiplica¢des indicadas (V.12) e transpon
do os termos, pode-se obter:

af, of, af, of, af; ofy ]
gp=|9g— —|K+|lag— — | K+ qg— —|K;

Xy 99Xy Xy 99Xy ax; 99Xy

3fo af, afz afz sz 3f3_
g=|q— — | Kp# | q— — | K+ | a— — | Kg (V.13)
aXa 9Xs 9Xp 9Xo 93Xy 9Xo

afy af; afy af, afy ofs
Ez = q— — Kl + qQ —— — K2 + ] ——' == K3
3Xg 09Xz 3Xg 9X3 9Xg3 09X3

onde, por exemplo:

Bfl 3f2 Bfl afz af1 3f2 Bfl afz
el 2 gy = hgy— g — —  (V.14)
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De acordo com a lei de propagacao dos coeficientes de pe
so, & possivel afirmar que a (V.14) e semelhante a hyix;+ Donde os coe
ficientes desconhecidos K; sdo obtidos a partir das hX1Xj e das equa
coes {III.13).

Portanto, sao dados por:

oy

afl 3f1 afz af1 3f3 Bfl
Ki=|9g— — |81+ |q— — 1 &+ | Qq— — | &3

9X1 8X; BXZ IXo X3 3X3

-

af, afp af, af, af 3 sz-
Kn=|q— — | &1+ | qQ— — | &+ | qg— — | &3

9Xp X3 dXs  Xsp X3 9X3 |
af; ofy af, afy afy of,
Ky =|q— — | E1+|q— — | &2+ | q— — | E5 (V.15)
3X1 9Xy Xz  OXp 3X3 9Xg3
Das (V.11) e das (V.13), conclui-se facilmente que,

[ pEE ] = Ki&y + KpEp + K3E3 (V.16)

Aplicando a lei da propagagdo das variancias sobre E; e
Ej se fj(x) for (xj-uj). temos:

F[pEE]

u

Q
m
m

H

EE
Ceee] (V.17)

-l
A
Q
om["‘
=
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Na sequencia, aplica-se esta teoria para o caso de consi

derar a funcao F, como segue:

F = LO + L}_A + LzB + L3C s (V-]S)

= +
para L0 a b0 + Cq

dos L; for igual a 1 e os outros forem considerados nulos, pode-se es

e onde oS Li sao parametros arbitrarios. Se um

crever: F = A para 1 = 1, por exemplo (uma vez que cﬁ = QAAUZ, onde &
necessario calcular Qu, ).

Mas,
A' +B' +C' = (A+ EA') + (B + EB.) + (C + EC') . (v.19)

Utilizando as (V.11) nas (V.19), resultam:

s

af of af
Al Bt cl
Ervi = Qpipn Kyy + —— y + —— Kay
A AA L 9Xn1 A BXA; BXA; ¢
r !
ofps BfB. ch.
EBt r qBIBI — KA‘ + — KBI + KC; }' (V.ZO)
L BXBI BXB[ 8XB|
r 3
afa. K 3fBa " af~u K
E = Qrape i + — , o — ¢
c' c'C A' B C
L 3Xc| 3XC| 3Xc| J

Substituindo estas nas (V.19) e (V.18) sucessivamente,
obtem-se:
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9fA, afB. 3,
Fo=Lly+LA" + Ligpaps | —— Kpo 4 Kgr + Kc. +
Xy s 3Xp 1 9Xp 1
\
3fp4 afy afc.
B! B' B )
3f a4 afn, afn,
#LsC' # LaGripe | —P Kpy + —2- Ko, + —— K., (v.21)
Ly X 8 3X > 3x £
c' c! (" J
E aplicando as (V.12), encontra-se:
of 4
EA=" ao'l'quAl [_"&“} H
Xy s
apos sua substituicdo nas (V.13) pode-se escrever:
b
afy,  of,, afps afB.
q— —— | Ky + | qa—— —— | Kpi +
BXA. BXAI BXA. SXA|
3fy 3, afp
+ q £ E K(‘;I + quAI + ao =0
3p1 Xy Xy
- (V.22)
afny  8f 4 ofny  afys
q_._E._.___A_ KA'+ q._...E._ __._B_"KB|+
aXB[ 3XB| BXBI aXBg
1 R | afn.
pla—2n Sl ket | =2 | agigs by =0
BXBI BXBI 3XB|




= )

af 3t a af.. of,,
q _CL __&_ KA' + q ._r;:_ __B..._ KB' +
Bxc. 8XC. 8XC. BXC,
(V.22)
af,  of., af ..
+ q__c....._c KI+ _C qC'C'+c0=O
3XC| BXC| axC|
Multiplicando cada uma destas por um coeficiente  auxi
Tiar §; e somando-as com a (v.21), obtéem-se:
Bf 3 BfAl
F = LO + L]_Al + LZBI + |-3CI + L]qAIAl + quBlBl ———k
BXAu SXBI
\
) af s " 1 afB. ) afB.
+ L3Qpip  + 19 — + LoGpip +
c'C ™ A A*A' ™ B'B a%g1
3fB| chl 3fc|
+ L3qC|C| — KBI + L1qA|A| —_— + L2qBIBI +
BXC| J | 3XA| 3XB|
3fn ofs, 9f4: afpy  9fa
+ Laqclcl £ Kcl + q A sAl + q B A SB'+
axc| L BXAI BX [} SXB| 3XB;
)
3f A~ BfA. af, . BfB.
+ | g — —— SC' KA' + qQ—  —— SA' +
BXC, BXC| axA| BX i
J




3fn  ofy, af ., af,,
+ | q S Sgr * | 4 e Sct | Kgi t
3XB' 3XB| BXC| BXC|
of,, of., af,. of.,
L BXA| BXAI BXB. BXB.
af of of
CI cl Al
+ q —— e Spi Koo + Quipy + @ Sai
3Xc‘ 3X01 C C 3% | A'A o} A
afB. afc.
+ ) quBI + bO SB' + qc|c| + CO SCI (V.ZS)
XB' BXC;

Esta funcdao & transformada de forma tal que dela resulta
a funcdo de observagdo mais uma constante. Os S, sao escolhidos de
maneira que o0s Ki sejam todos nulos, disto resulta que:

3fy  afy, ofps  3fp
Q2 S Sp b qg— —— | S5+
BXA| BXA' ax 1 3XAI
L (V.24)
afy  af., 8y,
t+ | q— — SC' +|g—VL | =0
aXxX ] BXA. BXA' J
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afn:  3f,, af . of
L (N Y I N i P
dXp:  3Xg, 3Xg1 g
af e afa, of i
+ q _B _._.(_:..._ SCl + q _...E..._ L = 0
BXB| BXB| axBl
b
af ] 3f ¥ 3f 1 Bf []
q _C _i SA' 4 q _C_ ._B.. SB' +
Mee e BXp1 e
Bf 1 Sf 1 Bf 1
+ q _C _C.... SC_I + g ..__E_. L =
er BXe BXe
E entdo conclue-se que:
] Bf '
F=L,+ L1A' + LoB' + LaC' + Qs * 3,
3Xp
A
af of
B' c'
o RN R i e
B c
ou entao:

F = (Lo + aosA' + boSB' + cosc.) +

Aoige + &

S

A*

)

(V.24)
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afAl 3fB|
+ L]. + - SA' quAl + L2 + i SB' quBl +
oXn BXB:
\ /
i A
afA,
+ [ Lg+ | —— | Say | Gripr - (V.25)
X, C c'c’
¢ J

Aplicando as regras da propagacdo das variancias, tem-se:

2
=L, + | ——|S. A s p/i = A', B', C' (V.26)

QFF i i

a qual, transformada adequadamente, e escrita:

QFF = qAIAILlLI + qB|B|L2L2 + qCICIL3L3 +

af,. ) ch.
+ | LiQuipr —— + LoGpps + L3Qnrips —— | Spo
af 1 B‘FB. af 1
+ | Ligpepr —— + LoQpips —— + L3Qpipy —— | Spu
A'R BXB. B8 BXBI ¢'C BXB. B
B'FA| Ban 3-F(.':I
+ quAlAl — + quBlBl —_— + Lan'C' Sc| . (V.27)

BXC ' BXC ! axc i
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Substituindo a (V.24) na (V.27) temos, de acordo com a

(V.25):
B'F 1 afBl
F=A=|L;+| — SA. qA|A| + | Lo+ { — SB' quBl +
BXAI axBI
afc.
+ L3 + Scl qucl (v'zg)
BXC.
onde
Ly =1l ely, =Ls =0;
entao, de acordo com a (V.24), tem-se:
af 1 Bf 3 afA|
q SA' == q—1L (V.29)
BXA| 3XA. BX 1
isto e,
i _ 1
3SA| = "-I")‘SA| ""-E
E consequentemente [ gLL ] = pipelily = 1, donde,
1
QFF = QAIAI =1 - g 5 'i- > (v.30)

e por analogia conclui-se que: QBIB. = QC'C' - 2 .
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Ro voltar (V.26) e substituir Qg por Qry, onde G e
referente a uma funcao linear analoga a fungdo F, pode-se escrever:

L.+ — | S. . m. + | — | S; r . Qs (V.31)

d
para i, j=A', B', C' e i # J.

Utilizando a mesma sequencia seguida anteriormente para
calcular QFF’ tem-se:

Sy=-~ e [qm]=0, (V.32)
3
consequentemente:
Qg = Qg =0-1 = -
3 3

Analogamente encontra-se

Qac

Pode-se finalmente escrever a matriz dos coeficientes de
peso de um triangulo. Salienta-se que Qij = jS.

2 _ 1 _ 1]
3 3 3
1 2 1

g7 =|-1+ 2.1 (V.33)
[ ] 3 3 3
11,2
L3 3 1
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VI. RELAGAO ENTRE 0 COEFICIENTE DE RIGIDEZ E AS CURVAS PADRAO RELATIVA

Empregando os valores obtidos na (V.33) e nas (IIl.4),
tem-se:

Qaa = a2 Z-cotg2 A' + g-cotg2 B' -~ 2 [ - l—] cotg A' cotg B' ] s
3 3 3

para generalizar a expressao, introduz-se o coeficiente de correlagdo
p ha mesma:

= 232 2 ] 2 1 | )
Qua = —~ (cotg? A' + cotg? B' + cotg A' cotg B') . (VI.1)
3p
L
5 2
(Qaa] = % E-[ g-(cotg2 A' + cotg? B' + cotg A' cotg B') (V1.2)
p i3
Introduzindo a (VI.1) na (I.3), resulta:
2,2
cg - 2%’ (cotg2 A" + cotg? B' + cotg A' cotg B') (VI.3)

3p2

Aplicando, sobre a equagdo acima, o mesmo metodo utiliza
do na obtencdo da equagao (IV.10), pode-se escrever a (VI.3) como se
gue:

2 _ 2a%¢? 2 2
[¢3 = 392Y2 GA' + 6B1 + GAI 6B| a (VI-4)

Voltando a (IV.12), dada por:




- 2l =

~
1
o
[}
L]
Ilt~13

82, + 82, + &,, & "
i [ A B: 7 Ay °B! J

e substituindo sua expressdo, para um triangulo, verifica~-se que:

= 2 2
Ra [ 6Al + 6B| + 6A| 6B| } L]

donde,
R, = Ry . (VI.5)
0 resultado acima, implica em:
2.2
2 = B g (VI.6)
3p2y2
Entao, de acordo com a (VI.1), tem-se
2
Q.. = 2a (cotg? A' + cotg? B* + cotg A' cotg B') (VI.7)
ad 392Y2

a qual e escrita da seguinte forma:

_ 2a? _2p2
. R e Ot Ry (VI.8)

@ 300 @ 3p2y2

Consequentemente, a equagdao da elipse padrao relativa,
gquando se substitui a (VI.7) pelas (VI.8) e escrita:
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1 2b2 ,

2 2 2p2 2.2 RpXy =

2a R 2b Rb o 4a<b R Rb 3p%y

3p2y2 4 35242 gty @
2
-8B SRR xyx, 4+ AL px2 | =gz, (VI.9)
3p2y2 PaR 2p2y2 22

isto e,

2R 2 - / 2p 42 o 28%b? 2
b be1 2ab RaRb X1X, + a Rax2 32,2 RaRb° s (VI.10)

que e a equacao da elipse padrdo relativa em fungdao do coeficiente de
rigidez.

A partir da (VI.10) obtém-se:
aZR x2 - 2ab \/RR. X;xy + b2R.x2 = 222 (42 4 y2)2 (VI.11)
a™ a'b 7172 b"2 og2 1 T2l .
que e a equagao da podaria padrdo relativa em funcdc dos coeficientes
de rigidez de um triangulo.
As expressoes (VI.10) e (VI.11) demonstram nitidamente

que o ja ha muito conhecido coeficiente de rigidez esta diretamente 1i
gado a teoria da otimizacdo e as curvas padrao.




CONCLUSAC

Pode-se concluir, neste trabalho, que existe uma relagdo
direta entre o coeficiente de rigidez e as curvas padroes. Porisso,
torna-se possivel, por intermedio desta relacdo, a obtencao da elipse
padrao relativa e sua podaria, a partir dos coeficientes de rigidez,
que sao de obtencdo mais rapida e simples que os coeficientes de peso.

Conclue-se ainda que a elipse padrao pode ser relativa
ou ndo, € que a orientagdo de seus eixos maior e menor indicam a maior
ou menor propagagao dos erros, respectivamente. Um aspecto importante,
da elipse padrdo, e ser possivel obtE-la antes de terminados os traba
Thos de campo. A obtencao grafica da podaria padrao mostra a tendencia
dos erros cometidos, indicando a existencia de erros sistematicos.

Como os coeficientes de peso estac diretamente relaciona
dos aos pesos pode-se, atraves da elipse padrao relativa obter uma
nogao dos pesos a serem adotados para o calculo das variancias e
co-variancias.
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