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Neste trabalho apresenta-se um estudo das transformadas 
integrais que têm como raiz comum a Transformada de Fourier. :Entre 
estas sio estudadas de maneira conjunta as transformadas de Ëourier, 
Fourier-Seno, Fourier-Cosseno e Laplace. Aproveitando os resultados 
que aparecem, estudam-se também a funçõo deita e suas representações 
n-dimensionais em coordenadas curvil-Cneas. O estudo é organizado de 
maneira a chegar primeiro à definiçêo de cada transformada partindo 
da transformada de Fourier. Logo sio estudadas as suas propriedades, 
definindo uma transformada integral genérica, para logo chegar a re 
sultados específicos. O teorema da Convoluçéo é tratado de maneira 
semelhante. Conclui-se o trabalho com um breve estudo das transforma 
das de Fourier finitas e uni Apêndice que contem alguns me -todos espe 
ciais de integraçõo. Exemplos esclarecedores são desenvolvidos nas 
.várias seções do trabalho. Este trabalho é baseado em notas de aula 
do curso de Métodos Matematicos da Física que o autor ministra nos 
Cursos de Pós-Graduaçõo do INPE. 
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RESUMO 

Neste trabalho apresenta-se um estudo das 

transformadas .integrais ue têm como raiz comum a Transfor-

mada de Fourier. Entre estas são estudadas de maneira 

conjunta as 'transformadas. de Fourier, Fourier-Seno, 

Fourier-Cosseno e Laplace. Aproveitando os resultados que 

aparecem, estudam-se também a função delta e suas represen-

tações n-dimensionais em coordenadas curvilineas. O es 

tudo é organizado de maneira a chegar primeiro á definição 

de cada transformada partindo da transformada de Fourier. 

Logo são estudadas as suas propriedades, definindo uma trans 

formada integral genérica, para logo chegar a resultados es 

pecificos. O teorema da Convolução é tratado de maneira se 

melhante. Conclui-se o trabalho com um breve estudo das 

transformadas de Fourier finitas e um Apêndice que contém 

alguns métodos especiais de integração. Exemplos esclarece 

dores são desenvolvidos nas várias seções do trabalho. Este 

trabalho é baseado em notas de aula do curso de Métodos Ma-

temáticos da Física que o autor ministra nos Cursos de Pós-

Graduação do INPE. 



AB 5 TRAC T 

In this work a study of integral transforms 

that have as a con-imon root the Fourier trans form is 

presented. Among these the Fourier, Fourier-Sine, Fourier-

Cosine and Laplace transforms are globally studied. Using 

the results that happen to emerge, the delta function and its 

n-dimensional representation in curvilinear coordinates are 

also studied. The subject is organized such that individual 

definitions of the trans forms are obtained starting from the 

Fourier Transform. Next, by defining a generic integral 

trans form, their specific properties are stablished. The 

Convolution theorem is handled in a similar way. The work 

ends with a brief study of finite Fourier transforms and an 

Apendix that gives some special methods of integration. 

Enlightening examples in the various sections of this 

monograph are worked out. The present work is based on 

notes of the Mathematical Methods of Physics course that 

the author teaches in the graduate program of INPE. 
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CAPÍTULO VI 

TRANSFORMADAS INTEGRAIS 

6.1- INTRODUÇÃO 

Uma transformada integral é o resultado da 

operação de um operador integral sobre uma função f(x), da 

seguinte maneira: 

T{f(x)} = Lf(x) K(x,€) dx = 	, 	(6.1.1) 

onde K(x,€) é chamado de núcleo da transformada, a e b 

são limites de integração, constantes, e ?(€) é a função 

decorrente da operação. Naturalmente, a função f(x) tem 

de estar definida dentro dos limites da integral da trans-

formação. O parâmetro é chamado de variável datransfonada. 

Supondo qu'ër f(x) e g(x) sejam duas funções 

que possuem transformadas, e a e S duas constantes, 

tem-se que: 

b  
T{a f(x) + 	(x)} = 

J{a 
f(x) + S f(x)] K(x,) dx 

= a Jf(x) X(x,) dx + 

± S jg(x) K(x,) dx 

T{ 
01 f(x) + 6 g(x)} 	= a T{f(x)} + 	T{g(x)}Á6.1.2) 

Isto é, as transformadas integrais são operadores lineares. 

1 
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A importãncia das transformadas integrais 6 

notada principalmente por sua aplicação na solução de equa-

ções diferenciais, na análise espectral de dados experimen-

tais e nos campos da física teórica, onde o estudo de de-

terminados fenômenos físicos, descritos no campo da variá-

vel x, pode ser mais simplificado no campo da variável . 

6.2 - TRANSFORMADA DE FOURIER 

A forma complexa da série de Fourier de uma 

função periódica, de período L, é dada por (ver Seção 5.13 

do trabalho "Série de Fourier" INPE-1933-RPE/256, Out. 

1980, deste mesmo autor): 

2wn 

f(x) = 	C n n= ~m  

(6.2.1) 

onde 

L 2irn x 
C 	= 1 JLf(x) 	

'' 	
dx n (6.2.2) 

e f(x) é uma função bem comportada, integrável em valor ab-

soluto e quadraticamente integrável isto é, satisfaz- as 

condições de Dirichlêt. 

Suponha-se agora que o período L, da função 

f(x), cresce aproximando-se do infinito. Isto, evidente-

mente, significa que f(x) deixa de ser periódica, e conver-

te-se numa função definida no espaço unidimensional 

infinito (—cci 	x < co). 
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Definindo o parâmetro: 

k = 
L 

e a função: 

!(k) = um LCn 

L-* 

tem-se que: 

L 

(k) = um 	
JL 

 f(x)e -ikx dx 

2 

J -ikx = 	f(x) e 	dx . 	 (6.2.3) 
- 

Comparando as Expressões (6.2.3) e (6.1.1), 

pode-se notar que a função f(k) é a transformada integral, 
- 	 -ikx 	- com núcleo K(x,k) = e 	, da função f(x). Esta transfor- 

mada é conhecida com o nome de TidrtsfoSada de Fourier da 

função f(x) a.qual, neste trabalho, 6 denotada simbolicamen-

te por: 

P{f(x)} 	= 1(k) 

Por outro lado, a Expressão (6.2.1) pode ser 

colocada na forma: 
t 
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2 in 
i - 	x 

f(x) 	= 	C n 	
r - 

e 	An , 	 (6.2.4) 

onde An = 1. Esta expressão corresponde ã forma de uma 

integral numérica, na variável n. Da definição do parâme-

tro k tem-se ainda que: 

An = 	Ak 
2,r 

desta maneira, 

3D 

f(x) 	= 	 L  ri 2. 
ikx Ak 

	

fl=-3D 	2iï 

Observa-se que o fa 

tremamente pequena 

ponto de: um Ak 
L-' 

a somatória por urna 

bar k = 	n é uma quantidade ex- 

para valores muito grandes de L, 	ao 

= dk;, portanto, é possível substituir 

integral. Assim: 

f(x) 	

=1: 	
(k) e 	 dk . 	 (6.2.5) 

Esta relação é, também, urna transformada in- 
- 	 1 ikx 	 - - tegral de núcleo K(k,x) = 	, da função f (k). Es- 

ta nova transformada é conhecida como a Transformada de 

Fourier Inversa. De fato, ambas as transformadas indicadas 

nas Expressões (6.2.3) e (6.2.5) estão intimamente ligadas, 

sendo uma a transformada inversa da outra. Isto significa 

que, por exemplo, substituindo a Relação (6.2.3) no inte-

grando da (6.2.5), dever-se-ia obter o primeiro membro des-

ta última. Demonstrar-se-á, logo mais, que isto realmente 

acontece. 
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Devido à sua procedência, a transformada de 

Fourier da função f(x) e a transformada inversa da função 

!k) existem quando estas funções satisfazem as condições 

de Dirichlet. Estas condições, no entanto podem ser rela-

xadas à condição única de ser funções integráveis no es-

paço infinito; esta condição é facilmente identificável nas 

Relações (6.2.3) e (6.2.5), onde para k = 0 e x = O, 

respectivamente, 'as integrais têm de ser convergentes. 

Esta condição pode ser expressa de maneira mais geral: A 

função f(x) possui, transformada de Fourier se f ~. Jf (x)J dx 
existe e é finito. Daqui decorre ciue f(x)I = O. 

Um outro aspecto de interesse é o significado 

"físico" da transformada de'Fourier 9  Isto é, o que repre-

senta'a transformada de Fourier de uma função? Este tipo de 

pergunta 'torna-se irrelevante quando a transformada de 

Fourier, ou qualquer outra transformada, é 'utilizada como 

simples ferramenta matemática na solução de problemas; por 

exemplo, na solução de equações diferenciais onde, depois 

de encontrar a transformada da equação, pode-se 'resolver 

o problema no campo da variável da transformada e em segui-

da aplicar a transformada inversa para trazer a' solução ao 

campo da variável original. Entretanto, existem outros 'ca-

sos nos quais a solução do problema, ou o resultado de uma' 

análise, 'tem uma melhor interpretação no campo das trans-

formadas. Isto geralmente ocorre na análise espectral de 

dados experimentais (por exemplo, a obtenção da densidade 

espectral de potência é extremamente importante na identi-

ficaçãoCda'presença de harmônicos num conjunto de dados). 

Voltando ao problema do significado da trans-

formada de Fourier de uma função, note-seque a nova variá- 
2nn. 	 ,, 	 ..- 	- vel ' k 

= 	
tem unidades de freqüência " 	semelhança da 

conhecida' definição de freqüência v'= 2u/T, corresponden- 

te ao período T) , uma 'vez que n é um número adimensional. 

Por outro lado, sendo C   a amplitude do harmônico de fre- 
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qüência 2irfl/L, a transformada de Fourier 1(k) = F{f(x)} 

representa, também, a amplitude do harmônico de freqüência 

k, da função f(x). Em outras palavras, ao encontrar a 

transformada de Fourier de uma função, o que se está fazen-

do, realmente, é submeter à função f(x) a uma análise har-

mônica, no sentido descrito na Seção 5.11 d'o.trabalho sobre 

Série de Fourier citado linhas acima. A diferença é que, 

neste caso, o resultado da análise fornece um espectro con 

tínuo de freqüências, e não o discreto correspondente à anã 

lise de Four,ier. 

Além das definições expressas nas Equações 
(6.2.3) e (6.2.5), existem outras definições da transforma-

da de Fourier que diferem apenas nos coeficientes numéri-

cos, pois a forma do núcleo, é a característica principal 

desta transformada. Neste trabalho, o autor prefere a def i 

nição moderna, simétrica nos coeficientes, e que é expressa 

mediante as seguintes relações: 

F f(x) 	(k) - 
1J 	

f( 	-ikx {} = 1 	 x) e 	dx , 	( 6.2.6) 
à 7r 

- 

= f(x) = 	J 	1(k)eikx dk . 	( 6.2.7) 
- 	 /2,r - 

Estas relações podem ser obtidas, também, a partir das Equa 

ções (6.2.1) e (6.2.2), com uma escolha apropriada de 1(k) 

(ver problema proposto). Embora as definições indicadas nas 

Expressões (6.2.6) e (6.2.7) sejam as adotadas neste traba 

lho para as transformadas de Fourier, qualquer outra defini 

ção pode ser utilizada sem maiores inconvenientes, desde que 

seu uso seja consistente. Isto é, caso se decida utili 

zar uma determinada definição, esta deverá ser 
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utilizada em todas as fases do problema, especialmente 

quando setiverde . encontrar a transformada inversa. 

EXEMPLO 6.1 

Seja um sinal retangular, da forma indicada 

na Figura 6.1: 

1 	xl < tal 
f(x) 	= 

o 	lxi > Vi 

A transformada de Fourier.. desta função, 

obtida mediante a aplicação da Relação (6.2.6) , a saber: 

	

-ikxF{f(x)} = - 	J 	f(x) 	dx = 1 	-ikx dx 

/21T 	a 

ika 	-ika = 2 	e 	-e 	= 	senka 

kV2'n 	2i 	/7T 	k 

Logà, 

/7 sen ka 1— 

	

/ 'ir 	ka 



x 

Fig. 6.1- Pulso retangular definido no intervalo - L - ,sx 	
L 

.A representação gráfica deste resultado é mos 

trada na Figura 6.2(a). 

Fig. 6.2(a) - Transformada de Fourier do pulso retangular 

da Figura 6.1. 

A titulo de comparação far-se-á, em continua-

ção, a análise de Fourier (harm(Snica) do mesmo sinal retan-

gular. Com  este objetivo, supôe-se que f(x) deste exemplo, 

seja urna função periódica com as seguintes características: 



lxi :5 VI 
f(x) 	= 

o 	Vi < lxi s I . I 

f(x) 	= 	f(x+L) 

onde L é uma grandeza de valor arbitrário, que satisfaz 

apenas as condiç6es especificadas acima. Dado que a fun-

ção periódica é uma função par, os coeficientes C serão 

grandezas reais. Assim, 

i2iin (a 	r 
C 	= — I 	e 	dx = n 	L -a 

2irti sen 	a 

c = _____ n L 

L 

1 	2irna — sen  
'iTt 	 L 

n = O, ±1, ±2, 

Os valores discretos deste coeficiente são 

mostrados na Figura 6.2(b), onde L:= 20a. Pode-se ver que 

este resultado, comparado com o obtido para a transformada 

de Fourier, é a versão discreta do espectro contínuo de 

frequências ?(k) . Este exemplo esclarece a equivalência 

existente entre a análise harmônica de uma funço e sua 

transformada de Fourier. 

Exercício: Partindo das Relações (6.2.1) e (6.2.2), demons--

trar que a transformada de Fourier, e sua inver-

sa, pode-m ser definidas pelas exoressões (6.2.6) 

e 6.2.7), res7ectivanente. 



lo 

Fig. 6.2(b) - Coeficientes da análise de Fburier do mesmo 

pulso retangular,com L = 20a. 

6.3 - FUNÇÃO DELTA DE DIRAC 

A função Delta de Dirac 6(x) (assim chamada por 

ter sido introduzida por Paul A.M. Dirac) é definida pelas 

seguintes propriedades: 

o 	x# O 

6(x) 	= 	 ( 6.3.1) 

x = O 

J 6(x) dx 
= 	

6(x) dx = 1 , 	 (6.3.2) 

- 	 -E 

onde, na integral de normalização, E é uma 	quantidade 

muito pequena, próxima de zero. 
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De acordo com a definição dada pela Relação 

(6.3.1), a função delta pode ser representada esquematica-

mente da maneira mostrada na Figura 6.3. 

6(X) 

Fig. 6.3 - Representação geométrica da função deita de 

Dirac 	(x) 
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6.3.1 - Propriedades da Função Deita 

Com as propriedades definidas nas Relações 

(6.3.1) e (6.3.2), deduzem-se outras não menos importan-

tes. 

cx, 

a) 	
J 	(c) ó(c - x) dc = f(x) 

-, 

Para demonstrar esta propriedade, observa-se 

que, de acordo com (6.3.1) 

O 	- x 	O, ou seja: c 	x 

- x) = 

= 	O, ou seja: c = 

Portanto, os limites de integração da Expressão (6.3.2) 

são: 

Limite inferior: C - x = - E; de onde: 	= x - E. 

Limite superior: c - x = 	E; de onde: 	= x + E 

Assim, 

f 	6( 	- x) d€ = í 	f() 6( 	- x) dc.(6.3.3) 
XE 

Porém, no intervalo entre x - E e x +E, e quando E-*O, 

obviamente tem-se que f(F) = f(x), que pode sair do 

símbolo de integração; isto é: 

X x+c 	 + E 
 

x- E 	 x-E 
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Fazendo a troca ri = 	- x, dri = d€, a integral do segun- 

do membro fica: 

(X+E 	

- x) d 	=í 	6(n) dp = 
XE 

Portanto: 

f(x) 	= J 	f() 6( 	- x) d - 

(6.3.4) 

Esta propriedade é extremamente importante em 

aplicaçées da física matemática. 

b) 	5(x) = _L 	eikx dk 
2rr 

Para demonstrar esta propriedade, aplica-se a 

transformada de Fourier à função deita: 

F{6 (x) 
	

- 	1 	[ 	6(x) e -ikx dx = 
J_ 

Por outro lado, a transformada de Fourier in-

versa, deste último resuitado deve restabelecer a função 

deita originai. Assim, 

1 	 1 	1 	ikx 6(x) = 	 = e 	, 
{ /-i 1;} 	

dk 

de onde: 

6(x) 	= -I-1 	ikx 
e 	dk . 	 (6.3.5) 

2 
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Esta expressão integral para a função deita, 

permite uma utilização elegante desta função em análises 

teóricas. Por exemplo, substituindo f(k) da Relação 

(6.2.6) na (6.2.7), e com a identificação da função delta, 

obtem-se f(x). 

c) 	f(x) 	6(x) 	= - 5(x) 	f(x) 

	

dx 	 dx 

Para demonstrar esta propriedade, define-se a 

derivada da função delta (seja o que for que esta derivada 

signifique) por 6 '(x) = 6(x). As propriedades desta no-

va função, igual à função de origem, só podem ser manipula-

das em associação com símbolos de integração. Assim, 

f(x) 6' (x) dx = f(x) 6(x) 	- J f' (x) 6(x) dx 

A integração por partes. acima. é válida somente quando 

f(x) é contínua e tem derivada finita. Naturalmente, o 

primeiro termo é nulo em ambos os limites; portanto, 

f(x) 6'(x) dx = - 
	

f'(x) 6(x) dx 

Igualando os integrandos, tem-se que: 

f(x) 6'(x) 	= 	-f'(x) 6(x) 
	

(6.3.6) 

dj 	6(ax) 	= 	6(x) 
Jal 
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Considere-se a integral: 

(ax) f(x) dx 

onde precisam ser considerados os casos em que a > O 

e a < O. 

a > O. 

Fazendo a troca ax = (de onde: dx = 1 dc), 
a integral fica: 

CO 

1 1 	ó() 	d 	= 1 f(0) 	= 	J 	S(x) f(x) dx a a 	 a 

Portanto: 

ax) f(x) dx 
= 	

1 (x) f(x) dx 

de onde, igualando os integrandos de ambos os mernbros,tem-se: 

S(ax) 	= 1 - '5(x) 
a 

a<O 

Neste caso, com a = - lal, a integral ini-

cialmente considerada fica: 



16 

- 

6(-ax) f(x) dx = 	f 	6(e) f(  
) - 	 ai 	jal 

onde foi utilizada a troca na variável 	de 	integra- 

ção: . = -laix. Pode-se ver que: 

J 6 (-IaIx) f(x) dx = 	f(0) = 	J 	6(x) f(x) dx. 
- 	 lal 	lal 	- 

Dado que este é o mesmo resultado que o obtido para o caso 

a > o, em geral pode-se escrever: 

6(ax) 	= 	6(x) 
	

(6.3.7) 
jal 

onde a é um número real. Esta relação encontrada revela 

uma outra propriedade importante da função delta. 	Assim, 

fazendo 	a = -1, tem-se: 

= 	6(x) 
	

(6.3.8a) 

isto é, a função delta de Dirac é uma função par! Este fa-

to permite que a expressão integral da função delta tenha a 

forma geral: 

1 	
Jcx, 	

e±]C dk 6(x) = - 
2n 	—a, 

(6.3. Bb) 
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Exemplo 6.2: Teorema de Parseval 

Supondo-se f(x) una função complexa,conside- 

se a integral: 

If(x)1 2  dx = Jw f(x) 
f*()  dx 

Substituindo f(x); no integrando do segundo 

membro, pela Expressão (6.2.7), tem-se: 

J If(x)12dx = J dx 1 f !(k) Jkx  dk  1 J 
T*(k )C 1k'XdkI 

/ 2i 

-o, 
= J 	T(k) dk J -É *  ( k') dk' 	i(k_k')xdX 

2 i -a, 	- 	 - 

= 	

(k) dk 	*(k') dk' 6(k-k') 

= 	
1(k) 1*(k) dk e 

Desta maneira, tem-se a importante relação: 

	

L o, 
if(x)1 2  dx = J 	17(k) 12  a 	 (6.3.9) 



W. 

que é a versão continua do Teorema de Parseval correspon-

dente à série de Fourier. A relação encontrada explicita 

que, se f(x) é uma função quadraticamente integrável, sua 

transformada de Fourier também é uma função quadraticamente 

integrável. 

Uma utilidade evidente da Relação (6.3.9) é 

a que se refere ao cálculo de integrais. Observa-se que se 

for o caso de calcular uma integral do tipo indicado no pri 

meiro membro de (6.3.9) a qual apresente dificuldades para 

o seu cálculo., pode-se tentar encontrar a transformada de 

Fourier de f(x) e efetuar este cálculo no campo da variável 

k. 

6:4 - TRANSFORMADAS DE FOURIER-SENO E FOURIER-COSSENO 

Quando a função f(x) apresenta propriedades 

de paridade, as respectivas transformadas de  Fourier têm 

também formas especiais. Suponha-se que f(x) é uma função 

par (simétrica em relação ao eixo x = O): 

f(-ic) 	f(x) 

A transformada de Fpurier desta função chega a ter uma for-

ma diferente, conforme é mostrado a seguir: 

o 

	

1 	J 	f(x) -ikx 	1 	J 	f(x) 	dx. Fff(x)} = - 	e 	dx + 
v9T 0  

- 

A integral do primeiro termo, substituindo x por -x,fica: 
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1 e- ikx  dx = - f°f(_x)e+tkx dx = 
	

ikx j f(x)e 	dx. 
o 

Logo, 

F{ f(x) } - --
1°  J f(x) (e 1 	+ a) dx o. 

o, 
2 

= 	1 f(x) cos kx dx 

Assim, quando f(x) é uma função par, a transformada de 

Fourier desta função tem a seguinte expressão: 

F{f(x)} = 1(k) = /7 J f(x) cos kx dx . (6.4.1) 
71 

A transformada inversa de 1(k) pode ser obti-

da através da Relação (6.2.7). No entanto, observando que 

1(k) é também uma função par, a transformada inversa segue 

o mesmo tratamento que o efetuado para 1(k), chegando-se à 

seguinte expressão: 

F_1{1(k)} = f(x) = /1 J0 
1(k) cos kx dk. (6.4.2) 

De uma maneira análoga, quando f(x) & uma 

função ímpar (anti-simétrica em relação ao eixo x = O) 

f(-x) = -f(x) 
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pode-se demonstrar que a transformada de Fourier desta 

função. tem a forma: 

F{f(x)} = ?(k) = 	 f(x) sen kx dx 
7T 	o 

(6.4.3) 

com a transformada inversa: 

= f(x) = /r:2 if 	(k) sen kx dk. (6.4.4) 

Resumindo: quando f(x) tem propriedades de paridade (simé-

tricas ou anti-simétricas em relação ao eixo x = 0), a 

transformada de Fourier fica simplificada, dando origem a 

transformadas de núcleos / - cos kx e / - sen kx, 
-71 

respectivamente. É interessante notar que os núcleos das 

transformadas inversas são idênticos em ambos os casos. 

Uma análise mais geral do par de transforma-

das. leva a concluir que uma função,definida no intervalo 

O x -,Pode ter dois tipos diferentes de transformadas 

integrais, cada uma com sua respectiva transformada inver-

sa. Desta maneira, para uma função bem comportada definida 

no espaço semi-infinito positivo, define-se a Transformada 

Fourier-Cosseno: 

F {fx} = 	(k) = /7 J f(x) cos kx dx (6.4.5) 

com sua transformada inversa: 

= f(x) = / 	J 1(k) cos kx dk (6.4.6) 



21 

e a Transformada de Fourier-Seno: 

Fs{f(x)} 
= ? 

5 
 (k) = 

1/ Ir 
	f(x) sen kx dx (6.4.7) 

com sua transformada inversa: 

F -' {f(k)} = f(x) 
=

?5 (k) sen kx dk. (6.4.8) 
TI 	o 

6.5- TRANSFORMADA DE FOURIER EM N DIMENSÕES 

Até agora estudou-se a transformada de 

Fourier de uma função unidimensional f(x); isto é, a trans-

formada foi feita na variável x. Naturalmente, aqui surge 

a pergunta: e se a função for, por exemplo, bidimensional? 

Neste caso, dever-se-á escolher a variável sobre a qual se 

deseja a transformada. Assim, a transformada de Fourier 

sobre a variável y da função f(x,y). será: 

F{f(x,y)} 	= 1(x,k) 
= 	

1 (o' 	 -iky 
f(x,y) e 	dy 

onde, neste caso, chamou-se de 	o parâmetro da trans- 

formada. 

Se ao mesmo tempo se precisar também da 

transformada sobre a variável x, ter-se-á que: 
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FT(x , k )} = ?(k , ) = 	J 	!(x,k) e 	X  x dx 
y 	x 	

-ik 

k y 

= 	1 	-ik x  x 	 - iky 

J e 	dx 	f(x,y) e 	' dy - 	L (/) 2 

x+k y} 
f(x,y)e 	x 	y dxdy. 

Chamando: 

F{f(x,y)} = F{F{f(x.y)} 
} 	

= -É (k ,k 
y x 	 y 

e utilizando a notação vetorial: k x  x + k 	= k . x, 	a 

transformada de Fourier sobre as duas variáveis podem ser 

escritas da seguinte maneira: 

F{f(x,y)} 	

-ik.x - 	1 	Ç 	1 	f(x,y) e 	- 	- dx dy 
(/)2 i 	)_ 

Fica evidente que a transformada de Fourier 

de uma função que depende de 3 variáveis (por exemplo, as 

coordenadas x, y e z) é: 

-i k x 
F{f(x,y,z)} = 	1 	J J J 	f(x,y,z) e 	dxdydz. (V27r) 3 - - - 

(6.5.1) 
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Utilizando novamente a notação vetorial e chamando simboli-

camente 

f(x) 	= f(x,y,z), Ï(k) 	= ?(k,k,k) 

a Relação (6.5.1) pode, também simbolicamente, ser repre-

sentada por: 

F{f(x)} = Ï(k) = 	1 	J f(x) e 	- d 3x,(6.5.2) 

onde a integração é feita sobre o espaço tridimensional in-

finito. 

De uma maneira análoga, pode-se demonstrar 

que a Transformada de Fourier inversa, tridimensional, é 

representada por: 

1 	 ik.x 
f(x) = 	J 	Ï(k) e 	- 	d 3 k . 	(6.5.3) 

- 	(/2vr) 

Embora óbvio, é necessário salientar que esta 

representação tridimensional da transformada de Fourier. é 

válida apenas para coordenadas cartesianas. 

A extensão da definição da transformada de 

Fourier e da sua inversa S para um espaço n-dimensionaL é 

trivial: 

-' 	 ( 

	

-ik.x 
= !(k) = 	1. 	1 f(x) 	e 	- - dnX , 	(6.5.4) 

- 	- 	(/27r)" 	- 

F '  T(k) 	= f(x) = 	j. 	j T(k) e 	d'x . (6.5.5) 
1 	- 	- 	(/2 Tr )n 	- 
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Exemplo 6.3: Átomo de hidrogénio no estado 2p 

No átomo de hidrogénio, o "estado" em que se 

encontra o elétron é definido pela chamada "função de onda" 

Y(t)., cujo significado físico é caracterizado pela seguinte 

relação: 

p()p*() d 3 x = I(xi12  d 3x = (Probabilidade de que 
o elétron se encontre, 
dentro do volume d 3 x, 
localizado no ponto x 
relativo ao núcleo) - 

O estado 2p (notação espectroscópica) indica 

o estado de "excitação" do átomo (ou, alternativamente, o 

estado energético do elétron). A função de onda 	'P (x), 

que caracteriza este estado, é obtida da solução da equação 

(diferencial) de Schrodinger, com o seguinte resultado: 

- r 

ze 

/ 32ir a 

onde: ao = raio de Bohr (urna constante), r = lxi (módulo 

do vetor de posição), z = r cos O, O = ângulo polar (das 

coordenadas esféricas). O problema consiste em encontrar a 

transformada de Fourier da função de onda. Neste caso, o 

parâmetro k está relacionado com o momentum do elétron; 

assim, a função 

r 

= F{(x)} = 	1 	z 	-ik.x _______ e - - d 3x 
3/2 

	

(2n) 	- 	/ 327v a os  

representa a função de onda expressa no campo do momentum. 
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Para efetuar a integração indicada, deve-se 

lembrar que esta integração é feita sobre o espaço infinito 

das variáveis independentes (que, para este caso, são as 

coordenadas). Assim, a integral de volume pode ser calcu-

lada utilizando qualquer sistema de coordenadas. Para este 

caso. 1 particular, as mais apropriadas são as coordenadas 

polares. Por outro lado, a orientação do sistema de coor-

denadas é também arbitrária e, portanto, pode ser orien-

tado de tal maneira que o vetor k coincida com o vetor 

do sistema cartesiano; assim, 

k . x = k r cos e 

(ver Seção A.2 do Apêndice para outros exemplos deste ti-

po). Portanto: 

-3/2 	 - r dr 
	a 	 sen 	

27r (k) = (2u) 	r 3  2. 
2a 0 	-irk cos e 	e cose e í d. 

/ 32 7T a s  o 	o 

Chamando € = cos O, a integral, na variável O 	pode ser 

integrada da seguinte maneira: 

1 	 1 

e- ikre d 	1 	e-ikr dC = 2i a {sen krl 

irBk' 1 	 r2  k 	k -1 

= .?i ír cos kr — sen k r 

	

r2( 	k 	k2 



26 

Com este resultado tem-se que: 

r 

= 	J (kr cos kr - sen kr)r e 2a 0  dr 
4u /a k 2  

Estas integrais são do tipo 

r 2  cos kr e- y  dr 	e 	r sen kr gYr  dr 
o 

que podem ser calculadas a partir das integrais (A.11) e 

(A.12) do Apêndice: 

r CTr cos kr dr  = y 2  -k2 	e 
(y 2 + k 2 ) 2  

í 	c'rrsenkrdr = 	k 
Jo 	 y 2  + k 2  

respectivamente, utilizando o artifício de derivar em rela-

ção ao parâmetro Y. Os resultados so os seguintes: 

FJr2 	cos kr dr - 2y(y 2  - 3k 2 ) 
- 

o 	 (y 2 	+ k2 ) 3  

-yr 	 2 -yk 1 re 	senkrdr = 
(y 2  + k2)2 
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Desta maneira: 

6 
2 a0

5/2 
 k = _____________ 

Tri[l + ( 2a0 k)2]3  

6.6- FUNÇÃO DELTA EM N DIMENSÕES 

A definição dada mediante a Expressão 

(6.3.2), pode ser colocada, para cada variável x 1 , x 2 , x 3 , 

etc., na forma: 

- xj) dxi = J 	S(xl - xi) dxi = 
-w 	 XIE 

(X ' +E 

j
cS(x 2  - x!) dx2 = J 

2 	6(x2 - x) dx 2  = 
- 	 x 2 -E 

ó(x-x')dx 
= 

S(x -x')dx 	= 1, 
j 	n 	n 	n n 	n 	n -w 	

X'E n 



Multiplicando membro a membro as n relações e chamando 

simbolicamente 

ótx - x') 	= 	- xfl6(x 2  - xfl 	.. &(x - x') 

tem-se que: 

Lperesfera 
6(x - x') dnX =6(x-xt)  dnxl.,: (6.6.1) 
 e 

infinita 

onde c representa uma esfera infinitesimal de raio e -*O 

centrada em x'. A Relação (6.6.1) define a integral 

de normalização da função delta de Dirac em n dimensões. 

De maneira semelhante pode-se escrever outra 

propriedade importante da função deita: 

J f(x) ób - 
	n 	= f(x') , 	 (6.6.2) 

onde a integral é sobre todo o espaço infinito. 

Uma outra propriedade interessante de ser es 

crita, para um es Daço de n dimensões em coordenadas orto 

gonais, é a forma integral da função deita. 

A expressão integral da função deita (6.3.5) 

pode ser escrita na forma: 	 - 

1 	 ik 1  (x1-xfl dki 6(x 1 -xfl = - 	e 
2-ir 

- 



IZI 

O produto de n funções deita para n va-

riáveis independentes (x 1 , x 21  ... , x 1) correspondentes às 

coordenadas retangulares :  é dado por: 

ó(x 1 -x)6(x 2 -x)... = 

1 	í 	ik1-(x1-xl) 

= 	n' 	e 	 aiqí 
(2w) 

	

- 	 -00 

ik 2  (x 2 -x) 
e 	 dk.2.. 

r e 
ikn(x n -xn')  dk n J 

-00 

= 	1 	••• í 	i[k1(x1 -x)+(k2(x2 -x2+... + 
(2w) 

.k(x-x')J 
n n n dk1 dk2 ... dk n 

Chamando, ainda simbolicamente: 

- x ' ) 	= 6(x 1  - x) 6(x2 - x) 	ó(x -x') n 	n 

e identificando: 

= 	
k(X-X') 

o produto das n funções deita pode ser escrito como se 

segue: 

ik - (x-x') dnk 1 	 , 	(6.6.3) = ___ 
(2w) n 1 
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onde a integração é efetuada sobre o espaço infinito dos 

parâmetros k. 

6.6.1- A Função Deita em Coordenadas Curvilíneas 

A função deita unidimensionai 	em coorde- 

nadas cartesianas tem sido definida para um domínio infi-

nito. Sua extensão para duas ou mais variáveis foi, de 

certa maneira, imediata devido a esta particularidade. En-

tretanto, a função deita pode ser definida dentro de domí-

nios finitos e associada a qualquer outro tipo de coordena-

das. Por exemplo, se a variável for circular 	-7T 

a integral de normalização ficará: 

-Ir 

O que pode gerar uma certa confusão é a ex-

pressão da função deita, para duas ou mais dimensões, em 

coordenadas curvilíneas. Por exemplo, se o ponto x' (de 

coordenadas polares p' e 4) estiver no interior do cír-

culo de raio R, os fatores do integrando da Relação 

(6.6.1) .não poderão ser interpretados independentemente, de 

forma que: 

- x') 	= d(p - p')  

e 

d 2x = p dp d 
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pois chegar-se-ia ao absurdo: 

(R ( 271 

J (p - p') 	p dp dq = 
0 • 	a 

O correto é a interpretação do integrando como um todo: 

R (271 

&(x- x') d2x = J 5 - 	- 	 00 

- p') 6(-')dp dq = 1.- 

Assim, para um espaço n-dimensional em coordenadas curvi-

líneas, tem-se: 

Jv ó(q 1 -q) 6 (q 2 -q)... (qq)dq 1 dq 2  ...dq n = 1, 

(6.6.3) 

onde V é o "volume" do espaço. 

Pode-se ver também que: 

Jv f(q 11 q 2 , 	6(q1-q) 	 n= 

= 	f(q, q, ... , q 1Ç) . 	 ( 6.6.4) 

6.7- TRANSFORMADA DE LAPLACE 

A transformada de Fourier é muito útil no es-

tudo de funções que são integráveis no espaço infinito. 

Naturalmente, para funções que não satisfazem esta condi-

ção, a transformada de Fourier (incluindo as Fc {f(X)} e 
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F 5 {f(x)}) com todas as suas propriedades, não  mais aplicá-

vel. Esta dificuldade é superada se. a função em questãb-

é submetida a um tratamento tal que depois seja convertida 

numa função integrável no espaço infinito. 

Supondo que f(x) seja uma função não integrá-

vel, (p.ex. f(x) 
gC,  constrói-se a função: 

11(x) 	f(x) C 	 (a = real > O) , 	(6.7.1) 

onde H(x) é a função "degrau" 

1 	x>O 

H(x) 	= 	 . 	 (6.7.2) 

O 	x<O 

Esta nova função é integrável no espaço infinito, contanto 

que o crescimento de f(x), para x -* seja menos rápido 

que a diminuição no valor da função exponencial. Esta con-

dição, na maior parte das funções que aparecem na física, é 

satisfeita principalmente porque o parâmetro & pode 

sempre ser escolhido de maneira que isto aconteça.  É ver-

dade que a nova função, 11(x) f(x)a, tem caracterís-

ticas diferentes da função original f(x). No entanto, este 

tato apenas restringira as características das fun-

ções f(x) que passarão a serem definidas no intervalo x > O. 

A seguir, passar-se-á a estudar a transforma-

da de Fourier da função definida em (6.7.1). Objetivando 

chegar a resultados comumente encontrados na literatura, o 

tipo de transformada de Fourier que será utilizado- será a 

definida na Relação (6.2.3). Assim: 
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H (x) 	(x) a -ax a  ic dx=q(k,a). F{fJ (x) f(x) e_} =  1 - 

Pode-se ver que: 

co 
g(k,a) 	= J 	f(x) 	 dx . 	 (6.7.3)  

Por outro lado, a transformada inversa leva 

a: 

r'{g(k,a)} = H(x) f(x) e -ax  = 

co 

= j 	1 	g(k,a) e-<'  dk 
271 

de onde 

co 

Ë(x) f(x) 	= 	1 	g(k,a) e( a+i 	dk , 	(6.7.4) 
21T 

Na realidade pode-se notar, da Relação (6.7.3),que q(k,a) = 

g(a + ik); locio, fazendo: 

s = a + ik 

chamando: 

l(s) = g(k,a) 

e levando em conta que a função 11(x) f(x) 6 simplesmente 

f(x), definida no intervalo O x < co as Relaçôes 

(6.7.3) e (6.7.4), respectivamente, ficam: 
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T(s) 	= 	f(x) 	e-sx  dx , 	 (6.7.5) i a  

a+ i 
f(x) 	= -1-- 	F 	

sx 
(s) e 	ds . 	 (6.7.6) 

2i ' 

Observe-se que este par de relações constitui, por si, duas 

transformadas integrais, sendo uma delas a transformada in 

tersa:da outra, e vice-versa. A Relação (6.7.5) é chamada 

de Transformada de Laplace da função f(x), é é comumente re 

presentada por: 

- L{f(x)} = J f(x) e-sx  dx = f(s) 	. 	(6.7.7) 

Por conseguinte, a Relação (6.7.6) é chamada de Transforma-

da dê Laplace Inversa. 

a+ i ..1{_ 	1 	1 	( 	- 	sx L 	f(s)- 	= - 1 	f(s) e 	ds = f(x) . (6.7.8) 
2iïi a-i°' 

Observe-se que a integração, neste último caso, deve ser efe 

tuada no plano complexo s, ao longo de uma linha reta (in 

finita) paralela ao eixo imaginário e afastada dela numadis 

tância a. O valor do parâmetro a é escolhido de modo a fa 

zer com que todos os pólos da função f(s) se encontrem à es 

querda da linha reta de integração; exceto por esta restri 

ção, o valor de a é arbitrário. A razão desta escolha é 

que a integração é efetuada utilizando o Teorema dos Resi 

duos, conforme será mostrado no Exemplo 6.5. 
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Neste ponto, é importante resumir as caracte-

rísticas que a. função f(x) tem de ter para possuir trans-

formada de Laplace. 

f(x) tem de estar definida no intervalo O £ x 

f(x) deve satisfazer a condição 

lim f(x) 	= O 

onde a é um parâmetro real e positivo, arbitrariamente 

escolhido de maneira a satisfazer esta condição. Assim,f(x) 

não precisa ser uma função integrável em valor absoluto; 

isto é, pode ser, por exemplo, f(x) = e 	(com a > O), tal 

que 1; If(x) Idx - . Neste caso, escolhe-se a> a,ou sei:, 

Re{s} > a (*)• Por outro lado, funçoes do tipo f(x) = 

não possuem transformada de Laplace, uma vez que: 

x 2 	-ax lime 	a 	±co 

00 

(*) Re{s} = Parte real de s. 

Exemplo 6.4 

Seja encontrar 	onde a é real e positivo. 

x -sx 	 _5)x 	
00 ( axV 	 ________ 

a 	e 	dx = 
	 j 

	

= o 	 ___ a-s 	o 

Note-se que o resultado da integração é fini-

to apenas quando Re{s} > a. Assim, 
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L{e <} = - 

 

e-5 " 	= 	1 

5-a 	o 	5-a 

Aproveitando a propriedade de linearidade 

das transformadas integrais, 6 possível encontrar a trans-

formada de Laplace de funções que resultam da combinação 

linear de ea(.  Por exemplo, lembrando que: 

1 	ax 	-ax senhax = - 	e -e 
2 

pode-se ver que: 

L{senh ax} = - 	- 	L{e} = 

	

1 	- 	1 	= 	a 

2 	s-a 	s + a 

De uma maneira análoga, 

L{coshax} 
= s 2  -a 2  

Exemplo 6.5 

Seja encontrar 

L i 	
a+iw 	sx 1 	

} 	lJ 	
e 	ds = 	 = ? 

+ q) 2  + p 2 ' 	2ui 	a_im (s + q) 2  + p2 
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Evidentemente, o cálculo desta transformada 

inversa reduz-se ao cálculo da integral no plano complexo 

S. Para isto, considera-se a integral 

sx g 	ds 	- 

- (s + q) 2 + p 2  

= 27ri [b,... 1 (s=-q + ip) + b_ 1  (s=-q - ip)1, 

onde os resíduos b 1  são calculados nos pólos simples do 

integrando. O contorno fechado da integração, é escolhido 

da maneira indicada na Figura 6.4. O leitor pode verificar 

que: 	
-- 

PLANO COMPLEXO s 

{s} 

Fig. 6.4 - Contorno de integração para 	o cálculo de 
ir 	1 L 

 'jj5 + q) 2  + p2J do Exemplo 6.5. 

e lim 	
sx ds  

= o. 
(s + q) 2  + 



pM 

Portanto, 	considerando que: 

b 	(s=-q+ip) =- 	e- (q-ip) 

	

-1 	 2ip 

b 	(s=-q-ip) = -1 -(q+ip)x- 

	

-1 	 2ip 

tem-se: 

J
a+ico esx ds 

a_i (s + q) 2  +p 2  

27ri -qx 
= —e senpx 

p 

Finalmente: 

1 	1 = 1 
(s+q)2+p2i 	p 

É interessante observar que, devido à locali-

zação dos pólos em relação ao contorno escolhido, neste ca-

so o parâmetro a = Re{s} pode ser: a = O. 

6.8- PROPRIEDADES GERAIS DAS TRANSFORMADAS DO TIPO. FOURIER 

Nesta Seção, serão desenvolvidas as proprie-

dades de transformadas do tipo: 

T{f(x)} = K J 	dx , 	 (6.8.1) 
ct  
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onde K é um coeficiente real; r,  um número complexo; e a 

um limite inferior, real. Esta transformada, assim defini-

da, é aqui chamada de transformada cld tipo Fourier. Depois, 

em seçées seguintes, os resultados a ser obtidos serão 

adaptados às transformadas de Fourier, Fourier-Cosseno, 

Fourier-Seno e Laplace. Com  este objetivo, nota-se que: 

F{f(x)} + iF{f(x)} = 

=/T : 
ff(x) (cos kx + i sen kx) dx 

ikx dx =í~ ~ f(x)e 
o  

Chamando 

= /TJ   f(x) 	dx 

= F{f(x)} + iF5 {f(x)} 	 (6.8.2) 

tem-se que: 

F{f(x)} = Re {FT{f(x)}} , 	 (6.8.3a) 

F{f(x)} = Im {FT{f(x)}} , 	 (6.8.b) 



Em 

onde Re{ } e Im{ } simboliza-m: parte real de { } e par-

te imaginária de { }, resoectivamente. 

Evidentemente, quando: 

	

= ik, a = - 	e K - 	, tem-se: T{f(x)} -*-  F{f(x)}; 

	

Ç =-ik, a = O 	e K =1 tem-se: T { f(x)} ± F{f(x)} T   

	

UT 

= s, a = O 	e K = 1, 	tem-se: T{f(x)} L{f(x)} 

6.8.1- Translação 

Quando se conhece T{f(x)} e se deseja conhecer 

T{f(x + b)}, em termos da primeira, a relação a ser desen-

volvida é importante. 

	

+ b)} = K 	f 	+ b) e 	 dx 

Fazendo x + b = y no integrando, tem-se: 

	

T{f(x + b)} = K 	f(y) 	 dy 
)a+b 

= 	K 
 J

f(y) 	dy 	(6.8.4) 
a +b 

or-le deve-se notar que y é apenas una variável ".muda" 



Transformada de Fourier: Da Relação (6.8.4) pode-se 

ver que: 

F{f(x + b) } 	eibk —E= -ikx f(x) e 	dx 
12'ir 	—w 

F{f(x + b)} =eibk F{f(X)} . 	 ( 6.8.5) 

Transformadas de Fourier-Cosseno e Fourier-Seno: Para 

estes casos, a relação (6.8.4) fica: 

co 

FT { f(x + b)} = e' /:_2 	
xdx +ikf(x) e

b  

Considerando primeiro que bseja. uma : grandeza real e positiva, 

co co 

b 'o o 

Portanto: 

f() FT{f(x + b)} = cibk [FT{f(x)} - /1 J' 	ikx x e 	dxj 

= (cos bk-i sen bk) [F{f(x)}+iF{f(x)}_ 

_/TJ f(x) (cos kx + i sen kx) dxj 
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Finalmente, utilizando as Relações (6.8.3), tem-se: 

+ b)} = cos bk F  {f(x)}+ sen bk F{f(x)} - 

- /12   Jb 
f(x) cos k(x - b) dx 	(6.8.6) 

IT 	

o 

+ b)} = cos bk F{f(x)} - sen bk F{f(x)} - 

- 	
f(x) sen k(x - b) dx . 	(6.8.7) 

Nestes resultados deve-se considerar ainda o 

caso em que o parâmetro b é negativo; a saber, quando: 

b = -Ibi 

as integrais das equações anteriores são tais que 

ç-b 

j 	= 	o, 
o 

uma vez que f(x) é definida apenas para x k O. Desta ma-

neira, as Relações (6.8.6) e (6.8.7) reduzem-se às seguin-

tes: 
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F{f(x - IbI)} = cos Ibik F{f(x)} - 

- sen ibik F 5{fx} 	 (6.8.8) 

F{f(x - IbI)} = cos Ibk F{f(x)} + 

+ sen Ibik F{f(x)} . 	(6.8.9) 

As Relações (6.8.6) e (6.8.8) podem ser colo-

cadas numa única forma, tanto para valores positivos como 

negativos de b, da seguinte maneira: 

+ b) 	Fc{fx)} cos bk + P{f(x)}senbk- 

- b 
Ibi +b]j f(j) cosk(x-b) dx (6.8.10) 

2h 	ir o 

F{f(x + b)} = F{f(x)} cos bk - F{f(x)} sen bk - 

1H + 	
f(x) senk(x-h) dx. (6.8.11) 

L 	2h 	U 



c) Transformada de Laplace: A Relação (6.8.4) para este 

caso tem a forma (b, real positivo) 

+ b)} = 	bs 	f(x) e-sx  dx 

L{f(x + b)} = 	[Lf(x) 	1'
b 	-sx 

} - 	f(x) g 	dxj 
J o  

b> O. 

(6.8.12) 

Pelas mesmas raz6es anotadas anteriormente, 

quando b < O 

b = - Ibi 

tem-se: 

L{f(x - IbI)} = cIbIs L{f(x)} 	b < O. (6.8.13) 

6.8.2- Transformadas de 	f 

- co 

T{a' f} = 1< j 
	

f(x) -(+À)x dx 

a 

Chamando 

= T{f(x)} 

e observando a relação anterior, tem-se que: 
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f(x)) 	= ?( 	 + 
	

(6.8.14) 

Este resultado é de aplicação direta nas trans 

formadas em estudo. 

a) Transformada de Fourier: Utilizando a Notação (6.2.6), 

tem-se: 

-Xx 	 - 
Ffe 	f(x)} = f(k - ix) (6.8.15) 

14 Transformadas de Fourier-Cosseno e Fourier-Seno: ADesar 

de a transformada 	 f(x)} ter uma expressão sim- 

ples: f 
T
( - ix), as transformadas Fourier-Cosseno 	e 

Fourier-Seno não podem ser colocadas em termos de urna 

translação no parâmetro k; portanto, suas expressões per 

manecem sem alteração: 

F{e 	f(x)} = Re{?rn(k - ix)} 

F{e 	f(x) 	= Im{?T(k - ix)} 

o) Transformada de Laplace: Com a Notação (6.7.5), tem-se: 

- - 
Me 	f(x)} 	= f(s + À) 
	

(6.8.16) 

Neste caso, o parâmetro À pode ser um número positivo fi-

nito. 
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6.8.3 - Transformadas de x n  f(x 

Derivando a Expressão (6.8.1) em relação ao 

parâmetro ç, obtém-se: 

Tíf(x)1 = - K J xf(x) 	dx = _T{xf(x)} 
dc a 

Efetuando n vezes esta mesma derivada, 

chega-se a: 

T{xn f(x)} = 	(_1)n [±] T{f(x)} . 	(6.8.17) 

Nas transformadas do tipo Fourier os resulta 

dos são aplicáveis somente quando f(x) diminui mais ranida 

mente do que o aumento de x   para x ± . 

Transformada de Fourier 

F{Xn f(x)} = ( _ 1) n 	d 

d(ik
F{f(x)} 

V'  
n 

{xn f(x) 	i 	—} 	
n íd) 	

F{f(x)} = 	1  
dk J 

(6.8.18) 

Transformadas de Fourier-Cosseno e Fourier-Seno 

FT{x f(x)}= 
	n 1 d 1 F 

T{} 
 

1 dk  j 
n 

n 1 dl 
Ec{d} 	iF5{fxfl 

t dk  J 
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Quando n é um número par (n = 2 m) , tem-se: 

FT {x2m  f(x)} = (-1) , {a]2 [
FC 	

+ 
dk 

m=O, 1,2,3,..., 

ao passo que, quando n & ímpar (n = 2m + 1), tem-se: 

2 FTIXm+1 f(x)} = (1)m+1 p12m+l 	 - F 
ff(x)U 

dk 

m = O, 1, 2, 3, . 

Portanto: 

í 
F lx 

2m  f(x)} = (_1)m [d 2m 	
f(x) CI'  dkJ 	 j 1 

E ( 2m+1 f(x)} = (1)m {d]2m 
	

F{f(x)} CI'dk 

E{x2m f(x)} = ( 1)ffl [d

dkJ 2m 
E 	

j 

(6. 8.20) 

Fx 2m+1 f(x)} = 
	( 1)1111-1 	

[d]2m+l 	
F{f(x)} 

si 

onde ia = 0, 1, 2, 3, . 
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C) Transformada de Laplace: Da Relação (6.8.17), tem-se 

diretamente que: 

L{x' f(x)} 	= 	(_1)n1 	
[-4-]fl 

L{f(x)} . 	 ( 6.8.21) 
ds 

6.8.4- Transformadas de Derivadas Sucessivas 

Chamando f' (x) =f(x), 	a transformada 

desta derivada : 

T{fI(x)}. = K 1 	f'(x) 	dx :  

= K [f (x) 	 +fx aCX dxl 

= K f(x) a 	 + 	T{f(x)} 

De uma maneira análoga, pode-se ver que: 

T{fhl(x)} = 2 T{f(x)} + K e-x 	(x) + ç 

x=a 

Seguindo este mesmo procedimento n vezes, chega-se à se-

guinte relação: 

T{f(n)( 	
n n n-r (r-1) x)J = 	T{f(x)} + IC 	f 	(x)i 

r=1 

(6.8.22) 



onde 

(n) f 	(x) 	
= 	

f(x), 	e 	f ° (x) 	= f(x) 
"dx 

Transformada de Fourier: Para este caso, 	dado que 

	

f(x) tem 	de 	ser tal que f(±cxi) = f'(±co) = f''(±) = 
= f(fl-1)(+0) = O, a 	Relação (6.8.22) reduz-se 

simplesmente a: 

= 	(k)n F{f(x)} . 	 (6.8.23) 

Transformadas de Fourier-Cosseno e Fourier-Seno: Aqui 

a Relação (6.8.22) toma a forma: 

FT{f(n)(x)} = (-ik) n FT{f(x)} + 

n n-r (r-1) + /7 Jkx 	(-ik) 	f 	(x) I 
/7r 	

r=1 	 x=O 

Entretanto, 	f(°) 	f'(-) = ... = f(fll)(co) = O; logo: 

FT{f (n)  (x)} = (_k )n FT{f(x)} - 

2 	 n-r 	(r-l) - 	- 	-ik) 	f 	(Q)  

Visando separar o segundo membro em partes 

real e imaginária, consideram-se, separadamente- os casos 

em que n é par e é ímpar, respectivamente. 
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Quando n= 2m (onde m= 1, 2, 3, ..j, 

tem-se: 

FT {f (2m)  (x)} = (1)m k  2 	 - 

t-  2m .r 2m-r 	(r-1) (Q) (-flm / 	1 k 	f  
/ 71 r=1 

Para este caso, o somatório pode ser subdividido em 

2m 	2m-1 	 2m 
= 	 + 

r=1 	 ... 	. 

onde, no primeiro e segundo somatórios, segundo membro, 

podem ainda ser feitas as trocas r = 2p - 1 e 	r = 
respectivamente. Assim, depois de um pouco de álgebra, 

tem-se: 

FT {f (2m)  (x)} = (1)m k 2 FT{f(x)} - 

- (1)m /'12 (.1)P [k2(m_P)f(2P_1) (0)- 
 P1 

- 	k2(m_p) +1 f(2P-2) (0)J 	(6.824) 

Quando n= 2m- 1 (onde m= 1,2,3, ...), 

pode-se ver que: 
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FT{f (2m-1) (x)} = .(1)m k2m-1 FT { f(x) }  - 

2m-1 .r+1 k2m-r-1  f(r-1) (0) 

/lTr=1 

Subdividindo o somatório, como antes, em somatórios de ín-

dices pares e ímpares, respectivamente, e depois de um pou-

co de álgebra, tem-se: 

FT {f (2m_l)  (x) } = i(-1) mk2m 	FT{f(x)} - 

- (1)m ír 	(1)P k2(m_p) f(2P-2) (0) + 
/ U Tr L=1 

m) i 
m-1 (...1)P k2(m_p)_l 	(2P1) (0) 

+  

(6.8.25) 

onde 61m  é o conhecido deita de Kronecker. 

Das Relações (6.8.25) e (6.8.24) identifi-

cam-se a transformada de Fourier-Cosseno: 

Fc {f (2m_l) (x) } = (-1) M-1 k2m_ 	
5 

E {f(x) } - 

- (-1) M /. 	(-1)P k 2  (m_& f(2P-1) () 

/ p=1 

(6.8.26) 
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(2m) 	 m 2m 1' {f 	(x)} = (-1) 	k 	F {f(x)} - c 	 c 

- (1) m 	 (1 )P k2(m_P) f(2P-1) (0) 
/-,T 

:onde m = 1, 2, 3, 4, . .. , e a transformada de 	Fourier- 

Sena: 

F 
5 
{f(2m_fl(X)} = (1)m k2m_l 

Fc {f(XH - 

(1)m/
(_1)Pk 	f(2P-1) (0) 

Ir 	p= 1  

(6.8. 27) 

(2m) 	 m 2 
F 5 	(x)} = (-1) 	k 

m 
 F5 {f(x)} + 

Cm 
+ (_1)m /Z 	(_ 1 )P k2(m_P)+l f(2P-2) (0) 

/ Ir p= 1  

ande m = 1, 2, 3, 4, 

É importante observar que as transformadas de 

Fourier Sena e Cosseno não se misturam apenas quando as de-

rivadas são da ordem par. Portanto, estas são as de maior 

aplicação em eauãçôes diferenciais. 

c) Transformada de Laplace: Para este caso, a Relação 

(6.8.22) fica: 

M n 	 -sx 	n-r (r-1) s L{f(x)} + e 	s 	f 	(x) 1 
r=1 	 x=O 
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Observe-se que um e.-sx= • Portanto: 

L{ 

(n) 	n 	 r  s n-r f (r-1) 
L 	 (0) . (6.8.28) 

{} - 
f 	(x)j=s 

L  f(x) 	

n 

r=1 

6.8.5- Transformadas de Integrais 

Lembrando que a derivada de uma integral de-

tinida é dada por: 

f() d€ = 	f(2) 	d2 	- 	f( 1 ) 

dx J 1 (x) 	 dx 	 dx 

tem-se que a derivada da função 

(X 

F(x) 	
= 	j 	

f() d 	 (6.8.29) 
o 

é; simplesmente: 

dF(x) = f(x) 	, 	 (6.8.30) 
dx 

Contudo, a Relação (6.8.30) corresponde também, à derivada 

da integral indefinida: 

F(x) 	= 	Jf(x) dx + C 
	

(6.8.31) 

Portanto, quando se trata de encontrar a 

transformada de uma integral, ter-se-á de considerar ambos 

os casos. 
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Da Relação (6.8.22), com n = 1, tem-se que: 

T[] 	= K F(x) 	 + 	T{F(x)} 

de onde 

T{F(x)} = 1 T{} - 	F(x) e 	 . 	( 6.8.32) 

Substituindo F(x) por qualquer uma das Inte-

grais (6.8.29) ou (6.8.31), obtém-se a transformada do tipo 

Fourier, de urna integral. Entretanto, expressões explici-

tas somente são obtidas aplicando ás caracteristicas pró-

prias de cada transformada. 

a) Transformada d.e Fourier: Substituindo F(x) da Equação 
dF 

(6.8.31) e 	da (6.8.30) na (6.8.32), chega-se a: 

F{Jf(C) dx} = .i_ FJf(x)} - 
ik 

	

(2u) 	-ikx 
..1 

- 	 e 	jf(x) dx 	+ F{C} 

	

ik 	 - 

onde c é a constante de integração da integral indefini-

da. 

Se F(x) suposto ter transformada de Fourier, 

então F(x)I 	= ff(x) dx 
1. 

= O, poissomenteassirnter- se-ã 

que f 	F(x)dx = finito. Por outro lado, pode-ser ver que 
r{C} = 	c 6(k). Assim, para as funções f(x) que satisfa- 

E 	em a condição anterior, tem-se que: 
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F{Jf(x) dx} = -'-- F{f(x)} + A 6(k) 
ik 

(6.8.33) 

onde A é uma nova constante, redefinida. 

Por outro lado, a definição para F(x) 
	

mos- 

trada na Relação (6.8.29) conduz à seguinte relação: 

	

f() dC} 	= 	. F{f(X)} + 

x 
i 	-ikx + 	e 	f() d r 
Ik 	i 	 'x=_co 

Aqui novamente para as funções f(x) que satisfazem a condi-

ção: 

x 
1 	 co 

J f() d 	.= 	O 
O 	

—co 

tem-se: 

	

f(c) d} 	= 	F{f(x)} . 	 (6.8.34) 

b) Transformadas de Fourier-Cosseno e Fourier-Seno: A fun-

ção F(x) definida na Relação (6.8.29), substituída na 

(6.8.32) para o caso presente, conduz a: 
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FT{J f() d} = _L FT{f(x) 
o 	

} - 
ik 

- j_ /22-ikx J
x
f() d€ 

ik / 7T o 	 x=O 

= 	F{f(x)} + 

+ 	ci 	f() dt 	. (6.8.35) 
k/ ,T 

Observe-se que o segundo termo apresenta de-

pendência no limite x = w. Para funções que satisfazem a 

condição: 

f() d 
	

—e] 
o 

tem-se que: 

o f() d} = - ! FT{f(x)} 

Portanto, 

F{J 	f() d} = 	F{f(x)} 	 (6.8.36) 

f() d} = - 	F{f(x)} . 	 (6.8.37) 
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c) Transformada de Laplace: Para este caso, a Relação 

(6.8.32), com a Expressão (6.8.29) para F(x), fica: 

1  L)J I  f() d 	 -sx } = 	Lff(x)\ - - 	i 	f() d 	1 
s 	-' 	s o x= O 

Neste caso, fica evidente que o segundo ter-

mo, do segundo membro: se anula para os dois limites. As-

sim: 

, ,x 
} L{j 	f() d} = -1  L { f(x)  

o 	 5 

(6.8.38) 

Para o caso da integral indefinida, é fácil 

demonstrar que: 

L{Jf(x)dx} = 1 [L{f(x)} + Jf(x)dx 	+C] (6.8.39) 

Nos exemplos a seguir, demonstrar-se-á algu-

mas das aplicações das transformadas a equações diferen-

ciais e integro-diferenciais. Maiores esclarecimentos, 

quanto à aplicação destas transformadas na solução de equa-

ções diferenciais, são apontados na Seção 7.4.5 do trabalho 

"Equações Diferenciais Ordinárias" (INPE-1753-R?E/144, Maio 

1980) deste autor. 



Exemplo 6.6 

Seja resolver o sistema de equações diferen-

ciais 	seguinte: 

y' + z' - 3z = O 

y 1 + z 	= O , 

onde y = y(x) e z = z(x), sujeitos às condições iniciais 

y(0) = y '  (0) = O e z (0) = 4/3, respectivamente. 

A disponibilidade de condições iniciais 	as- 

sociadas a derivadas de funções 	sugere a utilização da 

transformada de Laplace (lembra-'se que as outras transfor-

madas exigem que as funções envolvidas se anulem no infini-

to). Assim, tomando a transformada de Laplace do sistema, 

e chamando Y = L{z}, Z = L{z}., tem-se: 

L{y'} + L{z'} - 3L{z} = sY - y(0) + sZ - z(0) - 3Z = O 

L{y"} + L{z'} =S 2y -  sy(0) - y'(0) + sZ - z(0) = O 

de onde vem que: 

sy + (s - 3)Z - 	O 
3 

5y + sZ - 4 - = O 
3 

M. 
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Eis aqui a grande vantagem das transformadas 

integrais, na solução de equações diferenciais. Observa-se 

que o sistema de equações diferenciais.,, no espaço da variá-

vel x, foi convertido num sistema de equações algébricas, 

no espaço do parâmetro s da transformada. 

Resolvendo o sistema de equações, tem-se 

que: 

4 	 4 	1-5 
Y(s) 	= 	 e 	Z(s) 	=  

s2(4 - 5) 	 3 s(4 - 5) 

Essencialmente o problema está resolvido, 

apenas se encontra no espaço do parâmetro s. Natural-

mente, o próximo passo é encontrar a transformada inversa 

de Laplace. destas soluções. Assim: 

Y(x) = L'{Y(S)} = L- 
1 { 	4 	

} 	

x - 1 (e  4x - 1) 
s2 (4 - s) 

z(x)
Z(s)  J = 	) = - 4 

L-1 1 - s 	- e. 
4x + 1 

3 	{s (4 - 	- 	3 

Exemplo 6.7 

Seja encontrar a solução da equação diferen- 

cial: 

- À 2y = f(x) 

com as seguintes condições de contorno: 

y(0) = b e 	= O. 
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Neste caso, a disponibilidade das condiç6es 

de contorno e a ausência da primeira derivada na equação 

diferencial satisfazem as condiç6es necessárias para a u-

tilização da transformada de Fourier-Seno. Assim, tomando 

a transformada Fourier-Seno da equação diferencial, 

tem-se: 

k y(0) - k 2  F {y} - X 2  F {y} = F ff(x) } 
5 	 5 	 5 

de onde: 

1 
F5 {y} = 	 [ flbk - 

k2 + À2 

= 	
1 	[bk-fff(x) senkxdxj 

/ irk 2 +À 2  o 

Portanto, tomando a transformada inversa, 

tem-se: 

Y(x) = 	b 	
k sen kx dk - 

7t 	 k 2  + À2 

- 2í sen kx 
a j f(€) sen k d 

7V 1 a k 2  + À2 	a 

	

= - b U  e -Xx - 2 J f() d í sen kx sen 	dk. 
7V 	2 	 Ir 	o 	1 a 	k2+X2 
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Finalmente: 

-Xx 	1 y(x) = b a 	- - 1 f() 
2À 	o 

[CXII - e -X(x+)1 

Exemplo 6.8 

Seja o circuito RLC, alimentado pela fonte 

eletromotriz E = E0 sen wt, mostrado na Figura 6.5. A 

corrente 1 deste circuito é dada pela Equação: 

L 	+ RI+1 J 1(T) dT = E0 sen üit 

r 
te 

1 

Fig. 6.5 - Circuito EtC em série. 

onde L é a inductância; R, a resistência ;  C a capaci- 

tância; E0, o valor de pico da força êletromotriz 	e w 

a frequência de oscilação da fonte. 	Em t = O, antes de O 

circuito ter sido ligado, evidentemente 1(0) = 0. 	Apli- 

cando a transformada 	de Laplace à equação integro- 

diferencial, tem-se: 
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L s L{I} + 1k L{I} + 
	

L{I} = 
Cs 	 s2 + (j)2 

de onde 

E 0  ws 
L{I} = 

(s 2  + w 2 ) ( Ls 2  + Rs + & 

Após um cálculo cuidadoso, pode-se demonstrar 

que a transformada inversa de Laplace desta expressão é: 

t 
1(t) =sen 	

- 	
- 
E 0 	2L (wt 	4) + 	sen e 	cos wot - 

Izi 	 Izi 
1k 

- 	E0 	sen,+ cos 	- 	
t 

a 	sen w0t 

Izi (jiot [2 	 wC j 

onde: 

1 Z = 1k + i 	1 

(i) 
[wL - - I C) 

= arctgiíúiL - ± 1 
wcj 

2 
1 	1k wo / 

= /— - - 
/ LC 	2L 
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6.9— TEOREMAS DE "CONVOLUÇÃO" EM TRANSFORMADAS DO TIPO 

FOURIER 

Os Teoremas de Convolução são expressões in-

tegrais que permitem o cálculo da transformada inversa de 

um produto de transformadas de duas funções cujas inversas 

são conhecidas. 

Suponha-se a função flx) definida pela in- 

tegral: 

(x) 	= J 	h1() h2(x - €) d 
	

(6.9.1) 

onde as funções h1(x) e hz(x) são funções que possuem 

transformadas integrais, assim como 4(x). A Integral 

(6.9.1) & chamada de Convolução das funções hi(x) e h2(x). 

Aplicando o operador transformada T, definido mediante 

(6.8.1), à Expressão (6.9.1), tem-se: 

	

T{(x)} = 	 dx 	hi(€) h2 (x - ) d 

=K 	hi () d J 
	

h2(x - ) dx 

Fazendo a troca x - 	= n, a equação ante- 

rior fica: 

cc 	 cc 

	

(x) } = Kf h1 () d€ J 	
h 2  (n) dp 

-cc 

= 	 h 1  (E) dE ':_ 
	

h(n) d.(6.9.2) 
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Este resultado pode aplicar-se agora, de modo 

especifico às transformadas de Fourier e Laplace. A inte 

gral de convolução para as :.transformadas Fourier-Cosseno 

e Fourier-Seno é diferente da definida mediante (6.9.1),con 

forme será visto mais tarde. 

6.9.1 - Convolução na Transformada de Fourier 

A Relação (6.9.2) para este caso é: 

F{(x)} = ~2Tr
1 	 h1() d ---  

ik  h, (Ti) dn 
J2iï 	 /2ir 

= J2rr F{h1(x)} M2 (X) 
	

(6.9.3) 

Chamando f(x) = 	Hx), a Relação (6.9.3) 

fica: 	 12u  

F{f(x)} 	= F{h1(x)} F{h 2 (x)} 	 (6.9.4) 

e a integral de convolução toma aforrna: 

f(x) 	= 	LJ 	h() h2(x - C) d 	. 	 (6.9.5) 
v'2u -w 

As Equações (6.9.4) e (6.9.5) são de muita im 

portância no cálculo da transformada de Fourier inversa de 

urna função constituída de dois fatores, cujas transformadas  

inversassão conhecidas. Evidentemente, a transformada in 

versa deste produto é dada péla integral de convolução 

(6.9. 5) , correspondente à transformada de Fourier, Aqui é 

muito importante lembrar que as transformadas de Fourier são 

as definidas com os coeficientes simétricos. 
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6.9.2 — Convolução na Transformada de Laplace 

Sabendo que a transformada de Laplace é apli 

cável a funções definidas no intervalo O .~ x .s , ou, éqüt 

valentemente, a funções em geral multiplicadas pela função 

degrau H(x), fica evidente que as integrações para x < O 

são nulas. Portanto, a Relação (6.9.2) com j(x) = f(x), 

para este caso, fica: 

L{f(x)} 
= J 	h1(€) d 	Sfl h2(n) dn 

o 

de onde vem: 

L{f(x)} 	= L{h1(x)} 	L{h 2 (x)} 	. 	 (6.9.6) 

Por outro lado, a integral • de convolução 

(6.9.1) pode ser reduzida a uma de limites finitos após as 

seguintes considerações. Observa-se que o limite inferior 

da integral tem de ser zero, uma vez que h 1 (E) é diferen-

te de zero apenas para valores positivos de . Quanto ao 

limite superior, também fica modificado, já que o argumento 

da função h 2  tem de ser positivo, i.e., x — 2~ O; isto 

significa que o máximo valor da variável de integração é: 

_~ x. Portanto, a integral de convolução para o caso da 

transformada de LaplaÇe é: 

(X 

f(x) 	
= 	j 	h1() h 2 (x — 	) d 	. 	 (6.9.7) 

o 

Analogamente às relações similares para a 

transformada de Fourier, as Relações (6.9.6) e (6.9.7) são 

muito importantes, dado que possibilitam o cálculo da trans 

formada de Laplace inversa, de um produto de funções de 

transformadas inversas conhecidas, mediante a integral de 

convolução (6.9.7). 



6.9.3- Convolução nas Transformadas Fourier-Cosseno e 

Fourier-Seno 

O leitor pode verificar que quando a integral 

de convolução é definida segundo (6.9.1): para o caso de 

transformadas de Fourier-Cosseno e Fourjer-Seno, não são 

obtidas expressões semelhantes às (6.9.1) e (6.9.6), encon-

tradas para o caso das transformadas de Fourier e Laplace, 

respectivamente. Por esta razão, neste caso, seguir-se-á o 

procedimento inverso; isto 6, supor-se-á a existência do 

produto das transformadas de duas funções conhecidas, en-

contrando a correspondente integral de convolução. 

Sejam as funções Fc{hi(x)}  e 

cujas funções primitivas h1(x) e hz(x), respectivamente, 

são conhecidas. O problema consiste em encontrar a integral 

de convolução, para a transformada de Fourier-Cosseno, das 

funções hi(x) e h2(x). Assim, considere-se a função: 

F{f(x)} 	= 	F{hi(x)} 	F{h2(x)} 
	

(6.9.8) 

A transformada de Fourier-Cosseno inversa é: 

f(x) = /z J cos kx dk F{hi(X)} F{h 2 (x)} 

= 	Fc{h2(X)} dk J h1() cos kx cos k d 
Tr 

co 

= 1 J h 1 () d 	F{h2(X)} Ecos kix - 	+ 
iT 

+ cos k(x + 01 dk. 
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Agora, 

J F{h 2 (x)} cos kx dk = 	h2 (x) 
o 	 /2 

portanto: 

J F{h 2 (x)} cos kix - 	dk = 	h2(Ix - 
o 	 /2 

Desta maneira: 

f(x) = 	í 	h 1 () [h 2 (Ix - 	I) + h 2 (x+)Jd,(6.9.9) 

resultado que representa a integral de convolução para a 

transformada de Fourier-Cosseno. 

Para a transformada de Fourier-Seno, a inte-

gral de convolução é um pouco mais complicada. Suponha-se, 

como antes, que F{h 1  (x) } e Fh2  (x) } são conhecidas e 

que se deseja uma expressão para a transformada inversa da 

função: 

E {f(x)} 
	

= E 5  {h1 (x)} 	F{h2 (x)} 
	

(6.9.10) 

Seguindo o mesmo procedimento anterior, che- 

qa-se a: 

f(x) = 1 í h 1 () d íF{h2 (x)} [cos kix - 
ia 	 ia 

- cos k(x + )J dk . 	 (6.9.11) 
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Neste ponto, porém, define-se a função: 

w(x) = 	J 	F{h 2 (x)} cos kx dk 

que não é a expressão simples de 	unta transformada 

Fourier-Cosseno, uma vez que a função a ser transformada é 

a transformada de Fourier-Seno de h 2  (x). Com esta defini-

ção, a Relação (6.9.11) fica: 

f(x) 	= 	J 	h1() [w(Ix - 	I) -w(x+€] d,(6.9.12) 
/2w o 

função esta que representa . a convolução das funções 	h1(x) 

e w(x) nas transformadas de Fourier-Seno. 

Uma outra integral de convolução, para este 

mesmo caso- é obtida quando se trata de encontrar a trans-

formada de Fourier-Seno inversa da função: 

F 
5 	 5 
{f(x)} 	= E [hi(x)} 	E 

c
{h 2 (x)} 
	

(6.9.13) 

Para este caso, o leitor pode verificar que: 

f(x) = 	J 	h1() [h 2 (Ix - 	j) -h 2 (*+)I d.(6.9.14) 
o 



Exemplo 6.9 

Seja encontrar a transformada de Laplace in-

versa da função: 

	

L{f(x)} = 	 1 

(2 + 1) (s - 1) 

sabendo 	que: 

1 L 	 senx 
I.2 + 	

1 

 

= ex 

Observa-se que: 

L{f(x)} = E{sen x} L{ax} 

Portanto, f(x) é dada pela integral de convolução (6.9.7), 

escolhendo: 

hi(x) = senx 	e 	h2(x) = e  



til] 

Assim, 

(x 	 X 

f(x) = j sen € 	d 	= 	
J 	sen 

'o 	 o 

= 1 (LX - sen x - cos x) 
2 

Ressalta-se que o resultado independe da es-

colha alternativa: hi(x) =eX,e  h, (x)= sen x. Apenas a 

integração teria sido um pouco mais trabalhosa. 

Exemplo 6.10 

Seja encontrar a solução da equação diferen- 

cial: 

- a 2y = f(x) 

sujeita às condições de contorno: 

= 	y(±x) 	= 0. 
dx 

Evidentemente, as condições de contorno exi-

gem que também f(±) = O. Assim, na solução da equação 

diferencial proposta, pode-se utilizar a transformada de 

Fourier. 

-k 2  F{y} - a 2  F{y} = F{f(x)} 

F{y} = 	-1 	F{f(x)} 
K- 1-  a 
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Chamando 

F{g(x)} = 	-1 

k 2  + a 2  

tem-se que: 

g(x)= -F'{
k2 1 
	1=  

	

+a 2 J 	/ 2TH 00 k 2 +a 2  

A integral resultante pode ser calculada me- 

diante o teorema dos resíduos (ver, por exemplo, a 	Seção 

4.13 do trabalho "Funç6es de Variável Complexa" deste 	au- 

tor), com o seguinte resultado: 

g(x) = - 
	____ 

/2 	a 

Portanto, a transformada de Fourier inversa 

de 

F{y} = F{g(x)} F{f(x)} 

é dada pela integral de convolução para a transformada de 

Fourier (6.9.5): 
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y(x) 	= 	1 
	

(€) g(x - c) d 
/2w -co 

(c) d 
2a 

- co 

Esta solução pode ainda ser colocada na for~ 

ma: 

y(x) 	

= 

	
G(x,c) 	(€) d 

onde 

-' 

2a 

Observe-se que se: 

f(x) 	= 	5(x) 

então: 

y(x) 	= G(x,O) 

isto 5, a função G(x,O) 6 a solução da equação 

- a 2G = 6(x) 
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com as mesmas condições de contorno que a E.D. original. 

A função G(x,€) que satisfaz estas condições é chamada de 
Função de Green. 

Exemplo 6.11: Equação Integral Linear 

A forma geral de uma equação integral linear 

é a seguinte: 

= 	f(x) 	+ 	À J 	K(x,) 'P() d 	, 	(6.9.15) 
a 

onde À é uma constante, f(x) e K(x,€) são funções co-

nhecidas. e (x) é a função incógnita. A Equação 

(6.9.15) é chamada de equação integral porque a função in-

cógnita encontra-se dentro do símbolo de integração. 

A Equação Integral (6.9.15) pode ser resolvi-

da. com  a ajuda das transformadas integrais, quando o cha-

mado "núcleo" K(x,€) da equação integral é da forma: 

K(x - 

e os limites da integral sejam tais que esta integral possa 

ser identificada com a integral de convolução. Naturalmen-

te, as funções K(x,), f(x) e 'P(x) serão tais que pos-

suam transformadas. Seja resolver a equação integral: 

(X 

J senh (x - ) 'Y(€) 	= x3 eX 

o 

Comparando esta equação com a (6.9.7), iden-

tifica-se: f(x) = x3 Cx, hijx) = t(x) e h 2 (x) = senh x. 
Assim, a Relação (6.9.6) fica: 
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L{x 3  e} = L{f(x)} L{senh c} 

de onde: 

Lbc2 a} L{ P(x) } 	=  
L{senhx} 

1 P(x) = 6L (- 4 5 - 1  
1( 	+ 1) 3j 

(s + j) 	= 

1. 

- 1 

6 (s - 1) 

(s + 1) 

= 6x (1 - x) e 

6.10- TRANSFORMADASFINITASDEFOURIER 

As transformadas finitas são aplicadas a pro-

blemas onde o intervalo do domínio das variáveis de inte-

resse 6 finito; isto é, se x for a variável sobre a qual 

'se pretende aplicar una transformada finita, então: a x 5bF 

onde a e b são números finitos (é costume, ou pode-se 

sempre, escolher o sistema de coordenadas de maneira a fa-

zer a = 0). 

Lembra-se que uma função f(x), definida num 

intervalo O x b , a qual, satisfaz as condiç6es de 

Dirichlet (função bem comportada) , pode ser expressa em Sé- 

rie de Fourier em termos das funç6es cosseno: 

A 0 	 nu f(x) = - + 	A cos —x , 	 (6.10.1) 
2 	n=i 	b 



onde 
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nu A =. í' f(x) cos—x:dx, 

n b0 	 b  
n = 0, 1, 2, ..., (6.10.2) 

ou, em termos das funções seno: 

00 

f(x) = 	B sen nu  —x n n=1 	b 

onde 

b 
E = - 	f(x) sen nu —x dx, 
n b0 	 b 

(610.3) 

n = 1, 2, 3, ..., (6.10.4) 

O que é interessante observar nestas rela-

ções é que as integrais que fornecem os coeficientes das se 

ries, nas Equações (6.10.2) e (6.10.4), respectivamente,têm 

as caracteristicas de transformadas integrais com núcleos 
nu 	 nu cos —x e sen —x. 

De fato, se estas integrais representam trans 

formadas, as transformadas inversas têm, de alguma maneira, 

de estar relacionadas com as séries correspondentes.Define-

-se a Transformada Finita de Fourier-Cõsseno e Transformada 

Finita de Fourier-Seno da seguinte maneira: 

C{f(x)} = 	(n) = 	f(x) cos flJLx  dx 
	

(6.10.5) 
b 

n = O, 1, 2, 

= 	(n) = J nu f(x) sen —x dx 
b 

(6.10.6) 

n = 1, 2, 3, 
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Comparando as Relações (6.10.2) e (6.10.4) 

com as Relações (6.10.5) e (6.10.6), respectivamente, ob 

serva-se que: 

A = 	1 n 	cc (n) 

e 

B 	= 

Com estas identificações obtém-se de forma 

imediata, as transformadas inversas: 

C ff (n)} 	= f(x) 	= - f (0) 	+ c 	 b C 

2 	 nu + 	Ï 1c" cos 	, 	(6.10.7) 
b n=1 	 b 

= f(x) = 	1 (n) sen 	 (6.10.8) 
bn=1 	 b 

É importante lembrar sempre que, nas transfo: 

madas de Fourier finitas ou qualquer outra transformada fi 

nita, o domínio da variável independente é finito e o para 

metro da transformada é um número inteiro, à diferença das 

outras transformadas integrais que eram aplicáveis a domí-

nios infinitos, ou semi-infinitos,e com parâmetros contínuos. 



77 

6.10.1 - Propriedades das Transformadas Finitas de Fourier 

As propriedades que se seguem podem ser dedu 

zidas da mesma maneira que na Seção 6.8. Assim, o leitor 

pode verificar as seguintes propriedades: 

i) Translação 

nu 	 nu C{f(x + a)} = 1 (n) cos -C 	 a + f (n) sen - a - 
b 	 b 

	

I ai+a a 	 nu - 	 f(x) cos - (x - a) dx , 	(6.10.9) 
2a 	 b 

nu 	 nu B{f(x + a)} = 1(n) cos - a - 1 (n) sen - a - 
b b 

	

lai  + a a 	 n u 
f(x) sen - (x - a) dx , (6.1010) 

2a 	o 	 b 

onde O s x s b e o parâmetro a é um número real que, pa 
ra valores negativos, as relações anteriores se reduzem aos 

dois primeiros termos, respectivamente. 



rIJ 

ii) Derivadas sucessivas 

C{f(2m-1 ) ( X )} = (_ l)m 1  
2m-1 

- 

f (n) + 

ia 2(m-p) 

	

(_1)P) í n j[I 	r(_1)n f(2P-2) (b) - 
p=l 	LbJ 	- 

-f (2p-2)  (0)J 
	

(6. 10. lia) 

C{f( 2m) ( X )}=(_1)m 2m mv 	- — 	f (n) + 
b 

ia 2(m-p) 
(_1)P 'flii) 

[bj 

n 	(2p-1) (b) - 

-f (2p-1) (0)J 
	

(6.10. lib) 
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{f(2m-1) (X)}=(_l)m 
12m-1- 

cfl 7tfn) + 

b 

im 	í m-1 
 iY 	(-l)P_ii

p=ibj 

-f (2p-1) (0)J 

3{f(2m) 
( X ) 	m 	

2m Í1 	(n) - 
lbi 

(6. 10. 12a) 

í  
m 	(_]JP EJL I 

'L2(m_p)+1 

p=1 	[bJ 

f(2P2) (b) - 

-f (2p-2)  (0)J 
	

(6. 10.12b) 



Nestas relaç6es: 

m 	= 1, 2, 3, 

1 m= 1 

= 
im 

O m#1 

Outras propriedades das transformadas fini-

tas, tal como a integral de convolução, não são de utilida-

de prática, razão pela qual não são aqui citadas. 

Uma das maiores utilidades das transformadas 

finitas consiste na sua aplicação à solução de equaç6es dife 

rencias que tenham derivadas somente de ordem par, ou so-

mente de ordem ímpar, e com o domínio limitado da variável 

independente. 

Exemplo 6.12 

Seja resolver a seguinte equação diferencial 

parcial: 

o 
K 	t 	

1 Ox 	ir, 	t>O 

onde: 

= 	'P(x,t) 
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com as condições: 

_2 ¶(O,t) 	= -- 'Y(w,t) 	= O 
Bx 	 Bx 

e 	 -- 

'P(x,O) 	= 	f(x) 

Nesta equação diferencial, identifica-se que 

o domínio finito ocorre na variável x, pois o domínio va 

riável t é semi-infinito. Naturalmente, na variável t po 

der-se-ia utilizar, em princípio, uma das transformadas já 

conhecidas (p. ex., a de Laplace), devendo-se analisar, no 

entanto, sua viabilidade em termos das condições de exist&n 

cia da transformada inversa. Contudo, neste exemplo utili 

zar-se-á urna das transformadas finitas. A transformada fi 

fita Fourier-Cosseno na variável x da equação diferencial 

e: 

ax2J 	K 

	 c{ky} 

Chamando 

C{(x,t)} = V c  (n,t) = 
(11 

(x,t) cos nx dx 
o 



Relação (6.10.11b), com m = 1, fica: 

( 	'2 
= - (n, t) + (_1)n 	(u, t) - 	P(0,t) - 

10x21 
-1  

-r 

=0 	 =0 

Substituindo estas expressões., na transformada da equação 

diferencial tem-se: 

1 	
= -n 2 	(n, t) 	- - 	(n, t) 	0  

K 	t 

- 	
uma equação diferencial ordinária de primei- 

ra ordem, cuja solução &: 

P(n,t) 	= B 

A constante de integração é calculada, normalmente, utili-

zando a condição inicial '(x,0) = f(x). Para isto, nota-se 

que 

	

=J 	 0(x,0) cos nx dx = J f(x) cosnxdx=(n). 

Portanto: 

E = 



MM- 

de onde: 

- 	 -Kn 2 t 
'P 
c 	 c (n,t) 	= T (n) e 

Finalmente, a transformada inversa, segundo a 

Expressão (6.10.7), é: 

w 

1 - 

	

P(x,t) = - tP(O,t) + 	 cos nx 
ir 	 ir 	n=1 

- Kfl 2  t = 	(0) + - 	? (n) e 	cos nx. 
ir 	 ir 	n=1 

Porém: 

(n) = 
	

f() cos nC d€ 

U 

c(3) 	= J 

Portanto, a solução final da equação diferencial fica: 

' J 	d + 
U 	o 

'ir 

	

+ 2 	-Kn 2 t 

	

- 	e 	cosnxj f(€)cosndC. 
un=1 	 o 
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É necessário notar que, neste exemplo,foi es-

colhida a transformada finita de Fourier-Cosseno em virtude 

de as condições de contorno do probiema,na variável x, com 

cidirem com os parâmetros --  'Y(O,t) e W(ir,t), neces 

sários para a aplicação da transformada de Fourier-Cosseno 

à segunda derivada da equação. Este é um cuidado especial 

que o leitor, deve ter ao selecionar o tipo de transformada 

a ser utilizada, especialmente em equações diferenciais par 

ciais. 
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APÊNDICE A 

MÉTODOS ESPECIAIS DE INTEGRAÇÃO 

Às vezes, em problemas práticos, encontram-se 

integrais que não são facilmente achadas em tabelas matemã 

ticas,nem são facilmente integráveis pelos métodos conven 

cionais. Assim, a seguir descrevem-se alguns métodos espe 

ciais de integração. 

A.1- Integrais Unidimensionais 

Seja calcular a integral 

co 

lo = í 
Ct2dt 

) 

Sendo o integrando uma função par, tem-se que: 

'o = 	
í: 

e' 2  dx = 
- : 

-2  dy. 

O produto 1 0 1 0  = ig-. fica: 

J2 = 1 1 	dx i 	dy g-(x 2 +y 2 ) = 

1_co 	1_co o 

,co 	,co 

dx dy 
4 1_co J_m 

O último membro representa a integral da fun 
-(x2+ 2) ção Q. 	 sobre o plano infinito x-y. Esta mesma in 

tegração pode ser efetuada em coordenadas polares, observan 

do que x 2 +y 2  = r 2  e dx dy = r dr ae. Assim: 

A.1 



—A2 - 

I = 	 í7 	—r2
2 rdr dO = 	- 	dr r 2  r e = o 	

4 r=O O=o 	 2 

= 0  J í 	] 	 dr = - 	 = 

4 	4 

Portanto: 

=dt = (A.1) 

Este resultado pode ser aproveitado para calcular uma inte 

gral um pouco mais geral: 

C2 du. 
o 

onde a é um número real positivo. Fazendo au = t, vem: 

= —I a 	dt 1 	-t2 	

=Tr vla—  o 	 Y/_a /4 

logo, 

W0 	 2
=a'2 du = 1 /IL 	 (A. 2) 

Outra integral associada à l o  é: 

Ia = 
	

u a 	dii. 
o 
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1 

Fazendo u 2  = t, du = 1 t  2 dt, tem-se: 

í u 	
du = 1 J ct2 ãt = 1 'o 

i a 	 •2 	o 	 2 

Ou seja: 

-u z+  1 2 - 	 du = -. 
- Jo 	 4 

(A.3) 

Continuando, ver-se-á uma integral mais geral: 

3D 

13 (a,n) 	= 	-ax 2  fl 
i 

e 	x dx Ou inteiro,positivo).(A.4) 
a  

Evidentemente, 

Is(a,O) = 	= 1 
2/a 

Para n = 1, 

1 	-ax 2  13(a,1) = 	e 	x dx. 
i a 

Outra vez, faz-se a mudança de variável ax 2  = t 2  

I3(a,1) = 1 - 	e -t2 t dt = 
a 

3D 

 

= lff _ 	-- ( Ct2) dt = 1 
a0 

 í 21  1  
dt 	 2a 

(A.5) 
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Assim, 

13(a,1) = J 	C 2  x dx = 	 (A.6) 
o 	 2a 

Outras integrais, correspondentes à (A.4) para 

n > 1, podem ser calculadas encontrando as derivadas suces 

sivas, em relação ao parâmetro a, das Equaç5es (A.5)e (A.6) 

para valores pares e ímpares, respectivamente. Assim, por 

exemplo: 

de 	 13(a,0) = -J x 2 	 a dx = - 	
-3/2 

4 

tem-se que: 

13(a,2) 	= 	
i::- a-3/2 	

(A.7) 
4 

de 	13(a,1) = - 
2a 2  

tem-se que: 

13(a,3) 	= 	 (A.8) 
2a 2  

etc. 

A seguir, considerem-se ,integrais - do tipo: 

a 

= J 
Cx dx 	(a - número real) 

o 
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- 	 Esta integral não é tão fácil de ' 	calcular 

pelos métodos comuns. 	No entanto, fazendo xa = 
1 --1 dx = - ua 	du, tem-se: a 

1 —- 1 
I 1 	-u 

	

(a) = - 	e U 
a 	du 

a o 

Observe-se que esta última integral é a fun 

ção Gama, de argumento - . Portanto: 

14 (U) 	
= J e 
	dx = 	. 	 (A.9) 

Outro tipo interessante de integral é: 

	

1 	-ax 1 5  = 1 e 	cosÀxdx, 
-'o 

onde? À e a. são números reais positivos. O integrando 

pode ser também colocado na forma: 

	

II 	
'2. 
-ax iÀx 

	

dx}
15 = Re-ÇI 	e 

o 

Desta maneira, a integração 6r  agora, imediata. 

Assim, 

-(a-iÀ)k 	
Re' 	1 	

(a+iÀ't 
fl Re Is=Re 	_e 	 = 

a - iX 	 a - ix 	La2 +À2 

-ax 	 a 
15 = 

j 	
e. 	cos Xx dx = 	 . 	 (A.10) 

	

o 	 a 2  + À2 
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Aproveitando este resultado, pode-se calcular a inte 

gral: 

= í x cos Xx dx 
J o  

efetuando .a detiVada de I s  em relação ao parâmetro a. 

Assim: 

1 	3 
J  '6 

= _ 	
cos Xx) dx = - B 	a 

Ba La2 + X2J 

16 = 1 xe' cos Xx dx = 	a2 	
X2 • 
	(A.11) 

(a 2  + À 2 ) 

Note-se que,como um subproduto da integração de (A.8), ob 

tem-se. 

17 = 1 	-ax e 	senXxdx = 1 	(axeixxdX}l 
O 	 Li 

F 
1 

17 	1 	e -ax senXxdx = 	X 	 (A.12) F= 
a 2  + X 2  

Existem também outros métodos onde são usados 

artifícios engenhosos para o cálculo de integrais.Seja, por 

exemplo, a integral 

a, 
sen x I 	= 	 dx. 

o 	x 
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Convenientemente, define-se a integral 

x dx, 
W0 	 x 

1(a) = J 
CclX se:  

onde fica evidente que, 

um 	1(a) = 18 
a -*O 

- _____ 1(a) = - 	r 	sen x dx = J 	ac 	 1 

ga 	 o 	 a 2+1 

a2 	a2 	
d 	

a2 
1(a) 	= - 	 a - -arctg al 

a1 	ja i  a 2 + 1 	- 	 'a1 

Devido ao fato de 	1(0) = 18, deduz-se que 

a = O 	um dos limites aconselháveis na integração. Por ou 

tro lado, pode-se ver que. I(co)= J g •XQo 
sen x dx = O. Lo 

go, 	 o 

1(a) 	= O - 1(0) = -arctg (a) f = - 	+ 0, 
2 

de onde: 

I 	 ci 1(0) 	 x = - . 	 (A.13) = 	
= j 	

senx - 	7T 

x 	 2 

A.2- Integrais sobre Ângulos Sólidos 

Muitas vezes 6 necessário o cálculo de inte 

grais que envolvem express6es vetoriais tridimensionais. Se 

quem-se alguns exemplos deste tipo. 
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Seja a integral 

Ig(k,cz) 	= 	J 
4 	

a+k . f 
7t 	- 	- 

onde a e k são grandezas constantes, e o elemento de án 

gulo sólido, em coordenadas esféricas, é dado por: 

dQ = senS de d$ 

Apesar da presença de funções vetoriais no in 

tegrando, a priori nota-se que Ig(k,a) tem de ser urna gran 

deza escalar, urna vez que a função integrando é também uma 

grandeza escalar. Por outro lado, pela variável dQ, iden 

tifica-se que a integração ocorre nas variáveis espaciais e, 

portanto, f é um vetor variável na integração. Observa-se 

também que a orientação do sistema de coordenadas é arbitrá 

rio, podendo ser escolhido de maneira que k E = k cos O; 

isto é, o vetor k é colocado coincidente com o eixo z.Corn 

estas considerações, a integral 1 9  fica: 

I9(k,a) 	JJ pene dO d4 	 senO de = 

cz -i -kcosü = 

	

'0a+kcose 

= 2u J 	a 	= 	
ln(a+kt)j 	= 
 k 	a - ki 

Finalmente, 

Ig(k,a) 	
=a 	

= 	ln[: : 
	

(A.14) 
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Um outro exemplo ilustrativo. de integração, é o seguinte: 

I(a,b) = 
	

-br2 

	

dx e 	e 
10 

Neste caso, também a integração é feita em coordenadas es 

féricas. 

d 3x = r 2  dr dQ = r 2  sen e dr ae d 

Outra vez, orienta-se o sistema de coordenadas de maneira a 

ter a II 	portanto: a • x = a r cos e. Assim, 

1 

110(a,b) = f2u d[ dr r2e -br 2  ( 
d(cos O) 

0 	o 

A última integral é de integração imediata: 

+1 

C'd 	efl 
1+1 

= 2 sen ar. 1 1' 	= 
iar I_i 	ar 

Logo, 

a, 
Iio(a,b) = 41r i —I rsenar e -br2  dr = 

a 

a, 

= 1 47 	 -br 2  - 	rsenar e 	dr. 
2 a 

O limite inferior foi. convenientemente. e' .ten 

dido até —w émHzirtude'dé Õ:itl€egrãtidd'sei uma fW'icão par. 

a, 
2ir 	

li Iio(a,b) = - Im 	r e -br2+iar  dr 
a

} = 

= k imQ°° 
 r -b(r 2 -i 	

r) dr}. 
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Por outro lado, 

ia  - 	r= [rJ 	
+ 

b 	 2b 	2b 

Logo, 

2 
ia' 

Jr-EJ dr}. 
1 10 (a,b) = 2 w 	4b a 	ImJí 	r e_b 

a 

Fazendo a mudança: 

ia r - - = u 
2b 

a integral fica: 

ba 2  
2w e  TF Imfí 	í u  + 4) a112 du} Iio(a,b) = 

Ji_0, 1 a 	 2b1  

Por ser 6 integfando uma função ímpar, oh 

serva-se que: 

-bu 2  u 	du = O. 
1 - 

Entretanto, 

çw 
 -bu 2 	 ir 

	

= 21 e 	du = 	-, 
i a  

resultado obtido anteriormente. Finalmente: 
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a 2  

	

3/2 	a2 

Ii.o(a,b) = 2i e 	Im{4a //F'T = í!i 
a 	 2b 	4 	b 

ia.x 	 3/2 	a2 - 
Iio(a,b) 	= J d 3 x e - - g-br2 = [ir] 	e (A.15) 

Continuando, ver-se-á agora, um tipo de integral um pouco 

mais complicado. Por exemplo, seja calcular a integral, 

a..f 
Iii(k,a,y) 	= 	1 	- 	dQ. 

-- 

O problema aqui é rque  há duas direçées constantes cor 

respondentes aos vetores a e k. Portanto, aqui não é 

possível escolher a orientação do sistema de coordenadas de 

maneira que, simultaneamente, as duas direç6es sejam adequa 

das. O máximo que se pode fazer- é escolher apenas uma di 

reção conveniente. No entanto, considerando unta outra inte 

gral, desta vez de natureza vetorial: 

r 
dS2 

	

= j 	-  - 	
- 

Evidentemente, tem-se que: 

Ii.i(k,a,y) 	= 	a . 112(k,y). 

O vetor integral 112 é função apenas de um vetor: k. Por 

tanto, I12//k. Ou seja: 

k 
= 

k 
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Agora basta dëterrhinar o valor de A. 

k.k 

	

= A ~ 	= Ak, 
- 	

- 	 k 

1 

A 	 - 	 dQ=-J 1- 	 dQ, 
k 	'y+k.f 	k 

A=' [4Ç ~ j = 
[4 	Hi• 

O último resultado foi obtido utilizando o valor da inte 

gral Tg. Desta maneira, tem-se: 

Ia 2(k,) 
= 	

: 	 * dQ  =L'-[ 1  )J• 	A.16) 
+ 

 

Logo, a integral principal será: 

= 	 d12 	.[i  yn{Y 1 	» J' 
Como um último exemplo, seja calcular a inte 

gral. 

a.f 
113(k,a)

= J 	- 	 dQ. 
-- 

Observa-se  que derivando a integral Ig(k,cz) 

em relação a k e fazendo a = 1obt&m-se uma expressão pa 

recida à integral 113(k,a). A única diferença é represen 

tada pelo vetor constante a. 
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Encontrando a derivada da Expressão (A.14),em 

relação ao vetor k, tem-se: 

a 	- 
r) 

dQ= -j 	
rdQ 

+ k
( + k 

Porém: 

aIg 	k ai9 	319 
- = - 	= 
3k 	k 3k 	- 3k 

Assim, 

• 	ai9 	 a . r 
dQ = I13(k,a) 

k 	3k 
	

(1 + 
	 - - 

Agora basta derivar oresultado (A14) 

a. 
113(k,a) = j 	- 	- 	dQ = -- 	4u1 E 

= 21r l 	[i 	1 + k 
 

	

k 2 	Lk 	1-k 	1_k2J 
(A.18) 
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