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ABSTRACT

We present the foundations of the Karmarkar's algorithm for
linear programming problems. We try to present the method in a tutorial
way incorporating also some suggestionms given in the literature about
1ts implementation.
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1. INTRODUCAO

0 algoritmo de Karmarkar (1984) & foco de atengdo de grande
parte da comunidade cientifica ligada as areas de pesquisa operacional/ ma
tematica ap]icada/computacéo aplicada, principalmente pelos relatos encora
jadores sobre a rapidez deste novo metodo. As informacOes sdo  contradito
rias até o momento. Ha afirmagao de que © algoritmo de Karmarkar chega a
ser 50 vezes mais rapido que 0 método simplex quando aplicade a problemas
grandes (veja Hooker, 1986). Entretanto, a comunidade cientifica ainda
aguarda por confirmacoes neste sentido. Varios pesquisadores tem  tentado
implementar o algoritmo sem contudo ter conseguido reproduzir tal desempe
nho. Aparentemente, - existem detalhes de implementacdo que ainda nao sSao
de pleno dominio publico e que influenciam diretamente-o desempenho do al

goritmo na pratica.

Um outro atrativo tedrico do algoritmo de Karmarkar e a sua
complexidade computacional no pior caso, 0(n®*3 L2} onde n & o numero de
variaveis do problema e L & o numero de bits para representar numeros  no

computador.

0 primeiro metodo polinomial para a resolucao de  problemas
de programacao linear foi sugerido em 1979 por Kachian (1979). 0 seu algo
ritmo elipsoide & 0(n°L?), portanto inferior ao algoritmo de Karmarkar.

0s desenvolvimentos feitos com o algoritmo de Kachian mos
traram que existem dificuldades praticas na sua utilizacao pela exigencia
de que os calculos realizados sejam feitos com grande pfecfs&o (conforme
Karmarkar, 1984, Hooker, 1986) e o que se tem observado € um ' desempenho
bem inferior ao método simplex em problemas reais. No algoritmo de
Karmarkar, tais dificuldades nio existem. Os erros de arredondamento nao
se acumulam passo a passo e isto e uma grande vantagen. “

Apesar da complexidade computacional exponenciai; no pior
caso, do método simplex, ele tem um bom desempernho na pratica. Espera-se
que um metodo polinomial, como & o de Karmarkar, tenha um desempenho ainda

melhor na pratica.



0s dois metodos diferem radicalmente na sua abordagem. 0 me
todo simplex caminha, passo a passo, nas fronteiras da regiao viavel, pro
curando o ponto otimo examinando pontos extremos. 0 metodo de  Karmarkar
{também conhecido como metodo projetivo com mudanca de escala) procura uma
solucdo movendo-se no interior da regido viavel até atingir um ponto otimo
na fronteira.

Uma observacdo intuitiva (veja Hooker, 1986) que, poder-se-ia
dizer, & utilizada no algoritmo de Karmarkar @ ilustrada na Figura 1.

™~ - -
solugao otima do problema.

~ funcao objetivo decresce

‘\\\naﬁdirecﬁo indicada.
~

Fig. 1 - Politopo de um problema de programacao linear.

A solugao X», que esta proxima do “"centro” do politopo, tem
a possibilidade de alcancar um ponto viavel mais proximo da solugdo otima
gue a solucao Xi, Que estd mais afastada do centro; se se caminhar na dire
cio de descida mais rapida.

0 algoritmo de Karmarkar transforma  pois 0 espaco solugao
de modo a colocar a solucao atual proxima do centro do politopo, sem mudar
o problema na sua essencia.

A transformacio sugerida por Karmarkar e yma transformacao
projetiva. Outras transformacoes mais.simples poderiam ser uti1izadaé,
por exemplo, mudando-se apenas a escala de algumas variiveis(vejaVanderbey
et alii, 1985; Chandru and Kochar, 1986; conforme Hooker, 1986).

A estratégia utilizada no metodo de Karmarkar e bem simples:
pega-se um ponto interior, transforma-se o espaco de modo que o ponto in

terior fique proximo ao centro do politopo, procura-se um novo ponto via



vel interior movendo-se na direcdo de descida mais rapida e repete-se a
transformagao de modo que O Novo ponto interior fique proximo ao centro do

politopo. Prossegue-se de maneira similar até que uma solucao otima seja
encontrada dentro da precisao desejada.

Observe-se que & necessario permanecer interiormente ao poli
topo para que,com a transformacdo projetiva,este ponto fique proximo ao cen
tro do politopo {pontos na fronteira nunca ficariam interiores apos uma

transformacao projetiva).

A seguir apresentaremos 0S detalhes do algoritmo de Karmarkar
incluindo também algumas sugestoes necessarias para sua utilizacao.’

2. FORMA PADREO DO PROBLEMA PARA 0 ALGORITMO DE KARMARKAR

0 algoritmo original de Karmarkar exige que o problema esteja

na sequinte forma especial:

Minimizar ET X, (1
sujeito a AX = 0,
eT X = i, xz0,

onde A € uma matriz mxn e e & um vetor de 1’'s.
Alem disso, deve-se ter:
a} o valor otimo do problema e Zero;

b} um ponto inicial vidvel interior (refere-se a ponto interior, aquele
onde cada variavel & estritamente positiva).

Na secao 6 discutiremos como ajustar um problema geral de
programagao linear de forma a satisfazer estas condicbes exigidas eapresen

taremos algumas sugestoes sugeridas na literatura para lidar com problemas
encontrados na implementacdo e utilizacao do algoritmo.



Admitamos, por enquanto, que o problema esteja na forma indi
cada com as devidas condigOes adicionais satisfeitas.

Definamos o subespago afim
X = {xeR"/Ax=0)

e o0 simplex de dimensao n-1,

0 problema 1 e simplesmente,
Minimi T
inimizar ¢ X
sujeito a 53X @ S.

Dada esta estrutura especial, € interessante observar o que

se segue.

. . 1 ~
Seja eo 0 centro do simplex S. No caso, eo= - E, onde e e

um vetor de 1's. Suponhamos que egeX, portanto e & um ponto viavel de nos
so problema.

Seja E(eq,r) a maior esfera com centro em e, € raio r que po
de ser inscrita no simplex S e, E(ED,R) a menor esfera com centro em ep €
raio R circunscrevendo o simplex R. E de conhecimento gue

Ront, el o r=/T0
Y nin-1) n
Temos que

E{eoor) € S € E(eosR) ou

E(es,ar) € S € E(eosR), 4 « e [0,10. (2)



A intersecgao de uma esfera e um espaco afim e uma esfera de
dimensao menor naquele espaco e tem o mesmo raio se o centro da esfera ori
ginal esta no espaco afim. Como este € o caso, seja

E'(eo, ar} e E'(eo, R} as duas esferas interseccdo de E{e ,ar) e E(e,,
~ - ~o

R) com X, respectivamente.

De (2) tem-se que
E'(?’D,ar) P_(xns) E EI(EDaR)

e, portanto, minimizando-se a funcao objetivo sobre a esfera E™(e ,ar) en

=5 il
contra-se um limitante superior ao problema original, minimizando-se a fun
¢ao objetivo sobre a esfera E‘(ED,R) encontra-se um Timitante inferior.

Pelo fato da funcdo objetivo ser linear, @ possivel obter-se
o seguinte Timitante para a fungao objetivo.

Suponha que Voer V& Vg denotam os valores otimos da  funcao
objetivo em E'(e ,ar}, XIS e E’(eU,R), respectivamente. 0 valor da  fun
~0 _ ~ bl
cao objetivo no ponto e e cT e - Tem-se que:
e v =

T T T .
Ce -V, st e c e - V-

O
1]
1
LA
(S
12)
|
-7
fiA

Como a funcao € linear, tem-se que para o e (0;11,

T R T . n-1 T N
¢ e-Vp* [ e -vl=—7F—0¢ e -v 1
ar-
Logo,
T e -
= o ar 5 a ou
T n-1



CTE‘
T g oo gy ¢ -1 ou
T 6 - v n -1
~ ~0
V_
ar z SR ou
cT a -V n -1
~  ~0
{ 3
v .-V .
ol o
B B L (3)
n -
cT e -V 1
~ —0
Assim, indo do ponto gu ao ponto e . que minimiza a  funcao
objetivo Tinear sobre a esfera E'(gn,ar), chega-se mais proximo do valor
minimo da func3o objetivo de um fator (1 - ).
n-1
Observe que minimizar uma funcao linear sobre uma esfera g

bem simples. Do centro da esfera caminhe na direcdo de maximo decréscimo
da funcao objetivo de um comprimento igual ao r3io da esfera. Para se achar

esta direcao de maximo decrescimo, no nosso-caso, basta projetar-se o vetor

¢ ortogonalmente sobre 0 espaco nulo de ? . ou

obtendo-se um vetor gp

seja, Z = CD resolve o problema de minimos quadrados

Min  |] c-z|l
z
Sujeito a Az= 0
.



A solucio para este problema & conhecida e g dada por

c, = [1 - BY(88")™* B] ¢ (4)
ognde
A
B =
T
~ B _ _ _-c
0 vetor de norma unitaria na direcio de maximo decrescimo e [[p TTa Por
c
~p

tanto, o ponto de minimo na esfera E'(gn,ar) e :

C
- I
far TS0 T Y, )
~p N

Assim, para se achar uma solucdo viavel para o problema 1 que

esteja mais proxima do valor Gtimo do probiema de um fator (1 - ﬁ%T_ ), bas

ta encontrar o ponto e_. conforme (5).

Observe que 0 numero de operacoes hecessarias para o -<calculo
de (5) & 0(n®) que corresponde a inversao da matrix BBT em (4).

Observe que existe algumas dificuldades para se poder fazer
uso das observacoes feitas. E precisc ter-se o centro do simplex como  pon
to vidvel do problema. Como superar esta dificuldade? A transformacao pro
jetiva sugerida por Karmarkar da a solucao para este problema.

3. TRANSFORMACKC PROJETIVA DE KARMARKAR

Uma transformagao projetiva T & uma transformacac da forma:



onde A e uma matriz nxn,

de R

Algumas propriedades relevantes das transformacoes projetivas
s30:

a) a composig¢do de transformages projetivas também € projetiva;
b) a inversa de uma transformacdo projetiva & uma transformacao projetiva;
c) subespacos Tineares afins permanecem afins sob transformacdes projetivas

d) transformagoes projetivas transformam razoes de fungoes lineares em ra

20es de fungoes lineares.

Considere ¢ problema na forma 1. Admitamos que tenhamos um
ponto viavel interior Ek. A transformacao projetiva escolhida mapeia o pon
to xK no centro do simplex. Ela & definida por:

i

Il
[N
—
w

w
—
>
=
L
>
[
»
.
-
>
=5 X
e
o
o
(%]
D
=
~
[10)
L
=
41}
_‘
—
1
-
et

onde D

- »

=

S ———— YT ST




0 problema 1 fica,

T
c D ra

Minimizar —— , ' (6a)
ET D z
AD z

sujeitoa ———— =10, (6b)
e Dz
ET D z
-~ o1, (6¢)
e’ 0z
ET z=1, (6d)
z z 0. (6e)

A restricao (6d) resulta da definigae da transformacao proje
tiva escolhida.

Como o valor otimo do problema (1) € zero e o0 denominador da
funcio objetivo & estritamente positivo, sujeito as restrigoes do problema,
pode-se simplesmente minimizar 0 numerador e o problema {6) € reescrito da
seguinte forma:

Min ¢ Dz (7a)
sujeito a AD z =0 (7b)
z 20 (1d)
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Observe que em {6b) o denominador & estritamente positivo pa
ra todo z z 0, z # 0 e, portanto, ele pode ser deletado. A restri¢ao (6¢)
5 satisfeita trivialmente e portanto € tambem deletada.

Note que o problema (7) tem a mesma forma que o problema (1)
e, para este novo problema, o ponto viavel interior esta no centro do sim

plex.

A estrategia adotada no metodo de Karmarkar parece agora evi
dente. A partir de um ponto viavel-interior, aplica-se uma transformagao
projetiva que mapeia este ponto ao centro do simplex. Determina-se um novo
ponto viavel na esfera inscrita ao simplex de raio ar.conforme (5). Pela
transformacio inversa a este ponto corresponde um novo ponto interior ao
problema original e cuja funcao objetivo decresce de um determinado valor
com relacdo ao ponto inicial. Repete-se a abordagem tomando-se este  ponto
como ponto inicial e assim sucessivamente até que algum criterio de parada
seja atingido. A seguir apresenta-se uma descricao formal do algoritmo de
Karmarkar juntamente com o criterio de parada adotado.

4, ALGORITMO DE KARMARKAR

0 algoritmo de Karmarkar cria uma seqiiéncia de pontos x?, xb,
.o 5k seguindo 0§ seguintes passos:
Passo 1: x° = a, (ponto inicial)
k = 0,

Passo 2: While ET xX & "ainda muito grande" ég {gk*t = ¢(Ek); kK = k+11.

No passo 1, o ponto inicial a e um ponto viavel interior da
do. No passo 2, e preciso ter-se um critério de parada e definir-se a  fun
cio ¢:R" =+ R™.



- 11 -

4.1 - 0 CRITERIO DE PARADA

E preciso ter-se um parametro q de término do algoritmo, cujo
objetivo & achar uma solugdo viavel x tal que

CTx

cT

< 279,

X
-0

Usando o argumento utilizado no algoritmo elipsdide, sabe-se
que se x* e x** sao duas solucoes basicas tal que ET x* =k ET X**, entao

T 5**| . 2-kL para alguma constante k. Isto significa que se X

for uma solucao viavel tal que 0 < cf -kL

|cT X* - C
x <2 ", entao modificando-se x de
modo a torna-la uma solug¢do basica viavel, tomando-se o cuidado de melho

rar a funcao objetivo,obtém-se uma solugdo Otima.

Portanto, tomando-se q = 0(L), a solucao resultante aproxima
damente otima obtida pelo algoritmo pode ser convertida para uma solugao
otima exata.

Na pratica, um problema & considerado resolvido quando o vé
lor original e reduzido por um fator-ZL pois >t g a precisao do compu
tador (Hooker, 1986). Assim, o problema esta resolwido na iterac3o k se

Resta definir agora a funcao ¢ = R" > R" do passo 2.
4.2 - A FUNCRO ¢

b = ¢(a) € definida pela seguinte sequiencia de operacoes:

1. Seja B = T
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onde D = diag {a1, 3zs...5 a1, (@ = a1y wvu an)).

2. ¢ =11 - BT(BBT)"T Bl D c.

g]

3. ¢ = P (vetor unitario da diregao de Ep)‘

el

onde ¢ = A e,
S
‘/n(n-ﬂ
ae (0,1).
Db'
5. b = ——— .
T eT DY

A definigdo da fungdo ¢ segue a estrategia descrita na $e¢ao
3. Uma transformacao projetiva e fea1izada que mapeia o ponto de entraﬂa
a no centro do simplex. Ha uma otimizagdo da funcao objetivo transformada
sobre a esfera de raio ar onde um ponto b* & encontrado. Aplica-se a trans
formacao inversa ao ponto b' para obter o ponto b.

Obviamente, o parametro o escolhido afeta a taxa de conver
géncia do método. Existem razoes praticas e técnicas para nao se escolher
o valor de a = 1. Uma delas é:que se desejarmos realizar operacoes aproxi
madamente, isto da margem a absorcao de erros de arredondamento, o que 1im
pede que em alguma iteracao caiamos fora do simplex. Para se provar a com
plexidade polinomial do algoritmo o valor de a tem gue ser pequeno como
pode ser visto na secdo 5. Em Nickels et al., 1985 sao reportados alguns
testes realizados com o algoritmo de Karmarkar quando se yaria o valor de

a.
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5. COMPLEXIDADE COMPUTACIONAL DO ALGORITMO DE KARMARKAR

0 tempo computacional do algoritmo de Karmarkar depende do
nimero de iteracdes até que o algoritmo pare e da duracao de cada iteracao.

A cada iterac3o do algoritmo & necessario resolver um siste
ma de equacGes lineares que leva 0(n) operagoes aritmeticas no pior caso
(eliminacio de Gauss). Entretanto, Karmarkar (1984) sugere que as equagoes
sejam resolvidas a cada iteracio modificando-se a solucao da iteragao an
terior e isto ocasiona uma economia de uma fator de v/n .

Para cada operacdo aritmetica & necessaria uma precisao de
0(L) bits. Assim, a cada iteracao, a complexidade & 0(n%°L). '

Vamos agora estabelecer o numero de iteracdes necessarias

até que o algoritmo pare. Relembremos que um problema & considerado resol
T k

vido s —p—— = Z'L. Se pudermos mostrar que 0 algoritmo reduz: a funcao

i
1

0
13

0

)
objetivo ET ik para no maximo ET §k (e ™) a cada iteracao, onde & > 0
5 uma constante, entdo o numero de iteragdes ate que seja atingida a preci
sio desejada & 0(nl). Isto pode ser verificado da seguinte forma:

8

reduzir ET §k para ET §k para ET §k (e ") & equivalente a dizer que
n &n ET §k e reduzido para n 2n «K . & a cada iteracio. Ento, apos k

jteracoes, teremos

n in ET ék Zn n ET go -~k &§ ou
) ks

cT xk --%é— “hoan 2

ZTaZ—— £ e = 2

ca

(Esta ultima igualdade pode ser verificada calculando-se o logaritmo na
base e de ambos 0s termos).
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Para fazer o expoente de 2 igual a -L deveremos ter

k& L 5 kenL |2 6y k = 0(nL),
nan 2 8

ou seja, O0(nL) iteragces sao suficientes.

Portanto, mostrando-se que a cada iteragao gT §k e reduzido
8

de um fator € ", em 0(nL) iteracdes a precisao desejada e alcancada.

Karmarkar nao pode provar diretamente que 0 Seu algoritmo

reduz n n cT xk de uma constante k a cada iteracao. No entanto, o algorit

mo reduz a seguinte "funcdo potencial" por & a cada iteracao,

T n
fly) = ) an =nn o cy - ) ANy, (8)

W ~1=
—

J

e, portanto, de ks apos Kk 1teragoesm Se realmente isto ocorre, n an cTy e
reduzido de no minimo k& apds k iteracoes pois o segundc termo - z wm ¥,

j=1 J

tem 0 seu valor minimo para yj = l, j=1,...,0 e isto ocorre na primeira
n

iteracao. Assim, se reduzimos f(y) de ks apos k iteracoes, reduzimos

n ETX de mais do que ks apos k iteragdes. E suficiente pois mostrar que
o algoritmo reduz a funcdo potencial (8} de no minimo § a cada iteracao.
Observe que a funcdo potencial & invariante sob a transformacao projetiva,
isto e, dado

e T{x) = z= ——— > com inversa
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-1 Dz
T {z) =x = » onde
e' D2
a |
D = . , Segue que
- () ‘aﬂ
1 n (c'oz / ¢'bg)
glz) = F(T"(2)) = 1 »on - =
< 351
a.z.
(a;z5/e Dz)
n cTDz. n
= 2 m S - 2 &n aj =
j=1 2. J=1
J
n cTDg
= § w— - constante,
i=1 Z;

ou seja, tem a mesma forma que 2 fungao original a menos de uma constante.

Se g{z) diminui de & no espago transformado, entao f(x) tam
bem diminui de & no espaco original, ou seja, se

[{o]

—
™~

—
IA

< g(z ) - 6 entdo
~0

—~+
—
>
L
A

f(§;) - & onde
X = T'l(g) e

x = T (zs)
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Isto porque

n CTDZ

n
g{z) = } = - Y #na. e
- j=1 z. j=1 J
J
n (ETDD'l g/gTD'lx) n
h(x) = 9(T{(x)) = 1 - ) ay =
Jj= (—J—/ETD—IX) J=1
a. -
J
T
] o= ]
= ) I a. - ¢n a. =
j=1 X, U J
J
.
n c X
=7 o —— = f(x)
j=1 X5

Resta provar somente que a cada iteracao, g{z) € reduzido de
no minimo uma constante $.

No espa¢o transformado, a cada iteracao iniciamos com um pon
to no centro do simplex. Podemos sempre mover a uma distancia ar, ae(0,1)
e r & o raio da maior esfera inscrita no simplex.

Assim podemos reduzir a fungao linear cTDz para no minimo

ETDE (1- E%T_) a cada iteracac, conforme analise feita anteriormente, rela

cionando a taxa de convergencia com 0S raios da esfera inscrita e circuns
crita ao simplex (relembre que o valor otimo do problema & admitido ser

nulo).
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Isto significa que reduzimos o termo n &n CTD z de g(z)
de no minimo uma constante (——TJ a a cada 1teracao pois {1- ——T)_e “l" 1

[ preciso verificar o que acontece com o termo - E de 9(z), “quando
j=1
e

movemos do ponto — (centro do simplex) para um ponto z na esfera de rdio
n

ar, com eT z = 1. Temos que a diferenga correspondente a este termo e dada
por:

J J
| -7 ¢n zg - Yann|=]-7% 2 nzjl. ‘ ~ (9)
J J J
e
Para estabelecer um limitante para este termo, com |z - e
n
< ar, Karmarkar (1984) utilizou as seguintes relacoes auxiliares.
Observe que se |z - =_| s ar, entdo } (z&—-%%)zguzrz ou
n J
1y2
.- =
( J n) < a?r? = n2alr? Q g2 (10)
-z z
J n ()

Como r = —~l———~—, ent3o B=x / n_ .

nin-1 n-1

De (10) temos que
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Observe também que se |x|sp<i, entdo [an(1+x)-x[s X Isto porque
' 2(1-g)2

pelo teorema do valor médio (ou teorema de Taylor),

Fix) = £(0) + £ (0)x + £(X) f

para algum |X|s|x].

Tomando-se f(x) = en{1+x) temos

-1 ] . X onde [E[§|x[.

gn{14x) = X +

(1+x P J 2
Para |x|=B<1,
2 2
|an(14x)-x| = — X« — (11)
2(1+x)2 2(1-g)2
2. -+
Fazendo-se x = __l_TJl_ na relagao (11} temos:
n
N 1 1 1‘2
7.- — Z.- — 1
ln |14 0} o g 1 i T
1 1 2(1-8)* 1
n n n
ou
=l 2
3 lan |1 zjq% %-% ‘< ! E[ ﬁ'%
on |1+ - < ——
j 1 1 2(1-)* ] L 5 '
n n ‘ -
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mas

& i
\):[Enhzj-% -Zj_ﬁ}
J

l

e, portanto,

1 _ (1)

1

Z,
J \]
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n
a? [ﬁ_ﬂ]
2
n N

BT e

=-—n—0L 1— a
n-1 . 2

)

Para o« suficientemente pequeno,

L -
Por exemplo, se a=— e n for grande,
1
1 - @ = 1 - 3
2 1
N 2(1- = )*
211 -« n-1 3
1
3 1 9 5
=1- =1-3.5 =g7"
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Para um « conveniente, fazendo

temos

- 9(z) = s.

s o

Observe que

gim 6(n) = o 1 - ———EL——'h e
2(1-a)?

i s

3
2im &(n) > 0 para todo ae [D, 1-J
2

[ el

(14)

Portanto, o numero de iteracbes com § definido conforme (14)

e o escolhido convenientemente & 0(nL) e a-complexfdade total do algoritmo

e 0(n? % L2).

Padberg (1986) mostrou através de uma prova diferente de con

vergencia do metodo projetivo que o algoritmo para apos 0(nL) iteracoes com

qualquer oe(0,0.7968...).
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6. COMO COLOCAR UM PROBLEMA GERAL NA FORMA REQUERIDA PELOQ ALGORITMO DE
KARMARKAR

Suponha que tenhamos um. problema de programacao 1inear em uma
forma geral,

. T
min ¢ X,
syjeito a Ax = g,

(15)

>
I
o
-

x e R,

Como converter (15) para a forma (1) de modo a podermos utili

zar o metodo de Karmarkar?

Apresentaremos a sugestao proposta por Tomlin (1985) (segundo
Hooker, 1986) que & similar a de Todd and Burrell (1985) e tem a vantagem
de fornecer um ponto inicial viavel interior.

Para fazer a conversdo, adicionamos mais trés variaveis, Zi,
Z,, Zs, € mais duas linhas ao problema (15).

X
Seja y= =~ onde ¢ & escolhido grande suficiente de modo  que

)
para qualguer solucao viavel (para propdsitos gerais), x satisfaz. eTx<c,
a menos que o problema seja jlimitado.

Resolvémos entdo o seguinte problema:

min ccTy + 0z, + 0z + Mzj

sujeito a
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A 0 -nb/o nb/o-Ae Yy
. 0
Z1 -
0 0 n 0 ) =
Zo T
z3 L
T .
g z + Zy+Lz+Z; = 1, (16)
y20, 214 22, 25 2 0, YeR', z;eR, 1=1,2,3
e
n = m3.
Observe que a variavel z; € uma variavel de folga que & a

diferenca entre 1 e a soma das outras variaveis. z, € uma variavel definida

apenas para trazer para 0 lado esquerdo, o lado direito da equagao; seu

valor & 1. A variavel z, & uma variivel artificial ponderada por um  custo
n

alto M que a forca parazerc quando o problema (15) tem solugdo. No metodo

simplex, um M grande pode causar problemas numericos, mas isto nac  ocorre

no metodo de Karmarkar.

Se 2z, for positivo na solugdo Gtima de (16), entdo (15) nao
tem solucdo viavel. Se zp for igual a zero, sabemos que 0 prob]ema (15} e
ilimitado.

Para colocar o probiema (16) na forma (1), basta subtrair a
Ultima equagao da penultima, obtendo finalmente a forma deseJada,

Min UCTy + 021 + 0z; + MZa,

1

sujeito a ‘ "9 b - , .
A0 -5 ke -
Zy = [9]:
n-1 . -1
L2
- - L v
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eTy + 23+ 23 +23=1,

[\

.Y_ggs~z-1: L3y Z3 0’

que tem o ponto interior viavel
y.o =% d=teow

1
2y =22 =23 = ¢ -

A solugdo x do problema (15) & obtida de y fazendo-se x =

(17)

oY .

E a funcdo objetivo? Para uso do metodo de Karmarkar; o valor

otimo do problema tem que ser zero.

No caso de se conhecer.o valor otimo v =£ 0 de (1), define-se

uma nova funcao objetivo,

' x - v=clx - ule'x)

n

(gT-ng) X
. T
pois e x=1.
A nova fungao objetivo tem valor otimo zero.

Porem, e mais provavel que o valor v seja desconhecido.
sugestdac natural seria utilizar as propriedades da teoria de dualidade
programacdo Tinear., Um novo problema seria definido com as restrigoes
problema primal e dual e com fungac objetivo igual a diferenca entre
funcoes objetivos dos dois problemas. Isto apresenta o inconveniente de
mentar bastante o tamanho do problema.

Uma
em
do
as

au

Karmarkar sugere a utf]izacﬁo de uma "funcao objetivo desli

zante" onde admite-se que sejam conhecidos limitantes inferiores e superio

res, 1o € Uy, respectivamente, da funcao objetivo (se nao forem conhecidos,
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pode-se usar 1o = *ZU(L) 0(L)) Usa-se entao, tentativamente, c€Omo

limitantes inferior e superior, os valores 1'=10 + 5—(uo-1o) eu' =1g +

(uo-l ) e inicia-se © metodo admitindo-se gque o valor ptimo seja v =1"'.
As jteracbes sao realizadas até que uma das seguintes condicbes ocorre:

a) a funcdo potencial nao pode mais ser melhorada de &. Neste caso, 1' & me
nor do que o valor 5timo. Faz-se entdo 1o=1' e redefine-se tentativamen
te novos limitantes;

b) o valor da fungao objetivo cai abaixoe de u’.

Neste caso, faz-se ug=u' e novamente, redefine-se tentativa
mente novos limitantes.

De acordo com Karmarkar, uma destas situacoes deve ocorrer em
no maximo n{k+In(n)) iteracoes, onde k e tal que

4

(1 -9kl
n d

peis apos tal nimero de iteragOes, se 0 suposto limitante inferior nao se
tornou invalido, entao a funcao objetivo devera ter decrescido abaixo deu’.

Apos 0(nL) jteracoes, o intervalo original e reduzido de

-O(L)

te mantém o Timitante polinomial e a suposigao de valor otimo da funcao

2D(L)

para 2 , portanto, o metodo usando a funcao objetivo deslizan

objetivo ser zero e desnecessaria.

Qutras. sugestoes foram apresentadas na literatura relaxando
as exigéncias requeridas na forma do problema e no valor da fungao objetivo

otima.

Todd e Burrell (1985) por exemplo, sugerem que seja utilizado
informacoes sobre a so1ugao dual para atualizar uma estimativa do valor oti
mo do problema. A sugestao proposta por eles gera tambem so]u;oes duais con
vergentes.
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Considere o dual do problema (1),

max v,

sujeito a ATE + ev 5 C.

mi

para qualquer u, {u, v) & uma solucdo dual wiavel se

= E-AT'L!-

ter

v = min {t.} onde
j J

Deve-se escolher u a cada iteragao de modo que (u, ¥) convirja para a solu
cio otima do dual a medida que o algoritmo prossegue. Inicialmente, o pri
meiro valor 5” para o vetor u pode ser escolhido como a solucao da equacgao

AATU° = Ac e a primeira estimativa para v seria vo=min KEUATHO)j}‘

- h|

A atualizacio das varidveis duais e feita da seguinte manei

ra. Seja gk+1 a solucao do sistema

apzaTu ! < ppz ¢ (V) (18)

onde g(vk) = (c - vkg).
Seja ¥ min {(c-ATW*") ).
j - B -

Se Vv = vk, entao. o limitante inferior qk nﬁq_foi meThorado e fazemos wk{1=
vk. Se v > vk, entao’ adota-se vk“E1 =ve gk*1 g recalculado pelo sistema de
gquacoes,

apzAT k! - ap2 g(vk”). (19)

Observe que o calculo de gkit em (19) pode ser feito sem mui
to trabalho adicional dependendo do metodo utilizado em (18) pois apenas al
gumas pequenas mudangas acontecerem no lado direito da equacao (19). (pode

_se ytilizar, por exemplo, uma fatorizagido QR).
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Todd eBurrell (1985) provam que, desta forma, 0S (Ek; :vk) 's
convergem para a so]dg§o~6tima do dual. E importante observar que o calculo
utilizado para computaf gk+T & parte do calculo da direcdo de maximo decres
cimc no espago nulo de B, gque e dado por .

Ep -l -e ET/n] [D E(vk+1) _ DATEk+1]-
Portanto, nao ha acréscimo na complexidade computacional do algoritmo e a
restricao de que o valor otimo do problema seja nulo pode ser deletada.

Varias outras variantes para o metodo de Karmarkar tem sido
sugeridas, por exemplo, a de Lustig (1985) que elimina a necessidade da for
ma (1) do problema e permite a utilizacio em problemas com limitantes infe
riores e superiores nas variaveis de decisao.

No que concerne & experimentos computacionais comr o metodo de
Karmarkar, ha relatos {veja Cavalier e Soyster, 1985) de instabilidade nu
mérica quando a solucdo otima do problema & degenerada. Isto porque o deter
minante de BBT se aproxima de zero. Uma sugestdao encontrada em Nickels et
al (1985) para evitar este problema de estabilidade numérica & utilizar a
fatorizacao de Cholesky ap65?earran@ar'conVenientéhénte as linhas de B (ve
ja Dongarra et al, 1980). )

7. COMENTARIOS FINAIS

Apos o resultado de Kachian mostrando ser polinomial a comple

xidade computacional do pfob]ema de programagao 1inear, muitos  pesquisado
res tem-se dedicado a pesquisa de métodos interiores para a resolugao deste
tipo de problema.

Uma revisao de resultados sobre a complexidade de  problemas
de programagao linear apdos metodo elipsoide pode ser encontrada em Megiddo
(1986).

Hi resultados de pesquisa mostrando que 0 algoritmo de
karmarkar e simplesmente um. caso ‘particular dentro da classe dos metodos de
solucio conhecido como métodos de barreira de Newton projetado (veja Hooker,
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1986 e Gill et alii, 1985); ha trabalhos relacionando = o~ algoritmo de
Karmarkar e programagao fracionaria (Anstreicher, 1986, conforme Hooker,
1986), e outros {veja Hooker, 1986) .

A iddia de trazer a solucdo corrente para o centro do polito
po foi tambem explorada por outros pesquisadores, entre etes Chandru e
Kochar (1986) que utilizaram apenas uma mudanca de escala ao inves de uma

transformacao projetiva.

po leitor interessado, Megiddo (1986) discute outros metodos

interiores recentes.
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