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ABSTRACT

This work presents an algorithm for optimal attitude
estimation of artifictal satellites, suitable for real time applications.
The attitude estimation at each sampling time is made in two phases. In
the first one a preliminary estimation is obtained by a least squares
method based only on instantaneous information from noninertial atiitude
sensors. This ig made by using the algorithm knowm as QUEST ("Quaternion
Estimator™). In the second phase, the preliminary estimate, after
convenitently treated, is used as an observation to be processed by an
extended Kalman filter. The "real” attitude of an artificial satellite
stmulated in a digital computer, was used to test the procedure
performance. The analysis of the resiulis shows the good performance of
the procedure tn terms of precistion, robustness and processing time,
comparing with others procedures of atittude estimation.
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CAPTTULO 1
INTRODUCAO

Neste trabalho desenvolve-se um procedimento para deter
minacao da atitude de satelites artificiais atraves da combinacac de
duas técnicas de caracteristicas diversas comumente utilizadas isolada
mente para esta finalidade: o Filtro Estendido de Kalman (Jazwinski,
1979) e o Algoritmo QUEST (Shuster and Oh, 1981). A primeira consiste
em uma tecnica estocastica de estimacao de estado que utiliza um mode
1o dinamico para descrever o comportamento do sistema entre instantes
de amostragem de observacoes. A segunda trata-se de uma tecnica que for
nece estimativas otimas locais da atitude atraves do criterio de mini
mos quadrados, sem utilizar gquaisquer informacoes sobre a dinamica do

sistema.

A ideia basica a ser desenvolvida no trabalho consiste
em utilizar o Algoritmo QUEST para gerar uma estimativa otima prelimi
nar da atitude que, apos um tratamento matematico conveniente, possa
ser utilizada como observacao peio filtro estendido de Kalman. Com is
to pretende-se viabilizar um procedimento automatico que possa satisfa
zer a requisitos de processamento em tempo real, e por incorporar  as
caracteristicas positivas das técnicas envolvidas, permita uma maior
abrangencia de aplicacOes, tornando o desempenho global de procedimen
to melhor gquando comparado com o desempenhio de cada tecnica aplicada

isoladamente.

A determinagao da atitude a partir de observacodes de sen
sores vem sendc objeto de pesquisa havarias decadas. Atualmente exis
te um numerc relativamente grande de proczedimentos para  determinacdo
da atitudes; a maioria deles foram desenvolvidos para aplicagoes em si
tuacoes especificas {(Pivovarov, 1379; Bhat et alii, 1981; Titov and
Shchukin, 1978).
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Tecnicas para determinacdo de atitude possuem importan
cia fundamental em aplicacoes na area espacial. Da determinacdo da ati
tude pode depender o sucesso da missao, pois o atendimento de seus re
quisitos fundamentais, na maicria dos casos, depende do bom desempenho
deste processo. Por exemplo, nas fases iniciais da missao, em que mano
bras de aquisicao de orbita e atitude sao efetuadas, com a finalidade
de colocar o satélite em suas condicoes nominais de operacdo, a deter
minacdo de atitude e fundamental tanto para permitir tomadas de deci
soes em Terra, quanto para fornecer dados necessarios ao sistema de con
trole. Ja na fase de rotina, e importante o monitoramento da  atitude
e orbita em Terra para que se possa, por exemplo, interpretar correta
mente 0s resultados dos experimentcs realizados a bordo; aplicar proce
dimentos para correcoes de imagens no caso de sensoriamento remoto; ou
ainda, para que se possa efetuar com sucesso as operagoes de corregao
de orbita e/ou atitude quando necessario. Assim sendo, da precisidc obti
da na determinacao da atitude dependera a precisao final do apontamen
to e desta a satisfacdo das condicoes de operacao da carga util.

Para satelites com controle autonomo, alem de se deter
minar a atitude a bordo parz a malha de realimentacao do sistema de con
trole, e tambem importante sua determinacdo em solo, para que se possa
monitorar o desempenho do sistema de controle. A Figura 1.1 apresenta,
a titulo ilustrative, um esquema simplificado de uw sistema de contrao
Je de atitude em malha fechada para um satelite artificial. A malha de
realimentacao e composta por sensores de atitude cuja finalidade e fei
lizar medidas da orientacao de vetores conhecidos em Terra (Satélitg
-Centro da Terra, Campo Geomagnetico, Satelite:Sol, por exemplo), as
quais sao utilizadas como entradas para um estimador de atitude. O pro
cessamento relativo ao estimador visa retirar as informacoes da atitu
de do veiculo contidas nas medidas, fornecendo estimativas da atitude,
com base em algum critério de otimalidade, com as quais & fechada a
malha de controle,
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0 esquema apresentado na Figura 1.1 mostra de forma sim
plificada um controlador de atitude, onde se evidencia a  importancia
da determinacdao da atitude no caso de o controle ser em malha fechada.

Perturbacoes
- T =\ — = B
— _ | . I
Xtt) o7 4! coNTROLADOR | ATUADORES SISTEMA X(t)l
X(t) | |
| Sistema Controlado I
- _ o

L | esTimapor Y — SENSORES

|Erros

Fig. 1.1 - Esquema simplificado de um do controlador estimador de ati
tude. o

No Capitulo 2, s3o descritos de maneira resumida os con
ceitos gerais e as tecnicas utilizadas no desenvolvimento do procedimen
to. No Capitulo 3, coloca-se ¢ problema.a ser abordado, seéuido da des
cricao do procedimento desenvoivido. Ne Capitulo 4, os testes de Gesem
penho e avaliacao do procedimento sao especificades e os resultados ob
tidos sao apresentados e analisados. 0 juinto capitulo e dedicadoa ela
boracao de comentarios, conclusoces e sugestdes para futuros desenvolvi
mentos.



CAPITULO 2

FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo abordam-se os principais conceitose apre
sentam-se os fundamentos teoricos nos quais se alicerca o procedimento
desenvolvido neste trabalho. Inicialmente faz-se uma explanacao resumi
da de temas que, fugindo ao escopo principal, constituem entretanto su
porte ao desenvolvimento do trabalho. Em seguida, apresentam-seas equa
¢coes relativas ao estimador otimo ndo-tendencioso de minima variancia,
aplicado a sistemas nac-lineares, conhecido como Filtro Estendidb de
Kalman; descricoes mais detalhadas desta tecnica de filtragem séo en
contradas em Jazwinski {1970), Gelb et alii (1974), Liebelt (1967) e
Maybeck (1979). Depois disso, descreve-se uma técnica otima de estime
cao local da atitude, sem informacdo da dinamica do veiculo, a partir
de observacoes de sensores; trata-se do chamado Algoritmo QUEST
(Quaternion Estimator) (Shuster and Oh, 1981). Finalmente, apresentam
-se consideragoes e hipoteses necessarias a aplicagao do Filtro Esten
dido de Kalman ao problema de determinacao de atitude de satelites ar
tificiais.

2.2 - SISTEMAS DF REFERENCIA

Para quantificar a atitude e necessaria a definicao de
dois referenciais: um que tenha orientacao conhecida e outro solidario
ao corpo do satelite. Para o primeiro, adota-se o Sistema de Coordena
das Pseudo-inerciais Geocentricas: para o segundo, adota-se um Sistema
de coordenacss que seja coincidente com os eixos principais de inércia
do satelite. Estes sistemas sdo ilustrados nas Figuras 2.1 e 2.2, res
pectivamente. Ilustra-se tambem, na Figura 2.3, o Sistema .le Coordena

das Geocentrico Solidario a Terra, que sera utilizado para descrever
o Campo Geomagnetico.
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Fig. 2.1 - Sistema geocentrico pseudo-inercial.
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Fig. 2.2 - Referencial solidario ao satelite (7, ;]R: k).
Referencial conhecido em Terra (I, J. i.
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Fig. 2.3 - Sistema geocéntrico solidario d Terra.

2.2.1 - SISTEMA GEOCENTRICO PSEUDG-INERCIAL

Conforme ilustrado na Figura 2.1 este sistema de Coorde
nadas € definido pelos versores I, J, K, onde: T possui a diregio da
interseccao entre o plano do equador terrestre com o plano da  oOrbita
da Terra, apontando para o ponto vernal; ¥ possui a direcao e sentido
do vetor velocidade angular da Terra e J 2 o produto vetorial de R scr

I.

Embora tal sistema ndo seja absolutamente inercial, PO
de-se considera-lo como tal, com uma precisao sempre melhor gue um mi
nuto de arco por ano, o que e suficiente para os objetivos deste traba
Tho.



2.2.2 - SISTEMA GEQCENTRICO SOLIDARIO A TERRA

Este sistema de coordenadas e utilizado, neste trabalho,
para descrever o Campo Geomagnetico. Apenas uma simples rotacao, que
depende do instante considerado, em torno do eixo longitudinal terres
tre (eixo K) faz com que este sistema coincida com o Referencial Geo
centrico Inercial.

Como mostrado na Figura 2.3 este sistema de coordenadas
¢ definido pelos versores I’, J' e K1’ onde: I' aponta na direczo dome
ridiano de Greenwich, latitude zero; K7 = E aponta na direcao e senti
do do vetor velocidade angular da Terra e J' & o produto vetorial de K'
por I1',

2.3 - QUATERNION

0 quaternion € um ente matematico composto de uma parte
vetorial e outra escalar, sendo definido como:

ég+cu = @i + 9.J + a;k + qu, (2.1)

9
onde os versores i, j, k definem a base de um referencial.
As operacoes basicas dos quaternions sdo as seguintes:

a) Conjugado

Q* =-q11 - 9,3 - a5k + g,. (2.2)

b) Multiplicacao
q' 8g=2alp', q.'lq, (2.3a)
onde o sinal 8 indica multiplicacdo na algebra de quaternions;

g € uma matriz coluna composta pelos elementos do quaternion,
e:



alp', qi) = (2.3b)

ou
q' 8. g9 =alp, q.) q' (2.3c)

sendo

Qy Q3 -2 q;
-Q3 Qy d: q:
A-(p! qq)= (2.3d)
q: -03 Q4. Qs

-0 ~Q: =03 Oy

¢} Modulo

lal = a8 9% =qf +a} +a}+qi. (2.4a)
No caso particular em que as componentes do quatérnion

sdo os parametros simetricos de Euler, tem-se:

q=sen) [T E1 + 3 E2 + K E3 + cos(D), (2.4b)
a ? >

onde E1, E2, E3 sao os cossenos diretores de um eixo de rotacao (eixo
de Euler) e 6 o angulo de rotagao em torno do referido eixo. Estes pa
rametros definen a rotacdo que leva o referencial inercial adotado pa
ra um referencial arbitrario. No caso de este referencial arbitrario
ser o referencial solidario ao corpo do satelite, o quateruion se tor
na uma medida da atitude do sateiite, denominada quaternion de atitude.
Observa-se, neste caso, que |g| = 1.
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Demonstra-se (Apendice A) que:

(q 8 w)/2, (2.5)

lo .
f

onde

-

w=uwx1+wy]+uwzk, (2.6)

sendo wx, wy e wz as componentes do vetor velocidade angular instantg
nea do referencial solidario ao satelite, escrito neste mesmo referen

cial.
A Equacao 2.5 pode ser escrita na forma matricial como:
) 0 wZ  -wy WX i
-0Z 0 WX wy
q= q9/2, (2.7)
wy  -wX wl  wz
—wX -wy  -wZ |

onde q € a matriz coluna composta pelos elementos do quatérnion g, ou
seja:

9 =[9: : Q2 : @ ¢ qul. (2.8)

A Expressao 2.7 fornece a equacdo para a cinematica da
atitude.

2.4 - DINAMICA DE ATITUDE

0 Teorema do Momento Angular (Meirovitch,.1970) e usado
para encontrar as equacoes basicas para a dinamica de atitude. Consi
deram-se as derivadas no tempo das componentes do vetor momento  angu
lar (L) no sistema de eixos solidarios ao satelite. Admitindo que o sa
telite seja um corpo rigido, o sistema de eixos solidario ao satelite
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pode ser tomado como sendo o sistema de eixos coincidentes com as dire
¢fes principais de inércia e o tensor de inércia do corpo pode ser co
locado em uma forma mais conveniente. O teorema do momento angular apli
cado a esta situagao particular fornece que:

d(L)/d(t) = N - (w x L), (2.9)

onde L e w sdo respectivamente os vetores momento angular e velocidade
angular instantanea do corpo; N @ o vetor formado pelas componentes do
torque externo em relacao ao centro de massa, no referencial coinciden
te com os eixos principéis de inércia do corpo.

0 vetor momento angular pode ser escrito na forma veto
rial da seguinte maneira:

L =d w, (2.10)
onde:
Jx 0 0
J=1|0 Jx 0 |, (2.11)
0 C Jz

sendo Jx, Jy e Jz os tres momentos principais de irércia do corpo.

Substituindo & Expressao 2.10 na Equagao 2.9, resulta:

J dlw)/d(t) =N - u x (J w). (2.12)

A Equacdo 2.12 pode ser escrita componente a componente
com 0 que sz obtem:

wX = A wy wZ + N1/Jx, (2.13a}

wy Az wz wx + N2/Jy, (2.13b)
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wZ = A3 wX wy + N3/Jz, (2.13¢)
onde:

A= (Jy - Jz)/dx, (2.14a)

rp = (Jz - Ix)/Jy, (2.14b)

Ay = (JIx - Jy)/dz. (2.14c¢)

As Equacbes 2.13 compdem a dinamica da atitude deumcor
po rigido; maiores detalhes sobre quaternions e dinamica de atitude sao
apresentados em Wertz (1978), Meirovitch (1970), Whittaker (1965) e
Mayo (13978).

2.5 - TECNICAS DE ESTIMACAO OTIMA

2.,5.1 - FILTRO ESTENDIDO DE KALMAN

A adaptacdo do Filtro de Kalman para aplicacao a siste
mas nao-lineares gera o chamado Filtro Estendido de Kalman. (Gelb et
alii 1974; Sorenson, 1966; Jazwinski, 1970). Com o propositode iniciar
a apresentacao resumida deste filtro, suponha-se um sistema nao-linear
cujo modelo matematico e dado por:

(2.15)

dxt/dtzf(Xt, t) +G(t) wt; tzt,,

onde Xt e o0 vetor n-dimensional de estado do sistema dinamico; f € uma

funcao vetorial diferenciavel nao necessariamente linear; G e uma ma
triz (n x r) com elementos continuos no tempo; Nt e um vetor de dimen
sao r que representa incertezas na modelagem do sistema. Este valor e

por hipotese um processo branco gaussiano com estatistica N{(0, Q(t)),

ou seja:
E(Nt) = 0, (2.16a)
E(W, wj) < Q(t) s(t-1), (2.16b)
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onde E(.} representa a expectancia da variavel aleatoria entre os pa
renteses; Q{t) @ uma matriz diagonal r x r definida positiva; ¢(t -t}
e a funcao delta de Dirac. Admite-se ainda que o estadono instante ini
cial seja uma variavel aleatoria gaussiana com media io e covariancia

Pob

Considere-se que se dispoe de observacoes do estado do
sistema, obtidas discretamente no tempo. Suponha-se que essas observa
coes sejam funcoes continuas e de derivadas continuas em relacac a X,
modeladas matematicamente por:

(2.17)

Yk = h[X(tk), tk] + Vs

onde 0 Indice k representa o instante a que se refere a observacao,
ou seja: k =1,2,3, ..., para t = t;, t,, ty, ... respectivamente;
Yk g um vetor de dimensao m que representa o conjunto de  observacoes
referentes ao instante t,; h & um vetor de funcées nao-lineares do es
tado cuja dimensao e m; Vi e um vetor de dimensdo m, cujas componentes
representam ruidos aleatdrios, por hipotese gauésianos, nas  respecti
vas componentes do vetor de observacao, As propriedades estatisticas
de v, sac por hipotese dadas por:

E(vkj =0 (2.18a)}
E(v, v.) =R, 6.., (2.18b)

onde E(.), <omo nas Equagoes 2.16, denota a expectancia da variavel
aleatoria entre os parenteses, Ry € uma matriz conhecida e 6ij e o del
ta de Kronecker.

Algumas hipoteses adicionais necessarias a deducao de fil
tro de Kalman sao: o ruido no estado, wt,é nao-correlacionado tanto com
o estado inizial quanto com o ruido nas observac¢oes, assim comoeste ]
timo e nao-correlacionado com o estado. Essas hipoteses sdo respectiva

mente expressas matematicamente por:
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.

EW, V) =0, (2.19a)

EW, X! ) =0 (2.19b)
t "to ! )

E(V, X)) =0 (2.19¢)
k tk - -

Suponha-se agora uma trajetdria nominal X(t)apartir de
uma condicdo inicial Ylto) dada, a qual satisfaz a:

dX/dt = £(X(t), t); t 3 ty- (2.20)

Define-se agora
58X, = X, - X(t) (2.21)

como sendo o desvio da trajetoria nominal. Nota-se que 6X, € um proces

t
so estocastico que satisfaz a sequinte equacao diferencial:

d(6X)/dt = d(xt; t) - f(X(t), t) + G(t) We s (2.22)

).

com condicdo inicial &X ., = N(XO - X(to), Pio

Expandindo a fungao f(xt, t) em serie de Taylor ate a
primeira ordem em torno da trajetoria nominal X{t) obtem-se:

fXy, t) - FIX(t), t) = FLt; X(£)] &X,, (2.23)
onde
Frt; X(e)p & 2Fi(X(E), t) (2.24)
3.
J

& a matriz de derivadas parciais de f{.) em relacdao ao estado,avaliada
ao longo da trajetoria de referencia.
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Substituindo e resultado expresso na Equacdo 2.23 na

Equagdo 2.22 obtem-se:
d(sx,)/dt = FLt; X(£)] 6X + G(t) W, (2.25)
que e a equacao linearizada do Sistema 2.15.

Para enfatizar a dependencia de §X na escolha da traje
toria nominal, inclui-se X(t) no argumento da fun¢ao F; no entante, nao
se deve esquecer que F & funcdo apenas do tempo, sendo avaliada nos va
Tores de X(t).

A aplicacao do filtro de Kalman ao sistema linearizado
continuo representado pela Equacdo 2.25 fornece, para a eguac¢do de pro
pagacdo, a matriz de covariancia do erro no estado, a equacao de Ricca
ti. Para evitar a integracao da equacao de Riccati, discretiza-se
o’ sistema dado pela Equacao 2.25. Assim sendo, supoe-se que o interva
lo de amostragem seja pequeno o suficiente para que W, possa ser consi
derado como um "step-process®, constante em cada inteFva]o de tempo en
tre duas observacOes consecutivas com as seguintes propriedades esta

tisticas:

EW, ) =0, (2.26a)
k
E(W, W ) =20Q(t) s (2.26b)
sendo 6kj 0 delta de Kronecker. Pode-se entdp escrever:
axt = ¢(tk+1’ tk) 6Xt + r(tk) wt ), (2727)
k+1 k k

onde ¢ e a matriz de transicdo de estado do sistema Tlinearizado no in
tervalo (t,, tk+1)’ definida por:
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: A v X
o(t, t ) = FLt; X(0)1 olt, t )5 t <t sty (2.28)
com condigao inicial ¢(tk, tk) =1 e
tk+1
r(t,) - [ 8t q» ) B(r) dr. (2.29)
t, N

Visto que se quer uma trajetdoria nominal proxima a tra
jetoria real, escolhe-se como condi¢cao inicial para a trajetoria nomi
nal a estimativa mais recente do estado, ou seja:

X(t, ) = X(t, /1),
Para inicializar o processo, escolhe-se
X(to) = XO, (2.30)

sendo io a estimativa a priori do estado. A matriz de covariancia do
erro em Eo’ designada como PO, deve ser tomada a favor da seguranca,
com base nas incertezas existentes sobre o valor do estado inicial. A
melhor estimativa do estado do sistema entre observacoes e dada por:

dX(t/tk)/dt = f(X(t/tk), t): b, s ts tk+1. (2.31)

Define-se agora o vetor de medida:r ._nominais, Y(tk+1)
calculado a partir de uma trajetoria nominal i(tk+1), ou seja:

A v .
Y(k+1) = h(X(tk+1), tk+1). (2.32)
Define-se tambem a variacao em terno das medidas nomi
nais por:
6Yk+1 = Yk+.1 - Y(tk+‘|) = Yk+1 - h(X(tk+1), tk+1)' (2.33)
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Efetuando uma expansdo em serie de Taylor ate primeira ordem em torno
da trajetdria nominal X(t) no instante e obtém-se:

6Yk+1 = Hk+1 5X(tk+1) + Vk+1’ (2.34)
onde
sh. (X(t, ), t, )
H - i k+1 K+1 (2.35)
k+1 3X ?
J

Para o Sistema Linearizado 2.33 e 2.25, a equacdo para
a correcao da estimativa fica dada por:

6X(tk+1/tk+1) = 6X(tk+1/tk) + K L6Y - H ‘SX(tkn/tk”’ (2.36)

onde K, € 0 ganho de Kalman, dado por:
K .= P(t, ./t,) H-. (H . P(t, /t.) H , +R .YL. (2.37)
k+1 k+1" "k k+1 k+1 k+1" "k k+1 k+1 ' :

Quando se processar um conjunto de observacoes relati

vas ao instante t = t obter-se-a um vaior para 6X(tk+1/tk+1)’ que

k+1 "
representa a correcao cue deve ser efetuada em X(tk+1/tk) para que a

gstimativa do estado em t possa incluir as informacoes sobre valor

k+1
do estado real em tk+1 contidas nessas observacoes. Assim, pode-se es
crever;
% = -‘-( v ’
X(tk+1/tk+1) X‘tk+1/tk) + 6X(tk+1ftk+1)' (2.38)

Antes do processamento do conjunto de observacoes, a me
Thor estimativa do estado e dada por X(tk+1/tp), que €& a propagdgao de
X(tk/tk) com 0 auxilio da Equacgao 2.31. Disso se conclui que:

6X(tk+1/tk) = 0, (2.39)



- 18 -

Substituindo a Equacao 2.39, 2.38e2.33 na Equacao e.36,

obtem-se:
Xt/ Tar) = X g8+ Ky Wi = RDXCE ) By T, (2.40)

que € a equacao para a atualizacao do estado atraves do Filtro Estendi
do de Kalman.

| Numa notacdao mais compacta, §k+1(h) e Pk+1(') denotam
0s valores propagados para o vetor de estado e respectiva matriz de co
variancia do erro, entre 0s instantes t, e t ., q; analogamente §k+1(+)
e Pk41(+) denotam as mesmas quantidades, imediatamente apos o processa
mento das observacoes no instante tk+1’ Assim, utilizando esta notacao
e considerando os resultados obtidos no equacionamento anterior, tem-se

as seguintes equacoes para 0 Filtro Estendido de Kalman:

a) Equacoes para a propagacao do estado e respectiva matriz de co

variancia entre instantes de amostragem

v ( X tk+1
R ) = Kl + | R CCTRIES (2.41)
k
Peog() = ol s 1) P(a) T (t L, 1)« T() olh T(t).  (2.42)

b) Equacoes para atyalizacio do estado e respectiva matriz de cova

riancia
Kot (1) = Kpq D Ky g - pCGDL 4 )0 (2.43)
Pea (e = (1= K H ) Py (. (2.44)

Nas Equacoes 2.43 e 2.44, K 0 ganno de Kalman dado por:

kK+1

- T T -
Kket = Pt 0 B gy Prgq (0 g+ R 7 (2.95)
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2.5.2 - ALGORITMO QUEST

0-Algoritmo QUEST (Quarternion Estimator) foi desenvol
vido para a estimacdo da atitude a partir de medidas numreferencial so
1idario ao corpo cuja atitude se deseja estimar, das orientacoes de ve
tores conhecidos em relacao a um referencial externo.

Trata-se de uma técnica que fornece estimativas locais
otimas de atitude, ou seja, estas sdo estimadas com. base em um conjun
to de medidas referentes a um dado instante, segundo o critério de mi
nimos quadrados, ndo necessitando de informacdo sobre a dinamicado sis
tema.

No desenvolvimento do algoritmo QUEST, como proposto por
Shuster e Oh {1981), encontra-se um equacionamento elaborado e bastan
te complexo, onde os artificios algebricos empregados nem sempre  $3o
evidentes e imediatos. Assim sendo, com o propdsito de tornar mais cla
ra a manipula¢ao algebrica envolvida neste equacionamento e facilitar
0 seu entendimento, apresenta-se a seguir uma versaomais detalhada des
te algoritmo. Deve-se frisar ainda que, apesar do algebrismo  envolvi
do na deducdo deste algoritmo, sua implementacao €, nao obstante, sim
ples.

Para iniciar a descricao deste procedimento, supcrha-se
a principio uma matriz ortogonal A (matriz de atitude ou cosseros dire
tores}, como sendo uma matriz que satisfaz a seguinte condicdo:

AV, =Y.;i=1,2, ..., m (2.46)
com

Vi, Voo vons Vm compondo um conjunto de versores de referéncia, que de
finem m direcoes no sistema de coordenadas pseudo-inercia],?l,?z, cens

Yo sao versores de observacido que sao as mesmas m diregOes medidas num
sistema de coordenadas fixo no corpo do satelite.
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Devido ao fato de os versores de referencia e de obser
vacao serem corrompidos por erros, uma solucao para a matriz A, com ba
se na Equacao 2.46, geralmente nao existe. Assim sendo, considera-se
o problema de estimar uma matriz ortogonal A segundo o criterio de mi
nimizacao do seguinte indice de desempenho:

2

1 m
L(a) = 1%
IRE

a'l[?] - A g.ilzs (2.47)
1 .

onde ags i=1,2, ..., mé&umconjunto de pesos nao-negativos sujei
tos ao vinculo:

m .
Yy oa. = 1. (2.48)

Minimizar o Tndice de desempenho dado pela Equacao 2.47,
e equivalente a minimizar o erro médio quadratico ponderadoatfavésdos
pesos a.. Inicialmente estes pesos podem ser tomados arbitrariamente,
tal que o vinculo existente entre eles seja satisfeito; entretanto no
decorrer do trabalho, estabelece-se um criterio adequado para aescolha
destes pesos.,

Define-se entao uma funcdao ganho como:

g(A) 21 - L(a) = _?1 a. Y A V.. (2.49)
iz ‘

Observando as Equacoes 2.47 e 2.49 conclui-se que a fun
cao L(A) assume um valor minimo quando a funcdo q(A) & maxima; assim
sendo, 0s desenvolvimentos que se sequem sao direcionados a encontrar
‘a matriz de atitude otima que maximiza a funcao g(A). Interpretando in
dividualmente os termos da Equacac 2.43 como matrizes 1 x 1, segue do
Teorema do Tra¢o (Hilderbrand, 1962) que:

g(A) = a, Tr[¥{ A V.1 = Tr(A 8], (2.50)

I ~13

i=1
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onde Tr denota a operacdo de traco e B e dada por:

i i

m - -
B= § a Y. V] . (2.51)

A maximizacao direta de g(A) na forma da Equacac 2.49
torna-se inadequada pois o0s nove elementos de A sao sujeitosaseis vin
culos. Entretanto se a matriz de atitude, A, for expressa em termos das
relacoes de quaternions, tem-se a seguinte relacdo:

A(q) = (q} - ET .p) 1+ ZEET + 2q,%(p), (2.52)
onde
T p " E sen(s8/2)
Q= 1 = ; (2.53)
h qu | cos(e/2)

E & o eixo de rotacao; 6 o angulo de rotacao em torno do eixo E p =

(pl T"' pz':]:"' p3 k);

I a matriz identidade 3x3; e ¥(p) uma matriz anti-simétrica dada por:

0 P ~P2
v(p)=| -ps O Py |- (2.54)
p.  -Pp 0

Sendo que o quaternion satisfaz a um Unico vinculo dado

pela seguinte relag¢ao:
T
a.a=p|+a=1. (2.55)

Substituindo » Equacao 2.52 na Equacao 2.50 a funcao ga
nho pode ser reescrita como:
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g(q) = gT K q, (2.56)

onde K @ a matriz 4x4 dada por:

K= | —-—— e |, (2.57)

sendo
m - -
o = Ir[B] = E a. Y. . V., (2.58)
joq VO i
T O < 5T 50T
S=B+B = 121 ai(Yi Vi + Vi Yi)’ (2.59)
m - -

Assim, o problema de determinar a atitude otima foi re
duzido a encontrar o quaternion otimo que maximiza a forma. quadratica
dada pela Equagao 2.56, sujeito ao vinculo expresso na Equagao 2.55.
Este vinculo e levado em consideracgdo quando se utiliza o metodo  dos
multiplicadores de Lagrange, com o que se define uma fungdo ganho mo
dificada dada por:

a'(q) =a Kg+o(1-gq'q. (2.61)

Aplicando a condicao de otimalidade a Equagdo 2.61 veri
fica-se que g'(q) possui um valor estacionario dado por:

Kg=rg, (2.62)

ou seja, g'(g) possui um valor estacionario quando p for um auto-valor
da matriz K.
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Para cada auto-vetor de K, tem-se:
T
glg) =q Kgq = png = p. (2.63)

Assim, g(q) & maximizada se qopt‘éesco1hido como sendo
0 auto-vertor de K relacionado com 0o maior auto-valor de K, ou seja:

q (2.64)

K9 opt = Pmax opt>

que € o resultado desejado. Desta forma o problema de encontrar o qua
térnion otimo foi reduzido a um problema de auto-valores e auto-veto

res.
A Equacao 2.64 pode ser escrita para um auto-vaior qual
quer como:
(S-ollp+2zaq,=op, (2.65)
T
2 p+ aQy = pQy. (2.66)

Isolando o termo z q, na Equacao 2.65 e pre-multiplicando a equacao re
sultante por [{p + o) I - S1°' , a Equacao 2.65 pode ser reescrita da

seguinte maneira:

P
[({p +0) I ~81z = —. (2.67)
Qs

Analogamente, isolando p na Expressao 2.66, tem-se:

o= =B L. (2.68)

0 vetor de Gibbs, segundo Wertz (1978), pode ser definido como:

» B2
y = —— = E tan (8/2}, (2.69)
Qg
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e portanto o quatérnion pode ser escrito em funcao do vetor de Gibbs,
da seguinte maneira:

1

Y1+ iXJZ

ﬂ:

-y ] (2.70)
1

Observando a Equagao 2.69, pode-se escrever as Equacgoes
2.67 e 2.68 respectivamente como:

[(p + o) 1-511g, (2.71)

(<
]

peatzly. (2.72)

Quando p for igual a p__ , ¥ € q serdo a solucao para a

max
atitude otima. Substituindo a Equacdo 2.71 na Equacdo 2.72, encontra -

-se uma equacac para o0s auto-vetores da matriz K; assim:

p=o+2z[(p + o) 151"z, (2.73)

Observando as Equacoes 2.49 e 2.63 conclui-se que:

a. |F.

p =1 -L(A) =1 - Y

18
Ma X 2 'i=

- A Gi|2, (2.74)

que € um valor proximo da unidade, uma vez que nesta situagao o  indi
ce de desempenho assume um valor minimo. Assim sendo, pode-se substi
tuir:

Pmax = 1 (2.75)

na Equacao 2.71 e obter uma expressaoc para a atitude cuja precisao e
da ordem do quadrado dos erros de medida, valida somente se a matriz
[(p + o) I - S] for nao-singular. No entanto, o vetor de Gibbs tende
a infinito quando o angulo de rotacao tende a r. Consequentemente,a ma

triz que aparece na Equag¢ao 2.71, mostrada anteriormentg,serﬁ singular;



- 25 .
desta forma a aproximacao dada pela Equacdo 2.75 ndo & conveniente
quando o angulo de rotagcdo for proximo de T,

A sequir procura-se desenvolver metodos mais  precisos
que evitam o problema colocado por esta singularidade. 0 primeiro pas
so e derivar uma expressao que permita o calculo do quatérnion  otimo
sem o calculo intermediario do vetor de Gibbs.

Pode-se mostrar que um auto-valor p de uma matriz  qua
drada S satisfaz a seguinte equacao caracteristica:

det| S - pI| = 0, (2.76)

onde para uma matriz de dimensdo 3x3 a equacao caracteristica e dada

por:
-p3 + 20p%2 - kp + 2 =10 (2.77)
com
o = Eifgl; k = tr{adj S); & = det S.

Pelo teorema de Cayley-Hamilton (Hoffman and Kunze,
1561) a matriz S satisfaz a Equacao 2.77

S = 2552 -k § 4+ AL, (2.78)

A Equacao 2.78 pode ser usada para reduzir uma  fungao
polinomial gualquer de S a uma forma quadratica. Uma funcao polinomial
qualquer de terceiro grau em S pode ser escrita como:

(dI-5)(S2+bS+clI)=ul, (2.79)

Em particular, tomando d = p + o, a matriz a ser invertida na Equacgao
2.7% pode ser escrita como:
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({p +0) 1 -5s1r=u"2(S2 +bS +c 1), (2.80)

onde os coeficientes b, ¢ e u sao determinados multiplicando ambos
os lados da Equacao 2.80 por [{p + o)1-S] e substituindo o termoemS3
resultante desta operacdo pela forma quadratica dadapelaEquagao 2.78.
Isto resulta em:

[(p+0) I-51" =[{p+ o) c-a]?t[(p2-0c?2+k)+(p-0) S+52]. (2.81)

Pos-multiplicando ambos os lados da Equacdo 2.81 por z,
e observando as Equagoes 2.71 e 2.80, quando p assume o valor maximo,
conclui-se que:

Xopt = x/u, (2.82)
onde

x = [S? + (p;ax- o) S + (pﬁlax--o2 + k) 1] z, (2.83a)

u = (pmaX +0) ¢ -4, (2.83b)

C=p -0 +k (2.83c)

Substituindo a Equacgao 2.82 na Equacdo 2.70 tem-se que:

. X
1 Z

q P S , (2.84)
Ju o+ |x|2 _u

que permite determinar o quaternion de atitude sem o conhecimento do
vetor de Gibbs.

Substituindo a Equa¢io 2.81 na equacao (2.73) encontra-
-se uma expressae mais conveniente para a equacdo de autovalores, que
e dada por:

p* - (a +b) p2 -cp+(ab+co-d) =20, (2.85)
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onde:
a=o0-Kk; b=c+§_T3._,
(2.86}
C =24+ ET S z; d = ET 52 z
Como foi ressaltado anteriormente sabe-se que o valor
de o . e proximo da unidade. Assim sendo, o método de Newton- Raphson

pode ser aplicado a Equacao 2.85 para calcular o maior autovalor que
tem a unidade como valor de partida.

A vantagem computacional deste metodo comparado com os
requisitos exigidos para a solucao completa do problema de autovalores
e evidente, especialmente quando se leva em consideracao que as quanti
dades que aparecem nas Equacoes 2.86 devem tambéem ser calculadas para
a construcao do quatérnion otimo.

‘ Resultados interessantes podem ser obtidos, ao analizar

0 equacionamento anterior quando a matriz de atitude e aproximadamente
igual 3 matriz identidade (null attitude) com desvios apenas da ordem
do erro das medidas; ou ainda quando o angulo de rotacao & € pequeno.
Neste caso, algumas aproximacoes podem ser efetuadas, por exemplo Z po
de tornar-se uma quantidade bastante pequena e da mesma ordem do angu
1o de rotacao ¢. Desta forma, ?i pode ser trocado por Gi no calculo de
algumas expressoes, pois a matriz de rotacao estimada sera da ordem de
faixa de inrerteza desta estimativa. Assim, se (6) for uma quantidade
da ordem do erro de observacao, tem-se at¢ seguintes aproximacoes:

z = e(8), (2.87)
c =1+ 0(s2), (2.88;
Prax = |+ o(s2), (2.89)

S= So + e{s), (2.90)
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onde:
S i
So =231 a, V. V. . (2.91)
1.=1 1 1 1
Com essas aproximacOes, a Equacao 2.71 pode ser reescri
ta comoi
y = [21 - So]™*t z + 8(8%). (2.92)

Este algoritmo para pequenos angulos, Equacdes 2.87 a
2.92, pode ser utilizado como uma correcao otima, em conjunto com  um
algoritmo rapido, nao-otimo, que prove uma estimativa preliminar razoa
vel para a atitude.'Entretanto, geralmente estes algoritmos  hibridos
podem ser menos economicos em termos computacionais, comparados com 0
cilculo direto da atitude efetuado por um algoritmo otimo.

0s vetores de observacgao (?i) e de referencia (?i)pgdem
ier corrompidos por erros (GYi) e (6?1). Pelo fato de os vetores Vi e
Y. serem vinculados como vetores de modulo unitario (versores), o erro
de primeira ordem deve estar no planoc perpendiculara tais vetores. Des
ta forma os vetores de erro (ﬁ?i) e (dﬁi) podem ter somente dois graus
de liberdade. Considera-se entao a hipotese de que o vetor erro tenha
distribuicao axialmente simetrica em torno do respectivo vetor unita
rio, ja que nao se conhece uma diregdao preferencial para o erro.

Em termos das matrizes de covariancia dos erros, supon
do que 0s erros nao sejam correlacionados uns com os outros, tem-se:

- =T > =T
E(GYi 5\’1.) = c;]. 51.j(1 - ¥, Yi), (2.93)
- =Ty - T
E(sV, svj) = o2, 6ij(1 - Vs ovL), (2.94)
E(sV. &V0
Gvi GYJ) =0, (2.95)

onde a notacao Ui representa a variancia da componente de X na direcao
normal a E(X).
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A influencia dos erros nos vetores de observacac e de
referencia na estimativa da atitude efetuada pelo metodo descrito ante
riormente pode ser avaliada atraves do calculo da precisdc com que a
atitude foi determinada. Assim sendo, os paragrafos que se seguem se
rio dedicados a deducio de uma expressio apropriada para o calculo -da
matriz de covariancia do erro associado 3 estimativa da atitude via o
Algoritmo QUEST.

A matriz de covariancia para o quaternion & definida
como segue: Tome-se &g como sendo o quatérnion que representa uma pe
quena rotacao que leva a atitude estimada pelo procedimento descrito
anteriormente para a atitude verdadeira.

Em termos da algebra de quatérnion, pode-se escrever:

Qy = Gppt ® 84 (2.96)

onde se supde que &g e nao-tendencioso, ou seja:

sp 0
E(sq) =E = |7 (2.97)
5, 1
A matriz de covariancia (3x3) do quaternion pode ser
definida como:
P = E(sp op); (2.98)
PP -

para o enfoque de pequenas rotacoes, tem-se da Equacao 2.4b que:

[ §6;1 60, 663]T - 808
2 2

5p =

L]

onde 564, 86,,5885, Sao angulos que caracterizam rotacoes infinitesimais
que levam a matriz de atitude estimada para a matriz de atitude verdaz
deira; e por hipotese suposto nao-tendencioso.
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Assim, a matriz de covariancia do erro angular pode ser
relacionada com a matriz de covariancia do erro no quatérnion como:

=4 P (2.99)

Considerando que §q & o quaternion que representa  uma
pequena rotacao, as aproximacoes feitas anteriormente podem ser usadas
na obtensao de uma expressao para dq. Esta consideracao, na realidade
e equivalente a efetuar uma pré-rotacao da atitude estimada pelo algo
ritmo QUEST, de modo que os versores de referéncias neste novo referen
cial sejam:

Vi - Aopt Vi - Yi

Assim sendo, a matriz de atitude associada a este qua
térnion incremental pode ser aproximada por uma matriz identidade. Pes
ta forma, no calculo da matriz de covariancia do quatérnion, ﬁi pode
ser trocado por Yi. Assim, utilizando a Equacao 2.92 e desprezando os
termos de segunda ordem tem-se:

8q =M1z, (2.100)
onde
m T
M=21-2 ¢ a,V, V., (2.101)
sog b oTi T
m _ - -
§z = £ a, (8%, x V. + X, x éV.) (2.102)
i=t T
A Equacao 2.102 pode ser escrita numa forma matricial
como;

), (2.103)

onde ¥(.) e a fun¢do matricial dada pela Equacao 2.54.
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Substituindo a Equagao 2.100 na Equacao 2.98, tem - se

que:

Pop = M7 E(Sz aET) MY, (2.104)

pois; M ! = (T,

A operacao de expectancia que aparece na Equacac 2.104
pode ser avaliada utilizando a Equagao 2.103, auxiliada pelas Equacoes

2,93 a 2.95 e lembrando que para pequenas rotacoes a aproximagao Vi =
=Y, ¢ valida. Assim, tem-se que:

T mo = T
E{(6z 6z'}) = I a2 o2 (I - Y. Y.}, (2.105)
- — .|=1 1 1 1 1
onde:
0‘% = Gf”. + 0;1.. (2.106)

Substituindo a Equagao 2.105 na Equacao 2.98 tem-se:

(1 -7, Yhiwe, (2.107)
sendo a matriz M definida anteriormente pela Equacao 2.64,

Os pesos ai(i =1, 2, ... m) podem ser determinados
tal que o %raco da matriz de covariancia Ppp seja minimizado sujetto ao
vinculo © a. = 1.

i=1
Com a finalidade de simplificar a notacgao, definem - se

as seguintes quantidades:
m
D(a,) = ppp + UI[iE1 a; - 11, (2.108)

(2.109)
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B = Yi Yi =1 Ai’ (2.110}
Com essas definicoes a Equacao 2.107 pode ser reescrita
como :
m . m m .
— - 2 -

Minimizar o traco da matriz de covariancia Ppp sujeito
ao vinculo dado pela Equacao 2.48, e equivalente a:

atr[D(a;)] _ trisD{ai)] (2.112)
Ba_i aa.i

onde tr denota a operacao de traco e D(ai).é dada pela FEquagao 2.108,

Substituinde a Equacao 2.11) na Equagao 2.108 e fazendo
a derivada parcial tem-se:

D(a1) 40-Q A. P +20Qa,o?A.Q-PA, q] = ul, (2.113)
Ja. J LN J
i
onde
m
4 -1
Q= [151 aiAi]
e
a . M m m .
P=[ £ a; Aij_l r oatod A [ I a; Ai] 2,

izt izt 1

que representam valures constantes para qualquer j.

Calculando a operacao de traco tem-se:

tr(aD(as) _yera, 02 Q A, Q - Q A, PI - (tr 4I)/4 = 0. (2.114)
2a. AN J
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Observando as Expressoes 2.114 e 2.109 conclui-se que
a minimizacao do traco da matriz de covariancia Ppp depende da configu
racdo geométrica dos vetores de observacdo, que & variavel no tempo. No
caso onde se considera a distincao entre as diversas configuracoes geo
metricas das observacoes, a solucao 6tima.t0rna-se complexa. Desta for
ma & mais conveniente adotar-se uma solucdao subdtima que considera ape
nas o efeito medio das possiveis configuragdes, como se estas  fossem
equiprovaveis. Assim, A, assume um valor medio ﬁs'para tudo j. Feito es
ta consideracao, a Equacao 2.114 fornece que:

a; o3 trlQ Ej Q] - tr[0 K& P1=(try I)/8 (2.115)

sendo Aj um valor constante para qualquer j.

Definindo

- A
tr[Q Aj Q] = C1,

_— A
tr[Q Aj P] = C2,

tem-se:

a. = (tru) + & C2 _ C3 . (2.116)
J 4 C1 cg (03)

0 valor constante (C3) que aparece na Expressdo 2.116
pode ser calculado utilizando a equacao do vinculo entre os pesos aj.
Assim, substituindo a Equacao 2.116 na Equacao 2.48, tem-se:

m
1 _ - 7.2 |
(€3)™* - . (03) = {ofgq) 7t (2.117)

Substituindo » Equacao 2.177 na Equacgao 2.116 encontra-
-se uma equacdo bastante simples que permite a determinacdao dos pesos

a;, ou seja:

2
_ Ytot

a2
i

(2.118)

d.
i
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Substituindo a Equacao 2.101 na Equacao 2.107 e levando
em consideracdo a equagao 2.117, tem-se:

c%ot m v oT.-
P = [T- £ a;vY, Y. 1" (2.119)
pp 4 joq 1T
A matriz de covariancia (4x4) do quatérnion € definida
COomo:
P = E(sq aq') (2.120)
qq - ==
onde:
Ypt = 9y + 20 (2.121)
Mostra-se no Apendice B que:
- §6,/2
alp) = Z{q) | é82/2 |, (2.122)
_693/2
onde:
|_ Gy -g3 Qs |
q Gy -Q1
2q) = | : (2.123)
-Q2 91 Gy
| -q1 -9z -Q3 |
Assim a Equacao 2.120 pode ser reescrita como:
P =z2(q. )P (g ), (2.124)
qq pt® “pp —opt

ou ainda:
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T |

P E qf-o )’ (2-15)
99 opt UT | 0 L

—op opt

onde se observa claramente a natureza singular da matriz de covarian
cia qu, sendo o(P, qu) dada pela Equacdo 2.3b.

2.6 - HIPDTESES E CONSIDERAGOES ADICIONAIS

2.6.1 - ESCOLHA DO VETOR DE ESTADO

A representacdo da atitude e sua dinamica pode ser su
prida por angulos de Euler, elementos da matriz de rotagao  (Cossenos
diretores), tambem chamada matriz de atitude, quaternion, alem de
outras representacoes menos usuais. 0s angulos de Euler apresentam sin
gularidade e as demais dificuldades associadas as funcoes trigonometri
cas, enquanto a matriz de rotacdo conta com elevada redundancia de in
formacdo (9 elementos com apenas 3 independentes). Quatérnions com  a
finalidade de caracterizar a atitude tem sido utilizadoemdiversos tra
balhos na area {Wertz, 1978; Lefferts et alii, 1982; Bar-1tzhack, and
Reiner , 1984, Bar-Itahack and Oshman, 1985) nos quais suas vanrtagens

sac evidenciadas.

Assim sendo, com a escolha de quatérnions para caracte
rizacao da atitude, o seguinte vetor de estado pode ser definido:

XT ={Qq1 19z : Q3 : Qy : w w, : wz}, (2.126)

o qual permite descrever completamente o wovimento de um corpo rigido.

2.6.2 - DEFINICAO DO VETOR DE OBSERVACAQ

Neste trabalho, o sistema de sensores de atitude consi
derado € o que permite dispor dos cossenos diretores do Vetor Satelite
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Sol (S1 Sj’ Sk) e do campo geomagnetico (Mi’ Mj’ ME) no referencial
solidario ao veiculo. Neste caso, o vetor de observacoes e definido co

mo:
(2.127)

A escolha deste vetor como observacao da  atitude nao
introduz nenhuma particularidade ao procedimento. Outro sistema consti
tuido po um maior numero de vetores observados poderia ser escolhido.
A escolha do vetor descrito acima foi feita como o intuito de compati
bilizar os testes de desempenho do procedimento a uma situacao particu

lar.

2.6.3 - DEFINICAO DOS VETORES DE REFERENCIA

Conhecendo a posicao do satelite em sua orbita, € pos
sivel determinar em Terra, a cada instante, as componentes do vetor de
referéncia atraves de um programa de simulacao de orbita. Assim, a ca
da direcao observada pelos sensores, tem-se em Terra a sua  correspon
dente direcdo de referéncia que sera decomposta no sistema de referen
cia pseudoinercial, originando os vetores de referencia ﬁi associado
a ?1 em cada caso, que sao definidos como segue:

T__ . . . N ¥ . 23
V' o= {SI : SJ : SK : MI : JJ : MK} . (2.123)

2.6.4 - EQUACIONAMENTO

Com as consideracoes, hipoteses e deducoes feitas ante
riormente, o equacionamento da dinamica de atitude € o seguinte:

: 1
q; = ? (q2 CUZ - Q my + q, UJX),
C.l =L (g, + q; @, + G, w)
2 5 1 Y, 3 Wy Wyl
é —l'(q w, - O3 w, + Gy w,)
3 2 1 y 3 x [N ’Z L
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qy = 1 (-qy we = G2 wy - g3 Uz)a
Nx = A3 mywz + N1,
(2.129)
W - +
Wy = )\2 mxmz Na,
IFJZ = lsmxwy + M3,
onde
J - J
A, = Yy 2
1 k]
Jy
J_ - J
Ap = & X, (2.130)
J
Y
%Yy
)\3 - ’
JZ

sendo Jx’ J o, Jz trés momentos principais de inercia do veiculo, e ns
(i =1, 2, 3) e por hipotese um "step process", constante durante cada
intervalo de amostragem de observacoes, com a finalidade de representar
os torques externos nao-modelados atuantes no velculo, cuja estatﬁsti

ca e dada por:

E(ni) =0, (2.131°

onde Q € uma matriz 3x3 diagonal e 6ij e o delta de Kronecker,

Considerar o ruido dinamico como um "step process", cons

tante durante cada intervalo de amostragem, € uma hipotese razoavel a



- 38 -

ser feita para o modelo de trabalho utilizado no estimador,uma vez que
se admite dispor de uma taxa de amostragem relativamente alta para as
observacoes; desta forma pode-se considerar que os torques atuantes
no satelite sejam constantes entre os instantes de amostragem.

Deve-se ressaltarentretanto que este equacionamento apro
ximado refere-se apenas ao modelo de trabalho do estimador. Ja o mode
lo de avaliacdo utilizado, melhor descrito no Capitulo 4, e mais sofis
ticado visando simular realisticamente o movimento da atitude do veTcg
1o.



CAPITULO 3

PROCEDIMENTO DESENVOLVIDO

3.1 - PROCEDIMENTO PARA ESTIMACAQ DA ATITUDE

0 filtro de Kalman quando aplicado a sistemas lineares
fornece uma estimativa otima de minima variancia; entretanto, o filtro
estendido de Kalman, aplicado a sistemas nao lineares, por ser uma apro
ximacdao, fornece uma estimativa subotima devido basicamente as lineari
zacoes que sao efetuadas no modelo dinamico e no modelo de observacao.
Em contrapartida o metodo desenvolvido por  Shuster e Oh (Algoritmo
QUEST) & um estimador estatico que apresenta uma solucao otima de mini
mos quadrados, nao necessitando de informacoes sobre a dinamica do sis
tema.

Nesta secao explora-se a possibilidade de conciliar as
caracteristicas positivas dos métodos citados anteriormente, apresen
tando um procedimento que utiliza as informacoes contidas no modelo di
namico, procurando simultaneamente manter a caracteristica otima em ter

mos locais.

0 desenvolvimento do procedimento baseia-se na utiliza
¢cao do Algoritmo QUEST para gerar estimativas estaticas preliminares
da atitude dn satelite parametrizadas em quaternions. Estas estimati
vas, apos um tratamento matematico previc serdo utilizadas como obser
vagoes para alimentar um estimador dinamico estocastico, o filtro es

tendido de Kalman.,

Inicialmente poder-se-ia pensar em utilizar diretamente
0 quaternion estimado pelo Algoritmo QUEST como sendo a observacdo pa
ra o filtro de Kalman. No entanto, a matriz de covariancia (Pgq) do er
ro associado as componentes do quaternion & nac-diagonal e singular co
mo pode ser visto pela Equagao 2.125. Isso inviabiliza a implementacao
de um algoritmo sequencial que utiliza o quaternion estimado pelo Al
goritmo QUEST diretamente como observacao da atitude.

-39 -



- 40 -

A utilizacdo direta de quaternions como observacao acar
reta portanto uma dificuldade adicional durante a fase de atualizagao
do filtro. Especificamente dificulta o calculo do ganho de Kalman que
e efetuado atraves da Equacdo 2.45, gque requer a inversao de uma matriz
de dimensdao 4x4 formada pela soma de duas matrizes com o mesmo tipo de
singularidade, resultando na pratica em uma matriz malcondicionada.

Assim sendo, os desenvolvimentos que se seguem sao diri
gidos no sentido de resolver este problema de singularidade. Para isto,
considera-se que o erro cometido na estimativa do quatérnion (5g) seja
um quaternion que corresponda a uma rotacao infinitesimal que leva o
quatérnion estimado para o guatéernion verdadeiro (lLeffertset al, 1982).
A 2lgebra de quatérnions fornece:

89 = g* ® g, (3.1)
onde 8q € o vetor composto pelos elementos do quateérnion incremental,
9y € o quatérnion verdadeiro e g* e o quaternion estimado conjugado,

Desde que o "quaternion incremental", &q, corresponda a
uma pequena rotacao, & quarta componente do vetor 8q sera  proxima da
unidade {para aproximacdo de primeira ordem). Assim, se a hipotese aci
ma fer satisfeita, toda informacao de interesse para a atitude fica con
tida num vetor de 3 componentes, que representa os desvios  angulares
em cada-uma das divecoes x, y, e z, sofridos pela atitude estimada em
relacdo a atitude verdadeira, cuja matriz de covariancia nao & singu
Tar como & mostrado no Apendice B.

A solugao para o problema da singularidade colocada an
teriormente reside em nao estimar diretamente as variaveis de estado,
mas sim incrementos dessas variaveis atraves.de um filtro estendido de
Kalman que utiliza como observacao um gquatérnion incremental,
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3.1.1 - TRANSFORMACAO DE VARIEVEIS

Com a finalidade de simplificar a notacao e em benefi
cio da clareza, serao omitidos os argumentos tk+1 quandc o significado
for evidente no contexto. Pela mesma razao, os argumentos (tk+1/tk) se
rdo substituidos pelo simbolo (=) colocado sobre a variavel.

Admitindo que o quaternion propagado possa ser encarado
como uma informacac a priori para a fase de atwalizacao do filtro, o
quaternion verdadeiro pode ser modelado como:

9, = 4+ 2, (3.2)

onde q e o quatérnion verdadeiro, q € o quatéernion propagado e I
€ 0 erro associado ao guaternion propagado, que possui por hipotese
distribuicao gaussiana com as sequintes caracteristicas:

E(z) = 0, (3.3)
E(z 2') = Pag. (3.4)

Comoe e mostrado no Apendice B, a matriz de covariancia
propagada Pgq associada ao erro L pode ser decomposta da seguinte for

ma:
Paq = 2(g) Pqq Z1(q), (3.5)
onde:
Qy  =Q3 qQz |
Z(q) = q3 Qs =01 (2.6)
- -Qz 01 Qu
-qr -92 -Qs
ol
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Pré-multiplicando a Equacao 3.2 pelo quaternion propaga
do conjugado, tem-se:

* g9, =98 q+3"sCL. (3.7)

Levando em consideracdo a hipotese feita anteriormente
de que o quaternion incremental dado pela Equacgao 3.1 corresponda a uma
pequena rotagao, a quarta componente do vetor §grser§ proxima da unida
de, entdo e razoavel fazer a seguinte aproximacao:

RLH
e, s | 0% (3.8)
803
t
Assim sendo, a Equacao 3.7 pode ser escrita como:
6C|1- 0
S I I I (3.9)
[5(]3 0
1 1
onde:
T,~ -
_51 = 0 (P__s ql|) [ (3.10~)

cuja estatistica e dada por:

p, 4.) E(g) =0, (3.11a)

- Q'(5, d) 2(3) Pon 21(3) 2lf, du), (3.11b)
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ou ainda:

- = ] (3.12)

|
T Pop | O
] _
|

OT

0

onde a matriz 2(p, gq,) € definida pela Equacao 2.3b.

Com essa transformacao, toda informacac sobre a atitude
fica contida num vetor de tres componentes e a estimativa a priori pa

ra o filtro e dada por:

r (Sql = U -
g0 = | 0| +zl, (3.13)
8Q3 = 0
onde:
E(zy) = 0, (3.142)
) lT
E(zd z:') = Ppp. (3.14b)

Para o quatérnion que e estimado pelo Algoritmo QUEST,
pode-se proceder de maneira analoga, de forma que o quaternion  verda
deiro pode ser modelado como:

q, =9 + ¥, (3.15)

Q

onde g, e o quatéernion verdadeiro, q° & o quatérnion estimado pelo Al
goritmo QUEST e y & o erro asscciado ao quaternion estimado, que pos

suindo por hipotese uma distribuicdo gau=siana, com as seguintes carac

teristicas:
E(y) = 0, (3.16a)
E(y IT) = Pqq. (3.16b)
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Pre-multiplicando a Equacdo 3.15 pelo quatérnion propa

gado conjugado, tem-se:
9" @ 9, = gf B g+ i* 2 Y,

resultando em:

6q = Qgp + Y1,

onde:

v = 2 (F, au) y

cuja estatistica e dada por:

T, -

E(ys v1) = 2 (5, d0) 2(qD Pop 27(q%) o(F, Gu),

(3.17)

(3.18)

(3.19)

{3.20a}

(3.20b)

sendo (p, q4) @ funcio matricial dada pela Equacao 2.3b, e Ppp € a ma

triz de covariancia definida pela Lquacao 2.119.

Como foi colocado anteriormente, no caso de oguaternion

incremental ser equivalente a uma pequena rotacac, as seguintes aproxi

macoes podem ser feitas:

691/2'1

Q _ 80,/2

T §93/2
1o

(=]
ol
|

(3.21)

(3.22)
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Com essa transformacao, as observagoes para o Filtro de

Kalman ficam dadas por:

593 " 56,/2
sa | = | 602/2 | + v1! (3.23)
qu i _583/2
onde:
E(y,') = 0, (3,28a)
[ ] IT
E(y:' v2' ) = Ppp. (3.24b)

3.1.2 - ALGORITMO PROPOSTO

Supcnha-se a atitude de um satelite artificial modelada
dinamicamente por um sistema de equacoes ané]ogo ao dado pela Equacao
2.15, e adotando o vetor de estado eséo]hido no capitulo anterior, Equa
¢ao 2.12b, o eguacionamento para a dinamica de atitude fica dada por:

Xy = o (X2 Xz + Xu X5 - Xs Xe),

kz i;-(xs Xs + Xy X5 - X1 X7),

ka :-%r (X1 Xe + Xy X7 = X2 Xs),

,%, (-X1 Xg - X2 Xe - X3 Xo),

Hi

. 2 )
Xa (3.25)

|

Xs = M Xe X7 + N1,

ie = d2¥s X7 + n2,

X7 = x3Xs Xg + na,
onde:

Ay = Jy - Jz,

JX
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Ay = Jz - Jx,
Jy
(3.26)
Ay = Jz - Jx,
Jy

sendo Jdx, Jy, Jz os momentos principais de inerciado sateliteg e ni(l1=
=1, 2, 3) & aproximado por um "step process", como descrito no Capitu
1o 2, cuja estatistica e dada por:

E(n1) = 01
E(n1 nj)= 61jQ. (3.27)

Comparando as Equagoes 3.25 e a Equacdo 2.15, ve-se que
a funcao f(X

£ t) 2 dada por:

f, = ~i- (Xz_x'f + Xu X5 - X3 Xe),
2

fa = *L(Xa Xs + Xy X5 - X1 X?)s
2

'3 S hL(XI X5+Xq X']—Xg XS)s
i

fl, :. L (--X1 _Xs + Xp_ Xs - Xa X?)s (3-28)

’ 2

fs = )\1 XG X7,

fe = Az Xs Xg,

o= X3 X5 Xe,

e que

GY(t) = [0{3x4):1(3x3)1, (3.29)
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onde 0(3x4) & a matriz nula de dimensao 3x4 e 1(3x3) e a matriz identi

dade de dimensao 3x3.

Como foi colocado no Capitulo 2, na aplicacgao do Filtro
de Kalman a sistemas nao-lineares € necessario o cilculo do gradiente
da funcao f(Xt,
Apéndice D, resultanto em:

t) dada pela Equagao 3.28. Tal calculo e mostrado no

F(X) = [ = ——— |____ . (3.30)

As particdes F1, F2, F3 estdo determinadas no Apendice D.

Considerando que para a fase de atualizacao do filtro,
as variaveis de estado propagadas, bem como o quaternion estimado pelo
algoritmo QUEST, sofram a transformacao de variaveis proposta anterior
mente, o filtro estimara componentes de um quaternion incremental. E
desta forma, o calculo do gradiente da funcao de observacao, de forma
analoga ao dado pela Equacao 2.36, torna-se trivial, uma vez quesedis
poe de observacoes lineares em rela¢ao as novas variaveis de  estado,
cujo resultado e dado por:

Hr = [1(3x3) : 0{3x3)], (3.31)

onde 1{3x3) e a matriz identidade de dimensdo 3x3 e 0(3x3) € a matri:
nula de dimensao 3x3.

Feitas estas consideracOes preliminares e tomando como
base o algoritmo para o filtro de Kalman sugerido por Gelb et a1is
(1974), o algoritmo proposto para a estimacao da atitude & dado por:
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Passo 1:

A condicao inicial para o quatérnion e fornecidapeloal
goritmo QUEST, bem como para a particac da matriz de covariancia
do estado associada a0 quaternion. Quanto a velocidade angular, pode
ser inicializada com seu valor nominal, caso o satélite ja esteja esta
bilizado. Caso nao se tenha conhecimento previo de wg, essa informacgao
pode ser grosseiramente aproximada por diferencas finitas daatitude es
timada pelo algoritmo QUEST, o que e suficiente para inicializar o pro
cedimento.

Passo 2:

Propagacao da estimativa do estado e da matriz de cova

riancia do seu erro do instante t, ao instante tk+1 por meio das se
ydintes equagoes:
K= X, Bt st T (3.32)

T(tk+.|, tk)+-r(tk) Q(tk) FT(tk)

(3.33)

Pk+1(h) = ¢(tk-{1, tk) Pk(+) b

ohde:

f(Xt, t) e dade pela Equacdao 3.28;
r(tk) e dacs pela Equacao 2.29;

¢(tk+1’ tk) e a matriz de transicao de estado dada pela  Equacéo
2.28;

dado a seguinte coadi¢ao inicial:



- 49

Passo 3:

Aplicando a mudanga de variavel descrita na secao ante
rior, as variaveis de estado propagadas sao transformadas  facilmente
nas variaveis que serao utilizadas no filtro, atraves da sequinte equa

¢ao:
Xrp (<) = 1@ X, (=), (3.35)

onde gk(") e 0 vetor de estado propagado referente ao instante tk, e
S(ﬁ) e a funcao matricial de transformacao dada por:

S(§) = | __ _ _ _ 1 __ (3.36)

onde 0(3x3) & uma matriz nula {3x3), 0(4x3) € a matriz nula  (4x3},
I(3x3) e a matriz identidade (3x3) e Z(g) € & funcao matricial dada pe

la Egquacao 3.6.

Analogamente, a matriz de covariancia associada as no

vas variaveis pode ser calculada como:
pr(-) = sT(@) P (=) S(@). | (3.37)

0 algoritmo QUEST fornece uma nova observagao do quatéf

nion que e transformada em uma pseudo-observagao (éqQ) pela equagao:

6qQ = 2T(§) qQ, (3.38)

onde Z{q) e dada pela Equacao 3.6 e ﬂg

goritmo QUEST.

¢ o quatérnion estimado pelo Al
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Come mostrado no Capitulc 2, a matriz de covaridncia do
erro associado a essa peseudo-observacdo & Ppp, dada pela Equacdo 2.119,

Assim, as equacoes do filtro para a fase de atualizacgdo

sao dadas por:

Xr (+) = Xr, (=) + K eql, (3.39)
onde:

Xr (=) = (0:0:0:0 Wyt W )
e

Prk(+) = (I - K Hr) Prk(~), (3.40)

onde K_ & o ganho de Kalman dado pela eguacdo abaixo
~ T -1 i
K, = Pr (=) Hr, fHr, Pr (=) Hr o+ Ppp} 7%, (3.41)
onde

I & & matriz identidade de dimensao 6x6, Hrk € a matriz dada pela Equa

¢ao 3.31 e Pr (-) & a matriz dada pela Equagao 3.37.

k

Para obter as variaveis de estado originais faz-se a

transformacao contrario, ou seja:

X (+) = S(@) Xr, (+), (3.42)
P (+) = S(3) Pr(+) sT(@). (3.43)
Passo 4

Reinicializagao, substituindo k por k+1 e volitando ao
Passo 2,



CAPITULOD 4

TESTE DE DESEMPENHC € ANALISE DO PROCEDIMENTO

Para ilustrar o desempenho do procedimento, foram efe
tuados testes onde foi simulada e estimada a atitude dos tres eixos
de um satélite artificial. 0 satelite adotado & estabilizado passiva
mente por gradiente de gravidade e dotado de um conjunto de sete senso
res solares digitais de dois eixos e um sensor magnetico de tres eixos;
esta era a configuracao basica prevista para o sateélite de Coleta de da
dos da Missao Espacial Completa Brasileira. As caracteristicas princi
pais e dados de interesse relacionados com o satelite utilizado nos tes
tes sao mostrados na Tabela 4.1 e Figura 4.1,

TABELA 4 .1

CARACTERISTICAS PRINCIPAIS DO SATELITE ADOTADD NAS SIMULACOES

- |MOMENTOS PRINCIPAIS DE|MOMENTOS PRINCIPAIS DE |
ESTABILIZACAO | INERCIA-MASTRO RECOLHI | INERCIA-MASTRO ESTENDI
DO ~ | DO B
Gradiente Jx = 10 88 kg.m Jx = 323,39 kg.m
de Jy = 10,00 kg.m Jy = 324,06 kg.m
Gravidade Jz = 10,13 kg.m Jz = 10,13 kg.m

4,1 - TESTE DE DESEMPENHO

Para verificar o desempenho do estimador, efetuaram -se
tres testes distintos os quais diferem entre si no que se refere a con
figuracao geometrica dos vetores de observacdo. O primeiro & denomina
do teste favordvel e o angulo de separacdo entre as direcdes observa
das varia entre 130° e 80° aproximadamente; o segundo e denominado tes

. ~ ~ = . o
te mediano e 0 angulo de separacao entre as observacoes varia entre 40
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e 150; finalmente o terceiro & chmado teste desfavoravel e o0 angulo de
- . ~ . 0
separacao entre as direcoes varia entre 407 e UO.

MASTRO ESTABILIZADOR

~ —(])
=)

PAINEL ANTIGECCENTRICO

ANTENA BARDA S CELULAS SOLARES

1

ﬂT—‘J'\
]
A

L

Vi
\

e

\\\\ ANTENA BaANDA §

ANTENA UHF

N PAINTL GEOCENTRICO

ADAPTADOR AQ LANGADOF

Fig. 4.1 - Satelite utilizado nas simulag
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Neste trabalho utiliza-se, para efeito de simulacgao, um
programa desenvolvido por Moro (1982), Este programa, a partir de uma
condicao inicial dada e com base num modelo dinamico adequado, propaga
a orbita e a atitude, e o0s seguintes torques externos podem ser consi
derados: gravitacional, aerodinamico e pressao de radiacdo. Maiores
detalhes sobre estas rotinas de simulacao sao encontrados emMoro (1982},
Ja a simulacdo do campo geomagnetico foi efetuada com o auxilio da ro
tina desenvolvida por Lopes et alii (1983),-que fornece o campo geomag
netico no local do satélite segundo o modelo IGRF80 ate o 109 harmoni
co (Wertz, 1978). Os dados e parametros mais importantes que sao utili
zados como entradas para o programa de simulacao mencionado anterior
mente sao apresentados na Tabela 4.2.

Para implementar o procedimento de estimacao de atitude
foi desenvolvida uma rotina em linguagem FORTRAN. Uma vez simulada a
atitude do satelite e as observacoes de seus sensores pela rotinadesi
mulacao mencionada anteriormente, com a rotina de estimacac calcula-se
a estimativa para a atitude a partir das observacoes dos sensores. Com
isto, podem-se comparar os valores simulados {valores reais) comos esti
mados e avaliar a eficiencia do procedimento proposto.

Nos testes foi suposto que um pre-processamento de dados
ja tenha sido efetuado, estando as observacoes disponiveis para o esti
mador sempre que sclicitadas. As cbservacces sac tomadas como sendo os
cossenos das direcoes do Sol e do vetor campo geomagnetico, escritos no
referencial do sateélite, com precisao de 0.5 e 1,00 respectivamente, &
uma taxa de amostragem de 4 segundos,

0 erro de medida existente nas observagoes foi simulado
de modo a ser coerente com a hipotese feita na deducao do algoritmo
QUEST, ou seja, o erro possui distribuicao axialmente simetrica no pla
no perpendicular a cada direcao observada. Nestes testes de desempenho,
o problema relacionado com a existencia de erros tendenciosos devido a
interferencias externas nos sensores nao foram considerados; desta for
ma, a hipotese inicialmente feita para o erro de observacio  torna-se
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razoavel, uma vez que nao se conhece. uma direcao preferencial para

erro. No Apendice C, apresenta-se a metodologia utilizada para

uma erro que tenha distribuicao axialmente simetrica.

PRINCIPAIS INFORMACOES

4.2

TABELA

SOBRE AS SIMULACOES

0

gerar

SIMULACAD SIMULAGAO SIMULACAD
FAVORAVEL MEDIANA CRITICA
- Gravitacional - Gravitacional - Gravitacional
Torques - Aerodinamico ~ Aerodinamico - Aerodinamico
Considerados |- Radiacao - Radiacao - Radiacdo
Solar Solar Solar
. Solar Solar Solar
Sensores Magnetico Magnetico Magnetico
a = 7071290 a = 7071200 2 = 7071200
Element e = D,UO1 e = 0,001 e = 0,00?
Orbitain. i - 28 R i - 28
Im(_]aJs G = 70 0 = 45 9= 390
Y o= 0 Y = O Y o= O
M= 126 M= 270 M = 235
21-09-15984 08-03-1984 23-09-1984
13:00 12:00 11:00
Data até ata até
13:25 172:15 11:15
—_— ‘ — — i — —
wx = 0,001rd/s wX-= 0,001rd/s wX = 0,001rd/s
o wy = 0,001rd/s wy = 0,001rd/s wy = 0,000rd/s
?g??lg‘{o wZ = ©,004rd/s wz = 0,00ird/s | wz = 0,00ird/s |
' Q1 = Gy = v2/2 “Q1 = Qu = V2/2 [-G1 = Qy = - V2/2
qz = g3 = 0 gz = q3 = 0 q2 = Q3 = 0
3 = seni-eixo maior da orbita (metros)
e = excentricidade
i = inclinac3o da orbita (graus)
1 = ascencao reta do nodulo ascendente (graus)
v = argumento do perigeu (graus)
M = anomaiia media (graus)
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0 ruido dinamico utilizado para representar as impreci
soes na modelagem da dinamica empregada no estimador de atitude, foi
admitido constante com uma matriz de covariancia tambem constante e
constituida por valores compativeis com o nivel dos torques  externos
aos quais o vefculo e submetido durante o teste. Esta consideracao pra
tica permite que se tenha uma ideia preliminar a respeito da sensitivi
dade do estimador com relagao a hipotese teorica efetuada.

Definem-se, a segquir, os parametros utilizados na avalia
c$0'do desempenho do procedimento neste teste, e a notacao Mijseréuti
lizada daqui para frente, significando o elemento da i-csima linha, j-
-esima coluna da matriz M; analogamente v, significa o i-esimo elemen
to do vetor V.

4
pa &l (R - w02y e, (4.1)
4
sq &z, P M, (4.2)
A 7 1/2
, / 1/2
U": - {izs Pil} , (4-4)

onde 0 simbolo 4 indica erro real e ¢ a preciszo estimada; os indices
q e W referem-se ao guaternion de atitude e velocidade angular, respec
tivamente; X e a estimativa do estado e X o estado simulado. Cutras
grandezas de interesse tambem sdo tracadas: o angulo de separagao en
tre as direcoes do Sol e o campo geomagnetico visto do satelite, e o
residuo normalizado definido como:

r.2

i

T (4.5)
E(r%)

==

T

e W

1
3 -i
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sendo r o residuo de observacao definido da seguinte maneira:

r(t) & ¥(t) - h [R(t), tl. (4.6)

k) -

Aplicando o operador expectancia de ambos os  lados da
Expressdo 4.5, ve-se que:

considerando que a somatoria que aparece na Equacao 4.5 tem distribui
¢ao Chi-quadrado com 3 graus de liberdade, ndc ocorrendo divergencia,
T tera 97% de chance de estar limitado a valores entre zero e tres.

4.1.1 - TESTE FAVORAVEL

Neste teste os elementos orbitais iniciais e a data fo
rem convenientemente selecionados de forma que o0s vetores de  observa
cao apresentem uma configuracdo geométrica favoravel, ou seja, o angu
1o de separacao entre a direcso do Sol e do campo geomagnetico se man
tem proximo de 90 graus durante o periodo de simulacao, como mostrado
na Figura 4.5.

A Figura 4.6 mostra que o residuo normalizado se manteve
em torno de seu valor esperado, satisfazendo a uma condigao necessaria
para haver convergencia. 0s erros reais nas estimativas do quatérnion
(ag) e da velocidede angular (aw) ficaram dentro das faixas de  preci
sao calculadas, &q e 6w respectivamente (ver Figuras 4.7 e 4.8). Analo
gamente, 0s erros angulares reais em torno de cada um dos tres eixos
se mantiveram dentro da faixa de precisao prevista pelo filtro {ver Fi
gura 4.9). Isto significa que o filtro avaliou coerentemente a  preci
sao de sua estimativa, ou seja, nao apresentou sinais de divergencia.
Percebe-se claramente pela Figura 4.100ganho em termos de precisao an
gular em cada um dos tres eixos, quando se compara a precisao da atitu
de estimada pelo procedimento proposto com a atitude estimada pelo al
goritmo QUEST.
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ERRO G X SIGMA O

Curvas sobrepostas dos erros real (aq) e estimado {3g) pa
ra a atitude (teste favoravel). 1) erro real aqg; 2)erroesti
mado &q.
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a velocidade angular (teste favoravel). 1) erro real Aw; 2)
erro estimado &uw.
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4,1.2 - TESTE MEDIANO

Neste teste a escolha da condigdo inicial para a orbita
foi tal que o angulo de separacao entre o0s vetores de observacao carac
teriza uma configuragdc geométrica mediana (ver Figura 4.11).

A Figura 4.12 mostra que o residuo normalizado se mante
ve em torno de seu valor esperado, satisfazendo a uma condicao necess§
ria para haver convergencia. 0s erros reais nas estimativas do quater
nion (4q) e da velocidade angular (4w) ficaram dentro da faixa de pre
cisao prevista pelo filtro &g e 8w respectivamenie (ver Figuras 4.13 e
4.14); o mesmo acontecendo com oS erros angulares reais em torno de ca
da um dos eixos (ver Figura 4.15); ou seja, o filtro nao apresentou si
nais de divergencia. A Fiqura 4.16 mostra que a precisdo argularemtor
no de cada um dos eixos para a atitude estimada pelo procedimento e me
Thor quando comparada com a atitude estimada pelo algoritmo QUEST.

4.1.3 - TESTE CRITICO

Neste teste a configuracac apresentada pelos vetores de
observacdo & bastante desfavoravel. A Figura 4.17 ‘indica que na faixa
entre 400s e 500s aproximadamente caracteriza-se'a situacao de colinea
ridade nas observacoes do Sol e do carpo geomagnético (« = 1806°), sendo
portanto a regiao critica do teste. Nesta regidao, o procedimento pro
posto somente propega a estimativa do estado e respectiva matriz de
covariancia do erro, pois o erro cometido nz estimativa do quaternion
pelo algoritmo QUEST, em relacao a atitude propagada, nao pode ser apro
ximado por uma rotacao infinitesimal.

Como nos testes anteriores o residuo normalizado ficou
em torno de seu valor esperado (ver Figura 4.18. 0s erros reais nas es
timativas do quatérnion (ag} e da velocidade angular (aw) tambem perma
neceram nas faixas de precisao previstaspelo estimador, §q e su respec
tivamente (ver Figuras 4.19 e 4.20), De forma analoga, os erros angula
res reais em torno de cada um dos trés eixos se mantiveram dentro das

faixas de precisao previstas pelofiltro (ver Figura 4.21).
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Durante o perfodo no qual as observacoes estdo disponi
veis, nota-se um ganho em termos de precisao angular em cada um dos
trés eixos, quando se compara a atitude estimada pelo procedimento pro
posto com a atitude calculada pelo algoritmo QUEST, o que nao ocorre
quando as estimativas sdo somente propagadas {ver Figura 4.22).

-
~

L3 N o w -~
-~ on o wn 2]

KNGULE SOL~CAMPC GEOMAG.

o
T

| S [N TN VU SO Y WU NN SN IO SR NS T |

L
|

,.;L|||.|1_‘l_1.[|1111[|

~

o

100 200 A0 el Lec el (19

3n7 c ¢
TEMPG EM SEGUNDGS

Fig. 4.11 - Angulo o entre a direcao do Sol edo campo geomagnetico vis
to do satelite (teste mediano). -

Ll [ LA E A LA E A B E L S
gi l | "H I u W ! \[_—"
- ' : i“L‘-.i-‘ [ml "l H‘I” ’.'I"f |Iu \'“ ‘:li\ Fm W J'|li’i|.‘! Iﬁq!”f;.h': ‘ A “l I}IJ "1'_
S
MF T MR EREN I ‘ k|

TEMPO EM SEGUNDGS

Fig. 4.12 - Residuo normalizado (teste mediano).



- 66 -

0.04 = T T | ¥ | T I T T T T T i T T

SIGMA 0O
I
|

.02

e
o
4

ERRO O X

|
©.00
1] 1¢0 200 Joa 400 300 00 o G0 s00

TEMPO EM SEGUNDOS

Fig. 4.13 - Curvas scbrepostas dos erros real (Aq) e estimado (6q) pa
ra a atitude (teste mediano)}. 1) erro real aq; 2) erro es
timado &q.

“
=
o
o
3 —
= 3
b
[ ]
v H '-ﬁﬂv g
-
3
3
3 -
O -
«
o -
w
) TR T IUNT T NS EN T NN S NN T R T S
107% 109 200 30 400 5S¢0 608 7¢O E00 &0

TEMPG EM SECUNDTS

Fig. 4.14 - Curvas sobrepostas dos erros real (sw) e estimado {8w) pa
ra a velocidade angular {(teste mediano). 1) erro real Aw;
2) erro estimado &uw.



- 67 -

$|'.l 3 (a)

23r i ] ] 1 T T T
n -

o |
> 304 -
— L 1
=
(%]
(V1)
b4
-
-«
it
[+
& ;! ;
o :
L. 4 i
o 1!. /u 1
(KW
I 1 1
300 4CD 500 [fs]+] reo %75 k Jaln )
TEMPG EM SEGUNDOS
13°3 {(b)

I S LA B SR T T T )
(o)

32— -
(o] o
jag Ty 1 -
+ ]
en 24 —
w .
w20 —

4
2 + b
37 $ -
[+ g ! -l

” | 47#

: alll | i
o N
% ‘_‘ 1 HL[ ” ﬂl

- i I '
a4 '.\ p ’ik
L 1

nO . \06 ! 2060 ! 00 £00 5C0 L0 I Jco bOD

TEMPO EM SEGUKDOS
c)

°°’F T YT 5 T T 7 T

e.08—

(=]
o
w

&
(=]
o

Y
5 g
,L.A M

o
o
hed

ER ANG. REAL X ESTEIXD 1
:,:‘;
e
—_
—_——— E [ ]
|

_ra-l—

pr—

.—--m.

1 [ 1 I L. J

‘oo 200 300 {00 5o reo B to0 600
TEMPO EM SEGUNDOS

Fig. 4.15 - Curvas sobrepostas dos erros angulares real (A0
do (50) (teste mediano). (1) erro real ao, (7
do &6. a) eixo 3; b) eixo 2; eixo 1.

AG), e estima
) erro estima



Fig. 4.16 -

- 68 -

1073 (a)

S I S B S S S S LA HERL N L M
Sl r [l |
= N _ JIH‘ ]

I AL N

Pl J J\‘r.’! \ Y{y NM.
= Ah '
Rl S 8
o T 2 T
El? _.J
o |
) ]
w
8 -
w £ —
oz .
o, 4

1 J g J i 1 ' 3 l 1 I 1 l 1] I L

(43 120 200 00 400 300 500 260 850 a0
TEHMPO EM SEGUNDDS

3 {b)

Wpra—T—7 7 7 VT T T L]

gss 1 Ili -E
i) :

o0 b =
d.w ]// f/Ly,M ]
> f 3
TR W,
< £ b
Z 23 : 3
< '/ 2 A \\A\\‘E
(= B
<15 \":
m -
I3} ]
ln.l.__tib J _E
o 3
[ U T T | T (R SRS [ TN NN T N SN U S

o 100 200 300 <00 500 [1:1] 100 BOO 504
TEMPO EM SEGUNDOS
(c)
T I T

t.08 T T i T + 1 ¥ T °

ek, f
{ -

o

-
[®]
>
w0.0b—
o i 2
Zo.adl— —
< 1
O, r)".‘
- §. - -
mﬁ D}h.‘(
(&)
wg.of
o
o F .
0.0t P DU 0 R N T N VU NN TN N VNN N T S
4] 109 700 360 [1a1s] rep | Je]e] 0D

10 400
TEMPD EM SEGUNDOS

Curvas sobrepostas dos erros angulares estimados relativos
ac algoritmo QUEST (1) e ao procedimento proposto {2) (tes
te mediano) a) eixe 3; b) eixo 23 ¢) eixo 1.



- 69 -

Tir ¥ 1 L] j T I T i T

]

fm)
=]

~
i=d

(=

ANGULD  SOL-CAMPO GEOMAG,

(l I I l 1 1 ‘ ] l L l 1 l 1
3 100 200 390 4C0 500 LG 70D 8GO 80D
’ TEMPC EM SEGUNWDOS

o

Fig. 4.17 - BAngulo o entre a diregao do _Sol e do campo geomagnetico
visto do satelite (teste critico).

—
——
—
— ]
T —
o—
— e —
—_— - -
—————
—
— 1
] ] 1 |

—.
==

=15 ]

PR O S I I T ST B
oo lee  BOD 940

1
300 <00 S0
TEMPO EM SEGUNDOS

Fig. 4.18 - Residuo normalizado {teste critizo}.



« 70 -~

IOO: LS (R B G A S SN BEES S e N

e

[=]
+

X
> P
o
T [{ T T 171 = T T ']
-__g‘__—
= !
=y
e,

SIGMA O

Q

o 100 200 360 460 500 490
TEMPO EM SEGUNDOS

T TY

Fig. 4.19 - Curvas sobrepostas dos erros real (aq) e estimado (&f)

pa

ra a atitude {teste critico}. 1) erro real sq; 2) erro es

timado éq.

Y 1T 7 1T 71
< 2 ’?
é '/\qr' 5[1!'!]‘ f'_ T ]
w i il
= || |
5,,3—1 P AT NS NI [ SO PR T SR R |

q g9 200 300 460 0 ko0
TEMPO EM SEGUNDOS

2) erro estimado Sw.

rgo £0Q

S0Q

Fig. 4.20 - Curvas sobrepostas dos erros real (&w) e estimado (&uw)
ra a velocidade angular (teste critice). 1} erro real

pa

k]



Fig.4.21 -

- 71 -

1Xg 3

T

=
w -
[FT]
. i
. 4
< 4
i —
o ]
@ 1
=
=< -
x -
W
10°5 PR R S | S T ST
[} 100 200 a0 400 b3k ] 00 100 o0 300
TEMPO EM SEGUNDOS
10° [ T F T ] 1 (‘]b]—r F 70 T T T ° ]
o
o
>
[
w
i
-
and
-
ul
o
o
=
<L
o s 4
|15
lok&lllil'lll'[]l_L_Lll'
] 100 200 200 A0¢Q iy o0 rac Lo s0Q

TEMPO EM SEGUNDDS

IX0 1

[T T

P
wn
Ll
> (e
wd 4
<
W -
[+ .
e 4
z -4
< ]
= 4
wd -
10-3 PR I TR SN S S SR U SN S R T S
") 100 100 icQ d 100 §00 :Tuls

o5a  fta €00
TEMPO EM SEGUHDOS

Curvas sobrepostas dos erros angulares real (ag)e estima
do (é8) (teste critico). 1) erro realad; 2) erro estimac
do &@8. a) eixo 3; b} eixo 2; c¢) eixo 1.



tOc E T T T T t T T I T T 7 T T T T | ] E
- 3 3
2 -
< ]
n | &\: )
(=BT -
X 3
w o p
d b -
< - E
-
=R N ~3
< E p
7] " ]
O [ ]
o ]
as - . .
[+

IO_“, PR | 1 | | L | L | 1 ] P B TS R

Q iog 200 1 400 0 500 rae ['370] %400
TEMPO EM SECGUNDOS

10° T 7T T T (lb)‘l T 1 T 7 ' 3
a | 3
o L r i .
o107 . -
x E 3
oo ]
o I 7
= o 4
al
g10 i "\M\\\’E
L I 3
wvr - p
3 i ]
wlt
[+ r T
-

10-3#%1 TS T | 1 [ 1 ] ] L | I

Y] 100 200 363 ico0 00 £00 700 00 504
TEHPD EM SEGUNDGS
10° 3 7 (lc)r T LI B S By g
o ]
-~ B -
2 L V ]
2 I 1o J
— I u
o L B
>
i pﬁy
G107V -
=z o p
- |: /MJLN} 2 ]
g | ]
= L
I =
a 1
1l r .
o
.
10°2 AN WEUOT T N S S U NN SN N S NN U DUDNY SR N
1] 100 700 J0Q 400 5C¢q EC0O H 4] 800 500

TEMPO EM SEGUNDOS

Fig. 4.22 - Curvas sobrepostas dos erros angulares estimados relativos
ao algoritme QUEST (1) e ao procedimento proposto (2) (tes
te critico). a) eixo 3; b) eixo 2; ¢) eixo 1.



- 73 -

4,2 - TESTE COMPARATIVOQ

Neste teste faz-se um estudo comparativo que envolve 0s
seguintes procedimentos de determinacao de atitude: o algoritmo QUEST
(Shuster and Oh, 1981), o procedimento proposto neste trabalho e o fil
tro estendido de Kalman, combinado com tecnicas de compensacao do mode
lo dinamico e ruido adaptativo, aplicado diretamente ao  procedimento
das informagoes dos sensores (Lopes, 1982). 0 objetivo deste estudo @&
verificar a sensitividade dos procedimentos mencionados anteriormente
em relacdo as hipoteses teoricas efetuadas para o erro de observacao.

A simulacdo da orbita, da atitude e do. campo geomagneti
co foram efetuadas com o auxilio das rotinas mencionadas no  primeiro
teste; o0s seguintes aspectos foram considerados:

1) torques externos:

. gravitacional,
. aerodinamico,
. pressao de radiacao;

2) momentos principais inercia:

. Jxx = 179kg.m (para mastro meio estendido),
. Jyy

. Jzz ) 1kg.m;

I

162kg.m (para mastro meio estendido),

3) elementos orbitais, época e coudigdo inicial:

a = 7,128km,
e = 0,0098,
i« 259,

o = 200°,

v = 92°,
M= 0°,

data = 15-12-1989 (23:08:48),
wZ =wX = wZ = U,UO1T‘d/S,
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g1 = -0,645,
q, = -0,380,
q; = ~0,540,
qu = 0,384,

A fim de manter a coerencia com o objetivo deste teste,
a metodologia utilizada na simulacdo das observacoes foina medida do
possivel, mantida proxima da realidade, diferindo do teste anterior no
qual as observacoes foram simuladas de modo a ser compativel com a teo
ria desenvolvida.

A simulacac dos sensores solares digitais foi .feita pe
la rotina desenvolvida por Sawame {(1985), que leva em consideracdo a
disposicado geométrica dos 7 sensores ao longo da estrutura do satelite
como mostrado na Figura 4.23. Tal rotina seleciona, em cada instante
de amostragem, 0 sensor que estiver melhor iluminado, cu seja, aquele
que estiver mais diretamente voltado para o Sol e extrai deste sensor
a observacdo da direcao satelite Sol. 0 modelo matematico considerado
para o sensor inclui apenas o erro de discretizacao da medida, por ser
predominante neste tipo de sensor (Wertz, 1978).

A simulacac das medidas do magnetometro foi efetuada
com o auxilic da rotina desenvolvida por Lopes et alii (1983}. Ao va
Tor do campo geomagnetico no referencial do satelite foram acrescidos
erres para simular empiricamente os efeitos devidos aos seguintes fa
tores:

- ruido aleatorio: o = 3mG (compativel com a precisdodo instrumen
to),
- interferéncia das barras ferromagneticas,

- interferencia de equipamentos eletricos.

Desta forma, o modelo para o erro nas observagoes domag
netometro pode ser dado por:

Erro = o + £b(X),
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onde "¢" € o ruido aleatorio, “&" & um parametro que permite variar a
magnitude do erro devido as interferéncias e "b(X)" & uma funcao empi
rica do estado da atitude que representa as interferencias mencionadas

anteriormente.

Nao foram considerados os desalinhamentos internos  ou
externos no magnetometro e nem os erros de modelagem do campo geomagng
tico; no entanto, para efeito dos estudos efetuados neste trabalhg con
sidera-se satisfatorio o modelo empirico adotado para o erro, visto gque
0 interesse esta na ordem de grandeza do erro e nao na sua determina
Cao precisa.

Para o caso de efetuar manobras de captura com o sateli
te utilizando o mastro estabilizador, uma informacao importante ¢ a iﬂ
certeza angular, ou seja, a separacao angular entre o eixo de simetria
do satelite e a direcao estimada para este mesmo eixo. A incerteza an
gular nos outros dois eixos € irrelevanie para o tipo de manobra men

cionada antericrmente.

Na Figura 4.24 plota-se o valor rms da incerteza angu
Tar nas estimativas em funcao do nivel de tendenciosidade (&) conside
rada nas medidas do magnetometro, para cada um dos tres procedimentos

em analise,

Nota-se, nesta figura, que o procedimento proposto apre
senta sempre incerteza menor qgue as dos ontros metodos; porem, todos os
metodos apresentam um aumento na incerteza com o aumento do erro  ten
dencioso das observacoes, conforme era esperado. Para o filtro estendi
do de Kalman que processa diretamente as ohservacoes dos sensores, ©
aumento da incerteza foi ainda mais acentuado. Nota-se ainda que para
niveis de tendenciosidade mais elevado, o desempenho do  procedimente
proposto tende ao desempenho do algoritmo QUEST.
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A Tabela 4.3 apresenta o tempo de processamento necessé

rio para um periodo simulado de 900 seg, para cada um dos

tos,
TABELA 4.3

TEMPO DE PROCESSAMENTG

procedimen

METCDO UTILIZADG NA DETERMINACAC DA ATITU‘ TEMPO DE CPU
DE - (seq)

Filtr: de Kalman processando observacoes 200

dos sensores

Procedimento proposto (Filtro de Kalman+ 140

algoritmo QUEST).

Algoritmo QUEST 46
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Deve-se salientar, entretanto, que ¢ filtro de  Kalman
aplicado ao processamento direto das observacoes dos sensores e combi
nado com tecnicas de comnensacdo dc modelc dinamico e ruido adaptati
vo, 0 quée acarreta uma carga de processamento adiciomal. Alem disso, de
ve-se Tevar em consideracdao que os procedimentos nao foram implementa
dos por um Gnico programador. Desta forma, ao analisar a Tabela 4.3 de
ve-se lembrar que esta fornece apenas uma ideia sobre a ordemde grande
za do tempo de processamento demandado., Nao obstante estas  criticas,

uma analise preliminar indica que o procedimento € promissor.

Neste teste pode-se verificar a robustez do  Algoritmo
QUEST com relacac a existencia de erros tendenciosos nas observacdes;
entretando, deve-s¢ salientar que tanto o filtro de Kalman aplicado di
retamente ao processamento das observacoes como o procedimento propos
to neste trabalho fornecem a possibilidade de tratar de mancira adequa
da os erros tendencieses e, com isto, obter um melhor desempenho que o
ilustrado pela Figura 4,24, sendo gue o algoritmo QUEST nao oferece es
ta pessibilidade.



CAPTTULD 5

CONCLUSAO E COMENTARIOS

A analise do desempenho do estimador mostra que o proce
dimento cumpre os objetivos propostos, concilando as caracteristicas po
sitivas das tecnicas utilizadas num unico procedimento. Apesar da mode
lagem dinamica simplificada, mesmo en condigcoes criticas como aquelas
encontradas na terceira simulacdao do primeiro teste, 0 procedimento foi
robusto o suficiente para assegurar a convergencia, estimando.a atitude
do satelite e sua velocidade angular com uma precisao razoavel, Uma ané
lise preliminar sobre o tempo de processamento em computador mostrou
que o procedimento proposto € promissor com relacdo a  satisfacao dos
requisitos para aplicacoes onde se requer processamento em tempo real.

0 fato de utilizar observacoes geradas a partir de esti
mativas locais otimas, que possuem portanto informacoes mais precisas
sobre a atitude do veiculo comparadas com as observacoes dos sensores,
permite que se diminua a perda de informacao devido ao processo de 1i
nearizacao no filtro estendido de Kalman. Na pratica este fato pode
ser constatado atraves de um ganho em termos da precisao na estimativa
doc estado. Deve-se ressaltar tambem, que o fato de os pesos a; nao mi
nimizarem a matriz de covariancia do erro associado ao quaternion esti
mado pelo algoritmo QUEST nao prejudicou o desempenho do procedimento.

Com relacdo ao tempo de pracessamento, uma analise pre
liminar indica que, por se trabalhar com um estado de dimensao reduzi
da, associado ao fato de evitar os calculos de derivadas durante o pro
cesso de linearizacao das observacoes, houve uma redugao do tempo de
processamento superior ao gasto pelos calculos devide ao uso do alqgorit
mo QUEST.

Nota-se tambem que a precisao das estimativas  depende
basicamente da precisao dos sensores e da disposicao geometrica das re
ferencias por eles observadas. Quando a configuracao geometrica for des
favoravel, o procedimento proposto mostra-se ainda mais vantajoso em
relacao aos metodos estaticos de determinacao de atitude, pois duran
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te o tempo em que a configuracao geometrica for desfavoravel, o proce
dimento se apoia em estimativas anteriores e na memoria dinamicado fil
tro de Kalman, evitando desta maneira a degeneragao da precisdo da es
timativa.

No teste comparativo, descrito no Capitulo 4, pode-se
perceber que 0 desempenho do procedimento proposto foi sempre superior
ao desempenho dos outros dcis metodos envolvidos no teste. Isto indica
que o procedimento proposto possui uma baixa sensitividade as hipote
ses teoricas efetuadas, que pode ser traduzida numa maior rcbustez,

Neste trabalho, a matriz de covariancia do ruido no es
tado e admitida como constante, ccnstituida por valores compativeis com
o nivel dos torques externos aos guais o veiculo € submetido. Entretan
to, em algumas aplicacoes especificas, tal expediente pode nao  garan
tir a convergencia do filtro.Assim sendo, sugere-se como trabalho futu
ro, incorporaf ao precedimento propesto aiguma teécnica de ruido adapta
tivo, como por exemplo a desenvoivida por Rios Neto e Kuga (1982} para
estimar convenientemente os elementos da matriz de covariancia do rui
do no estado. Espera-se com isto poder empregar uma modelagem dinamica
ainda mais simples que a utilizada neste trabalho, de modo a nac com

prometer a caracteristica de processamento em tempo real,

Uma outra sugestao para desenvolvimentos futuros seria
estender a ideia basica utilizada neste trabalho (filtro de Kalman com
binado com o aigoritmo QUEST) a casos em que se disponha de  sensores
inerciais (girometros) a bordo. Finalmente, uma terceira sugestao se
ria ¢ desenvoivimento de um procedimentc para determinagao de atitude
de satelites artificiais utilizando tecnicas estocasticas que possibi
Titem estimar ¢ valor das tendenciosidades juntamehte com as varijaveis
de estado do sistema, com base na técnica desenvolvida por Orlando
(1983).
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APENDICE A
QUATERNIONS

0 teorema de Euler afirma a existcencia e unicidade de um
eixo (Eixo de Euler) associado a dois referenciais quaisquer, de forma
gue uma simples rotacao em torno do referido eixo faz com que um  dos
referenciais assuma a orientacao do outro. Os cossenos diretores deste
eixo (E1, E2, E3) e o anqulo de rotacac mencionado (9) sao utilizados
para definir os parametros simetricos de Euler. Estes parametros sao
usados para medir a atitude de um referencial e, portando, de um 5611
do com o qual este referencial seja solidario em relacao a outro refe
rencial. Os parametros simetricos de Euler sao dados por:

g, = senbgu) E1; (A.1)

g, = sen(%;) E2; (A.2)

q; = sen(%%) E3; (A.3)
2]

qy = COS(T?)' (A.4)

Utilizando a agebra de quatérnions, & verificado gue:

U =g el =d, (A.5)

ondegS e um quaternion com parte escalar nula e parte vetorial compos
ta pelas componentes de um vetor generico U, solidario ao so0lido cuja
atitude se deseja estudar, e de forma anaioga EI’ representa ¢ mesmo
vetor no sistema "I", por exemplo, 0 sistema de coordenadas inerciais.
0 quatérnion g e entao o quaternion que representa a atitude doreferen

cial "S" em relacao ao referzncial "I",

Supondo-se q(t) como o quaternion que representa a ati
tude do referencial "S" em relacao ao referencial "I" no tempo "ty

- AT -
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q(t+dt}.comoo quatérnion que representa a atitude do referencial "S" em
Felacao ao referencial "I" noc tempo "t+dt"; e finalmente 8q como a re
presehtaCéo da atitude do referencial "S$" no instante "t+dt" emrelacao
ao mesmo referencial "S" no instante "t®. Tais considekacaes permitem

escrever gue:

Es(t-!—dt) = 8g* @Hs(t} 8 643 (A.B)

utilizando a Equagho A.5, tem-se:

g {t+dt) = U (t+dt) e g(tsdt) = 5% a g*(t) = Y (t) (A.7)
' _q_(t) B &q.

A equacao anterior fornece:

qlt+dt) = q(t) & 8q (4.8)
sendo

61 = E1 sen{ds/2), (A.9)

8q» = E2 sen{de/2}, (A.10)

3qs = E3 sen(de/2), (A.11)

6qy = cos{da/%;, {(A.12)

onde E1, E2, E3 sao 0s cossenos diretores do eixo de rotagac emrelacao
ao sistema de coordenadas "S" no instante “t® e de e a rotacas infini

tesimal correspondente ac tempo "dt",

Utitizando a Equagao 2.3c: a Egquacao A.8 pode ser rees
crita como:
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q(t+dt) = [cos(da/2) 1 + sen{de/2) A(E, D)) ﬂ(t), (8.13)

onde I e uma matriz identidade de dimensao 4x4, a(.,.} e a funcao ma
tricial dada pela Equacao 2.3b e E & o vetor composto pelos cossenos

diretores do eixo de Euler.

No caso de se descrever o movimento da atitude e conve
niente converter a Equacao A.8 em eguagao diferencial. Neste casq "dt"
e considerado uma quantidade infinitesimal e do = w.dt, onde w e magni
tude da velocidade angular instantanea do sistema "S“, Assim, as se
guintes aproximagoes podem ser feitas:

cos{(de/2) = 1; sen(de/2) = (wudt)/2.

Considerando as aproximacoes efetuadas anteriormente a
Equacao A,13 pode ser escrita como:

onde g(w, 0) e a funcao matricial dada pela Equacdo 2.3b e » & o vetor
velocidade angular do corpo ao qual o sistema “S" e solidario.

Lembrando que:

a(t) = ) g5y ['BIt*dt’ - 4(t) }, (A.15)
N ¢t dts0k dt

substituindo a Equagao A.14 na A.15 tem-se:

éﬁt) = 1im

" alw, 0) dt 9(t) 1
dts0 |

2 dt

que resulta finalmente em:

glt) =

Lt 0) q(t), (A.16)
. q
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ou ainda, em termos da algebra de guaternion, como pode ser visto pela
Equagao 2.3c, em:

(A.17)



APENDICE B

DECOMPOSICAD DA MATRIZ DE COVARIANCIA Pgg

A matriz de covariancia Pqq, de dimensao (4x4), para o
erro na estimativa do quatérnion de atitude e singular, Isto decorre
imediatamente do vinculo existente entre as componentes do quaternion
expresso pela Equacao 2.55.

A matriz de covariancia Pqq e definida como:

Pag = £ {(q,-8) (a,-8)") - E {sq sq'1, (B.1)

onde (aq) e 0 erro entre o quatérnion estimado e o quatérnion verdadei

ro.

Entretanto o erro entre o quaternion estimado e 0 ver
dadeirc pode ser expresso em termos angulares como uma peguena rotagao
que faz com que o quatérnion estimado coincida com o quaternion verda

deiro., Em termos da algebra de quaternion tem-se:

ng_* Eﬂv’ (8-2)
ou ainda
9, = g ® gq. (B.3)

Para o enfoque de pequencs argulos, o quatérnion incre
mental (8q) corresponde a uma rotacao infinitesimal e assim sendo / tor

na-se razoavel efetuar a sequinte aproximacao:
p -6%%2
- 66 /2 |
8q = ( - | 8872, (8.4)
’ 1 86 /2
3
1

-B.1 -
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onde &8,, 80,, 803 $a0 0s angulos que caracterizam uma rotacao infini

tesimal.
Considerando por hipotese (&p) como nao-tendencioso, tem
-se:
0
E(é_P_) = 0 3
0
E(sp &pT) = Eﬁ—,

sendo Pgg uma matriz de dimensao 3x3 nao-singular, definida pela Equa
cao 2.99.

¢ erro cometido na estimativa do quaternion Aq, como mos

trado na Equacao B.1, & dado por:
Ag =g, - g (B.5)

Substituindo a Equacao B.3 na Equacao B.5 e utilizando a Equacac 2.3c,

tem-se que:
Aq = [A(§.E.’ 1) - I] q, (8.6)

onde I & a matriz identidade de dimensao (4x4) e a{ép, 1) e a  fungao

matricial dada pela Equacao 2.3d.

Substituindo a Eguacao B.4 na Equacao (B.6), tem-se:

U 6@3 '682 (5_@1_ 0.1

Y 3z 5]

aq = o |00 0 b %% 0 Qe | (B.7)
2 6082 -80; 0 683 Q3

-60y .86, .60 0 qu

- o - -
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ou ainda:
- 66y
A— = .Z_.(__ﬂ_)_ . ! 682
2 895

Qy 9; -0 -Q1
q)=|-93 aqu g1 -q2 |. (B.9)
g2 -0 Qs  -Q3

Assim, a matriz de covariancia Pgq dada pela Equacao

B.1 pode ser reescrita como:

Pgq = ; [Z(q) Pes zT(q_‘)J, (B.10)
ou ainda
Paq = [2(3) Pep Z'(3)]. (.11)

Atraves da Equacac B.10 pode-se calcular a matriz de covariancia asso
ciada aos desvios angulares,

Pas = 4[Z'(3) Paq Z(3)]. | (B.12)



APENDICE C

MOCELLAGEM DOS VETORES DE OBSERVACAO
E DE REFERENCIA

No desenvolvimento do Algoritmo QUEST, admitiu-se que o
erro nas observagoes (sY) e referencias (8A) tenham uma distribuicao
axialmente simétrica no plano perpendicular aocs respectivos vetores

de observacao "Y" e de referencia "“A".

Uma determinada direcdc observada ou de referencia pode
ser representada por um versor "Y", escrito num referencial adequado,

onde:
¥ = (Yo, Y2, Y3) (c.1)
vl = 1; (c.2)

as barras colocadas na Equacao C.Z denotam a operacao de modulo.

Un versor N que seja normal a Y pode ser obtido por:

o ol
g - 0¥ -DY (c.3)

onde I & a matriz identidade (3x3) e V e um vetor qualquer diferente de

zero e Y.

Um versor T que seja simultaneamente perpendicular a ¥
e N pode ser obtido fazendo ¢ produto vetorial de ¥ por fl, ou seja:

T=YxH. (C.4)

- C.1 -
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Assim, o plano definido pelos versores T e N & perpen
dicular ao versor Y.
Define-se entaoc o vetor erro como:

8Y = of{ny (0, 1) B+ n, (0, 1) T}, (C.5)

onde ny{(0, 1) e n,(0, 1) sao duas variaveis gaussianas normais indepen
dentes, N e T sdo os versores que definem o plano normal a Y e (g) € a
nrecisao com que a diraecdo representada por Y sera determinada.

Analisando a Expressao C.5 ve-se que o vetor erro {8Y)
g coplanar com 05 versores ¥ e N, sendo desta forma perpendicular ac

versor Y.

Uma visao geometrica da disposigao do vetor erro no pla

no perpendicular ao versor ¥ e mostrada na figura a seguir.

Plano definido
pelos vetores T e N.

A direcao do vetor &Y, caracterizada pelo angulo €, e
tal que:

8 = arctan(g) (C.6)

sendo B dado por
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nl(Us 1)

B = (c.7)
n, (0, 1)

Como a razao de duas variaveis aleatorias gaussianas

normalizadas e independentes tem distribuicao de Cauchy, {Davemport,
1970), dada por:

P(g) = —o | (c.8)
(1 + g2)

pode-se demonstrar que:

P(6) = -5 0 ¢ [0,27]. (C.9)

2n

Portanto o erro Ei_tem distribuicao uniformemente  dis

tribuida entre 0 e 27,



APENDICE D

CALCULO DO GRADIENTE DE f(Xt, t)

Seja a funcao matricial:

af (Xt, t)
ax

F[t; X(to)]=

onde f(Xt, t) e dada pelas EquacOes 3.37.

Seque que:
" F1 | F2 7
(
Fits X(to)l=| =~ —|- ==’
|
0(3x4) | F3 ]

onde 0{3x4) e a matriz nula {3x4); e as matrizes Fi, F2, F3 sao
por:

0 X7 -Xe Xs

F1 1 "X'] U X5 XE
2 Xe  =Xs 0 X7

Xz  -Xg -X7 0

[ Xy =X, Xg ]
ey X4 Xy X1
- :;‘ -X, X, X, |
:xl =X, -X3 ]

- DY -
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F3 =

AaXq
AgXg

A X7

X3Xs

AXe T
A2 Xs
0

- D.2 -
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