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RESUMO

Este artigo apresenta um métode de reducdc da matriz de admitancia
indefinida de um multipolo que permite a definicao de acessos sem terminais
de referencia comuns e com terminacdes mais gerais que dipolos,

1. INTROBUCAD

Na analise de circuitos em microondas ha situactes em que € desejavel
ou mesmo imprescindivel uma forma de descricao do circuito a ser analisado
mais geral que aquela baseada em operacoes entre quadripolos {1igacao em cas-
cata, serie-série, etc.). Nessas situacdes, uma solucdo frequentemente adotada
e a descricdo do circuito em termos dos seus nos através do emprego da matriz
de admitancia indefinida (MAI)} (Shekel [11, Huelsman [2]).

Neste tipo de descricao, nos N nds do circuito sac definidas tensdes
e correntes com a peculiaridade que as tensdes dos nds sao wedidas em relacao
a um no de referencia ndo pertencente ao circuito.

Normaimente se deseja analisar o comportamento da rede entre dois ou
mais acessos formados por um subconjunto dos N nos (isto &, apenas um subcon-
junto dos N nos e acessivel externamente). Essa analise pode ser feitaapartir
da MAI do circuito eliminando-se, convenientemente, as tensoes e correntes dos
nos internos, eliminacdo esta chamada de reducdo da MAI.

As tecnicas de reducdo da MAI normalmente encontradas na literatura
(Huelsman [2], Ferrante [3], Hetterscheid [4]), permitem a obtencao de uma
matriz reduzida correspondente a rede com 0s acessos contendo um no em comum
OU COm acessos sem no comum somente se a matriz reduzida corresponder a um



quadripolo (Shekel [1]). Essas técnicas nao sao adequadas a analise de alguns
tipos de rede (balanceadas, por exemplo)} e limitam o tipo de terminacaoc da
rede original a dipolos. Nesse trabalho sugere-se uma forma de reducio da MAI
que nao apresenta essas desvantagens.

2. REDUCAO DA MAI NO CASO DE ACESSOS COM UM NO COMUM

A MAI de uma rede de N nos define as relacdes entre a corrente de
cada no e as tensoes dos N nos medidos com relacdo a um no de referéncia nio
pertencente a rede (no isolade). Se conectarmos o i-eésimo no da rede ao no de
referencia, a sua tensao (V;) anular-se-aea sua correntesera uma combinacao
Tinear das correntes dos demais nos. Iste permite a eliminacdo da i-€sima linha e
da i-esima coluna da MAl e a matriz Yp assim obtida e chamada de matriz de admi-
tancia nodal definida (MAND) (Huelsman [2]). A MAND define as relacdes entre a
corrente de cada acesso j(Ij), formado pelos j-ésimo e j-ésimo nos, € as ten-
soes {(Up) dos N-1 acessos formados par cada um dos N-1 nos e o i-ésimo no.

Se nao estivermos interessados em todos os N-1 acessos a matriz redu-
zida pode ser obtida resolvendo-se o sistema de equacGes [I]=Yp.[U] (e apli-
cando-se a condicao de que as correntes dos acessos sem interesse s3ao nulas
(Ferrante et alli [3]).

A matriz impedancia do quadripolo {(ou n-polo) reduzido tambem pode ser
obtida invertendo-se a MAND Yp e definindo-se uma submatriz composta pelos ele-
mentos de Yﬁl correspondentes aos acessos de interesse {(as correntes dos demais
acessos sao nulas).

Utilizando a mesma condicao acima e definindo-se convenientemente
submatrizes de Yp a matriz admitancia do quadripolo {ou n-polo} reduzida pode
ser obtida a partir da equacdo matricial [I]=Yp.[U] (Hetterscheid [4]).

3. REDUCAO DA MAI NO CASO GERAL

Vamos supor que a rede da Figura 1, caracterizada peta MAI com e]éf
mentos Yijs possui 7 nos {N=7) e que por razdes externas podemos escreveras re-
Tagoes abaixo:

I, + 1, +145=20; I, + Is =0 1e + 17 =0, {1)
Definimos as tensoes a seguir:
Vop = Vo - V43 Vip = Vi = V3 Vsu = Vs - Vi Vi = V7 - Ve. (2)



A corrente do i-esimo no da rede e dada por:

Iizyil\fl-u-y Vo+ oo, +y; V. (3)

12 2 177

Obtendo V., V3, Vs, V; das expressoes (2) e substituindo em (3)
obtemos: '

L= oty Vot g g YV (g vy Wy Vg Vo +

+ YisVsu tYi.V06e (4)
Utilizando as expressdes (1) e (4) obtemos as relacgdes:

3 3
0= 1,El(y- Vi, v Y5 Va+ Z s Y lVer T (g vy Wer Zy,z 2t

1=1

<.
€2

5 5
T=4 =4
5 5 5 (5)
+ Z yiaval+ L yisvsu+ E ywv?s
1=y T=4 =
7 7 7 7
0 =.z (yil+yiz+y1’3w1 + z (yiu"'yiswu"' E (y'is+yi?)vs+.>: y1-2\f21+
1=6 1=6 1=6 1=6
7 7 7
* E 13 31 z 5 54 f:' 7 78"

As expressoes (5) podem ser escritas na forma matricial abaixo, onde
Y, e Y2 sao obtidas comparando-se as expressoes (5) e {6):

vl VZl
= Yl - Uq, + Y2 . Vsi (6)
y VSu
6

Vre



Nao podemos obter V,, V, e V; a partir da expressao (6) porque utili-
zando as propriedades da MAI [2] verificamos que a matriz Y, e singular. Para

eliminarmos essa singularidade conectaremos um dos nos de referencia dos
acessos ao no de referéncia 0. Se conectarmos o no 1

escrever (6) na forma abaixo:

Vo
|:Di| = Ya.[vh] + Yb» V31
0 : Ve
Vs
Vo
com
3 3
élwn Yis) 121(5’13
Ya=\ s 5
I-"lz‘* (y'i‘r+y'is) izu(yis+yi?)
e -
v, v 3
v ¥; Y
'i=1 J2 'i=1 13 i=1 15
‘hv=1 5 5 5
Lyi, Llyy, LY,
i=u i=b j=u

temos V¥, = 0 e poderemos

(8)

Note que como temos apenas duas incognitas (V. e V) utilizamos apenas as

duas primeiras relacoes entre as correntes.

As correntes dos acessos (I., [3, Is e I;) sao expressas atraves de

(4) e na forma matricial temos:

I. Vai

Ia Va Vai

I = Yc- + Yd- V5u
5 Ve

Is Ve

(9)

e
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[ Yaut¥es  Yaetyar Y22 Y23 Y25 Y22
YautYss  Y3etYse Yaz Yss Yss Y
fe= YsutYss  Yset¥s? € YC|= ¥s2 ¥sa ¥Yss ¥s9 (10)
Ly:mﬂhs Y7e+Y¥27 | Lyn Y73 Y75 Y77 |

Utilizando (7) e (9) concluimos que a matriz admitancia procurada &
dada paor

ro_ _ -1
Yp=Yg- Yo ¥,y (11)
com Y., Y, Y_ e Y, dadas por (8} e (10).

Vamos supor agora que a rede da Figura 1 possui 7 nds (N=7) e que
por razoes externas as relacoes abaixo s3ao validas (Figura 2):

I, + I, +13=0, I, + 15 =0 I¢e =15, =0 (12)

Esse caso se diferencia do anterior pelo fato de que 0s nds 6 e 7 agora sao
internos.

Podemos escrever:

Ii . (yil+yi2+y13)V1+(yik+yi5)Vq+yi6V5+y17V7+y12V21+y13V31+y15V5g
(13)
onde utilizamos V,, V; e Vs obtidos das tres primeira relacoes de {(2).

As tensGes V, e V, {dos nos de referencia dos acessos) e Vg e V., (dos
nos em aberto) devem ser expressas em funcdo das tenstes de acesso Vay, V3 e
Vse. Seguindo o mesmo desenvolvimento anterior concluimos que um dos nds de
referéncia do acesso deve ser conectado ao no de referéncia, para que as rela-
coes entre Vi, Vi, Ve, Vs € V21, Va1 e Vs, possam ser obtidas. Se conectarmos
0 no ] obtemos a mesma expressao para YE de (11) com Vy» Yps Y, e Y, dadas
abaixo.

Note que como tinhamos 3 incognitas (V,, Ve e V;) utilizamos as duas
primeiras relacoes de {12} e a relagdo l¢ = 0. YE dada por (11)e (14? expressa
as relacdes entre as correntes I,, Ise Is e as tensoes Vi, Vop € Vs,



EW—Y—) gy gy- gw gy gy
2, A8t Lz 7de Lt Ty AL L S R L
fa” E (¥i,4Y54) g y E ys b g y g Y5 % y
jza o V®TIST 42706 jou V7 jze V242000 jzy 10
i Yeu + Yes Yee Yoz | I Yoz Ye3 Yes |
- - - . (14)
Yau + Y25 Y26 Y27 Yoz Y23 Yas
YC= Yo + ¥Yas  Yie Yiz Yd= Y 32 VEE VET
L.Ysu + ¥ss  Yse  Ys7 ¥s2 Ysa ¥ss

Os casos tratados aqui podem ser generalizados para qualquer valor
conveniente de N e pode ser definido um algoritmo para a obtenciao das matrizes
Ya’ Yb’ YC e Yd. 0 Apendice A apresenta dois algoritmos para esta finalidade.

Como exemplo do método desenvolvido analisemos a rede da Figura 3a.
Queremos obter a matriz admitancia do quadripolo com acessos 1-3 e 2-4. Como
visto 0 no 3 ou 4 deve ser conectado ao no de referéncia. Se conectarmos o no
3 temos a situacao da Figura 3b.

Utilizando o Algoritmo 1 do Apendice A (todos nds da rede sao acessi-
veis externamente) obtemos, inicialmente, a MAI Y da rede da Figura 3a:

0,75 0,5 -0,25 O

0,5 0,75 0  -0,25

=1 0,25 0 0,75 -0,5
0 -0,25 -0,5 0,75

As matrizes Ya, Yb’ Yc e Yd $40;

-
1]

Yaz + Y2u + Yuz + Yuy = 1 Yb [Yziryuy Y22t¥u2]=1[-0,5 0,5]

Yiz+ Y1 -0,5 Y1 Yi2 0,75  -0,5

¢ Y22+ Y2u 0,5 Y21 Y22 -0,5 0,75

-

—_3
n
-

(w8

n



A matriz admitancia YE do quadripolo da Figura 3 b &:

r -1 0,5 -0,25
Yo=Y, =Y .Y " .Y, = * ’
D d c’'a b [ -0,25 0,5 }

4. CONCLUSOES

Foi desenvolvido um metodo de reducao da matriz de admitancia indefi-
nida de uma rede que permite a definicao de acessos sem nos de referéncia co-
muns e terminacoes gerais (nao somente dipolos) conectadas ao no da rede. A
partir das expressoes apresentadas foram gerados dois algoritmos para o calcu-
lo da matriz de admitancia nodal definida reduzida para qualquer numero de nds.
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Fig. 3 - (a) 4-polo e no de referéncia para obtencdo da MAL.

(b) 4-polo_com no 3 no no de referéncia e convencdo para
obten¢ao da matriz admitancia do quadripolo.

APENDICE A

ALGORTITMO 1

Sao dadas K relacoes de correntes {envolvendo duas ou mais correntes
de no) de uma rede com N nos, caracterizada por sua matriz de admitancia
indefinida Y cujos elementos sao indicados por Ypq (dim ¥ = N x N). As K
relacoes envolvem 0 total das N correntes de no da rede.

1) Escolha um no de referencia de acesso em cada acesso definido por uma das
K relacoes de corrente.

2) Escolha um no de referencia de acesso (entre 0s K existentes) para ser
conectado ao no de referéncia (o utilizado para definicao da MAI).

3) Elimine uma relacao de corrente e a tensac Vq do no de referencia de
acesso que foi conectado ao no de referéncia (pois V1 = 0} {para maior
facilidade de aplicacao do algoritmo sugere-se eliminar a relacao de
corrente associada ao 1-8simo no).

4) Sequencie as K-1 relacbes de corrente.

5} Defina um vetor coluna [V] (dim[v]={K-1)x1} com as tensdes dos nos de
referencia de acesso.



6)

7)

8)

9)

10)

1)

Defina um vetor coluna [U] {dim[U] = (N-K)x1) com as tensdes dos nos dos
acessos medidas em relacao ao no de referéncia de acesso (Up=Vy- Vp
sendo o n-ésimo no o no de referencia do acesso considerado e Vy, a sua
tensao)}.

Defina um vetor coluna [I] (dim{I1]=(N-K)x1) com as correntes dos nos de
cada acesso, excetuando-se as correntes dos seus nos de referencia. [1]
deve estar ordenado da mesma forma que [U] (istoe, ai-esima linhade [I]e
de [UJ contem, respectivamente, a corrente Ije'a-tensao Vy do j-eésimo no
da rede).

A matriz Y, tem dimensdo (K-1}x(K-1) e seus elementos y?j sa0 a soma dos
Ypq da MAIY tal que p assume os valores dos indices das correntes envolvi-
das na i-eésima relacdo de corrente e q assume os valores dos Tndices das
correntes envolvidas na relacdo de corrente associada a tensao de referen-
cia contida na j-ésima linha do vetor [V], mesmo que a relacao tenha sido
eliminada.

A matriz Y, tem dimensao (K-1)x(N-K} e elementos y?j que sao a soma dos
¥pq da MAL Y tal que p assume os valores dos indices das correntes envol-
vidas na i-ésima relacio de corrente e g assume o mesmo valor do Indice
da tensao de acesso contida na j-esima linha do vetor [U].

A matriz Y. tem dimensdo (N-K)x(K~1) e elementos yﬁj que sao a soma dos
Ypq da MAI Y tal que p assume o valor do indice da tensdao de acesso con-
tida na i-ésima linha do vetor [U] e q assume os valores dos indices das
correntes envolvidas na relacao associada a tensao de referencia contida
na j-esima linha do vetor [V], mesmo gue a relacao tenha sido eliminada.

A matriz Yq tem dimensdo {N-K}x(N-K} e elementos y?j dados por Y?j = Ypq
para p assumindo o valtor do indice da tensao de acesso contida na i-esima
Tinha do vetor [U] e q assumindo o valor do ndice da tensdo de acesso
contida na j-esima 1inha do vetor [U].

<.
3

ALGORITMO 2

Sao dadas K relacoes de correntes (envolvendo duas ou mais correntes

de no} de uma rede com N nds caracterizada pela sua matriz de admitancia inde-
finida Y cujos elementos sao indicados por ypq {dimY = NxN). As K relacGes en-



volvem M correntes de no da rede com M<N. Logo temos {N-M) nds interncs com
correntes nulas,

0 algoritmo para determinacao de Yar Yps Yo @ Yq € 0 mesmo Algoritmo
1, com as mudanc¢as em alguns passos indicadas abaixo:

4) Sequencie N+K-M-1 relacoes de correntes (K-1 fornecidas para definicao dos
acessos e N-M relacdes do tipo [j = 0 associadas aos nos internos}.

5) dim [V] = (N+K-M-1)x1. [V] inclui tambem as N-M tensges Vj dos nos
internos.

6) dim [U] = (M-K)x1.
7) dim [1] = (M-K)x 1.
8} dim Yy = (N+K-M-1)x(N+K-M-1). g assume os valores dos indices das
T
correntes envolvidas na relacao de corrente associada a tensag de referén-

cia ou de no interno contida na j-esima linha do vetor [V], mesmo que a
relacao tenha sido eliminada.

9) dim Yy = (N+K-M-1)x(M-K).

H

10) dim Y.
correntes envolvidas na relacac associada a tensao de referencia ou de

(M-K)x (N+K-M-1). q assume os valores dos indices das

no interno contida na j-esima linha do.vetor [V], mesmo que a relacdo
tenha sido eliminada.

11) dim Yy = (M~ K) x {M-K).
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