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ABSTRACT

This text was prepared as a basis for a short course
on digital image processing, offered at the school of Computation,
IME-USP, Sao Paulo, July 1984, covering the main topics of the
area.
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PREFACIO

A area de processamento digital de imagens teve inicio em mea
fos da decada de 60, com a motivacido criada pelos programas espaciais da
HASA, nos EUA. 0 aumento da capacidade de memoria e velocidade dos computa
dores contribuiupara dar impulso & nova tecnologia, que passou a ser aplica
da em outras areas tais como: medicina, microscopia, otica ou eletronica,
transmissao digital de sinais de televis3o ou fac-simile, e, recentemente,
em' sensores visuais de robos industriais.

Na area espacial deve ser mencionada a grande utilizacdo de
imagens digitais a partir do lancamento da série de satélites LANDSAT em
1972, bem como dos satelites meteorologicos, tanto de orbita pelar como
geoestacionaria. Em 1973, a invengac do tomdgrafo computadorizado por G.
N. Hounsfield abriu amplas perspectivas de utilizacao das tecnicas digitais
em imagens radiograficas.

Para o futuro surgem novas possibilidades: o lancamento de no
vas series de satélites de observacdo da terra (inclusive os nacicnais, pre
vistos para o inicio da proxima década); novas aplicacoes medicas {como to
mografia por ressonancia magnetica nuclear ou por emissdo de positrons e
radiografia digital); aumento das aplica¢des industriais de robotica;  uso
de sistemas de teleconferéncia e fac-simile, etc.

Processamento Digital de Imagens e essencialmente uma area
multidisciplinar, derivando suas técnicas de Otica, Colorimetria, Neurofi
siologia, Engenharia Eletrica e Ciéncia de Computacdo. O texto aqui apresen
tado concentrou sua atencao nessas duas Ultimas disciplinas. Ndo foram abor
dados também aspectos de “hardware" como sensores, visualizadores ou arqui
teturas especiais.

A despeito de se ter feito um esforco para tornar o texto com
pleto, a escolha do material em cada um dos capitulos reflete mais a pers
pectiva pessoal dos autores sobre os respectives topicos, do que a importig
cia em relacao a outros topicos nao abordados.

S3o José dos Campos, maio de 1934,
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CAPTTULQ 2
DIGITALIZACAQ
Uma imagem de um objeto real €, em prinipio, continua tanto na
variagao espacial como nos niveis de cinza. Para queuma representacdao dessa
imagem possa ser feita num computador, € necessario discretizar a imagem tan

to no espaco quanto na amplitude. A discretizacdo no espaco € denominada amos
tragem, enquanto a discretizacdo na amplitude & chamada quantizacdo.

2.1 - AMOSTRAGEM

2.1.1 - CASO UNIDIMENSIONAL

A ferramenta fundamental para determinar a minima razaode amos
tragem & dada pelo teorema de Whittaker-Kotelnikov-Shannon (Rosenfeld and
Kak, 1982). Em sua forma unidimensional, o teorema pode ser expresso da  se
guinte maneira.

TEOREMA 2.1 - Se a Transformada de Fourier de wna fungdo f(t) anula-se para
luj 2 W, entdo f(t) pode ser recomstruida exatamente por amostras com uma se

parag&b de —ln

Essa separacdo minima € também chamada razdo de Nyquist. Uma
descri¢io sumaria desse teorema pode ser feita na sequinte forma (Veja-se a
Figura 2.1): o processo de amostragem ideal de uma funcdo pode ser represen
tado pela multiplicacao dessa funcao por um trem de impulsos (fungdes de
Dirac) separados pela taxa de amostragem. A Transformada de Fourier do produ
to vai ser dada pela convolucao das Transformadas da funcdo original e do
trem de impulsos. Diss0 resulta que o espectro da funcao amostrada € a repe
ticdo periddica do espectro da funcdo original. Se a amostragem € suficiente
mente fina, essa repeticao ndo vai implicar uma superposicio dos espectros no
dominio da frequéncia. A imagem original pode entdo ser recuperada da imagem
amostrada por um filtro ideal de espectro retangular que deixa passar apenas
as frequéncias correspondentes as da imagem original. A multiplicacdo do es
pectro do filtro ideal com o espectro repetitivo da funcao amostrada corres
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ponde a convolucao da fungdo amostrada com uma fungao do tipo 5%?—5-‘ Pode

ser mostrado (Sakrison, 1968) que isso equivale a um processo de interpola
¢ao das amostras originais por essa itima funcdo, segundo a expressio:

amd Jx - X
()= 3 f[_K_] .sen [n [x 2w”‘. (2.1)

A Figura 2.1 mostra também a situacdo em que a amostragem ndo
& suficientemente fina. Nesse caso vai haver uma superposicdo dos espectros
replicados e nao vai ser possivel reconstruir o sinal original pelo filtro
passa-baixas ideal, o que & denominado fendomeno de "aliasing".

A situacao tratada at€ aqui supGe a existéncia de um trem infi
nito de impulsos parz efetuar a amostragem. Muma abordagem mais realista o
fato de o numero de impulsoé ser finito @ levado em conta (Figura 2.2) pela
multiplicacao por uma funcao do tipo pulso da sequéncia infinita de impulsos
original. Isso vai correspdnder no dominie da frequéncia a uma convolucdo do
espectro periodico da funcdo amostrada idealmente com uma funcao do tipo sinc
u, 0 que vai provocar uma distorcio adicional do sinal a ser recuperado pelo
filtro passa-baixas ideal. Assim éendo, em geral nao € possivel recuperar a
funcao original mesmo que as condicdes do teorema da amostragem sejam satis
feitas.

2.1.2 - Caso Bidimensional

Os conceitos apresentados para sinais unidimensionais podem ser
adaptados_aos sinais bidimensionais, que podem ser utilizados para represen
tar imagens. Nesse caso, a amostragem ideal & representada por uma matriz in
finita de funcoes delta de Dirac numa grade de espacamento ax na direcao ho
rizontal e Ay na direcdo vertical, o que pode ser expresso por:

o 4w
s{x, y) = § Y &(x-iax, y-jay) (2.2)
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e esti representada graficamente na Figura 2.3.

A imagem continua original, cujo espectro esta mostrado na Fi
gura 2.4a, pelo processo de amostragem, & mutiplicada pela matriz de impul
sos . e, pelo processo de convolucao no dominio da frequéncia, isso resulta
em uma repeticao periodica em duas dimensdes do espectro da fungas original

AX
cal), Seo éspectro da imagemoriginal for 1imitado em frequéncia eo espacamento
do processo de amostragem for suficientemente fino ndo havera superposigao
no espectro repetitivo da funcdo amostrada ea imagem original podera ser re
cuperada por uma filtragem passa-baixas ideal que selecionara a porc¢aodoes
pectro centralizada na origem do plano u-v de frequencias.

(Figura 2.4b), com separacdo L no eixo u(hor'izcmta])e.ﬁl37 no eixo v{verti

Se a amostragem ndo € suficientemente fina para que as condi
¢oes anteriores sejam satisfeitas ocorrera o efeito de “aliasing” que, no
caso de imagens, também & conhecido como fendmeno de Moiré ou padrdes de
Moiré. A Figura 2.5 ilustra esse efeito para uma imagem de teste.

Na pratica, imagens reais tendem a conter componentes de alta
frequencia devido a bordas ou mesmo @ presenca de ruido. Assim sen
do, sempre ocorrera em alguma escala o fenomenc de "aliasing®. Todavia 0
efeito visual desse fenomeno & negiigenciavel se 90% a 95% da energia do es
pectro da imagem original & contida em frequéncias que satisfazem o teorema
da amostragem (Moik, 1980). Além disso, os efeitos de “aliasing" sao reduzi
dos por sistemas reais de amostragem, onde a fun¢do amostradora ndo € exata
mente uma matriz de funcoes delta de Dirac.

A Figura 2.6 ilustra o efeito visual de subamostragem por ré
plica de elementos obtidos pela amostragem original. O efeito de blocos & di
minuido se a imagem for observada a uma certa distancia, ¢ que equivaie a
efetuar uma filtragem passa-baixas devide i limitacdo em frequéncia espacial
do sistema visual humano.

E possivel formular uma versdo do teorema da amostragem na si
tuacao em que os sinais sdo descritos por processos aleatorios (caso unidi
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mensional) ou campos aleat@rios (caso bidimensional). Assim sendo, se a den
sidade espectral de poténcia anula-se fora de uma regido limitada, € possi
vel reproduzir o sinal aleatdric por amostras com erro medio quadratico nulo
se as amostras forem suficientemente proximas. Neste caso, a fun¢do interpo
ladora reproduzird exatamente a funcdo de correlagdo do sinal aleatdrioa par
tir das amostras desse funcao de correlacao.

2.2 - QUANTIZACRO

Pelo processo de quantiza¢do, uma imagem com tons continuos €
convertida numa com tons discretos. Para armazenamento ou transmissao digi
tal, cada tom & representado por um codigo binario. A escolha desse codigo
de maneira a minimizar a taxa de bits necessaria ao armazenamento oua trans
missao da imagem serd discutida na secdo sobre codificac¢ao.

2.2.1 - Quantizacao otima

0s métodos de quantizagdo buscam, em geral, otimizar um crité
rio de erro entre a imagem original e a imagem quantizada. Normalmente o cri
tério escolhido € o erro médio quadritico. Para tanto, a funcdo densidade de
probabilidade dos tons de cinza originais e suposta conhecida, por exemplo
f*(x). Também & suposto que o escalar x que representa o brilho da imagemes
teja restrito ao intervaio X[ £ X = XS.

0 problema de quantizacdo consiste na especificacdo de niveis
de decisao D, = XI’ Dis vens DN =z XS e um conjunto de niveis de reconstrucio

Ros Ris vous RN—i tal que se Di £ X s Dift entao a amostra e atribuidaaoni

vel de reconstrucdo R; (Figura 2.7).

0 erro médio quadratico pode ser expresso por:
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X5
e <€ {ix - %) - I (x - 07 £,(x) dx =
Xt

N~-1 (D.
= 3 J Jel {x - Rj)" fx(x) dx (2.3)
=0
D5

Igualando a zero as derivadas parciais de ¢ com respeito aos
niveis de decisio D; e reconstrucdo Rs tém-se:

e = (n - 2 - - 2

2 _0=x2 Di“(x-R)f(x)dx (2.5)

R~ " T i xR )
Dy

Assim sendo, obtém-se o seguinte conjunto de equacdes ndo-1i
neares simultaneas:

R, , + Ri

D, = R 1 (2.6)
2
ED'i-l-i _
D. xfx(x) dx
i : 1 —
R.i gy = E[x/x ¢ (Di” Di-l-i)]' (2.7)
i+l f,(x) dx

0;

0 resultado anterior indica que os niveis de decisdo devem ser
o ponto medio dos niveis de reconstrucioe que estes, por sua vez, devem ser
o centro de massa da distribuicao dentro dos intervalos de decisao.
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Quanto a densidade-& uniforme, a quantizacdo também € unifor
me, ou seja:

Ri-a + R:
°t=—E%r-l. (2.8)
. D, +D,:
R K W &L (2.9)
2

Quando a densidade de probabilidade € gaussiana, Max (1960} obteve a solucao
para 0 conjunto de equacGes ndo-lineares e computou tabelas de niveis oti
mos de decisdo e reconstrucdo como funcdo do nimero de niveis de quantiza
cao.

Quando as Equacoes 2.6 e 2.7 sao satisfeitas pode ser mostra
do (Pratt, 1978) que o erro médio quadratico minimo pode ser dado por:

N-1

= g2 2 :

Além disso, os sequintes resultados de interesse tedrico sao validos (Jain,
1981):

1) A saida do quantizador & um estimador sem viés da entrada, isto &:
E{X} = E{x}. (2.10)
2) 0 erro de quantiza¢do & ortogonal & saida de quantizador, isto é&:
E{x - X).X =0, (2.12)
Essa ultima relagao fornece um modelo para o quantizador na forma:

X = i‘ + TNy (2013)
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E{xn} = E{n%}, (2.14)

onde n representa o erro de quantizagdo que & nao-correlacionado com a sai
da do quantizador.

2.2.2 - Aproximacao da quantizacdo otima

Quando o nitimero de niveis de quantizacao N e grande, a densi
dade de probabilidade fx(x) pode ser considerada constante sobre cada in

tervalo de quantizacdo. Nessas condicoes, minimizando ¢ com respeitoaos ni
veis de reconstrucao Rj’ tem-se:

. + D.
R.=5ﬂ_—i. (2.15)
3 2

Por sua vez, a localizacio otima dos niveis de decisdo foi obtida por Panter
e Dite (1951) pelo metodo dos muitiplicadores de Lagrange, dai resultando
aproximadamente em:

X5 1 /3
de e 0] &
D, = Xp + (X - X;) . rb (2.16)
X . w o2
S /3
) l-1’)(()(): dx
I
onde X; = Xp + -ﬁ- (XS - XI). (2.17)

Sea distribuicao euniforme, tambem os niveis de decisdo Dj se
rao o ponto médio dos niveis de reconstrugdo, o que implica uma quantizac¢ao
uniforme. Se a distribuicdo nao € uniforme, tanto o resultado otimo de Max
(1960) quanto a aproximacdo de Panter e Dite (1951) implicam um menor espa
camento dos niveis de decisdc para grandes valores da densidade de probab i
lidade. Essa quantizacdo nac-uniforme dos tons de cinza pode ser efetuada
por uma sucessao de tres operacdes, como mostra a Figura 2.8.
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A primeira operacdo & tal que, na sua saida, avaridvel aleatd
ria u € uniformemente distribuida entre -1/2 e «{/2.

Pode-se demonstrar {Davenport, 1970) que a fun¢do que realiza
essa operacao € dada por:

u= F (x) - 1/2, (2.18)

onde F, (x} & a funcdo de distribuicdo da varidvel aleatdria de entradado pro
cesso. Essa funcao efetua uma compressdo dos dados de entrada, que € sequida
de uma quantizacdo uniforme e de uma expansdo na saida obtida pela funcdo in
versa daquela dada por 2.17.

A Figura 2.9 ilustra o efeito da quantizacao ndo-unifoeme com
16 e 4 niveis de cinza.

2.2.3 -~ Falsos contornos

A reducao do numero de tons de cinza em imagens monocromati
cas, pela diminuicao do nimero de niveis de quantiza¢do, conduz ao fendmeno
denominado falsos contornos. Isso se caracteriza pelo aparecimento de transi
¢oes visiveis de tons de cinza em regides com variacac relativamente suave de
tonalidade, Para assegurar que falsos contornos ndo apare¢am numa imagem mo
rocromatica sdo necessarios normalmente 64 niveis decinza (quantizagao unifor
me com 6 bits). A Figura 2.10 {lustra o efeito visual da reducdo do nimero de
niveis de quantizacao.

Quantizadores otimos segunda o criteric de minimo erro médio
casados ao histograma da imagem podem eliminar os falsos contornos com apenas
32 niveis (5 bits).

2.2.4 - Quantizacdo visual
E possivel realizar um esquema de quantizacdo do tipo expansdo

-quantizacdo uniforme - compressdo, do tipo ilustrado pela Figura 2.8, levan
do em conta propriedades de percepcdo visual humana. Se L e L+al sdo dois va
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Tores de luminancia tal que aL & o menop valor incremental perceptivel, ha

resultados experimentais que tndicam,que-ﬁE-E aproximadamente constante pa
L 3

ra uma ampla gama de valores de L. Esta & a chamada Lei de Weber - Fechner
(Hecht, 1924). Se se definir o contraste C pela relagdo:

c = ]Og LS (2019)
entfo aC = 8L = constante. Isto significa que a sensibilidade visual € apro
L 2

ximadamente uniforme a variacoes de C. Assim sendo, tem sido propostas na
literatura (Jain, 1981; Kretz, 1975} fungbes do tipo logaritmo (por exemplo
o log{1+8L), L ¢ {0,1), onde « e B sao constantes) parao primeiro bloco da
Figura 2.8. Resultados experimentais indicam que com a quantizacao do con
traste, 4 bits sdo suficientes para praticamente eliminar os falsos contor
nos.,

2.2.5 - Quantizacdo por Ruido Pseudoaleatdrio

Este método, desenvolvido por Roberts (1962), permite minimi
zar o efeito de falsos contornos pela adicdo de um ruido pseudoaleatoric com
pequena variancia antes da quantizacdo e subtraindo-o sincronamente apos
a quantizacao, para a exibicdo da imagem. Adicionando-se o ruido com média
nula, algumas amostras a serem quantizadas superam os niveis de decisdo ori
ginais, enquanto outros passam a ser inferiores a esses niveis. Em geral, o
nivel de ruido deve ser escolhido de modo a afetar o bit menos significati
vo do quantizador. Na exibicdo da imagem, o ruido tendo a preencher as re
gioes de contornos, de modo que a meédia da imagem ndo se altera. Todavia, ha
um aumento do erro médio quadratico e uma degradacdo do tipo "neve" & intro
duzida na imagem. De qualquer modo, € possivel realizaruma quantizacio ate
com 3 bits sem um ereito visivel de contornos. A Figura 2.1t ilustra o efei
to da adi¢cdo de ruido pseudoaleatorio na quantiza¢do de uma imagem.
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2.2.6 - Relacdo entre Amostragem e Quantizacdo

Dado o nimero total de bits a ser utilizado para representar
uma imagem o problema de escolher o numero de amostras e o numero de niveis
de quantizacao € bastante dependente do tipo de imagem e de critérios e Jul
gamento subjetivo. A Figura 2.12 ilustra essa dependencia.

Considerando a Figura 2.12 (a e b), imagens de uma garota com
distribuicao relativamente suave de tons de cinza, um observador normalmente
iria preferir a representacdc com menor numero de elementos e maior nimero de
niveis de quantizacdo (Figura 2.12b). Ja no caso da imagem da multid3o (Fi
gura 2.12c e d), de variacdo rapida de tons de cinza, o oposto tende a pre
valecer. Huang et al (1967) realizaram um estudo experimental para determi
nar as curvas de preferencia no plano (n9 de amostras numa direcdo x, n® de
bits de quantizacao) e verificaram que essas curvas diferem bastante das
curvas de numero total de bits constante. De qualquer modo, vale a conclu
sdo importante de que cenas com variacdo suave de tons de cinza exigemmaior
Rimero de niveis de quantizacao mas a amostragem pode ser relativamente espa
¢ado; ja no caso de cenas com detalhe fino,a amostragem deve ser densa e a
quantizacao pode ser espagada.
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Fig. 2.1 - Ilustracdo grafica dos conceitos de amostragem.
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Fig. 2.2 - Ilustracdo grafica do efeito de amostragem finita.
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(a)

(b)

Fig. 2.4 - Espectro de imagem amostrada com largura de faixa limitada: {a) ima
gem original; (b} imagem amostrada. -
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Fig. 2.5 - Exemplo de padroes de Moiré: (a) imagem original;
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amostrada.
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Fig. 2.6 - Efeitos de reducdo de numero de elementos de imagem: (a) 512 x 512;
(b) 256 x 255; {c) 128 x 128; (d) 64 x 64; {(e) 32 x 32; (f) 16 x

16.
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Fig. 2.7 - Representacao do processo de quantizacao de um escalar.
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Fig. 2.8 - Processo de compressao-expansao na quantizaciao de um escalar.
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{d)

Fig. 2.9 - Quantizacdc nao-uniforme: [a) 16 n?veis*igua?menteespacados;(b)16
niveis desigualmente espacados; {c) 4 niveis dgualmente espacados;
(d) 4 niveis desigualmente espacados.
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(f)

Fig. 2.10 - Efeito visual de reducdo do numero de niveis de quantizacao:

- (a) 256 r7veis; (b) 32 niveis; (c) 16 niveis; (d)8niveis; (e) 4
niveis; (<7 2 niveis.



Fig. 2.11 - Efeito de reducao de falsos contornos por ruido pseudo-aleatorio:
(a) PCM com 8 nTveis; (b) PCM com 8 niveis e ruido pseudo-aleatd
rio. -
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Fif. 2.12 - Troca entre amostragem e quantizacao: (a) i—agem de rosto, 128 x
128 amostras, 64 niveis: (b) imagem de rostc. 256 x 256 amostras,
16 niveis; (¢) imagem de multidao, 128 x 123, 64 niveis; (d) ima
gem de multidao, 256 x 256 amostras, i5 nivsis,



CAPTTULQ 3
REALCE

Podem-se distinguir dois tipos de ‘transformacGes radiometri
cas, ou seja, transformacoes que modificam o valor dos niveis de cinza dos
pontos: restauracao - que'vfsa corrigir alguma distorcao sofrida pela ima
gem; realce - que'procura enfatizar alguma caracteristica de interesse da ima
gem. Por vezes estes dois objetivos produzem procedimentos coincidentes. E o
caso, por exemplo, quando uma imagem sofreu uma distorcao que diminuiu  seu
contraste, uma transformacao que realce as bordas dos objetos das imagens po
de, de fato, restauri-la.

Embora muitas das técnicas de restauracac e realce sejam as
mesmas (por exemplo, filtragem), os objetivos-'e enfoques divergem num e nou
tro caso. O procedimento geral da restauracao (Capiltulo 4) ¢ a modelagem do
processo de distorcdo para tentar inverté-lo. No realce nio ha esta preocupa
¢ao. Como serad visto, as teécnicas de realce sdo, na maioria,heuristicas,néo
havendo mesmo compromisso com a imagem original.

Neste capitulo serao considerados dois tipos de transformacoes
de nivel de cinza:

~ modificacao da escala de cinza (operacoes pontuais);
- filtragem (operacbes locais).

Na modificacao da escala de cinza, o novo valor do ponto depen
de s0 do valor antigo deste ponto, enquanto na filtragem o novo valor depen
de tambemr dos valores dos outros pontos.

A filtragem pode, por sua vez, ser linear (caso consista em
operacoes lineares na imagem} ou nao. Podem ter por objetivo a suavizacao
("smoothing"} ou aumento do contraste (“sharpening") da imagem original.

Embora importantes,nao serdo estudados os mapeamentos de uma
imagem em pseudo-cor ea transformacao de componentes principais. No mapeamen
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to de pseudo-cor, os niveis de cinza de uma imagem sdo mapeados emtriplas de
niveis de cinza, que correspondem as cores vermelho, verde e azul (outras co
res primarias sdo também usadas). A razao para esta transformacdo € que ©
olho humano € muito mais sensivel a variacQes de tonalidade que a variagdes
de nivel de cinza. A transformacdo de componentes principais € usada em ima
gens multiespectrais cujas bandas estdo correlacionadas, ou seja, cada ponto
da imagem & uma enupla de niveis de cinza e os valores desta anupla ndo sao
estatisticamente independentes. A transformacac de componentes principais &
uma transformacao linear neste espa¢o de niveis de cinza que produz imagens
com bandas nao-correlacionadas e coma informacdo concentrada em apenas algu
mas bandas. Deste modo pode-se trabalhar com imagens com menos bandas mas
com o mesmo conteudo de informagdo.

3.1 - TRANSFORMACAO DA ESCALA DE CINZA

A transformacao radiométrica mais simples, e nem por isto a
menos Util, & o mapeamento direto dos niveis de cinza. Num mapeamento dire
to, os niveis de entrada variam de 0 a N-1 e os de saida do mapeamento de 0
a M-1 (em geral N = M)}. A funcdo de mapeamento pode ser dada por uma  formu
la, por exemplo, uma expressao aritmética, ou através de uma tabela. A Figu
ra 3.1 mostra algumas possibilidades interessantes.

A funcdo mostrada na Figura 3.1a real¢a as variacfes dentro
do intervalo [a, b] enquanto "satura" em 0 os valores menores que a e em M-
1 os valores maiores que b. Na Figura 3.1b, os niveis de 0 a N-1 sdo "compri
midos” para o intervaio [a', b']. Uma limiarizacao (ou classificacéo) e o
efeito da funcao mostrada na Figura 3.1c. A imagem resultante tem s3 dois ni,
veis: 0 e M-1. 0 efeito da fun¢do da Figura 3.1d @ destacar os pontos da ima
gem no intervalo [a, b]; a imagem resultante tem tambem dois niveis. A fun
cao da Figura 3.le &€ semelhante & da Figura 3.1d, mas ha uma manutencao dos
niveis de cinza fora do intervalo [a, b].

A Figura 3.2 mostra uma fun¢aoque combina varios aspectos das
funcoes mostradas na Figura 3.T. E a “curva MB", bastante usada por meteoro
Togistas para realcar os topos das nuvens em imagens (infravermelhas) de sa
telites meteoroldgicos. A Figura 3.3 mostra o realce de uma imagem pela cur
va MB.
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Embora simples, qs mapeamentos diretos sdo-uteis em varias
aplicacoes. Por exemplo, a calibragao da curva de resposta de um sensor com
a intensidade de energia incidente pode ser feita usando um mapeamento conve
niente; o efeito de certas distor¢des atmosféricas ("espalhamento"} em ima
gens de satelite pode ser minimizado simplesmente suBtraindo um valor cons
tante do nivel de cinza de todos os pontos da imagem, saturandoemQ os valo
res negativos ("haze removal"). 0 realce de imagens que no processo de aquisi
¢ao tenham sido sub ou sobreexpostas pode ser feito por mapeamentos diretos
do tipo mostrado na Figura 3.1a.

3.2 - MODIFICACAO DE HISTOGRAMA

A escolha de mapeamento direto adequada €, emgeral, essencial
mente empirica. Contudo existe uma classe de metodos - modificacdo de histo
grama - nos quais o mapeamento tem por finalidade produzir uma imagem cujo
histograma tenha um formato desejado.

Dada uma imagem digital I com K niveis, o histograma de I &
uma funcdo h: [0, K-1] + Z+ (conjunto dos inteiros ndo-negatives) onde h{z)
da o nimero de pontos de I com nivel de cinza igual a z.

0 histograma de uma imagem contem uma informacdo global sobre
os "objetos" nela contidos. Se todos os pontos da imagem sdo de ummesmo obje
to, o histograma da uma idéia da probabilidade condicional p(z/objeto) de um
ponto possuir um dado nivel de cinza z dado que pertence ao objeto. Como em
geral espera-se encontrar varios objetos distintos, o histograma reflete uma
soma ponderada das probabilidades condicionais. Para um unicoobjéto e comum a
distribuicao "normal” (“gaussiana"}. Imagens constituidas de dois objetos
{por exemplo, objeto principal e fundo) podem, com frequéncia, apresentar
histogramas bimodais. Neste caso, uma técnica simples para separar os dois
objetos € limiarizar a imagem em algum ponto entre os dois picos.

As Figuras 3.4 e 3.5 mostram imagens com os histogramas res
pectivos. Na Figura 3.6 a imagem da Figura 3.4 € limiarizada num valor entre
os dois picos.



- 3.4 -

Seja I uma imagem quantizada em K niveis ([0, K-{1) com ¥ 1i
nhas e M colunas. Neste caso o numero total de pontos da imagem € N.M. Seja

r
h o histograma de I. } h(z) d3 o nimero de pontos com nivel de cinza menor

z=0
K-t
ou igual a r, Naturalmente § h{z) = N.M.
.z_=0

0 problema da modificacao de histograma pode ser posto como o
de alterar os valores dos niveis de cinza de I, obtendo-se uma imagem I' tal
que h' (histograma de I') tenha o formato desejado. Exposto desta forma, o
problema tem uma solucdac imediata: tomam-se os h*'(0) primeiros pontos de I e
mapeia-se seu nivel de cinza em 0; os h'(1) pontos seguintes sao mapeados em
1 e assim por diante. 0 inconveniente é;que a imagem resultante I' muito pro
vavelmente pouco se parecera com I. Assim, uma restricdo adicional a trans
formacao de I em I' € a seguinte: sejam z, z'0os niveis de cinza de dois pon
tos de I, e f(z) e f(z') os niveis de cinza dos mesmos pontos em I'. Entao,
se z < z', deve-se ter necessariamente f(z) < f(z')}. Em outras palavras, de
ve haver uma “monotonicidade” do mapeamento.

Uma restricdo adicional € exigir “funcionalidade" para f, ou
seja, se z=z', entdo f(z)=f(z'). Neste caso o problema de modificacao de his
tograma pode ndo ter solucao, como podera ser visto se I tiver dois pontos,
ambos com nivel de cinza igual a 0, e I' tiver dois pontos, mas com niveis O
e {. Para mapeamentos funcionais deve-se procurar obter ¢ histograma que mais
se aproxima do histograma desejado.

Para transformar exatamente, de forma monotonica, um histogra
ma noutro, pode-se especificaruma funcao f com dois argumentosze z' {z = 0,
... K'-1), onde f(z, z') da o numero de pontos com nivel z que sdao mapeados
em z'. As - restricoes a f sdo:
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K'~1

1) 1 £z, z') = hiz);
2'=0
K-1

2) § flz, z') = h'(2);
z=0

3) 2zt <z2eflz, 2') > 0 e z'* <« ' entao f(z2, z'') = 0.

A restricao { implica que todos os pontos (e nio mais) de um
certo nivel z sdao mapeados em algum nivel z'. A restricao 2 assegqura que o
histograma obtido tem o formato desejado (h'(z'}).Finalmente,arestricao3 im
plica a monotonicidade do mapeamento, pois senac, sejamzl <z2, f(zl, z2)>0e
z'' < z' e f(22, 2'') > 0, e pt e p2 dois pontos de I cujos niveis de cinza
sejam z1 e z2 mas que sejam mapeados em z' e z'’, respectivamente ( 0 que &
possivel, pois f(z1, z') e f(z2, z'') > 0). Neste caso tem-se z'' < z', oque
contraria a hipotese,

Exemplo 3.1

Seja uma imagem cujo histograma € dado por:

z I 0 I 1 I 2 1 3 1 4 1516 17°1
--------  CAURRES JSSSVRN SV QUG QRIS SIS SIS SR
h(zZ I 1 L 7 I 21 I35 I 30 [ 18 [ 12 [ 4 I

e deseja-se obter uma imagem I' cujo histograma @ plano, isto &, h'(z') = 16,
2' =0, 1, ... 7. A funcdo f(z, z'}, z= 0,1, ...7T que realiza este mapeamen
to esta dada na Tabela 3.1 (as entradas naoc preenchidas correspondem a F(z,
z') =0).

0 algoritmo 3.1 constroi a funcdo f{z, z'), dados h(z)eh(z*).
Algoritmo 3.1 - Modificacdo de histograma.

1) Para todo z, z' faca f(z, z') « 0;

2) 2' « 0y
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3) H' « h'(z');

4) Para z « 0 até K-{ faca:
4.1) R« h(z);
4.2} Enquanto H » 0 faca:
4.2.1) f(z, ') « min(H, H');
§.2.2) H«H - flz, 2');
4.2.3) H' « H' - f(z, 2');
4.2,4) Se h' « 0, faga:
4.2410) ' « 2 + 1{;
4,2,4.2) H' « h'(z')

TABELA 3.1

FUNCAC DE MAPEAMENTO DE NIVEIS DE CINZA

2'T 01 1t 1 2 I3 T4 1516T1T7TI1
z 1 I L I I I I I I

SOOI RSN UNPRN UV VRO JRNVII JRION SO A

011 I i
1t 17 I 7
2 1 8 13 I 21
3 I 3 {6 6 I 35
4 1 16 14 I 30
5 I 2 16 I 18
& I 12 I 12
7 I 4 I 4

SN VS, ARSI VIR, oV AU SV SO SR

I16 L16 116 I16 I'16 L6 L1116 116 I

0 wapeamento da imagem propriamente dito pode ser feito percor
rendoa imagem original I e, dado um ponto com nivel de cinza z, mapeando-o
em z' desde que f(z, z')>0; em cada mapeamento subtrai-se 1 de f(z, z'}.
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0 Algoritmo 3.1 tem o inconveniente de produzir mapeamentos
nao-funcionais, isto e, um nivel de cinza pode ser mapeado em varios niveis
da imagem transformada. Isto cria o problema de, dado um ponto com um certo
nivel de cinza, saber qual nivel maped-lo de fato. Pode-se pensar em algumas
solucoes para este problema. A primeira €, no percorrimento da imagem origi
nat, se f(z, z'~1) = 0 e f(z, ') > 0, mapear os primeiros f(z, z') pontos de
nivel de cinza em z', os seguintes f(z, z'«l) em z'+l e assim sucessivamente.
Outro modo & escolher aleatoriamente o nivel z' (entre os que tenham f(z, z')
> 0) para um dado ponto p com nivel de cinza z. Em geral, contudo, ndo se no
ta o efeito da nio-funcionalidade do mapeamento e ambas as solucdes conduzem
a resultados visualmente equivalentes.

Uma importante aplicacdo do Algoritmo 3.1 & a producdo de ima
gens “equalizadas", isto &,imagens cujo histograma & plano. Como pode ser
viste na Figura 3.7, a equalizacdo pode ter um efeito notavel de realce da
imagem. No caso da Figura 3.7, isto & devido a que, na imagem original, os
niveis de cinza ocupam um intervalo pequeno da escala total de niveis de cin
za, enquanto na imagem equalizada toda escala € utilizada.

3.3 - FILTRAGEM

Na filtragem, o nivel de cinza de um ponto p, apds a transfor
macdo, depende do valor do nivel de cinza original do ponto e de outros pon
tos'da vizinhanca de p. Esta vizinhan¢a nac e necessariamente 1imitada, mas
em geral os pontos mais proximos de p contribuem mais para o novo nivel de
pontos mais afastados.

Dadas duas imagens I{x, y} e J{x, y), x=0, 1, ...M-1ey=0, 1,
... N-1, a "convolucdo" (discreta) destas duas imagens € uma outra imagem
H(x, y), x=0, 1, ... M-T e y=0, T, ... N-1 dada por:

: N=1
H{x, y) = (1/M.N) } Y} Km, n) . dx-m, y-n), (3.1)
m=0 n=0

ou cquivalentemente por:
M-t Nt

{ N
H(x, ¥y} = (1/M.N) § ] I{x-m, y-n) . J(m, n), (3.2)
m=0 n=0
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onde os valores fora dos intervalos [0,M-1] e [0, H-1] s3o dados pelas for
milas:

F(x, N-y),
F(i1-x, y), (3.3)

F(Xs ‘Y)
F(-x, .y)

onde F pode ser I ou J.

As formulas 3.3 s3o equivalentes a considerar wuma imagem
F(x, y) definida em [0, M-1] e [0, n~{] como definida em [-M, M-1] e [-N,
N-11. De um modoe geral, pode-se pensar que I, J e H sao definidas para todo
x e y inteiros e que as tres imagens se repetem em intervalos de M pontos na
vertical e de N pontos na horizontal.

0 resultado da convolugao de L por J num ponto p & na realida
de uma media ponderada dos pontos de I, onde os pesos sdo dados pela imagem
J (veja Equacao 3.2), A Figura 3.8 mostra, dado um ponto p de I, quais sdo os
pontos correspondentes que servem de peso numa vizinhanca 3x3. A importancia
da convolucao deriva do fato que toda transformacdo 1inear invariantea deslo
camento (veja Capitulo {) e equivalente & convolucdo desta imagem com uma
outra. Dadas duas imagens I e J, usa-se representar H, convolugao de I porJd,
por I#J,

A transformada (discreta) de Fourier de uma imagem I(x, y)
(veja Apendice C) € uma outra imagem I{u, v) (notacio: F(I(x, y))) cujos va
lores sao complexos, definidos numa mesma regiao, obtida pela formula:

M~1 N-1
I{u, v} = (I/M.N) } Yy I{(m,n).
m=0 n=0
expl-j.2.1. ({(m.u)/M + (n.u)/N] (3.4)

A transformada de Fourier esta relacionada com a convolucio,
uma vez que a transformada de Fourier da convolucdo de duas imagens [ e J &
igual ao produto das transformadas de Fourier de Le J, como indicado na Equa
¢ao 3.5.
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F(Ix) = F(1) . F(Q) (3.5)

Deve-se observar que o produto mostrado na Equagdo 3.5 o pro
duto ponto a ponto e ndo ¢ produto matricial.

As operacoes de filtragem podem ser divididas em duas clas
ses: a filtragem linear, obtida através uma operacdo de convolucao, e a fil
tragem nao-1inear. Em ambos casos, como -ji foi mencionado, o valor final de
um ponto depende dos valores de seus pontos vizinhos, bem como da relacio de
vizinhanca existente. Ha também a filtragem recursiva (tal como o filtro de
Reiman, por exemplo) que € linear mas ndo invariante a deslocamento. Como
este tipo de filtragem & usado principalmente na restauracdo, ele sera trata
do no Capitulo 4.

3.3.1 -~ Filtragem por convolucao

0 efeito da convolucao de uma imagem T por J, &, emgeral, mis
bem compreendido estudando o comportamento do produto das transformadas de
Fourier de I e J. Tal como na convolucdo, deve-se estender o dominio de defi
nicdo da imagem e de sua transformada para todo o plano da forma: I{x+m.M,

y+n.N) = I(x, y) e r{u+m.M, v+n.N)= Z(u, v), A formula para o cilculo da. ‘trans
formada, neste caso; € a mesma (Equacdo 3.5).

Caso a imagem I tenha valores reais, ha uma repeticao nos va
Tores da transformada de I. Na realidade, pode-se mostrar que:

I{u, v) = I# (-usm.M, -ven.N),
onde I* e o conjugado de I,
Desta relacao segue que, para u=0, {0, v) = I%(0, N-v}; para
v=0, tem-se que I(u, 0) = 7+(M-u, 0); eparau =0e v = 0, 7{u, v)=I*(M-u,

N-v}. A Figura 3.9 mostra para M=5 e N=6 quais os termos conjugados na trans
formada de Fourier de uma imagem real.
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Por analogia com a transformada continua de Fourier; os 7indi
ces u e v sao chamados “frequencias espaciais". Pode-se ver, da formula da
antitransformada,

M-1T N-{
I(x, y) = EG_ 20‘ I(u, ¥) . expli.2a{{xu)/M « (y.()/N)], {3.6)
U= V=

que I(u, v} & o coeficiente de
B(x, y3 u, v) = explj:2.m.((x.u)/M « (y.)/N)],

que pode ser decomposto em suas componentes cossenoidais e senoidais:

B(x, y; Uy v) = cos[2.0.((x.u)/Me(y.e)/N)] j.senl2. . ((x.u)/Me (y.¢)/N]

BC(x, y3 u, v} + J.BS(x, y; u, v).

1

Para um par (ul, v0) fixo, BC e BS sdo funcoes bidimensionais.
E interessante observar o comportamento dasfuncGes BCs e BSs. Fixando uma
coltuna, por exemplo, y=0, tem-se que:

BC{x, u) = cos [{2.m.x.u)/M] e

BS{x, u) = sen [(2.m.x.u)/M].

A Figura 3.10 mostra para M=8 ografico de BC com x e u varian
do de 0 a 7. A variagdo de BS € semelhante, havendo sO uma alteracgdo de fase.

Pode-se ver na Figura 3.10 que so para valores de u proximos
de 0 e Y as funcOes-base sdo aproximacOes (grosseiras) de fungdes senoidais.
Tambem, para valores de u proximos de 0 e M, a variacdo da funcio-base com x
e mais lenta do que para valores proximos de M/2. Em outras paiavras, valo
res de (u, v) proximos de (0, 0}, (0, N}, (M, 0) e (M, N) corréspondem a
"baixas frequencias", e valores de (u, v) distantes destes pontos correspon
dem a "altas frequencias". As partes hachuradas na Figura 3.1t mostras as re
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gides de baixas frequéncias numa transformada de Fourier. Note também que a
maior frequencia contida nas funcdes-base mostradas na Figura 3.10 & de 1/2
ciclo por ponto, que corresponde a u=4,

Como a transformada de Fourier € em geral complexa, ndo & pos
sivel visualiza-la diretamente como uma imagem. Assim, para efeito de apre
sentacao, costuma-se construir a partir da transformada uma imagem cujos va
Tores dos pontos sao o moduto da transformada. Alem disto, prefere-se usar
nao I{x, y}, mas I(x, y).(-1)**(x+y). Isto faz com que a transformada de
Fourier fique deslocada de (M/2, N/2); portanto, a regido de baixa frequén
cia passa a ser o meio da imagem, o que facilita a visualizacao. l

Como foi dito, a convolucdo de uma imagem I(x, y)} com outra
imagem (filtro) J{x, y) pode ser computada tomando as transformadas de
Fourier #(I} e F(J), multiplicando-as e achando a antitransformada do produ
to. Assim, conhecendo a transformada de Fourier de um filtro J(x, y), pode
-se prever o efeito deste quando aplicado a uma imagem qualquer.

E comum dividir os filtros em duas grandes classes:
1) passa-baixas,
2) passa-altas,

dependendo de quais frequéncias sao atenuadas pelo uso do filtro, Um filtro
passa-baixas tem valores proximos de zero para as altas frequéncias; um fil
tro passa-altas tem valores proximos de zero para as baixas frequencias. Ha
ainda um terceiro tipo - passa-faixa - que atenua tanto as frequencias altas
quanto as baixas, preservando contudo as frequencias medias.

0 efeito visual de um filtro passa-Laixas e o de "suavizacao"
("smoothing") da imagem, uma vez que as altas frequéncias, que correspondem
as transigoes abruptas, sdo atenuadas. A suavizacdo tende também, pelas mes
mas razoes, a minimizar o efeito do ruido em imagens. A filtragem passa-bai
xa tem, por outro lado, ¢ efeito indesejado de diminuir a resojucdoc da ima
gem.
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Para filtros passa-altas, o efeito obtido e em geral o de
"agudizacdo” (“sharpening")da imagem: as transicOes entre regides diferentes
tornam-se mais nitidas. 0 efeito indesejado & o de enfatizar o ruido porven
tura existente na imagem.

Embora se possa efetuar a convolugao de duas imagens usando
as suas transformadas de Fourier, para filtros qué s30 nulos - a ndo ser em
uma pequena regiao {"niicleo® ou "mascaras") - E'preférfﬁel fazer a operacdo
"no dom{niOAdo espaco™, ou seja, com as imagens originais. Seja;' por ex@g
ple, o operacdo de "media ndo-ponderada" numa vizinhanca 3x3; esta operacao
corresponde a convolucdo com a imagem da Figura 3.12. 0 niicleo do filtro me
dia &:

w3 19 19
/9 179 109
e 19 19

Fig. 3.12 - Imagem do filtro da média.

Na operacdo feita no dominio do espaco Jevem-se calcular os
pontos pertencentes a borda de modo diferente dos demais, ja que estes ndo
dispoem de todos os vizinhos. Para ter um resultado equivalente ao da trans
formada de Fourier, deve-se considerara imagem como periddica, o que nio &
muito realista. E preferivel, pois, dar um tratamento diferenciado aos pontos
de borda,

Por questoes de simetria usam-se, na definicdo dos nicleos dos
filtros, vizinhancas n X n, onde n & um numero Tmpar. Por questoes de eficien
cia computacional, preferem-se valores pequenos para n {no maximo 7). E ﬁi
cil de ver que, se a soma dos pesos de um nicieo for igual a 1, a média da
fmagem resultante serd igual a média da imagem original. De um modo geral, po
de-se dizer que a média da imagem filtrada serd igual 2 da imagem original
multiplicada pelo somatdrio dos pesos do niicleo. Seja m’' a média de uma ima
gem filtrada [' (x, y); entdo:

m' = (I/M.N) T 3 I'(x, y).
X y
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Seja também V(x, y) a vizinhanca de (x, y) que contribui para o ponte (x, ¥},

Y{(x, y) o i2W9 vizinho de (x, ¥), e p; © Peso associado a este yizinho.

Neste caso tem-se:

m' = /(M) p..V.(x, y)1.
:); 5 Y(x},: y) L

K excecdo dos pontos proximos as bordas, todo ponto de I&mul
tiplicado uma vez por cada peso Pi~ Supondo que aimagem se repete ciclicamen
te, isto e também verdade para os pontos da borda. Pode-se, pois, escrever:

m' = (t/(M.N))} ¥ ¥ I(x, Y)-[ 3 '“Pi]
.Y V(X’ y]

e

r 3 N
= p.] (1/M.K) I{x, y)
\V(xg y) ; §
- \
= K p.! . m
k\f(x%‘ y)
=m

onde m € a méedia da imagem I(x, y), ou seja, antes da filtragem.

Este resultado pode ser mostrado também através da transforma
da de Fourier, usando a propriedade:

(0, 0) = J. ¥ I(x,y).
X Yy

Filtres do tipo média (onde todos os pesos sdo positivos) tem
o efeito de suavizar a imagem. A Figura 3.13 mostra a.transformada de Fourier
para o filtro:
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0 0,0 O
0,20 0,20 0,20
0 0,20 0

quando aplicado a uma imagem 6x6. E mostrada apenas a parte real, ja que a
parte imaginaria & nuia.

Outros filtros, nos quais alguns pesos sao negativos, tendem
a realcar diferencas e, portanto, a tornar a imagem aguda. A Figura 3.14 mos
tra a transformada do filtro:

0 -t ¢
-t 5 1
0 -1 0

A parte imaginaria, como no caso do filtro media, & nula.

Em geral, se o filtro for completamente simetrico em relacao
ao ponto central do nucleo, a parte imagindria serd nula. Isto € ficil de
ver, pois a parte imaginaria & dada por:

Iﬁ(u, v) = J ¥ I{x, y) sen[2.m((x.u)/Me(y.v)/NI.
Xy
Seu=v=0, tem-se Ii(”’ v) = 0; nos outros casos tem-se:

sen[2.0. (({M-x).u)/Me{(N-y) .v}/N}T =
senf[2.1.(u+v) - 2.0.({x.u)/M « (y.v}/N}] =
- sen[2.m.{{x.u}/M + (y.v)/N].

Se 1(x, y) = L(M-x, N-y}, ou seja, se a imagem for simetrica, entEoI}(u,v)=
0.
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Realce de caracteristicas especificas

Filtros de convolucao podem ser usados para real¢ar (ou dete
tar) certas caracteristicas presentes na imagem, tais como bordas, 1linhas,
curvas ou manchas (“spots").

A Figura 3.15 mostra mascaras (niicleos) de filtros para a de
tecéo de bordas em varios sentidos.

torte { T I\ Nordeste 1 1
t .2 1 -t -2
-{ -t ~t -t -1
Leste -1 1 1 Sudeste -1 - 1
-1 2 { -1 2 i
{ 1 1 1 1 1
Sul S IS BN | Sudoeste T -1 i
T =2 1 1 -2
1 1 { { i 1
Oeste 1 1 -1 Noroeste 1 1 1
1 -2 - 1 -2 -1
1 1 -1 T -t -

Fig. 3.15 - Mascaras de filtros direcionais de bordas.

0 realce de bordas, independentes da direcao, pode ser obtido
através das mascaras dadas na Figura 3.16.



0 -1 0 BN BEEEEN BN t -2 1

-1 4 -1 -1 8 -t -2 4 .2

0 4 0 1 -1 {1 -2 {
a b ¢

Fig. 3.16 - Filtros ndo-direcionais de bordas.
As mascaras dadas na Figura 3.16 sdo aproximacdoes do operador
laplacianc aplicado & func@o bidimensional que & a imagem. Se as derivadas di
recionais sdao aproximadas pelas diferengas
DELTAX I{x, y) = I(x-~1, y) - I(x, ¥),
DELTAY I{x, y)} = L{x, y=-1} ~ I(x, ¥},
as derivadas ficam:

DELTAXZ I{x, y} = DELTAX I{x+{, y) -~ DELTAX {(x, y) =

2-I(XQ Y) - I(X“{s Y) - I(X'ﬁts y)

DELTAYZ I{x, y) = 2.0(x, ¥) - I{x, y-1} - I{x, y=1).
Pela definicac de laplaciano,
DELTAZ f = DELTAX2 f + DELTAYZ2 f,
tem-se
DELTAZ I(x, y) = 4.I(x, ¥y} - CL(x~1, y)+L(x+1, y}<I(x, y-0)+L(x, y+1)],

que corresponde ao filtro da Figura 3.16a.
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Linhas em imagens podem ser detetadas atraves dos filtros de
convolucao dados pelas mdscaras da Figura 3.17. A Figura 3.17a mostra um fil
tro 3x3 para linhas verticais, enquanto o filtro da Figura 3.17b realca 1i
nhas horizontais.

0,5 { -0,5 0,5 -0,5 0,5

0,5 t -0,8 1 1 t

0,5 t -0,5 0,5 -0,5 0,5
a b

Fig. 3.17 - Miscaras para realce de linhas.

0 filtro da Figura 3.17 deve ser usado com cautela pois ele po
de responder a caracteristicas que ndo sdao linhas, tais como bordas e mesmo
picos. Uma solucac deste problema & usar operadores ndo-lineares, o que serd
visto na Secao 3.3.2.

De modo andlogo aq mostrado na Figura 3.17, podem ser construi
das mascaras para linrhas inclinadas de 45 graus com a horizontal.

3.3.2 - Filtragem ndo-linear

Sejam os sinais unidimensionais dos tipos "ruide” e “borda"
(degrau) mostrados na Figura 3.18. Os efeitos de um filtro de convolucdo dos
tipos (média) [1/3, 1/3, 1/3] e diferenca [-1, 3, -1] sdo mostrados na Figura
3.19, Podem-se ver nestescasos os efeitos de atenuagdo do ruide (Figura
3.19a), "borramento" da borda (Figura 3.19b), ampliacdo do ruido (Figura
3.18¢) e realce da borda {Figura 3.19d).

0s efeitos indesejados mostrados na Figura 3.19c e 3.19d po
dem ser minorados usando filtros nao-lineares. Nesta secao seraoestudados os
filtros de mediana, vizinhanca seletiva e da moda, 0s quais suavizama imagem
sem contudo diminuir sua resolucado.

No filtro da mediana, os pontos davizinhancade (x, y) sdo or
denados, e tomado como novo valor para (x, y) o valor mediano desta ordena
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¢do. 0 efeito do filtro da mediana {unidimensional) que envolve e elementos
(o ponto e seus dois vizinhos mais proximos) & mestrado na Figura 3.20. Note
~se que na Figura 3.20a o ruido foi eliminado (ndo somente atenuado), enquan
to na Figura 3.20b o degrau permaneceu inaiterado.

E possivel também, em vez de tomar a mediana da vizinhanca, es
colher o valor maximo ou o valor de ordem qualquer. Caso a imagem seja bina
ria, escolher o valor minimo pode ser feito com ¢ "e" -logico dos valores da
vizinhanca, e escolher o valor maximo corresponde ao "ou" 1dgico.

Uma alternativa que produz resultados interessantes & tomar o
valor mais frequente deuma vizinhanca - a "moda". No caso dos sinais da Fi
gura 3.18, a aplicacdo deste filtro da resultados semelhantes & aplicacae do
filtro da mediana (Figura 3.20).

Navizinhanca seletiva, procura-se tomar a média ndo em toda
a vizinhanca, mas sim numa sub-vizinhanca que satisfaca alguma propriedade da
da, tal como uniformidade, ou apresente um valor medio proximo do valor do
ponto (x, y}. 0 uso do filtro da vizinhanca seletiva presume que a imagem se
Ja composta de regides razoavelmente uniformes; a selecdo da vizinhanca pro
cura fazer com que o ponto (X, y) seja operado s0 com pontos de sua regido.

A detecdo de caracteristicas tais como bordas, 1inhas, curvas
e manchas pode ser feita tambem com filtros ndo-lineares. Para o realce de
bordas, o método ndo-linear mais simples talvez seja o operador gradiente de
Roberts, dado por:

GR(x, y) = [I{x, y)}-I{x-1)2% + [I(x-1)-I1{x-1,y)]% /3.
Devido ao custo computacional, as operacoes de elevar ao qua

drado e raiz quadrada saoc muitas vezes substituides pelo valor absoluto das
diferencas cruzadas:

GA(X, .Y) = [I(xs y)-I(x-I)[ + [I(K: Y“i)*I(X*Ta y)[o

que & mais eficiente. GR(x, y) estd relacionado com GA(x, y) pela desigualda
de.
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GR(x, y) = GAlX, ¥} s V77 GR(x, y).

Una desvantagem do operador de Roberts- & sua "anisotropia", ou
seja, sua assimetria. Dependendo da direcdo, certas bordas sdo mais realca
das que outras, mesmo tendo igual magnitude,

Um operador gradiente mais sofisticado (3x3) € o operador de
Sobel, o qual consiste .em:

6S(x, y) = (x2 + y2)*/?
onde
X = (I{x-1, y+1) + 2.I{x, yet) + I(x+l, y1)) =

(L(x-1, y-1) + 2.I(x, y-1) + I{x+1, y-1});

Y = (I{x-1, y-1) + 2.I(x-1, y} + I{x-1, y+1) -
(I(x+1, y-1) + 2.1(x+1, y) + I{x+1, y«f).

0 principio semelhante ao da vizinhanga seletiva pode ser usa
do para realce de caracteristicas. Seja o operador definido por:

LU(x, ¥) = I(x, y+1).1{x, y)+I{x,y-1)-(1/2) . (L(x-1, y«U)+l{x+1, y+1)

+ I(x-1, y)+I(x+1, y)+I(x-1, y-1)+I(x+1, y-1))

se
I{x, y+1) > I{x-1, y+t)
L(x, y+1) > I{x+1, y+l)
I(x, y}* > i{x+t, y)

I{x, y) > I'{x+1, y)

I{x, y-1) > I{x-1, y-1}
I{x, y-1) > I(x+1l, y-1)
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e por

L¥(x, y} = 0, em caso contrario. Este operador tem a propriedade de realcar
linhas verticais mais escuras que o fundo, sem realc¢ar pontos isolados (como
os filtros lineares).

Uma analise mafs atenta da definicaodeste operador revela que
ele & a implementacdo do conceito de uma Yinha vertical escura numa vizinhan
¢a 3x3. 0 mesmo principio pode ser usado para implementacido de detetores de
Tinhas claras (verticais ou horizontais), ou mesmo de caracteristicas dife
rentes como bordas e manchas. Contudo, quanto mais complexa for a caracteris
tica, mais elaborado devera ser o filtro que a implementa, o que faz com que
torne ineficiente sua implementacao em computador.
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Fig. 3.2 - Curva MB.
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{b)

Fig, 3.3 - Imagem da bande “nfravermelha do sat€lite SMS(a); imagem realcada
pela curva MB(b).
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Fig. 3.6 - Imagem limiarizada.
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Fig. 3.7 - Imagem original (a) e equalizada (b).
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Fig. 3.8 - Convolucdo de duas imagens digitais I e J.

Fig. 3.9 - Valores conjugados na transformada de Fourier de uma imagem
real 5 x 6.
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Fig. 3.10 - Componente cossenoidal da funcio B.
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Fig. 3.11 - Regioes de baixas frequéncias da Transformada de Fourier.

‘IMAGEY LE ENTRADA

2 1 2 3 4 5 6 7
¢ ¢.11¢ €.118 @.ee¢ ©.¢e¢ ©8.020 ©.290 0.268 ©.110
1 g.11¢ 9.116 e€.¢02 ©0.09¢ ©.2¢¢ 2.0 D.60¢ ©.110
z ¢ ge? @.¢2¢ ¢.02¢ @.08¢ £.2@0 @.¢r¢ 2.8¢¢ C.2e0
2 p.ecf 2.023 ©.72¢ ©.00¢ ©.00¢ 2.070 0.82¢ Q.00
¢ e.ece @.ceé ¢.¢e¢ ©.6Z¢ P2.C2@ 2.220 £.032 ©@.2¢2
5 ¢ ¢ez @.ge¢  ¢.20¢  e.0e¢  0.e20 ¢.0C€ @.022 ¢.0¢f
€ ¢ Pe2 ©.000 ¢.7¢C e.8¢¢ @.¢2¢ @o.2¢¢ £.¢20  ©.8¢0
7 e.1i¢ ©.118 ©9.¢2¢ 0.0l @.e28 0.006 9.¢0¢ ©.110

TEANSFORMADA DE FCURIER
PARTE REAL

2 1 2 3 4 5 6 7
o ¢ cof 9.797 ©.229 -£.137 -2.336 -2.137 ©6.33¢  e.7¢7
1 £.767 ©£.641 €.266 -0.118 -@.266 -0.118 0.266 £.641
2 ¢ 33¢ @.266 €.117 -C.P4€ -2.11¢ -0.f46 2.11¢ £.2¢6
2 ~2.137 -£.11¢ -9.04€ ©.619 2.248 €.R19 ~B.04€ -€.11¢
4 -2.22¢ -¢.266 -9.112 ©.€46 ©.11¢ 0.846 -2.11¢ -€.Z66
5 -¢ 127 -9 118 -2.P4€ ¢.81S ©.04€ ©€.P1¢ -€.Q4€ -¢.11¢
€ ¢.720 @.2€6 6.11¢ -0.246 -9.11¢ -2.04€ @.11¢ B.zE&C
7 2.7C7 ©.641 8.266 -£.119 -0.266 <-£.118 ©.266 0.641
Fig. 3.13 - Transformada de Fourier do filtro do tipo média.
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Fig. 3.18 - Sinais ruido (a) e degrau (b).
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Fig. 3.19 - Efeitos_de filtros lineares ao ruido e & borda: (a) efeitos _ de
atenuacao; (b) borramento da borda; (c¢) ampliacdo do ruido;
(d) realce da borda.
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(b}

Fig. 3.20 - Efeito do filtro da mediana sobre o ruido e sobre o
degrau.



CAPTTULO 4
RESTAURACAO

De um modo geral as técnicas de realce de imagens tém um cara
ter ad hoc porque frequentemente baseiam-se num critério subjetivo de ava
tiacdo, o qual € dificil de ser modelado matematicamente no estigio atual
de conhecimento sobre o sistema visual humano. Por outro lado, os processos
de restaura¢ao e reconstrucidc de imagens podem ser mais formalizadas, pois
se baseiam em criterios de avaliacio objetivos. Todavia, mesmo que esses
problemas admitam uma solucde formal, a implementac3o dos algoritmos de $0
lucao no computador pode ser bastante dificultada pelo esforco computacio
nal de lidar com problemas bidimensionais.

4.1 - MODELOS DE DEGRADACAO

0 problema de restauracao consiste na tarefa de estimar uma
imagem que sofreu um processo de degradacdo, que envolve algum tipo de espa
Thamente da luz e contaminacao por ruido. Estes problemas ocorrem em ima
gens obtidas por sensores proximos de seu limite de resoluciao como em As
tronomia, Microscopia Eletronica, imageamento por sat€lites militares de al
ta resolucao, Radiografia Medica, ou ainda em condicdes adversas {movimento
ou turbulencia}. De modo geral, o problema de restauracio consiste em recy
perar a imagem original da methor maneira possivel.

Para que o problema se torne matematicamente tratavel, é pre
ciso efetuar algumas simplificacdes. A primeira delas consiste em admitir
que o processo de degradacao possa ser representado por um sistema linear
seguido de uma adicao de ruido independente do sinal, Esta Ulitima simplifi
cacao pode ser bastante restritiva quando se verifica que, por exemplo, uma
das causas frequentes de presenca de ruido em imagens advém de granulagao
fotografica que normalmente & dependente do sinal e com efeito multiplica
tivo. Todavia, o modelo simplificado, alem de tratavel matematicamente,tem-
-se revelado satisfatorio do ponto de vista experimental em muitas situa
¢oes. Desta maneira, o espalhamento da luz & caracterizado por uma  funcao
&e'eSpalhamento h(.,.y.,.), de tal modo que o modelo de cegradacio € expres
so pela Equacdo Integral de Fredholm do 10 Tipo, que tem a seguinte forma:

- 4.1 -
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0 400
g(x,y) = J J fla,8) h{x,a,¥,B) dadB + rix,y). (4.1)

-0l -

A Figura 4.1 ilustra o modelo simplificado de degradacdo.

No caso particular em que a funcao de espalhamento pode ser
considerada invariante no espaco, resulta em h(x,a,y,8) = h{x-a,y-8), ¢ o
processo de degradacac pode ser representado por uma integral de convolu
¢aon:

400 400
g(x,y) = j [ #(0,8) h(x-ctoy-8) dadg+r(x,y) =
400 400
- j [ F(xee,y-8) h(a,8) dodd + r{x,y). (4.2)

Na ausencia de ruido e tomando a Transformada de Fourier de
ambos os lados da Equacao 4.2, verifica-se que:

G{u,v) = Flu,v). H{u,v), (4.3)

onde H(u,v) & a chamada funcdo de transferéncia do sistema linear que carac
teriza o espalhamento da luz,

Em algumas situacdes € possivel obter um modelo fisico para o
processo de degradacao. Considere-se, por exemplo, a situacio em que uma
imagem & obtida durante um certo tempo de exposicdo (como numa cimara foto
grafica) e, durante esse tempo, ocorre um movimento relativo entre a camara
e a cena. Assim sendo, a imagem obtida g(x,y) sera dada por:

+1/2

g{x,y) = I flx-xo(t), y-y,(t)) dt, (4.4)
-T/2
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onde T & a duracdo da exposicdo e xo(t) e yo(t) sdo as componentes nas dire
¢oes x e y do deslocamento da cena, respectivamente. Obtendo a Transformada
de Fourier de (4.4), tem-se:

o0 40 +T/2 ; '
G{u,v) = J J [ I f(x-xo(t), y-yo(t) dt J. e'JZH(ux +vy) dxdy.

-0 -~ _T/2 (4.5)

Invertendo-se a ordem de integracao na Equacdo 4.5, resulta

em:

+1/2 4% oo .
G{u,v) = [ J f(x-xo(t), y-yo(t) e-JZK(ux + vy) dxdy‘} dt.

-T/2 ~0 4w - (4.6)

0 termo dentro dos colchetes e reconhecido como a Transforma
da de Fourier da funcao deslocada f(x-xo(t), y-yo(t)), e usando a proprieda
de de deslocamento daquela transformada, obtem-se:

+T/2
6u,v) = Flu,v) e-d2m{ux (t) + vy (t)) 4
-T/2
+1/2
= Flu,v) f e-d2Mluxy () + vy (D) gy (4.7)
-T/2
Comparando-se as EquacOes 4.3 e 4.7, concluiu-se que:
+T/2 )
H(u,v) = { e-JZH(uxo(t) + Vyo(t))dt. (4.8)
~1/2

No caso simplificado de um movimento retilineo uniforme na di
recio x, xo(t) = Vt, yo(t) = 0 e a integracdo pela Equacio 4.8 fornece:
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Wu,v) - Sen(IOVT) (4.9)
iy

Pela Transformada Inversa de Fourier da Expressao 4.9, resul
ta a funcao de resposta impulsiva bidimensional (tambem chamada Funcio de
Espalhamento Pontual - F.E.P.) do sistema Tinear que caracteriza a degrada
¢ao:

h(x,y) = —— rect(-X-), (4.10)
VT VT
onde: rect{x) =1 se 0 <x < 1.
=0 fora (4.11)

No caso de turbulencia atmosferica, Hufnagel e Stanley (1964)
mostraram que a funcdo de transferéncia para longas exposicoes pode ser
aproximada por uma funcdo do tipo exp(-c(uz + v2)5/6).Para exposicoes  cur
tas, entretanto, o problema torna-se mais dificil, pois a funcio de espalha
mento tende a ser estocastica (Slepian, 1967).

4.2 - DETERMINACAO EXPERIMENTAL DA FUNCAO DE ESPALHAMENTO PONTUAL

Se'o fenomeno fisico que causa a degradacdo € muito complexo
para ser modelado matematicamente, deve-se recorrer a determinacdes experi
mentais da Funcao de Espalhamento Pontual (F.E.P.), a partir da propria ima
gem degradada,

4.2.1 - Fonte Pontuatl

Em alguns casos & razoavel admitir que a cena contenha fon
tes de luz que possai: ser consideradas pontuais, isto e, aproximem-se da
funcdo delta de Dirac. Tal € o caso de imagens astrondmicas em que a ima
gem de uma estrela seria uma boa aproximacao da F.E.P..
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4,2,2 - Fonte Retilinea

Se a cena original contem, objetos com retas, & possivel, sob
certas condi¢coes, determinar a F.E.P. a partir da imagem degradada.

Suponha-se, por exemplo, que na cena exista uma reta paralela
a0 eixo y. Este objeto pode ser descrito pela funcdo f(x,y) = é(x). Utili
zando a Equacdo 4.2 na auséncia de ruido, tem-se que a Funcdo de Espalhamen
to Retilinea (F.E.R.) pode ser dada por:

4+ oo

hp(%,y) = [ I 6(a) h(x-a, y-g) dadg. (4.12)

=00 =0

Utilizando a propriedade de esquadrinhamento da funcao delta,
na integracao em a, obtém-se

to e

ny (o3) = H [ 5(a) h(x~cty-6) da] a6, (4.13)
w

hpxoy) = | hlxy-g)ce (4.12)

ou, por uma mudanca de variavel de integracio dada por y' =y - B,

+m -
ho(x,y) = I hix,y') dy', (4.15)

ou seja, a resposta do sistema degradante a uma re*a na direcdo y & a inte
gral da F.E.P, ao longo dessa mesma direcao. Deve-se notar que hR(x,y) e
funcao apenas de x e, portanto, pode-se denotar hR(x,y) = hR(x).

Tomando agora a Transformada de Fourier unidimensional de
hR(x), tem-se:
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+m * .
G0 = | ngloe 2% gy

R
$oo - 400 - .
= I [ f h(x,y) dyJ o9 21ux dx

bd= ] -0

400 00

= J I h(x,y)e"jzmux + vy) dxdylv -0 (4.16)

-0 =00

Obtem-se, portanto:

Hplu) = H{u, )|, _ ¢ (4.17)

H

ou seja, a Transformada de Fourier da F.E.R. para uma reta na direcio y € a
funcdo de transferéncia do sistema degradante calculada no eixo u. Pode-se
mostrar, em geral, que a Transformada de Fourier de uma reta orientada num
angulo © com o eixo x resulta no plano complexo u-v de Fourier, em valores
de H(u,v), ao longo de uma reta com inclinacdo O + 90° (Rosenfeld and Kak,
1982), conforme ilusta a Figura 4.2.

Se retas em varias direc¢bes sao disponiveis, pode-se a par
tir das correspondentes Transformadas de Fourier unidimensionais obter, por
interpolacao, uma aproximacac razoavel de H(u,v) e, consequentemente, de
h(x,y} por uma Transformada Inversa de Fourier. Deve-se notar que este pro
blema tem grande semelhanca com o problema de reconstrucao de uma imagem
por suas projecées unidimensionais em varias direcGes, o que serd discutido
no proximo capitulo.

Se ha razoes para admitir que a F.E.P, & circularmente sime
trica, H{u,v) tambem o serad e basta o conhecimento da Transformada de
Fourier em uma Unica direcio para determinar h{x,y).
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4,2.3 - Fonte de Borda Retilinea

Se uma cena contem bordas retilineas em varias diregoes, e
possivel tambem estimar a F.E.P. Considere-se, por exemplo, uma borda ao
tongo do eixo y, que pode ser representada por uma funcdo degrau U(x), tal
que U(x) = 1 para x 2 0 e U{x} = 0 para x < 0. Seja hB(x,y) a imagem desse
degrau. Pela Equacdo 4.2, na ausencia de ruido, tem-se

+90 g0
hB(x,y) = J [ h{a,8} U(x-B) dadB==hB(x), (4.18)

-0 -

uma vez que o resultado & independente de y. Tomando a derivada de hB(x),
trocando a ordem de diferenciacao e integracdo e observando que a derivada
da funcao degrau € a funcao delta de Dirac, tem-se que:

dno(x) 9% i
— 8. J J h{ca,B) d_ [U(x-s) J__dads =
dx dx

it
| ——
e,

h{a,B) 8(x-B) dod8 =

S0
= f h(x,8) dg. (4.19)

Da equacao 4.15 pode-se concluir que:

dhg(x) )
—_— = hR(x), (4.20)
dx
ou seja, a derivada da imagem de uma borda retilinea & a imagem de uma re
ta na mesma direcdo. No dominio de Fourier o resuitado equivalente & da
do por:
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jamu Hg(u) = Hplu). (4.21)

Assim sendo, a técnica de reconstrucdo da F.E.P. do item an
terior pode ser utilizada, notando-se, porém, que o operador diferenciacio
tende a acentuar o ruido, o que pode mascarar os resultados,

4.3 - FILTRAGEM INVERSA

Nas condicoes de linearidade, invariancia no espaco e auség
cia de ruido, a Equacao 4.3 & valida; portanto, verifica-se que & pos
sivel, em principio, recuperar a imagem original pela razio entre as Trans
formadas de Fourier da imagem borrada e da funcao de espalhamento. Surgem,
entretanto, problemas com a utilizacao desse metodo, ou seja:

1) H(u,v) pode ter zeros, como foi observado no caso de movimento uni
forme unidirecional. Na ausencia de ruido ha uma indeterminacdo, sendo im

poﬁs?vel recuperar F(u,v) nessas frequencias (observar, contudo que se
H(u,v) tem no miximo um nimero contivel de zeros, & possivel em principio,
recuperar f{x,y) porque os valores indeterminados de G{u,v)/H{u,v) nao
contribuirao para o processo de integracao da Transformada Inversa de

Fourier (Rosenfeld and Kak, 1982)).

2) Na presenca de ruido, tem-se:
G(u,v) = H(u,v) Flu,v} + R(u,v) (4.22)

e, pela filtragem inversa, resulta em:

Gu¥) | pyy) « RUY) (4.23)

Nas vizinhancas dos zeros de H(u,v), o sequndo termo devido
ao ruido tende a predominar sobre o sinal F{u,v). Uma possivel solucio pa
ra este problema consiste em efetuar a restauracac da imagem por um filtro
que pondere pouco as partes do espectro da imagem degradada nas vizinhan
cas dos zeros de H{u,v), onde a relagcao sinal-ruido tende a ser baixa.
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E frequente o caso de H{u,v) cair rapidamente com u e v, re
presentando portanto a degradacac uma filtragem passa-baixas. Por outro
lado, o termo R(u,v) tende a cair muito menos rapidamente com u e v. As
sim sendo, deve-se truncar o filtro restaurador nas vizinhancas da origem,
ou seja, o filtro inverso pode ser dado por:

Flu,v)

p/ l/ uZ + y2 2 wO

H(u,v)

T .24

1

onde W, deve ser escolhido de maneira a excluir os zeros de H(u,v). A Figu
ra 4.3 (a,b,c,d) ilustra o resultado do truncamento adequado do filtro in
verso nas altas frequéencias.,

4.4 - O PROBLEMA DO MALCONDICIONAMENTO E SUA SOLUCAO

A instabilidade numerica que ocorre no filtro inverso devido
a presenca de zeros em H(u,v) e do ruido r(x,y) estd intimamente ligada
ao fato de a chamada equacdo integral, que caracteriza a degradacio da ima
gem, ser essencialmente um problema malcondicionado, no sentido de que pe
quenas perturbacoes na imagem borrada podem provocar enormes variacles na
imagem restaurada. A Unica solugdo para este tipo de problema estid no uso
de conhecimento a priori sobre a imagem original,

0 problema do malcondicionamentd torna-se mais claro quando
um modelo discreto € obtido para o problema de restauracdo. Isto pode ser
feito amostrando a imagem degradada, substituindo a integral que represen
ta o processo de degradacao dado pela Equac3o 4.1 por uma formula de qua
dratura e estimando entdo a imagem original f(x,y) em pontos discretos.As
sim sendo, por um rastreamento do tipo “TV" do conjunto bidimensional de
elementos de imagens obtidas, chega-se ao modelo discreto dado por:

g=Hf +r, {4.25)
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onde g e um vetor (Mx{1) que representa a amostragem da imagem degradada;
H & uma matriz {MxN), cujos elementos dependem da funcdo de espalhamento
h{.,.,.,.), bem como dos pesos da formula numérica de quadratura emprega
da; fe um vetor (Nx1) que representa a amostragem da imagem original; e r
e um vetor (Mx1}, cujos elementos siao componentes do ruido aditivo.

Obtém-se, assim, um modelo estatistico linear gue, dependen
do do uso ou nao de conhecimento a priori (e de seu tipo) sobre a  imagem
original, conduz a diferentes esquemas de estimacdo da imagem original, re
presentada por £, a partir das amostras da imagem degradada, representada

por g.
4.4,1 - Estimador de minimos quadrados

Quando nao se utiliza nenhum conhecimento a priori sobre as
componentes de vetor f, caracterizando-se esse vetor como apenas um conqu
to de N parametros nao-aleatbrios a serem estimados, utiliza-se normalmen
te o criterio de minimos quadrados para a estimacao. Seu uso @ motivado
mais pelo fato de ser matematicamente tratdvel do que por critérios de fi
delidade visual, que sao dificeis de ser incorporados.

Desse modo, deve-se minimizar uma forma quadratica do tipo
E(f) = (g - #E)T V™' (g - .HF) pela escotha de f. Na expressio anterior,
¥ representa a matriz de covariancia do vetor deruido r.

A minimizac3o € feita impondo igual a zero as derivadas par

-

ciais de o(f) em relacio a cada componente de f :

M) . LT vt (g - HF) = 0 (4.26)
3{f) - -7

. . -l . .
Se M >N, o inverso da matriz (ET V™" H) pode existir (nesse
caso, o sistema e denominado sobredeterminado) e o estimador f & dado por:

Fe @y H v g, (4.27)
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Deve-se observar que se o ruido e branco, a matriz Y & diago
nal e a restauracdo e obtida por:

= W Hlg =K', (4.28)
onde ﬂf representa a matriz pseudo-inversa da matriz H.

Na situacdo em que M < N tem-se um sistema subdeterminado e
ha infinitas solucdes para o problema de minimos quadrados, podendo-se mos
trar (Andrews and Patterson, 1976) que a solucdo geral & dada por:

fa W Vi gs (I-KRYK R, (.29)

onde v € um vetor arbitriario e K & uma matriz obtida pela fatorizacio da
matriz V, isto e:

V=K L (4.30)

A solucdo de minima norma & dada por:

~h}
it

(K H)" K g (4.31)
e, novamente, se o ruido & branco, » solucdo € obtida pela matriz pseudo-
-inversa ﬂf. No caso em que o posto de H seja dado pelo niumero de  linhas
(M), essa solucdo pode ser expressa por:

T

f=n'(HH) . (4.32)

Deve-se observar que a solucdo obtida pelo criterio de mini
mos quadrados coincide com aquela formulada pelo critério de maxima veros

similhanca quando o ruido de observacao & gaussiano (Sage and Melsa,
1971).

0 problema de malcondicionamento da restauracdo € expresso pe
1o fato de que pequenas perturbacoes no vetor de observacoes g, causadas
pelo ruido r, causam grandes variacbes na estimativa de f. 0 grau de mal
condicionamento do problema de restauracac pode ser medido pelo chamado nu
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mero de condicao do modelo de regressao estatistica envolvido (Mascarenhas
and Pratt, 1975). Por simplificacdo, considere-se o caso de um sistema o]
bredeterminado (isto e, o posto da matriz H e dado pelo nimero de colunas)
com ruido branco. A perturba¢do no estimador f devido ao ruido e dada por:

AF == (W Wy (4.33)

—

Pode~se mostrar (Rust and Burrus, 1972) que o erro relativo

de estimacao ||‘é£ [| estd sujeito ao limite superior, ou seja;

£ 1]
af || Hr il
BER cwnnen 21 (830
Hell gl
0 produto || K" || [] H || & denominado niimero de  condicio

de H e pode ser computado pela razao entre o maior e o menor valor singular
de H (raiz quadrada do valor proprio de ﬁ?ﬁ). Claramente, quanto maior o ni
mero de condicao,maior sera a sensibilidade do estimador as perturbacdes do
ruido.

No caso de um sistema sobredeterminado, a forma quadratica a
ser minimizada representa um paraboloide e o alongamento do elipsoide que
resutta no plano x estabelecendo a igualdade da forma quadratica a uma cons
tante estd diretamente ligado ao niumero de condi¢cdo do modelo linear de res
tauraczo. Quanto mais esse elipsoide se afasta do formato de uma esfera,
mais malcondicionado sera o modele de restauracdo. De fato, pode-se mostrar
que o numero de condicdo pode ser dado pela razio entre o maior e o  menor
eix0 principal desse elipsoide.

No caso de um sistema subdeterminado, o paraboloide degene
ra-se para o formato de uma calha e existem infinitas solucdes para a mini
mizacao da forma quadratica. Atinge-se assim, de certa forma, ¢ caso limite
de alongamento do elipsdide.
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4,4,2 - Estimador de Minimos Quadrados com Restricao Linear de Desiqual-
dade - Conhecimento a Priori Deterministico

0 problema de malcondicionamento pode ser contornado com a
intervencdo de conhecimento a priori, compensando assim a incerteza advin
da das observactes devida i quase singularidade da matriz (ﬂT‘g'l H) no
caso de um sistema sobredeterminado, Esse conhecimento pode ser determinfg
tico, estabelecendo-se por exemplo, limites inferiores e superiores nos va
lores dos elementos de imagens a ser estimados {Mascarenhas and Pratt,
1975). Um limite inferior natural e zero, uma vez que os elementos de ima
gem representam valores de iluminancia. O problema de minimos quadraticos
recai entao num algoritmo de programacao quadratica. A carga computacional
envolvida, entretanto, pode ser bastante alta quando se 1ida com vetores
e matrizes de grande dimensionalidade, os quais resultam do problema espa
cial. A utilizacao de metodos iterativos para a solucio de problemas de
programacdo quadratica de grande dimensdes, como aqueles propostos para re
construcado de imagens (a ser abordada no proximo capitulo) parece ser uma
area promissora aliviando os requerimentos de memoria ao custo de um maior
tempo de processamento {Censor, 1981),

4.,4,3 - Estimador de Minimos Quadrados com Restricao Cuadratica de Taual-
dade - Técnicas de Suavizacdo e Regqularizacizo

Os metodos de suavizagio e regularizacdo (Philips, 1962;
Twomey, 1963, Tikonov,1963) tambem tém sido utilizados para superar o pro
blema de malcondicionamento associado & restauracao de imagens. Basicamen
te, estes metodos minimizam uma expressdo quadratica do tipo ng_f_ que me
de a suavidade da solucdo sujeita a uma restricdo de igualdade na norma de
vetor residual, dada por: |[g -HF ||° =e.

Quando se impoe esta restricdo, procura-se um ponto de mini
mo da expressao lagrangiana:

WE, A =FQfeatlg-HHT (g-HF) - e (4.35)

Tomando as derivadas com respeito a f e a A ¢ igualando-as
a zero, obtem-se:
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2
X 2 F(x-1) - 2f(x) + F(x+1). (4.40)
ax?
0 criterio a ser minimizado neste caso pode ser dado por:
min & [ flx-1) - 2F(x) + F(x+1)72, (4.41)
X

que também pode ser express0o na forma matricial por:

mn ¥ ¢ cF - F g

— —_—

[

onde a matriz C & da forma:

—1 -
1
_? -2
c - ! (4.42)
.. ;
L i

Deve-se notar que a operacdodada pela Equacao 4.40 pode ser
efetuada por uma convolucao, ou seja, a restricdo € expressa pela energia
de uma versao filtrada da imagem restaurada.

No caso bidimensional, a generalizacdo natural da Equacao
4.40 e dada pelo laplaciano, que pode ser aproximado por:

ax2 3y?

n

flx-1,y) + flx+1,y) + F{x,y-1) + Flx,y+1) - 4f(x,y).
(4.43)
Do mesmo modo que no caso unidimensional, a Equacdo 4.43 po

de ser dada por uma convolucido da imagem f(x,y)} com a mascara (Gonzalez
and Wintz, 1977):
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M. 20 Fear-2 Mg« M HTEY = 0, (4.36)
of
M (g-uDT (g-HF) -e=0. (4.37)
ax

Da Equacaoc 4.36 seque-se que:

T

(Q + ' H)F = an'g (4.38)

Dividindo~se por X ambos os membros da Equagao 4.38, pode-se
obter a solucao f dada por:

f= (H'H + 1) ﬂTg_. (4.39)
A

— m——

onde A € escolhido -iterativamente de modo que a restricae de igualdade se
Ja satisfeita.

Se, por outro lado, forconsiderado oproblema de estimarf por
um critério de minimos quadrados, isto &, minimizar (g - ﬂlf)T(g - H f)tal
que uma restricdo quadratica de 1gua1dade.£ ggf_= d na medida de suavidade
da solucdo seja satisfeita, & facil verificar que uma solucdo do mesmo ti
po dado pela Equac3o 4.39 & obtida. Desse modo, os métodos de reguiarizacio
ou suavizacdo podem ser encarados como métodos iterativos para resolver um
problema de minimos quadrados com restricdo quadratica de igualdade. Para
XA+ =, a solucao de minimos quadrades e obtida. Para um valor finito de A

a matriz 1 Q tendera a evitar o problema de malcondicionamento que  advem
A
da quase-singularivade da matriz ﬂfﬂ.

A escolha da matriz Q deve recair sobre ume medida adequada
de suavidade da solucdo. No caso unidimensional, uma possivel medida seria
expressa pela segunda derivada da funcdo f(x), que poderia ser aproximada
por:
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0 1 0
plx,y) = | 1 -4 1| (4.44)
6 i 0

E interessante observar que os métodos de regularizacio e sua
vizacdo estdo relacionados aos chamados estimadores de minimos quadrados ob
tidos'por regressdo de crista ("ridge regression") (Marquardt, 1970), desen
volvidos na- literatura estatistica. Do ponto de vista estatistico, quando o
sistema & sobredeterminado, sabe-se que o estimador de minimos quadrados &
0 de minima variadncia sem vies. (Lewis and 0dell, 1971). A adicio da matriz
1Q 3 matriz (ﬂTﬂ) provoca uma reducao das variancias das componentes de i
A
a0 preco da introducdo de um vies desconhecido. Quando A + m,‘f +0, as va
riancias de i tendem a zero e o viés (desconhecido) € o vetor que represen
ta a imagem original f.

4.4.4 - Filtragem de Wiéner - Conhecimento a Priori Estatistico

Outra possibilidade de restauracao consistiria no uso do co
nhecimento a priori do tipo estatistico sobre a imagem original, recaindo,
portanto, num esquema bayesiano de estimacdo.

0 criterio utilizado normalmente neste caso & o do erro médio
quadratico, a despeito de sesaber em analogia ao que foi mencionado na Secdo
4.4.1, que tal critério ndo incorpora as propriedades do sistema visual hu
mano,

Se nenhuma restricdo & colocada nas operacoes a serem efetua
das na imagem degradada g(x,y), para obter um estimador fx,y) da imagem
original f(x,y), & possivel demonstrar (Papoulis, 1965) que f(x,y) € o va
lor esperado condicional de f(x,y) dado g{x,y), 0 que, em geral, & uma fun
¢ao nao-linear de g{x,y). Além disso, esta operacao envolve o conhecimento
das densidades de probabilidade conjuntas das varidveis aleatdrias que des
crevem os campos aleatorios g(x,y) e f(x,y), o que € dificil de obter. Por
essas razoes, esse método e dificil de ser aplicado, tanto do ponto de vis
ta teorico como de implementacao computacional.



Se for feita a restricao de utilizar apenas operacoes 1inea
res, ou se se dispuser de conhecimento de momentos ate 23 ordem sobre
g(x,y) e f(x,y), ou ainda, se os campos aleatorios g(x,y), f(x,y) e r(x,y)
forem conjuntamente gaussianos, ¢ procedimento 6timo e o chamado filtro de
Wiener{Papoulis, 1975).

4.4,4,1 - Caso Continuo

Denotando porlf o veto de coordenadas (x,y) no plano,pode-se
expressar a operacao linear do filtro restaurador Otimo por:

400 400
= [ | Wi o) 6 (4.45)

=00 w0

Se os campos aleatorios envolvidos sao homogeneos, w  sera
funcio apenas da diferenca (¥ - '), obtendo-se:

400 40
O I TR DRI (4.45)

-0 ot

A expressao a ser minimizada pelo critério de erro médio qua
dratico e, portanto, dada por:

-2

3

}i (4.47)

o
e { [e@ - [ | Wi - o) @

8\-—_

E possivel mostrar (Rosenfeld and Kak, 1982) que a  fungdo
- ') que satisfaz a seguinte equacio:

el J

W

405 . 400
e{[s® - [ [ wE-2re@) at ] e@ } =0 (4.48)

-l .0

g -

para todos os vetores de posicao E_e E no plano, minimiza a Equacao 4.47,
Este resultado € conhecido como o principio de ortogonalidade, que estabe
lece basicamente que o erro de estimacdo otima e ortogonal aos dados  de
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observacao.

Efetuando a operacao de valor esperado dentro do sinal de in

tegracao, levando em conta as definicdes de funcdo de autocorrelacio e cor
- - .- . <+, g i - - -
relacao cruzada, e apos as mudancas de variaveis r' - s = T er-%:-7,

obtem-se:

4 400

I J w(® - ) Ryg(®) ot - Reg (7). (4.49)

-0

A Equacdo 4.49 representa uma convolucdo bidimensional e to
mando a Transformada de Fourier dos dois lados da Equacac 4.49, tem-se a
expressao da funcao de transferéncia do filtro otimo:

S (u,v)
Wlu,v) = g Y (4.50)

Sgg (u,v)

onde ng(u,v) e Sgg(u,v) representam, respectivamente, as funcdes densida

de espectral de poténcia cruzada entre f(x,y) e g(x,y) e de g(x,y) consigo
mesmo. Sob a hipdotese de que o sinal f(t) e o ruido r(t) sio ndo-correla
cionados e pelo menos um deles tem media zero, pode-se mostrar (Rosenfeld
and Kak, 1982) que a Equacao 4.40 pode ser expressa como:

H* (u,v) Seelu,v)
Wlu,v) . ff

Sff(u,v) [H(u,v)]Z + Srr(u,v)

] [H(Ug\()la (4'51)
- H{u,v) [H(u,v) |2 + Sff(u_,v)
Spplu,v)
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Deve-se observar que na ausencia de ruido Srr(”’v) =0,e o
filtro de Wiener torna-se o filtro inverso 1/H{u,v). Assim, a introducao de
conhecimento a priori estatistico introduz termos que evitam os problemas
numericos devidos aos zeros de H(u,v).

Se 0 ruido r{x,y) puder ser considerado branco, o termo
Srr(u,v) na Equacdo 4.41 pode ser aproximado por um valor constante. Além
disso, na ausencia do conhecimento de Sff(u,v) e Srr(u,v], pode-se aproxi
mar a Equacao 4.51 pela expressio:

W(u,v} = L LICR2G . {4.52)
H{u,v) [H(u,v) |2 + K

onde K € uma constante que deve representar o conhecimento a priori que se
tem sobre a relacao sinal-ruido (RSR), isto &, a relacao entre a poténcia
do sinal f(x,y) e a do ruido r(x,y).

4,4,4,2 - Caso Discreto

Partindo-se do modelo linear basico dado pela Equacio 4.25,
o problema da filtragem discreta de Wiener consiste na obtencac de um es
timador linear f_ de f, do tipo _?_ = Wg, que minimiza a expressdo:

Q=E{(f- ©)T (f- D} = traco {E [f - 1 [f - FI"D. (4.53)

Supondo-se que as estatisticas abaixo sejam conhecidas, tem-
~se;

E(F) = E(r) = 0, (4.50)
E(fe) = ¢, (4.55)

Err) =y . (4.56)
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Supondo ainda que os vetores f e r sejam ndo-correlacionados,

tem-se
E(g) = 0, (4.57)
E(ggT) = _lj_Q_}iT + ¥, (4.58)
E(fg') =CH. (4.59)

Substituindo uma solucdo do tipo f_: W g na tquacdo 4.53 e
usando o principio de ortogonalidade, obtém-se:

E{(f-Wglg'} =0 (4.60)
e, portanto,
(4.61)

Empregando- as EquacOes 4.57 e 4.50 na Expressdo 4.61, tem-
-se:

b=t
"

[y

==

+ V) 1g. (4.62)

A expressao acima pode ser colocada numa forma equivalente
(Tewarson, 1972), ou seja:

H+ ') . (4.63)

Utilizando novamente o principio de ortogonalidade, o erro
medio quadratico pode ser dado por:

traco { £ [(f - D1} =

~
"

traco { E[ 17 - W.E[af]} =

traco {C - W H C}. (4.64)
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A reducao de C do valor a priori traco {C} pelo valor traco
{HH C} representa o efeito do filtro otimo.

4.5 - PROBLEMA BIDIMENSIONAL - SOLUCAO NO DOMINIO DE FOURIER

Resolvido o problema do malcondicionamento resta, contudo,
o problema da dimensionalidade das matrizes e vetores envolvidos no caso
de deconvolucao de imagens. Este problema foi resolvido pela utilizacdo de
tecnicas de Transformada de Fourier (Hunt, 1973), quando o processo de de
gradacdo & invariante no espaco. A seguir, faz-se uma descricio resumida
do procedimento desenvolvido. Para maiores detalhes sobre a técnica, que
envolve consideravel manipulacdo de vetores e matrizes, o leitor deve con
sultar a referencia original (Hunt, 1973) ou (Rosenfeld and Kak, 1982) ou
ainda (Andrews and Hunt, 1977).

No caso unidimensional, supondo que haja N amostras no sinal
a ser restaurado e J amostras na resposta impulsiva do sistema degradante,
pelo processo de convolucdo obteém-se N + J - 1 amostras no sinal degrada
do. Os vetores g, f.e r sao estendidos com zeros até uma dimensdopzN+J-1,

obtendo-se assim vetores . Forma-se tambem uma matriz H, de di

Je> ie’ Lo
mensdo P x P, obtida de tal modo que suas linhas sdo as amostras da respos
ta impulsiva do sistema degradante estendida ccm zeros atée a dimensdaoP . A
matriz He tem a caracteristica de ser circulante, isto &, suas linhas (ou
colunas) sdo versdes deslocadas (com periodicidade igual a P) umas das ou
tras. Isto permite que Hy seja fator1zada na forma H =WD w“ , onde 0

elemento(k, i) de W e do t1p0 Exp[J - k1} e D & uma matriz diagonal cujos
M

elementos da diagonal principal formam a Transformada Discreta de Fourier
de uma Tinha de H, (multiplicadas por D). Com essa fatorizacdo obtém-seum
modelo do tipo:

G =HDUW f +r, (4.65)
ou ainda:

-1 -1 -1

W ge=9__b_{ fe-p_l_{ Te (4.66)
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A operacio de multiplicacdo por W' & equivalente a efetuar
a Transformada Discreta de Fourier, 0 que resulta em:

G(u) = P H(U)F (u) + R{u) (4.67)
u=0,1..,P-1.

Mo caso bidimensional, as sequencias sdo igualmente estendi
das nas direcoes x {(ate P) e y (até Q) obtendo-se vetores 9p» foere de
dimensao PQ e uma matriz ﬂe de dimensao P.Q x P.Q que tem a caracteristica
de ser circulante por blocos, isto &, & constituida por submatrizes cir
culantes e a disposicac das submatrizes na matriz He também e circulante.
Essa matriz pode ser diagonalizada pela Transformada Discreta de  Fourier

Bidimensional, o que resulta, por analogia com a Equacao 4.67, em:

G(u,v} = PQ H(u,v) Flu,v) + R{u,v) (4.68)
U=0, cusy P-1
=0, ..., Q-1.

A partir da Equacao 4.67 ou 4.68, obtém-se relagles escala
res entre as componentes das Transformadas Discretas de Fourier,

0 filtro restaurador inverso pode ser obtido diretamente da
Equacao 4.48 por:

Flu,v) = A G(u,v) (4.69)

e a imagem restaurada e obtida pela Transformada Discreta-de Fourier Inver
sa,

0s metodos de suavizacdo envolvem ‘uso de Q = EIE, onde €
representa um operador do tipo convolucio (e, portanto, invariante no es
paco). Ana]ogamente, essa matriz pode ser transformada numa matriz circu
lante {no caso unidimensional) ou circulante por blocos (no caso bidimen

sional), e a Equacdo 4.39 assume a forma:

Fewp D ot WEEW) MO W, (4.70)
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ou ainda:

=
{=m
]
——
{=)
=
+

EE'D W'g, (4.71)

{

* * -
onde D (E ) indica a matriz cujos elementos sao o complexo conjugado  dos
elementos de D(E). Assim, obtém-se:

F(u,v) = H (u,v) ] G(u,v). (4.72)
[H(u,v) |2 + 1 [P(u,v) |2 _
A

A Figura 4.4 ilustra as restauracoes de uma imagem degradada
por uma F.E.P. do tipo gaussiano, com ruido aditivo de distribuicao unifor
me, obtidas com o filtro inverso (Figura 4.4c) e com o metodo de minimos
quadrados com restricdo quadratica de igualdade (Figura 4.4d), o que evi
dencia a substancial melhoria no Ultimo caso.

0 filtro discreto de Wiener também pode ser implementado pe
Yo uso de F.F.T.. 0 papel da matriz de suavizacao Q e agora exercide pelo
produto g;l‘g, conforme evidencia a comparacdao das Equacoes 4.39 e  4.63.
Sob a hipotese de que os campos aleatorios do sinal e do ruido sejam homo
geneos, as matrizes de covariancia Ce e V do sinal e do ruido, respectiva
mente, serdo matrizes de Toeplitz (Graybill, 1969), isto e, todos os ele
mentos de cada subdiagonal paraleia a diagonal principal serao iguais.
Alem disso, como a correlacao entre 0s elemento§ de imagems tende a  cair
com a distancia, tais matrizes terao elementos nao-nulos numa faixa ao
redor da diagonal principal. Mostra-se entao (Andrews and Hunt, 1977) que
Ef e V podem ser aproximadas por matrizes circulantes por blocos que podem
ser diagonalizadas pela Transformada Discreta de Fourier Bidimensional, ou
seja:

Ce=WANWT, (4.73)

WL, (4.74)

| ==
L]
l==
|2
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0s elementos das matrizes diagonais A e B sao, respectivamen
te, a densidade espectral de poténcia das sequencias bidimensionais
fe(x,y) e re(x,y) que deram origem aos vetores f, e r,, dados por S. (u,v)

—&
e Sr(u,v).
Resulta dai o filtro discreto de Wiener, dado por:
LR O o Ve AT (4.75)
ou ainda:
- *
F (u,v) = H (u,v) Gu,v) (4.76)
[Hu,v) {2 + S (u,v)
Sf(u,{)
U*=0,1 teay P-1
v =0’1 tsey Q‘io

4.6 - OUTRAS TECNICAS DE RESTAURACAO

Varias outros metodos de restauracao teém sido propostos e
530 brevemente cobertos nesta secio.

0 uso de técnicas de estimacdo nao-linear representa uma
abordagem para lidar com as nao-linearidades associadas ao processo de gra
vagdo de imagens em filmes fotograficos, por exemplo (Hunt, 1977). 0 meto
do envolve o critério de maxima estimacdo a posteriori e um processo ite
rativo de otimizacao pelo método do gradiente,

As técnicas de restauracdo recursiva tem sido objeto de
grande numero de investigac@es nos Ultimo anos, visando estender para duas
dimensoes 0s esquemas unidimensionais de filtragem de Kalman' (Rosenfeld
and Kak, 1982). Tais tecnicas utilizam a representacdo de imagens por cam
pos aleatorios do tipo markoviano no sentido amplo, podendo ser formulada
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Fig. 4.1 - Modelo de degradacdo da imagem.
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Fig. 4.2 - A Transformada de Fourier da imagem do tipo da reta paralela a
m-n no plano (x, y)} & um corte da Transformada de Fourier Bidi
mensional ao longo da reta p-q no plano (u, v).
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(a) (b)

{c) (d)

Fig. 4.3 - Restauracao com filtro inverso: (a) imagem original; (b) imagem
borrada; (c) restaruacao obtida considerando uma vizinhanca da
origem do plano (u, v) que n3o inclui valores excessivamente pe
quenos de H(u, v); {d) restauracao obtida usando uma vizinhan¢a
maior onde essa condicac nao e valida,
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Fig. 4.4 - Restauracao por minimos quadrados com restricao: (a) imagem origi
nal; (b) imagem borrada com funcdo de espalhamento do tipo  gaus

siano; (c) imagem restaurada pelo filtro inverso;_(d) imagem res

taurada por minimos quadrados com restricac quadratica de igualda
de. -



CAPTTULO &
RECONSTRUGAG

0 problema de reconstruir uma imagem por suas projecoes tem
atraido consideravel atencdo nos Ultimos anos, em particular devido a  sua
aplicacdo na area de tomografia computadorizada. Qutras aplicacOes que tem
despertado interesse na drea médica incluem imageamento ultra-sonico e medi
cina nuclear. Desenvolve-se atividade também nos campos de radioastronomia,
testes ndo-destrutivos de materiais, interferometria otima, microscopia ele
trdnica e exploracio geofisica. Além disso, hd potencial para a  aplicacio
das tecnicas de reconstrucdo a varias outras areas (Bates et alii, 1983).

0 problema essencial em recontrucdo de imagens € a  recupera
cao da informacdo contida numa funcdo de duas variaveis f(x, y) por proje
cﬁes dessa funcio em varios angulos. Assim sendg, em tomografia computadori
zada, o paciente € submetido a dosagem de raios X, por exemplo, segundo va
rios angulos que atravessam uma fatia de seu corpo. A partir dos dados obti
dos, & possivel reconstruir a densidade do tecido naquela fatia. Um proble
ma de reconstrucdo tridimensional &€, normalmente,reduzido ao problema de re
construir sucessivas fatias bidimensionais de um volume e empilha-las. A Fi
gura 5.1 ilustra a reconstrucdo de um corte do abdomem por tomografia compu
tadorizada.

Varias técnicas tém side propostas para abordar o probiema de
reconstucdo de imagens. De modo geral, elas tém-se dividido em duas dire
¢oes: a primeira delas utiliza as técnicas de transformadas da imagem e de
riva seus métodos no dominio continuo, discretizando os resultados no final
para a implementacdo digital; a segunda direcdo (as chamadas técnicas algé
bricas) parte inicialmente de um modelo ja discretizado, reduzindo o proble
ma a reducao de um grande sistema de equac¢oes lineares. Deve-se mencionar
neste ponto que ¢ problema de reconstruirumobjeto bi ou tridimensional por
suas projecoes foi inicialmente abordade pelo matematico austriacoJ. Randon
em 1917, que introduziu a transformada que tem o seu nome, Todavia, a plena
exploracdo das potencialidades dos algoritmos s& foi possivel com o computa
dor digital, principalmente com o trabalho de G.N. Hounsfield, peloqual foi
ganhador do Prémio Nobel de Medicina em 1979, juntamente com A.M. Carmack.

-51 -
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Deve-se observar também que o Prémio Nobel de Quimica de 1982 foi também ou
torgado por trabalhos em reconstru¢ao de imagens, envolvendo a reconstrucdo
de virus e macromoléculas por micrografia eletronica.

0 problema de reconstrucdo pode ser colocado em termos matema
ticos da seguinte maneira. Seja f(x, y)} uma fungdo definida no planc. Uma re
ta neste plano define um raio e a integral de f(x, y)} ao longo desse raio &
uma integral de raio. 0 conjunto de integrais de raio segundo um dado Sngg
lo forma uma projecdo. A Figura 5.2 ilustra a projecdo Pe(R) de f(x, y) se
gundo o angulo o.

A reta que define o raio sequndo o 3ngulo ¢ e a distincia R
da origem € dada pela equacdo:

XCos O+yseno=R (5.1)

e a integral de f(x, y) ao longo dessa reta pode ser expressa por:

o qo
PQ(R) = I I f(x, y) &(x cos 0 + y sen o - R} dx dy (5.2)

=il =0

A funcdo de duas variaveis Pe(R) e a chamada Transformada de
Radon de f(x, y).

0s primeiros tomdgrafos comerciais utilizavam feixes parale
los de raios, conforme ilustra a Figura 5.3.

Com a necessidade de abreviar o tempo de aquisicdo dos dados,
em decorréncia da mobilidade dos Grgdos do corpo humano, os tomdgrafos mo
dernos passaram a utilizar uma geometria de raior divergentes conforme ilus
tra a Figura 5.4.

De modo geral, & possivel estender as tEcnicas matemiticas de
senvolvidas no caso de raios paralelos para a situacdao de raios divergen
tes. Assim sendo, neste capitulo, as deducGes matematicas partirdo da hipd
tese de feixes de raios paralelos.



- 5.3 -

5.1 - TEOREMA DO CORTE DE FOURIER

A ferramenta basica para a reconstrucao de imagens utilizando
diretamente a Transformada de Fourier j& foi eiaborada no capitulo sQ
bre restauracdo de imagens, quando se discutiu a determinacdo da F.E.P. pe
la imagem de retas em varias dimensBes. 0 teorema estabelece essencialmente
que a Transformada de Fourier de uma imagem bidimensional pode ser gbtida pe
las Transformadas de Fourier unidimensionais das projecoes da imagem em va
rias diregdes. Considere-se, por exemplo, a projecio de f(x, y) sequndo o
eixo x, dada por:

40
Py (v) = J f(x, y) dx (5.3)

Deve-se observar que a variavel y na Equacdo 5.3 faz o papel
de R na Equacdo 5.2.

Tomando-se a Transformada de Fourier de PO (y) obtém-se:

fo =Jjen vy
SU (V) = J PO (Y) e GYS (5.4)
ou ainda
+or oo -jZ]f .V.‘y
SO (V) = J J f(X, Y) e dx dy = F(U,V)l U=0, (5.5)

isto &, a Transformada de Fourier da projecdo na direcdo do eixo x & o cor
te da Transformada de Fourier de f(x, y)} na direcdo do eixo vertical no pla
no complexo.

Esse resultado pode ser generalizado para a projecao segundo
um angulo ¢ (Figura 5.5), dada por:
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Py (s) =

40
j £(t, s) dt, (5.6)

onde t e s sao obtidos de x e y pela mudanca de variavel

t) . cos @ sen o X
3 -Sen 6  Cos O Y. (5.7)
Obtem-se, portanto, a Transformada de Fourier So(w) de Pe(s):

4o -J2mws 4o 4o ~j2nws
Sg (W) = J Pe(s) e, ds = J J P(t, s) e ds dt (5.8)

Fazendo a mudanca de variaveis de (s, t) para (x, y) na inte
gracdo dada pela Equacdo 5.8 obtem-se:

40 @ ~j2aw(-x sen © + y cos o)
J J P(t, s) e dx dy (5.9)

-ty o

Se {w)

F(u, v) para

wcos {0 + 900),
w sen (o + 90°). {(5.10)

I

-w seh O

1]

it

W C0os O

As Equacaes 5.10 representam as equacoes parametricas da reta
indicada na Figura 5.5 b que faz um angulo de (o + 90°) com o eixo u, re
sultando em:

So (W) = F(w, 0 + 909). (5.11)

Assim, tomando projecfes em varias direcGes e obtendo as respectivas Trans
formadas de Fourier Unidimensionais, tem-se cortes sucessivos da Transforma
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da de Fourier Bidimensional da Imagem, F(u, v). Com infinitas projecoes,
F(u, v) estaria completamente determinada e a imagem seria obtida pela Trans
formada de Fourier Inversa dada por:

4o 4o j2nfux « vy)
f(x, y) = J I Flu, v) e du dv. (5.12)

PN

Como sb € disponivel um nimero finito N2 de amostras da Trans
formada de Fourier e, alem disso, supde-se que a funcdo F(x, y) €definida nu

ma regido limitada {por exemplo: A S X, ¥ % 5), resulta em (Rosenfeld and
2 2

Kak, 1982}:

N/2 N/2

flx, y) = = f ) F[— —J exp
A2 m=-N2 n=-N2 A A

Jen My y
_ A A

AsxshA -AsysA (5.13)
2 2 2 2

A expressdo 5.13 pode ser implementada pela Transformada Rapi

da de Fourier se os N2 coeficientes F(E,-ﬂ) forem disponiveis.
A

Resta contudo o problema de que as projecoes unidimensionais
conduzem a amostras da Transformada de Fourier Bidimensional dispostas ra
dialmente, ao passo que para efetuar a Transformada de Fourier Inversa Dis
creta Bidimensional, para recuperar a imagem original, as amostras devem es
tar dispostas numa grade retangular, surgindo assim a necessidade de interpo
lacao Teoricamente o problema pode ser resolvido determinando os N>  coefi
cientes necessarios para calcular a Expressdo 5.12 se um nimero igual de va
lores € conhecido nas linhas radiais (Crowter et alii, 1970). Todavia, este
calculo envolve a solucao de um conjunto grande de equacoes simultaneas, o
qual frequentemente conduz 3 instabilidade numérica. E mais frequente deter
minar os valores na grade retangular por vizinho mais proximo ou por uma in
terpolacdo que envolve uma combinacdo 1inear das componentes proximas. Ainda
assim, resta o fato de que os coeficientes de frequencia espacial mais alta
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sao mais esparsos, implicando um maior erro de interpelacao. Tem-se assimuma
degradacdo na imagem obtida devido aos erros nas altas frequéncias espaciais.

0 resultado do Teorema do Corte de Fourier foi derivado origi
nalmente por Bracewell (1956)em Radioastronomia e depois  independentemente
por De Rosier e Klug (1968) em Microscopia Eletronica e Rowley (1969) em Holo
grafia Otica. Atualmente, a maior aplicacdo desse teorema ainda € em Radioas
tronomia, onde € frequente a obtencdo de dados diretamente no domTnio de
Fourier. Essa mesma razdo torna o aigoritmo adaptado a outras aplicacfes, co
mG em tomogirafia por ressondncia magnética nuclear: (Hinshaw and Lent, 1983)
ou.por transmissao de Ultra-som. (Mueller et alii, 1979).

5.2 - ALGORITMO DE FILTRAGEM E RETROPROJECAQ

A tecnica de reconstrucdo mais utilizada nos tomografos comer
ciais modernos consiste no algoritmo denominado filtragem-retroprojecao (ou
convolucdo-retroprojecio). A derivacdo desse resultado pode ser feita da se
guinte forma.

Expressando a Transformada de Fourier Inversa em coordenadas
polares obtem-se:

2 = jenw (x cos © +y sen o)
£(x, y) = [ [ Fwore W du do. (5.14)
0 ‘o

Decompondo a integral de 0 a 2nm e utilizando a relacdo:
F(w,  + 11) = F(-w, o) (5.15)

a equacao-5.14 pode ser escrita como (Rosenfeld and Kak, 1982):

I

f(x, y) = I
0

= oo

§

PR -]

Jj2nwt
Flw, 0) [w] e dw ] de. (5.16)
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Pelo Teorema do Corte de Fourier, F(w, ©) = So - IIt,z(w)(usag_
do a notagdo da Figura 5.5),resultando em:
+Hi/2 | e j2nwt

]

flx, y) = f [ So(w) [w[ e dw | do, (5.17)
-1/2 - w0

onde t & expressa pela Equacao 5.7.

A integral interior da Expressao 5.17 representa a Transforma
da de Fourier Inversa da funcdo Se(w) [w[, ou seja, & uma projecic “filtra

da" pela funcdo |w|. Denotando a funcdo obtida por Qe(t) obtem-se:

+o0 jemwt
Qy(t) = J Selw) [w| e dw (5.18)

e a imagem representada por f(x, y) & obtida "retroprojetando® as contribui
coes de todas as projecoes filtradas pela integracdo dada por:

+1/2
f(x, y) = J Qe(x cos 0 + y sen @) do. (5.19)
-1/2

Assim, uma possivel técnica de reconstrucdo seria calcular as
Transformadas de Fourier S (w) das projecBes, multiplica-las por {w| e retro

projeta-las sobre a imagem. Uma alternativa seria utilizar o equivalente no
espaco da multiplicacdo no dominio da frequéncia, dada pela operacdo de con
volugao, isto é:

Qplt) = P(£) « F (ju[), (5.20)

onde x denota convolucao.

Como se pode expressar:
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W] = (3w) . (= sgn w), (5.21)

onde a fungdo sgn w € dada por:

v

sgn w =+ w

(5.22)

it
= ]
L]
o

tem-se que Oe(t) e dada pela Transformada de Hilbert da derivada de Pe(t)’
como Se(w) € 1imitada na pratica a uma frequencia, diga-se, W, deve-se tra

balhar com uma versdo limitada em faixa de [w[. 0 simples truncamento de
|w| pela multiplicacao por uma janela do tipo pulso implica que Qe(t) seja
sent

t
que tende a se tornar bastante oscilatoria (Makovsky, 1976). Assim, tem si
do utilizadas outras janelas com decaimento mais suave, como a de Hamming,
(1977) por exemplo,

dado pela Transformada de Hilbert da derivada de uma funcdo do tipo

Alem disso, as Equacoes 5.18 e 5.19 devem ser convenientemen
te discretizadas para implementacgdo digital, resultando em (Rosenfeld and
Kak, 1982):

i ;mk
| /2 o y den' bty
0 kL2 g So m W lm?ﬂ,e m 2w (5.23)
N e Nj | N N
- H K
flx, y) == ) Q (x cos o..tysen ), (5.24)
K . i i i
i=1
onde G [m EE} representa a janela utilizada e K € ¢ numero de angulos em que
N;

foram tomadas as projecGes. A Equacao 5.23 pode ser implementada eficiente
mente pela Transformada Rapida de Fourier.
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0 algoritmo de filtragem e retroprojecao pode ser interpreta

do a partir das Equacodes 5.23 e 5.24 ou 5.18 e 5.19. Para cada valor de ;s

todos os pontos (x, y} na reta t = x cos 9, +y sen o, terdo a mesma contri

buicdo da projecio Qe (x cos 0, +y sen ei)‘ Tem-se entao a ideia de retro
i .

projecdo. Por outro lado, se as projecoes P@(t) nao forem filtradas pela ope

racac do tipo Transformada de Hilbert da derivada da projecdo, pode-se mos

trar que a reconstrucdo de uma imagem do tipo funcdo delta de Dirac s{x, y)

ficara barrada, com uma funcdo de espalhamento pontual do tipo 13 onde r e
r

a distancia a origem {Herman, 1980; Rosenfeld and Kak, 1982).

5.3 - TECNICAS ALGEBRICAS

As tecnicas algébricas de reconstrucao partem de um modelo
discretizado, em que a imagem bidimensional a ser reconstruida € representa
da por um conjunto de N x N elementos de imagem. O valor observado no dete
tor devido a uma projecic e o resultado da combinacao Tinear dos valores dos
elementos de imagem atravessados pela radiacao, onde os pesos podem repre
sentar o tamanho da intersecao do raio com a ceélula correspondente. A Figu
ra 5.6 ilustra o esquema geom@trico dos métodos algebricos de reconstrucao.
Obtem-se assim, considerando o conjunto de todas as projecdes, um sistema
linear de equagoes, de grande dimensionalidade, mas ao mesmo tempo esparso,
devido ao fato de, para um dado raio, apenas uma pequena percentagem dos
elementos de imagem ser atravessada por elea.

5.3.1 - 0 Metodo de Kaczmarz

Uma das primeiras técnicas algebricas propostas para resolver
o problema de reconstrucao foi o algoritmo denominade ART ("Algebraic
Reconstruction Techniqueﬁ) por Gordon et alii (1970), Este algoritmo foi pos
teriormente reconhecido como equivalente ao mgtodo de Kaczmarz para a reso
Tucao de um sistema de equacoes lineares (Kaczmarz, 1937). Esse método pode
ser descrito do seguinte modo: as proje¢des obtidas geram um sistema de
equagoes lineares dado por:
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1.- = l .y tti (5‘25)

onde M & o numero total de raios projetados e N2 € o numero de c&lulas de
imagem a serem reconstruidas. 0 método consiste pum processo iterativo de
solucao do sistema linear através do seguinte passo:

(3 G0 _ -0t
£ [i ¥y pj] L (5.26)
Ll 11

onde jﬁJ) representa um vetor (N°x1) de estimacaodos N? coeficientes de ate

.esimo

nuacao das ceélulas da imagem no j—— passo, e LA & o vetor de pesos da

jgﬁl@i linha do sistema de equacoes dado pela Equacdo 5.25. Estas equacOes
dependem em geral da geometria do problema. O processo iterativo & iniciado

+0)

com um vetor f'°/ arbitrario. Pode ser mostrado (Rosenfeld -and Kak, 1982)

.esima

que a Equacdo 5.26 permite obter a j=——— estimativa de fﬁfﬂa)) pela proje

esima

¢ao de f(J -1) no hiperplano correspondente a j equacao do sistema dado
pela Equacao 6. 25. 0 processo & ciclico, isto €, apos utilizaradltima equa
¢do volta-se & primeira e assim por diante. Quando existe uma Unica solugdo
para o0 sistema de equacbes, Tanabe (1971} demonstreu que a sequéncia de pro
Jecoes converge para a solucdo do sistema linear, conforme & ilustradoe na
Figura 5.7 para o caso simp]ificado de duas incOgnitas. J& no caso deumsis
tema sobredeterminado de equac¢Ges sujeitas a adigzo de ruido, as intersecdes
dos hiperplanos nao definem um Unico ponto e a sequéncia oscila ao redor do
conjunto de intersecces. No caso de um sistema subdeterminado ha infinitas
solucoes e o processo converge para uma solucdo gque minimiza a distincia des
sa solucac ao vetor inicial escolhido.

Uma outra interpretacao do metodo ¢ Kaczmarz pode ser feita

T
notande que f(J -1 . ='qj € a observa¢do que seria obtida baseada nos va

J
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tores dos elementos de imagem expressos pelo vetor.f(J'i) da (j22199_1) ite

racao. Assim sendo, o incremento f(J) - f(3"1) na 15211 componente do  ve

1 1 -
tor de estimativa e dado por:
() _ -1y Py -9, (5.27)
i oL =l Wy
1 1 2
N "
LWy
k=1
. . . . &sima . - i
ou seja, subtrai-se a medida estimada na (j -1) iteragao damedidareal,
N2
normaliza-se por } w;k e atribui-se esse incremento normalizado a cada cé
k=1

lula proporcionalmente ao peso wj] da celula.

Alem da eficiencia computacional para trabalhar com grandes
sistemas lineares esparsos,o'método de Kaczmarz permite incorporar informa
¢ao a priori sobre a imagem. A n3o-negatividade dos valores dos elementos de
imagem pode ser conseguida tornando nulas as componentes negativas obtidas
no decorrer do processo,

A dificuldade de implementar o metodo das projecdes reside no
calculo e no armazenamento do grande nimero de coeficientes wij do sistema

Tinear. Este problema pode ser abreviado considerando os coeficientes como
uma funcdo (que pode ser implementada por uma tabela) da distancia entre o
raio de projecao e o centro da celula; tal distdncia pode ser calculada em
tempo de execucdo. Qutra possibilidade consiste em substituir os coeficien
tes por 1 ou G, conforme o raio atravesse a celula ou nio.

Essa Ultima possibilidade leva a uma variacio do metodo de
Kaczmarz dada por:

NE) I e IR I B

R (5.28)
1 1 Nj
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onde Nj € o nimero de células atravessadas pelo jo'T°

raio. Assim, o incre

mento (pj~qu e dividido igualmente entre todas as c€lulas atravessadas pe
1o raio.

Varias outras modificacdes do metodo das projecoes tém sido
propostas. Uma delas, sugerida por Gilbert (1972) realiza a atualizacdo nos
valores das densidades das células apenas no final de um ciclo completo de
iteracdes. Outra possibilidade consiste na utilizacdo dos chamados métodos
de relaxacao {Herman and Lent, 1976 a) em que, ao invés de projetar direta
mente o vetor sobre o hiperplano, a sobre-relaxacao (ultrapassar o hiperpla
no até a imagem especular) ou sub-relaxacdo (permanecer do mesmo lado do hi
perplano} sdo procedimentos utilizados.

5.3.2 - Utilizacdo de Desigualdades Lineares

E possivel resolver o problema de reconstrucio substituindo
o sistema linear de igualdades dado pela Equacac 5.25 por um sistema de de
sigualdades, por exemplc do tipo: -

Iy :
p; - e s '21 ”ij.fj spyte, 1=1,2, ..., M (5.29)
Jz

onde-ei > 0 representam tolerancias que refletem a incerteza nas medidas

atribuida ao ruido. Devido & magnitude e esparsidade do sistema de desigual
dades, & usual utilizar os métodos iterativos {Censor, 1981).

Um metodo possivel & o de relaxacio para desigualdades de
Agmon (1954) e Motzkin e Schoenberg {1954). Nesse método o fato de as desi
gualdades aparecerem em pares nao e levado em consideracdo. Multiplicando

¢ lado esquerdo das Desiqualdades 6.29 por (-1) obtém-se un sistema com o
dobro do numero de desigualdades, o qual pode ser expresso por:

<w, £ o>sd i=1,2..,28 (5.30)
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e o processo iterative € dado por:

0 arbitrario, (5.31)
eliet) _ ¢0) | <., (5.32)
*’ (3)
d. - < E{’ i >]
onde s, = min{0, A, — . (5.33)

J ! “."!{ (1?

A sequéncia {AJ.}on representa parametros de relaxacdo restri
3<0

tos ao intervalo §, = Aj

algoritmo. A sequencia de iteracdes percorre ciclicamente as equagdes de pro
Jjecoes.

£ 2 -6, 815 6, >0 e garante a convergéncia de

Outro tipo natural de restricao de tipo desigualdade 1linear
que se pode incorporar envolve limites inferiores e superiores nos valores
estimados. Frequentemente um Timite inferior natural € zero, como por exem
plo no caso de a componente fi representar o coeficiente de absorcao de raios
X da i cE1yta. Um limite superior pode representar, por exemplo, omaior
coeficiente de absorgdo do corpo humano dado pele osso compacto. Ométodo pro
cura uma solucdo de minima norma que satisfaca as desigualdades devidas a im
precisao nas medidas e os limites inferiores e suwperiores, isto €, procura
-se um vetor f que minimize 1/2 |[ f [[* sujeito & restricies y; s < w,,

f>sé,parai=1,2, ...,Me wysfosvipmi=t,2, .., NZ. A des

cricao do processo iterativo para a solucio dessa problema de programacio qua
dratica podera ser encontrada no trabalho originaf de Herman e Lent (1378} ou
Censor (1981).

E conveniente notar que o problemm die resolversiitemasde desi
gualdades lineares ocorre também nos algoritmos die treinamento em classifica
¢do de padroes (Duda and Hart, 1973}, conforme sara mostrado no Capitulo 10.
AlEm disso,'o problema de restauracdo de imagens gode também ser colocado em
termos semelhantes (Mac Adam, 1970, Mascarenhas et alii, 1378).
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5.3.3 - Algoritmos de Minimos Quadrados - Métodos de Suavizacio - Métodos Ba
yesianos

Do mesmo mode que o problema de restauracdo de imagens, o pro
blema de reconstrucao, quando discretizado, leva a solucao de um grande sis
tema linear de equacdes., E natural, portanto, que métodos semelhantes  &que
les desenvolvidos para restaura¢do sejam aplicadas em reconstrucdo.

Quando se procura uma solucdo de minimos quadrades sem incor
porar informacdo a priori sobre a imagem, os problemas de mal condicionamen
to podem surgir (como ocorrem tambem nos metodos de transformadas), particu
larmente quando se dispoe de observacoes em angulos limitados, 0 que tende
a provocar dependencia linear das equacdes de projecdo. Dois metodos inicial
mente propostos para reconstrucdo (Gilbert, 1972 e Goiten, 1972} foram poste
riormente identificados (Larshminarayanan and Lent, 1972 e Herman and Lent,
1976 b} como métodos de minimos quadrados. Kashyap e Mittal (1975) também
propuseram dois métodos, um dos quais foi reinterpretado como de minimos qua
drados e 0 outro como uma formuiacao bayesiaha {Mascarenhas and  Fernandes,
1980). Essas reinterpretacbes levam a formulacdes recursivas que, como 0S me
todos iterativos de solucdo de equacbes lineares, adaptam-se a maneira usual
mente sequencial com que sao tomados os dados em reconsturcao. A recursivida
de pode ser feita também em blocos (Mascarenhas and Fernandes, 1980;
Eggermont et alii, 1981), atualizando a estimacdo apos as medidas correspon
dentes a um angulo de projecao.

As técnicas de suavizacio e regularizacdo também tém sido em
pregadas em reconstrucao de imagens, na forma de algoritmos {terativos capa
zes de ser utilizados em minicomputadores com pequena memoria principal
(Herman et alii, 1980).

Deve-se observar que Herman e Lent {1976 b} propuseramuma for
mulacdo unificada deterministica dos métodos que minimizam formas quadrdti
cas sujeitas a restrigdes quadraticas de iguaidades {os quais engiobam os me
todos de suavizac3o ou ainda, por uma reinterpretacao adequada, os estimado
res bayesianos lineares) do seguinte modo:
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Min [[ 07> £ [® tal que (5.34)

T 21 -X 3
alp - W) Alp -Wf) «(f-F) (bB+cC) (f~F) (5.35)
onde f e o vetor de densidades das <€lulas da imagem; p & o vetor de medidas
das projecOes; W € a matriz de projecdo; A & uma matriz positiva semidefini
da; B, C e D sdo matrizes positivas definidas; a, b e ¢ sdo nimeros  reais

nao-regativos; e f € um vetor especificado,

6.3.4 -~ Otimiza¢cdo da Entropia

A abordagem de maxima entropia procura obter uma solucdo para
o problema de reconstrucao com o minimo contetdo de informacdo compativel com
os dados obtidos, Uma tfbica formulacao do problema & dado por (Gordon et
alii, 1970)

Max (- N)jz f5 Inf) (5.36)
=1
tal que
<Wo fr=p; 1212, 1 (5.317)
e
fz0. (5.38)

0 algoritmoque segue foi proposto gor Gordon et alii (1970) e
sua convergencia foi provada por Lent (1977} sob determinadas condicoes:

fl0) e (5.39)

LA

P.
gllrt) | 1 e ) L2, L, (5.40)
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onde e &€ a base dos logaritmos naturais, 1 & um vetor com todas as componen
tes unitarias e A sdo parametros de relaxacdo, tal que o 0 < A, s 1.As equa

¢Oes sdo tomadas ciclicamente,i,e., i=k(mod M) + 1. A condi¢do necessaria pa
ra a convergencia do algoritmo € que o conjunto expresso pelas Restricoes
5.37 e 5.38 seja ndo-vazio. N3o € conhecido o comgartamento do algoritmo quan
do aquela condi¢do ndo & satisfeita.

Os metodos baseados na maximizacdo da entropia tém sido empre
gados na reconstrucao de imagens, tanto em técnicas algébricas (Minerbo,
1979) como em técnicas que envolvem transformadas (Wernecke, 1977). 0 crité
rio de maxima entropia parece ser conveniente nas situacdes com deficiéncia
de dados obtidos, como por exemplo na reducdo da dosagem de raios Xempacien
tes.

5.4 - COMPARACAO ENTRE METODOS - PROBLEMAS ABERTOS

0 tomografo computadorizado desenvolvido inicialmente por
Hounsfield utilizava uma técnica algébrica iterativa de reconstrucdo. Amaior
rapidez dos processos de reconstruc¢do por convolucdo e retroprojeciao levou
os tomografos modernos a utilizarem quase que extlusivamente este Ultimo mg
todo. Todavia, existem varias situacoes (discutidas em detalhe por Censor,
1983) onde os métodos algébricos podem oferecer um desempenho superior. Entre
elas podem-se mencionar a possibilidade de incorporar conhecimento a priori,
a flexibilidade de trabalhar com problemas onde as: projecoes nasc sao unifor
memente espacadas ou com modelos nao-lineares, etc,

Dentre os problemas abordados na atualidade, destacam-se:

1) Estudo de tomografia computadorizada per emissdo, onde a necessida
de de estimar simultaneamente a atenuagam e a distribuicdo da fonte
torna o problema nao-1inear.

2) Reconstrucdo por dados incompletos; se a construcao de um objeto &
feita normalmente para -b s Rsbe 0<0 s, Figura 5.2, podem-se
considerar 3 casos:
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a) proje¢oes truncadas - dados disponiveis para-b< -a 5 Rza < b,
0sox<m

EA

b) projecdes "ocas" - dados disponiveis para ‘b sR < a,asRzsb,

0sesion,e

¢) faixa limitada de visao - dados disponiveis para -b s R s b,
0 <o s0s 8 <. Para uma discussao pormenorizada desses pro
blemas, o leitor pode consultar Altschuller et alif (1981) ou
Louis e Natterer (1983);

Reconstrugao tridimensional, motivada principalmente pela necessida
de de reconstruir Orgdos moveis como ¢ coragdo humano, por exemplo,
onde a reconstrucao sequencial por fatias se torna extremamente di
ficil. A reconstrucdo tridimensional apresenta também o problema de
fazer a exibicao desses oOrgdos reconstruidos, oque envolvea solucdo
de problemas de deteccao de contornos de superficies dos orgaos,

bem como de problemas de graficos por computador, como a eliminacao

de linhas e superficies escondidas, visao por perspectivas,etc
(Vdupa, 1983).
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Fig. 5.1 - Reconstrucao tomegrafica por raios x - corte do abdomem.
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Fig. 5.7 - Interpretacao geometrica do meétodo de Kaczmarz - Solugdo Unica.



CAPTTULO 6

CODIFICACAQ

0 desenvolvimento das tecnicas de comunicacdo digitais tem
provocado grande interesse na codificacao digital da informagdo pictorica.
As maiores potencialidades residem na transmissao ponto-a-ponto mais do
que na difusao de -imagens de TV, onde ja existe um enorme investimento em
receptores domesticos analogicos. Assim sendo, desenvolvem-se esforcos pa
ra digitalizar a transmissaoc de imagens em redes de distribuicao de TV, em
sistemas de teleconferencia ou em transmissao de documentos por fac-simile
Além disso, abrem-se possibilidades de armazenamento eficiente de imagens
biomedicas como radiografias, graficos de engenharia ou arquivos de impres
soes digitais.

De um ponto de vista geral, o objetivo dos processo de codi
ficacado de imagens € reduzir a quantidade de informacao necessaria para re
presentar uma imagem com a finalidade de diminuir o tempo, a largura de
faixa ou a potencia, necessarias para transmitir a imagem, ou o volume de
memoria para armazena-la.

Os metodos de codificacdo de imagens baseiam-se tanto na re
dundancia estatistica existente nas imagens quanto nas limitacdes do siste
na visual humano. Embora ainda se esteja longe de um conhecimento completo
sobre esse sistema, & possivel explorar as limitacoes de resolucdo radio
metrica, espacial e temporal da visdo humana.

A Modulacao com Codificacao por Pulsos {em ingles “"Pulse Code
Modulation" - PCM) e a forma mais simples de codificagdo de imacens. Neste
sistema o sinal € amostrado (em geral na taxa de Nyquist) e quantizado num
numero de tons de cinza (M) que usualmente @ uma poténcia de 2(m=2B), 0
que resulta numa codificacac em B bits. Este sistema nao elimina qualquer
redundancia nos elementos de imagem e pode ser considerado um sistema de
referencia, em relacdo ao qual os demais sistemas sdo comparados em termos
de taxa de transmissdo., A discussao sobre reducao dos niveis de quantiza
¢ao apresentada no Capitulo 2 & valida tambem aqui.

6.1
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6.1 - 0 PROBLEMA DE CODIFICACAC DA FONTE DE SINAL - TEORIA DE RAZAO DE
DISTORGAD

A redundancia estatistica de uma imagem caracterizada como
uma fonte de sinal pode ser expressa em termos da entropia da fonte em
bits por imagem como:

H= -

T
X
i=

\ p; 109, pys (6.1}

onde p; & a probabilidade a priori da 821N jmagem e T & o nimero  total
das imagens que pode ser produzido pela fonte. Em principio, uma codifica
cao otima exata poderia ser obtida pelo codigo de Huffman (a ser discuti

do adiante neste Capitulo), atribuindo um codigo mais curto as imagens que

ocorrem mais frequentemente. Todavia, o numero de imagens que pode ser pro
duzido pela fonte & tdo grande (por exemplo, se uma imagem contém 256 por
256 elementos, cada um quantizado com 256 = 28 niveis, o numero total de
imagens possiveis & dado por p8Xx256x256 _ ,524588 ) 0 que torna  completa
mente inviavel esta abordagem do problema. Mesmo no caso de tentar uma co
dificacao em blocos de modo a diminuir T, o problema torna-se viivel ape
nas para pequenos blocos, envolvendo 2 oy 3 vizinhos para imagens monocro
maticas e da ordem de 10 vizinhos para imagens biniarias de fac-simile.

Se, por outro lado, for tolerada uma certa distorcao media D
na representacao de uma classe de imagens, € natural perguntar-se qual o
minimo numero médio de bits necessario para representar as imagens naquela
classe. Essa resposta & fornecida pela teoria de razao de distorcdo, ini
ciada por Shannon (1949) e subsequentemente desenvolvida por inlmeros pes
quisadores {Berger, 1971). Todavia, esta teoria fornece apenas os limites
dos metodos de codificacdo, nao especificando como projeta-los. Alem dis
so, ela sofre as deficiencias no modelamento estatistico da fonte de sinal
{(imagens), na dificuldade de c3lculo da func3o de razdo de distorcao R(D)
{minima taxa de bits necessaria para transmissio ou armazenamento sob uma
distorcio media D) e no estabelecimento de um critério de distorcdo visual
que, simultaneamente seja tratavel do ponto de vista matematico e leve em
conta as caracteristicas complexas do sistema visual humanc. A despeito
dessas limitacoes, a teoria de razio de distorcao oferece a base matemati
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ca para o problema de compressao de dados. Assim sendo, sera  apresentada
a seguir uma breve introducdo ds nocoes envolvidas, baseada na  apresenta
cao de Rosenfeld and Kak (1982).

Considere-se uma fonte de sinais que gere sucessivos e inde
pendentes simbolos {aj} que sao identicamente distribuidos. Esses simbolos
passam por um canal discreto e sem memoria, isto e, cada simbolo. aj e pro
cessado independentemente, o que resulta na saida um simbolo by. 0 canal
e caracterizado pelo conjunto de probabilidades condicionais P(bk/aj). Se
ja PC o conjunto dessas probabilidades condicionais. Assim,

P. = { P(bk/aj)’ k

: o } . (6.2)

u n
— —
£¥ ] L

Suponha-se que, tendo sido enviado pelo canal o simbolo ap
e recebido o simbolo b,, a penalidade (ndo-negativa) atribuida a tal fato
seja dada por o(aj, bL , que & uma medida de distorcdo. 0 valor medio da
distor¢ao e especificada por:

m n
d(p.)= ¢ ¢ opfa., b ) Pla., b))
o el k=1 J’ Tk J* 7k
m n
= Z +y ] L3 B .
& k§1 p(aJ by} P(aa) P(bk/ao) (6.3)

Note-se que a distribuicio de probabilidade {P(aj) j=1,...m}
caracteriza a fonte de sinal,

Um canal € denominado D-admissivel se d(P_) < 0 para todas
as possiveis distribuicOes {P(aj), j=1,2...m}. O conjunto de todas as dis
tribuicoes condicionais de probabilidade P. (quc caracteriza o camal)  D-
admissiveis & denotado por:

Pp = {P./d(P.) £ D} (6.4)
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Para uma fonte e um canal, a razao de transferencia de infor
macao do receptor ao transmissor e dada pela informacao media mutua
(Gallager,1968) especificada por:

H{X;Y) = £ & P(a;) P(b /a.) log
joi ket 90K P(b,)

(6.5)

Define-se entao a funcao de razao de distorcac R{D) como:

R(D} =  min  H{X:Y), (6.6}
PCEPD

para uma medida de distorcao p(&j, b, ) escolhida. Assim sendo, R(D) &€ a mi
nima razao de transferencia de informacao da fonte especificada ao receptor
para que o receptor possa reproduzir.os simbolos dessa fonte com uma distor
cao media D, R(D) @ medida em nats ou bits por simbolo.

Pode-se mostrar que R(D) possui as seguintes propriedades
(Berger, 1971):

a) R(D) ndo e definida para D < 03

b) existe um valor Drax 2 0 dado por

1 132

p(aj) o(aj, by ) (6.7)

Onax © m;n

J=1

tal que R(D) = 0 para D 2 D__ ;3

c) R(D) & positiva, monotonica decrescente e continua para
0 <D< Dmax;

d) R(D) & convexa, isto e, para qualquer D' e D" e qualquer X tal que
0 s X <1, tem-se que

R(AD' + (1 - A) D") s A R{D') + (1 - A) R(D"). (6.8)
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Essas propriedades mostram que uma curva tipica R(D) deve
ter a forma da Figura 6.1,

Deve-se notar que a existencia do canal na discussao prece
dente e puramente formal. Assim sendo, no problema de quantizacao, a fonte
de sinal pode ser identificada como os elementos continuos de imagem a se
rem quantizadas e o canal como o amostrador e o quantizador. Observe-se que
neste case a funcao de razao de distorgdo deveria ser definida para fontes
continuas de simbolos.

Voltando ao exemplo anteriormente apresentado de uma imagem
discretizada de 256 x 256 elementos quantizados com 8 bits, para a aplica
cao da teoria de razao de distorcdo, se cada possivel imagem for associada
a um simbolo a,, alem da necessidade de estipular a distribuicdo de proba

bilidade P{aj) para os 28x256x256 possiveis sTmbolos da fonte, seria neces
sario tambem especificar os

2ZXSXZSSXZ56 possiveis valores de p(aj, bk)-

Uma abordagem mais tratavel seria encarar os possiveis ni
veis de cinza dos elementos de imagem individuais como os simbolos {aj}.
Todavia, a medida de distorcao p(aj, bk) tenderia a ser excessivamente To
cal do ponto de vista psicofisico pois, conforme foi examinado no Capitulo
2, um critério de distorcdo deve levar em conta o contexto espacial, ja
gue a visao humana tolera maior distor¢ao em regides de grande detalhe, o
oposto acontecendo com regides de variacdo suave nos niveis de cinza.

6.2 - TECNICAS REVERSIVEIS

As tecnicas de codificacdo podem ser classificadas em dois
tipos: reversivel e irrversivel, ou seja, no primeiro caso e possivel uma
exata reconstrucao da imagem original, enquanto no segundo caso alguma dis
torcao visual e tolerada. Entre as tecnicas reversiveis de exatas deve-se
mencionar o codigo de Huffman (Huffman, 1952), que associa codigos mais
curtos aos tons de cinza mais frequentes na imagem, minimizando assim a
taxa de bits. Codigos estatisticos do tipo Huffman tém sido aplicados em
situacoes onde nao se deve ter perda de informacdo por exemplo, por razoes
legais como em imagens meédicas. Nas situacdes onde a taxa de compactacdo
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e maior, deve-se tolerar algum tipo de distorcdo e os codigos estatisticos
podem ser usados apenas como uma fase do processo de codificacdo.

6.2.1 - Codificacao de um Elemento de Imagem
E possivel aplicar o codigo de Huffman diretamente aos ele
mentos de imagem. Sejam 0s niveis de cinza denotados por 1, F2s.uu,Py €

as correspondentes probabilidades de ocorrencia P1s Posee..,Py. A entropia
associada a essa distribuigdo & dada por:

P; log, P.. (6.9)

pu
n
Ir - =

i=1

E possivel mostrar que, se os elementos de imagem sao inde
pendentes (0 que e uma hipotese pouco realista na pratica), o nimero médio
de bits utilizado pelo codigo de Huffman ndo pode ser inferior a H.

0 procedimento para obter o codigo de Huffman pode ser des
crito atraves de um exemplo (Pratt,(1978); Rosenfeld and Kak (1982)).

Sejam os elementos de imagem quantizados com 6 niveis, aos
quais se associam probabilidades segundo a tabela abaixo:

Py = plry) = 0,33, Py = 0,15,
P, = p(r,) = 0,22, Pe = 0,05, (6.10)
P3 = p(r‘3) = 0’20’ P6 = 0,05.

0 procedimento para obter o codigo & o seguinte:

Passo 1: Procure na lista de probabilidades os dois niveis com as pro
babilidades mais baixas. (No caso Pg e Pg).



-6.7-

Passo 2: Adicione essas duas probabilidades, Forme uma nova lista,com
as probabilidades nao-alteradas no Passo 1, adicionada da so
ma gerada nesse passo. Essa nova lista tem um elemento a me
nos que a anterior,

Passo 3: Volte ao Passo 1 e repita o procedimento ate que a lista con
tenha apenas um elemento.

Esse procedimento gera uma arvore, conforme mostra a Fioura
6.20

A atribuicdo das palavras de codigo parte da raiz da arvore
binaria e atribui 1 a ym ramo e 0 ao outro, continuando o procedimento em
cada no de arvore, conforme ilustra a Figura 6.3.

Deve-se observar que a entropia da fonte de sinal pode ser
calculada pela Equacdo 6.9 e vale 2,32 bits/simbolo, enquanto a taxa media
de bits & dada por: '

=
|

=0,33x2+0,22x2+0,20x2+0,15x3+0,05x44+0,05x4-=

2,35 bits/elemento

(6.11)

0 codigo de Huffman tem a propriedade de ser unicamente deco
dificavel, no sentido de que uma sequéncia de bits so pode ser decodifica
da de uma Gnica maneira. (Alem disso ele & um codigo-prefixo no sentido de
que nenhuma palavra do codigo € um prefixo de gqualquer outra). 0 cddigo de
Huffman & otimo no sentido de que nenhum outro codigo unicamente decodifi
cavel pode ter menor taxa de bits para a mesma fonte de sinais.

Dois problemas podem ser associados ao codigo de Huffman: 1)
e um codigo de comprimento variavel, o que pode exigir algum tipo de arma
zenamento intermediario entre transmissor e receptor para lidar com a ta
xa variavel de transmissao; 2} o desempenho do codigo € bastante sensivel
a variacoes na estatistica da fonte de sinal, o que dificulta sua utiliza
¢ao em imagens que tendem a ser representadas por fontes nio-estacionarias.
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6.2.2 - Codificacao de Elementos Adjacentes

A correlacao existente entre elementos adjacentes de imagem
pode ser explorada na codificacao de pares de pixels. Todavida, se cada
elemento de imagem e quantizado em L niveis, € necessario armazenar L2 pa
lavras de codigo (ou gera-las), o que tende a tornar o processo inviavel.
Se se considerar 3 elementos adjacentes, alem da necessidade de armazena
mento de L* palavras, o aumento de desempenho nao € substancial,

Uma alternativa consiste em codificar diferencas entre ele
mentos de imagem adjacentes numa linha ou em linhas adjacentes. Tal codifi
cacao tem alguma semelhanca com os codigos preditivos a serem discutidos
adiante. Se cada elemento tem L niveis de quantizacdo, a diferenca entre
esse elemento e o adjacente podera ter 2L-1 niveis. Todavia, devido 3 cor
relacao entre esses elementos a probabilidade de ocorréncia de grandes va
lores de diferenca & pequena e & possivel desenvolver uma variacio do codi
go de Huffman, denominado codigo de Huffman com deslocamento que, ao  pre
¢o de um pegueng decréscimo de desempenho, pode diminuir consideravelmente
o numero de palavras de codigo (Gonzalez and Wintz, 1977).

6.3 - TECNICAS IRREVERSTVEIS

6,.3.1 - Modelos Matematicos

Com o objetivo de alcancar uma taxa maior de compressao de da
dos & necessario tolerar algum tipo de distorcao. Esses métodos usualmente
envolvem tres estagios (Netravali and Limb, 1980): 1) um estagio inicial no
qual & feito algum tipo de transformacdo da imagem, em geral reversivel,
com o objetivo de eliminar a redundancia estatistica; 2) um estdgio, usual
mente irreversivel, em que a acuracia de representaciao & reduzida, manten
do-se uma qualidade visual da imagem; 3) um estagio reversivel no qual a co
dificacao propriamente e realizada, podendo ser utilizados os codigos esta
tisticos como os de Huffman, A Figura 6.4 ilustra o diagrama de blocos de
um processo de codificacdo de imagens irreversivel.

_ Para o projeto de um tal sistema € usual a caracterizacio da
imagem do ponto de vista estocastico, atraves de campos aleatorios. Normal
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mente e feita a caracterizagdo atraves dos dois primeiros momentos, envol
vendo o valor esperado dos elementos de imagem e sua matriz de covaridncia.
Sob a hipotese de estacionaridade no sentido amplo do campo aleatdrio, o va
lor esperado @ constante e a covariancia entre elementos de imagem so depen
de de sua separacdo geometrica. Outra hipotese simplificadora & que a  fun
¢io de covariancia dos elementos possa ser dada por um produto de Kronecker
das matrizes de covariincia nas direcdes horizontal e vertical. A acuricia
desse modelo foi invesfigada por Jain (1976a). Uma outra simplificacdo mate
matica frequentemente feita & a utilizacdo de um modelo markoviano para as
matrizes de covariancia nas direcbes horizontal e vertical, Deve-se notar,
contudo, que um dos problemas bisicos na caracterizacao de imagens reside
na nao-estacionaridade do campo aleatorio, o que pode exigir o uso de algo
ritmos adaptativos de codificacao. 0 modelo gaussiano para a caracterizacdo
da densidade de probabilidade dos elementos de imagem tem sido utiltizado,
mais talvez por razoes de simplicidade analitica do que por realismo.

6.3.2 - Tecnicas Preditivas

Os codigos preditivos tém suas raizes ra teoria de predicio
de series temporais desenvolvida por Wiener na_década de 40. A ideia basica
e codificar o sinal resultante da diferenca entre o elemento de imagem e a
predicao dele, baseada na mesma linha (predicdo unidimensional}, em linhas
adjacehtes (predicao bidimensional)}, ou mesmo envolvendo elementos de ima
gem nos quadros précedentes, no caso de imagens de TV,

Considere-se o caso mais simples de estimacao de um elemento
de imagem baseado numa operacdo linear envolvendo o elemento anterior na
mesma linha. Suponha.se tamb&m por simplificacao que a imagem tenha media
nula. Sob essa hipOtese, pode-se mostrar (Papoulis, 1965) que um preditor 1i
near que minimize o erro medio quadratico, dado por:

E = E {{f(i,j) - £(i,j)2}, (6.12)
tera a forma:

fi,3) = a £(i-1,3). (6.13)
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Se a media ndo fosse nula, a Expressac 6.13 deveria ser adi
cionada uma constante a ser determinada.

Expandindo-se a expressao 6.12 e utilizando a Equagdo 6.13
obtem-se:

E = E{f2 {i,§) - 2a E{ f(i,j) F(i-1,3) + a® E {f2 {i-1,j}}. (6.14)

Sob a hipotese de que o campo aleatorio que descreve a imagem
e estacionario no sentipo amplo, a funcdo de correlacao R{.,.,.,.) & da for
ma:

R(i,jk,1) = R(i-k, j-1) (6.15)
e dai resulta:
E = R(0,0) - 2a(1,0) + a2 R(0,0). (6.16)

Diferenciando a expressao anterior em relacao ao coeficiente
a e igualando o resultado a zero, obtem-se o valor otimo de a:

R(1,0) |
R(0,0)

a = (6.17)

Este valor e reconhecido como o coeficiente de correlacac (p) entre elemen
tos de imagem adjacentes, isto e:

£(i,3) = of(i-1,§). (6.18)

Substituindo o valor de f(i,j) dado pela Equacao 6.18 na  Ex
pressao 6.16, obtem-se o valor minimo do erro medio quadratico:

R(0,0) P - R(1L0)

E . =

It

o? (1 - Qz)s (6-19)
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onde g2 & a variancia da imagem suposta constante,

Quando se faz a predicao de um elemento de imagem por uma
combinacao linear de elementos adjacentes, a determinacdo dos coeficientes
de predicao se faz de maneira analoga, envolvendo a solucdo do chamado sis
tema de equagoes normais. Essas equacbes tem como coeficientes as correla
coes entre os elementos de imagem envolvidos na predicao, Pode-se mostrar
(Rosenfeld and Kak, 1982) que, se o campo aleatdrio que caracteriza a  ima
gem for markoviano, com funcdo de autocorrelacdo separavel, entdo a  predi
cao de um elemento de imagem baseada nos elementos supericr, & esquerda e
na diagonal superior a esquerda fornece os residuos de predicio (isto e,
£(i,j) - £(i,3))ndo correlacionados. Habibi (1971) realizou um estudo  de
preditores de 123 ate 222 ordem, concluindo que preditores de 33 ordem, se
gunde o esquema bidimensional sugerido anteriormente, apresentam ¢ melhor
compromisso entre desempenho e complexidade,

0 diagrama de blocos de um sistema tipico de transmissdo e re
cepcao por codigos preditivos estd mostrado na Figura 6.5, 0s preditores do
transmissor e do receptor sao iguais. A funcdo desses preditores e atrasar
o sinal de entrada por um tempo igual ao intervalo entre amostras e multi
plicar pela constante dada pela Equagdo 6.17.

A alta correlacao normalmente existente entre elementos de
imagem adjacentes faz com que o histograma do residuo seja concentrado ao
redor do valor zero. A densidade de Laplace tem sido utilizada para modelar
esse histograma e um quantizador otimo pode ser derivado utilizando a técni
ca de Max, resultando em pequeno espacamento para pequenos erros de predi
¢ao e grande espacamento para grandes erros. A codificacao desses niveis po
de ser feita entao utilizando eventualmente o codigo de Huffman. Deve-se Te
var em conta, entretanto, os problemas que resultam de uma taxa variavel de
transmissao.

Ao sistema de codificacdo por predicao di-se, de modo geral,
a denominac3o Modulacdo com Codificacéo Diferencial por Pulsos (em ingles
"Differential Pulse Code Modulation” - DPCM)., Um sistema DPCM com um quan
tizador otimo de 8 niveis (3 bits) pode produzir imagens com a mesma quali
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dade visual que um sistema PCM de 6 a 8 bits, com excecdao dos erros em bor
das agudas da imagem.

Quando a quantizacdo e feita em 2 niveis (1 bit), o sistema
de codificacao tem o nome de Modulacao Delta (em ingles "Delta Modulation"-
DM). O diagrama de blocos de um sistema de Modulacao Delta & representade
na Figura 6.6, 0 sinal analogico serve de entrada para um dispositivo que
realiza uma diferenca. Se o sinal diferenca € positivo, a limiarizacao pro
duz um pulso; caso contrario, & produzido um pulso positivo. 0s pulsos posi
tivos e negativos sao codificados como digitos binarios e transmitidos. Si
multaneamente, os pulsos sao utilizados como entrada do integrador na malha
de realimentacao, que produz uma representacao aproximada do sinal do tipo
escada. No sistema de recepgao 0s bits sao utilizados para reconstruir os
pulsos positivos e negativos que sao intégrados para reconstruir o sinal
original, 0 filtro passa-baixas serve para eliminar componentes espurias de
altas frequencias no sinal reconstruido.

A Figura 6.7 ilustra os problemas basicos que ocorrem com o
sistema de Modulacao Delta: se o passo de limiarizacao € pequeno, o sistema
ndo € capaz de acompanhar bordas onde a variacio do sinal & rapida  (sobre
carga). Se, por outro lado, o passo de limiarizacdo & aumentado para compen
sar o efeito anterior, surge o problema de ruido granular, que resulta de
uma oscilacdo visivel entre os dois niveis de quantizacdo em regides unifor
mes da imagem. A escolha adequada do passo de Timiarizacao resulta de um
compromisso entre esses dois problemas conflitantes.

Esse fato & ilustrado na Figura 6.8c, que & uma situacdo in
termediaria entre a Figura 6.8b {sobrecarga) e a Figura 6.8d (ruido granu
lar). Nessas figuras q representa a percentagem do passo de limiarizacdo em
relacdo a0 pico de sinal e e.m.q indica o erro medio quadratico entre a ima
gem original e a imagem reconstruida.

Problemas analogos de sobrecarga e ruido granular ocorrem na
codificacdo preditiva com maior numero de niveis. A Figura 6.9¢c representa
igua]menté um compromisso entre as Figuras 6.9b (sobrecarga) e 6.9d (ruido
granular) para um DPCM de 8 niveis.
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Codigos preditivos bidimensionais oferecem em geral uma  pe
quena reducao do erro medio quadratico em comparacao com os codigos unidi
mensionais. Todavia, com o uso de predicao bidimensional, as bordas verti
¢ais tendem a ser mais bem representadas, bem como 0s efeitos visuais de
erros de transmissao (a ser discutido adiante) sdo diminuidos.

Como ja foi mencionado antericrmente,. imagens tendem a  exi
bir uma forte nao-estacionaridade, o que tem motivado o desenvolvimento de
codigos adaptativos. Uma possibilidade que tem sido bastante explorada con
siste em adaptar os niveis de quantizacio ao contetdo da imagem. Se o bri
Tho da imagem varia rapidamente, 0s niveis de quantizacio devem ser aumen
tados para reduzir a sobrecarga, e se 0 brilho e relativamente constante
0s niveis de quantizacdo devem ser diminuTdos para combater os efeitos de
ruido granular. Outra possibilidade consistem em associar ao nivel de va
riacao tonal da imagem a escolha de um modo de Modulacdo Delta (pequera va
riacao} ou DPCM (grande variacao).

Um dos problemas que surgem com a utilizacdo de codigos pre
ditivos e o efeito de erros de transmissdao. No receptor, um tipo de inte
gracan e feito sobre os sinais de diferenca entre a predicio e o valor
real do elemento de imagem, de modo que um erro de transmissao tema ten
dencia de se propagar.

No caso de preditores unidimensionais otimos sabe-se (Woods,
1975) que para a maior parte das funcGes de correlacdo encontradas em ima
gens o preditor e estavel, o que imp]ica_que os efeitos do erro de  trans
missao tendem a decair. O preditor baseado diretamente no elemento ante
rior & instavel e os erros de transmissdo resultam em faixas nas  1inhas
recebidas, Este preditor pode ser estabilizado por uma *integracdo com
fuga", isto €, apenas uma fracde do valor anterior & usada para predicio.A
Figura 6.10 ilustra o efeito de erros de transmissao de um DPCM com 8  ni
veis e predicao pelo elemento de imagem anterior por uma fracdo igual a
0,9.
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No caso de codigos preditivos bidimensionais, a analise g
mais dificil. Preditores otimos bidimensionais para as funcoes de correla
¢do usuais podem ser instaveis e um critério adequado de estabilidade ain
da nao e conhecido. Todavia, ha preditores bidimensionais estaveis para oS
quais o efeito visual de distorcdo € bem menos perceptivel que no caso uni
dimensional. A Figura 6.11 apresenta os efeitos de erros de transmissao pa
ra um codigo preditor bidimensional de 42 ordem.

A redundancia existente entre quadros sucessivos de TV pode
ser explorada por tecnicas preditivas. Todavia, devido a dificuldade de
armazenamento, tais c0digos tém sido baseados na predicac apenas pelo qua
dro anterior. 0s codigos predftivos entre quadros exibem a deficiencia de
"sobrecarga temporal" analogo a sobrecarga descrita para os codigos predi
tivos espaciais. Se uma cena contem objetos de alto constraste que se mo
vem, a reproducdo de suas saidas e deficiente, aumentando em passos igual
ao intervalo de quantizacdo. Tem havido algum esforo para combinar os codi
-gos preditivos temporais com a tecnica de repreenchimento 'de quadro onde
apenas 0s elementos que variam de quadro para quadro sao transmitidos.

6.3.3 - Tecnicas por Transformacao

A codificacao por transformacdo baseia-se na idéia de apli
car uma transformacao linear sobre uma imagem ou sobre uma subimagem (para
diminuir a carga computacional), de modo a obter componentes transformadas
menos correlacionadas do que os elementos de imagem originais. Em sequida,
estas componentes sao ordenadas sequndo sua importancia em representar a
informacao, e as componentes menos representativas sao descartadas (ou
quantizadas com um numero menor de bits) para obter compressdo. No  recep
tor a transformacdo inversa @ obtida para recuperar a imagem, A Figura
6.12 ilustra o esquema geral de codificacao por transformacao.

6.3.3.1 - Transformacao Otima

Em principio, a transformacdo otima deveria tornar os coefi
cientes independentes, mas estatisticas de ordem superior a 2 sdo dificeis
de obter, de modo que se deve procurar uma transformaciao que decorrelacio
ne os coeficientes.
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A Transformada de Karhunen-Loeve ou de Hotelling, alem de pos
suir esta propriedade, tem tambem a caracteristica de minimizar o erro m§
dio quadratico de reconstrucido quando se descartam os coeficientes. Consi
derando uma subimagem como um vetor N-dimensional de elementos de imagem,
pode-se calcular a matriz de covariancia €, deste vetor de varidveis alea
torias. A Transformacdo de Karhunen-Loeve & dada pela matriz A cujas linhas
sac os vetores proprios normalizados Ex' Admitindo que a matriz Ex. séja
positiva definida, todos os seus valores proprios sdo positivos e podemser
ordenados. A maxima compactacio de energia € feita preservande os  coefi
cientes correspondentes aos vetores proprios associados aos maiores valo
res proprios, que representam as variancias dos coeficientes obtidos. © er
ro medio quadratico de reconstrucio € dado pela soma dos valores proprios
¢as componentes descartadas.

0 uso da Transformacao de Karhunen-Loeve apresenta varios pro
blemas na pratica: 1) a ndo-estacionariedade da imagem:implica que a trans
formacao depende do bloco da imagem; 2) a transformacao € dependente da ca
racterizacio estatTstica da imagem, 0 que & frequentemente dificil de ob
ter; 3) a transformada de N elementos de imagem em geral requer N2 mutti
plicacoes, o que pode representar uma carga computacional consideravel.Uma
excecao € 0 caso em que a funcao de correlacdo da imagem & do tipo marko
viano e separavel, isto &:

E L F(1,3) £k, = ool Ikl L1 (6.20)

onde 0> & a varianciada imagem (supondo-se média nula) e p; e p, sdo
respectivamente os coeficientes de correlacao na direcao vertical e hori
zontal, respectivamente. Nessas condicoes, Jain (1976b) mostrou que € pos
sivel implementar a Transformacao de Karhunen-Losve por algoritmos de Trans
formada Rapica de Fourier.

6.3.3.2 - Transformacoes Sub-Jtimas

Varias transformacoes subotimas tém sido utilizadas na com
pressao de imagens. Elas produzem coeficientes menos correlacionados que
a imagem original, n3ao dependem da estatistica da imagem e podem ser im
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plementadas por algoritmos rapidos, Dentre essas transformadas, podem ser
mencionadas a Transformada Discreta de Fourier, a de Hadamard, a de Haar,a
Transformada Discreta do Cosseno a a Transformada Obligua (“"slant”).

A Transformada Discreta de Fourier pode ser implementada efi
cientemente atraves do algoritmo de Transformada Rapida de Fourier (em in
gles "Fast Fourier Transform"- FFT). Como no caso das demais transforma
coes, ela & separavel, o que implica que a transformada pode ser obtida
ap]icando‘sucessivamente transformacoes unidimensionais sobre as linhas de
imagem e, em sequida, sobre as colunas. Assim sendo. a transformada bidi
mensional pode ser implementada com 2N% log,N multiplicacoes e adicoes (qg
de N & o nimero de linhas de colunas da imagem). Deve ser observado que a
Transformada de Fourier € assintoticamente equivalente a de Karhunen-leove,
isto e, os coeficientes sao nao-correlacionados quando N tende a infinito
(Grenander and Szego, 1969).

A Transformada de Hadamard e baseada na matriz de Hadamard
(ver Apendice), que & composta apenas de (+1 e -1). Assim sendo, ela tem a
vantagem de poder ser implementada apenas por somas e subtracoes. 0 mesmo
acontece com a Transformada de Haar, envolvendo apenas +1, -1 e 0.

A Transformada do Cosseno tem sido objeto de grande interes
se recentemente, devido d@ sua proximidade das propriedades Gtimas da Trans
formada de Karhunen-Loeve ao fato de poder ser implementaca por um algorit
mo mais rapido do que a FFT, que envolve apenas operacoes reais e a redu
cao do efeito visual de blocos na implementacdo da codificacdo por subima
gens.

A Transformada ObTiqua e baseada numa matriz cujas 1inhas
sao formas de onda discretas monotonicamente decrescentes com passo cons
tante, da maxima para a minima amplitude. Desse modo, ela produz uma repre
sentagao adequada para variacOes graduais de britho numa linha da imagem.

Deve-se observar que todas as transformacoes mencionadas sdo
unitarias, isto e, AT = a! (onde AT e 0o complexc conjugado de AT) e
portanto a transformada inversa, que & feita no receptor, & implementada de
maneira analoga a no transmissor.
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6.3.3.3 - Selecao dos Coeficientes

Depois da transformacao, as amostras transformadas sio sele
cionadas para transmiss3o sequndo dois tipos de estrategia usuais:

a) Amostragem por zona, quando apenas os coeficientes que se . situam
numa regiao do plano transformado, em geral associado as frequéncias mais
baixas, sao codificados para transmissao. Seu desempenho depende do  tipo
de imagem a ser codificada. A degradacido pode ser grande se a imagem con
tem grandes componentes que sdo descartadas. No receptor os coeficientes
eliminados sao usualmente igué?ados a zero. A Figura 6.13 ilustra uma tipi
ca atribuicao de bits aos coeficientes de uma codificacdo por amostragem
por zona, em blocos de 16 x 16 elementos de imagem, a uma taxa media de
aproximadamente 1,5 bits/eiemento.

A utilizacao da Transformada de Hadamard para a codificacao atra
ves de amostragem por zona de uma imagem Landsat da cidade de Sao Paulo es
ta ilustrada na Figura 6.14.

Exemplos da utilizacdo de diversas transformacdes, utilizando )
mesmo tipo de selecac dos coeficientes, estao mostrados na Figura 6.15.

b) Amostragem por limiar, quando um coeficiente & transmitido se sua
magnitude ultrapassa um limiar especificado. Nesse caso, e necessériotrang
mitir, em adi¢ao aos coeficientes selecionados, a informacio da posicao des
ses coeficientes, Se, por um lado, este metodo pode melhorar o desempenho
da codificacao, por outro lado a complexidade pode crescer devido ao fato
de o nimero de coeficientes a ser transmitidos variar com o bloco. Pode-se
obter uma taxa de transmissao fixa mediante uma certa perda de desempenho,
se forem selecionados os K haiores coeficientes, para um valor fixo de K.

0 metodo de amostragem por 1imiar pode ser considerado um metodo
adaptativo de codificacao, uma vez que os coeficientes a ser transmitidos
variam de bloco para bloco. Um outro tipo de adaptacao consiste em obter
uma medida de atividade espacial do bloco ("indice de atividade") que po
de ser medido segundo uma soma ponderada dos valores absolutos dos coefi
cientes transformados (Gimlett, 1975) e atribuir mais bits para codificar
aqueles blocos com um Indice de atividade maior.
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6.3.3.4 - Quantizacac e Codifica¢ao dos Coeficientes

Apos decidir quais os coeficientes que devem ser transmiti
dos deve-se quantiza-Tos e codifica-los. A quantizacdo dos coeficientes
transformados tem sido baseada em modelos estatfsticbs, utilizando, por
exemplo, o esquema desenvolvido por Max. O primeiro coeficiente, que repre
senta a média dos elementos de um bloco, & geralmente descrito pela densi
dade de Rayleigh,enquanto os demais sao modelados pela densidade  gaus
siana, A base teorica de tal modelamento & fornecida pelo teorema do Timi
te central, dado ao fato de que os coeficientes das transformadas s3o o re
sultado da combinacdo linear de um grande numero de variaveis aleatorias
{256 para um bloco de 16 x 16, por exemplo), embora algo dependentes. Os
histogramas obtidos experimentalmente tendem a confirmar o modelo tedrico.

A atribuicao do numero de bits a cada coeficiente pode ser
feita dividindo o numero total de bits pelos coeficientes de modo que o er
ro medio quadratico seja minimizado. No caso de varidveis gaussianas, a
atribuicdo de bits & feita de modo que o erro médio de quantizacao de cada
coeficiente seja o mesmo (Huang and Schultheiss, 1963; Segall, 1976}, Isto
implica que os bits sejam atribuidos aos coeficientes proporcionalmente ao
logaritmo de suas variancias.

Com o uso de técnicas de transformacdo tem sido possivel co
dificar imagens monocromaticas com cerca de 1,0 a 1,5 bits por elemento,
com erro medio quadratico menor que 0,5%, enquanto imagens em cores requé
rem um adicional de 0,5 a 1,0 bits por elemento (Pratt, 1979).

6.3.3.5 - Efeitos de Erros de Transmissdo

Os efeitos de erros de transmissao em codificacdo por trans
formadas € completamente diferente daquele que ocorre em metodos prediti
vos. Naquele metodo a imagem reconstruida & uma combinacdo 1inear dos coe
ficientes transformados, de modo que o efeito de erros em coeficientes dis
tribuem-se sobre todo o bloco. Em geral, os erros nos coeficientes de mais
baixa frequencia {ou sequencia, no caso da Transformada de Hadamard) s3o
mais visiveis do que os erros em coeficientes de frequencia mais alta de
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vido ao fato de que acima de uma dada frequencia a sensibilidade do olho
cai com frequeéncia. Além disso, a probabilidade de erro & maior em coefi
cientes de baixa frequencia, porque usualmente eles s3o codificados com
um nimero maior de bits. O efeito de erros de transmiss3o & maior na tec
nica de amostragem por Timiar do que na amostragem por zona, devido aos er
ros que podem ocorrer nos bits que indicam a posi¢ao dos coeficientes co
dificados (Pratt, 1378). A Figura 6.16 ilustra estes efeitos na cedifica
¢ao por transformada obligua.

6.3.4 - Codificacdo Hibr-da

0s codigos por transformacdo e preditivos tem em comum a ca
racteristica de efetuar uma decorrelacdo das amostras, quantizando e codi
ficando cs coeficientes >btidos., A codificacao por transformadas produz um
erro medio quadratico de reconstrucao menor que 0s codigos preditivos em
baixas taxas de transmissao as custas de uma complexidade maior na imple
mentacac,

Como um compromisso entre as vantagens e desvantagens de am
bos os sistemas, foi dessvolvido 0 sistema de codificacao hibrida predi
cao - transformacao. Tem sido estudados tres esquemas bisicos (MNetravali
and Limb, 1980): 1) transformada unidimensional ao Tongo das 1linhas da ima
gem, sequida de DPCM na direcao vertical; 2) transformadas bidimensionais
de pequena dimensao (4 x 4, por exemplo) e DPCM, sendo usados os coeficien
tes transformados do blozo precedente na direcao horizontal para efetuar a
predicao; 3) codificacio por transformada bidimensional e DPCHM temporal en
tre quadros. O desempenho visual da codificacdo hibrida intra-quadro & sa
tisfatorio em taxas de 0,5 a 1,0 bits/elementb e no caso entre quadros uma
boa qualidade pode ser odtida a 0,25 bits/elemento.

6.3.5 - Outros Metodos d= Codificacao

Este paragréfo descreverd brevemente alguns métodos mais es

pecializados de codificacio,
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As técnicas de interpolacdo tém sido usadas também para codi
ficacae de imagens pela transmissao de um sﬁbconjunto de elementos de ima
gem, obtendo-se por interpolacao os elementos restantes, Varios metodos de
interpolacao uni e bidimensional tém sido propostos, algquns incluindo es
quemas adaptativos.

Pela chamada codificacdo por contornos, a imagem e separada
em duas partes: as bordas e o restante. As bordas podem ser  codificadas
utilizando algoritmos desenvolvidos para representar imagens bindrias co
mo fac-simile de documentos de desenhos {Arps, 1979).

Este ultimo tipo de imagens tem sido codificado também pelos
codigos de comprimento de corridas {em inglés "run length coding"). Atra
veés do rastreamento da imagem do tipo TV tem-se um nimero relativamente pe
queno de "corridas” com o mesmo tom e a imagem pode ser codificada pela es
pecificacao do tamanho dessas "corridas" e dos tons a ela associados.

Finalizando, e conveniente mencionar que varios tipos de co
dificacao tem sido desenvolvidos para imagens com caracteristicas particy
tares, como imagens multiespectrais ou em cores, ou ainda sucessivos qua
dros de imagens de TV, onde uma pequena fracac do nimero de partes tende a
sofrer mudanca de quadro para quadro (teécnicas de repreenchimento de qua
dro).
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Fig. 6.1 - Uma funcdo de razao de distorcao tipica.
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Fig. 6.2 - Arvore para geracdo do codigo

de Huffman,
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Fig. 6.3 - Utilizacao da arvore do cochgo de Huffman para determinar as pala
vras-codigo associadas aos simbolos da fonte.
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Fig. 6.4 - Diagrama de blocos de um processo de codificacao de imagens.
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Fig. 6.5 - Diagrama de blocos do sistema de codificacao com predicio.
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Fig. 6.6 - Diagrama de blocos do sistema de modulacao delta.
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Fig. 6.7 - Distor¢des no sistema de modulacao delta.
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Fig. 6.8 - Exemplos de codificacdo por DCPM a 3,0 bits/elemento: (a) original;
(b) q = 0,5%, e.m.q. = 1,31%; {c) q = 1,0%, e.m.q. = 0,33%; (d} q =
5,04, e.m.q. = 1,66%.
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{c) (d)

Fig. 6.9 - Exemplos de codificacdc por modulacao delta: (a) original; (b)q-=
2,5%, e.m.q. = 5.71%; (c) q = 5,0%, e.m.q. = 2.58%; %d) = 10,0%,
e.m.q. = 3.35%.
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Fig. 6.10 - Efeitos de erro de transmissao para codificacao DPCM com3,0bits/
elemento: (a) P{erro) = 10°*; (b} P(erro) = 1072,



-6.29-

(b)

Fig. 6.11 - Efeitos de erro de transmissao para codificacao preditiva por pre
ditor bidimensional de 43 ordem: (a} P(erro} = 107%; (b) P{erra) =
1072,
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Fig. 6.12 - Esquema geral de um sistema de codificacao por transformacao.
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Fig. 6.13 - Atribuicao tipica de bits em codificacdo por amostragem zonal, a
uma taxa meédia de aproximadamente 1,5 bits/elemento.
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(¢} (d)

Fig. 6.14 - Codificacao oor Transformacao de Hadamard - imagem LANDSAT da Re
giao de Sao Paulo - Banda 4: (a) original; (b) imagem codificada
a 1,0 bits/elemento; (¢) imagem codificada a 1,5 bits/ elemento
{d} imagem codificada a 2,0 bits/elemento.
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10-4

10-3

10-2

Codificacao zonal Codificacao por limiar

Fig. 6.16 - Efeitos de erro de transmissio com transformada obligua em blocos
de 16 x 16 elementos, a 1,5 bits/elemento.



-6.23-

Fig. 6.15 - Exemplos de codificacao por transformadas, <om amostragem zo
nal em blocos de 16 x 16 elementos, a 1,5 bits/elemento: {a]

oviginaly (b) Hadamard; {c) Haar; (d) obliqua; (e} cosseno;
(f) Karhunen-Loeve.



CAPITULO 7
REGISTRO

Por “registrar" ("casar") duas imagens de uma mesma cena enten
de-se superpo-las de modo que pontos das imagens que correspondem aos mesmos
objetos coincidam espacialmente. A operacdo de registrar duas imagens & impor
tante por varias razoes, entre elas:

quando se tem imagens obtidas por diferentes sensores e se deseja sa
ber a resposta do mesmo ponto aos diversos sensores;

quando se tem imagens obtidas em diferentes épocas ou mesmo diferen
tes instantes de tempo;

quando se tem imagens tomadas de posicies diferentes e se pretende

obter informacac tridimensional da cena;

quando se deseja registrar uma imagem obtida por sensores com um ma
pa.

0 primeiro passo a ser dado numa opera¢ao de registro quando
ha diferencas entre as geometrias das imagens & determinar a transformacio
geometrica que as relaciona. Se nao houver informacdo adicional sobrea trans
formacdo a nao ser as proprias imagens, isto € feito através da determinacio
de pares de pontos chamados "pontos de controle” nas duas imagens que corres
pondem ao mesmo objeto. Uma vez que estes pontos sao determinados & possivel
obter funcoes que mapeiam as coordenadas de uma imagem nas da outra.

0 segundo passo consiste na construcdao da imagem registrada
pela aplicacao da transformacdo geométrica. A transformacdo define as posi
¢oes dos pontos, e esquemas de interpolacao definem o nivel de cinza a  ser
atribuido a cada ponto.

Muitas vezes, quando ndo ha necessidade de rotacdo e as esca
las sdo as mesmas, 0 registro reduz-se a achar uma translacio conveniente.

-7.1-
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0 procedimento normalmente usado e definir uma medida de dessemelhanca entre
imagens e computd-la para cada translacdo possivel e tomar a translacdo de me
nor medida. E tambem possivel adotar um procedimento semelhante quando ha ne
cessidade de rotacao: testam-se todas as combinac¢des de translacio e rotacao
ate encontrar um par que minimize a medida. Este método, embora possivel e,
em geral, computacionalmente inviavel.

Procedimentos de registro translacional podem ser usados para
a determinacao dos.pontos de controle, Em geral, tomam-se pequenas regioes da
imagem que contenham caracteristicas atipicas e procura-se encontrar estas
mesmas caracteristicas na outra imagem. Este método da bons resultados se as
diferencas (distor¢des) entre as duas imagens nac forem grandes, pelo menos
para pequenas regioes,

7.1 - REGISTRO TRANSLACIONAL

Ha varios modos de medir a semelhanca (ou dessemelhanca) en
tre duas imagens. Basicamente estas medidas computam as diferencas ponto a
ponto entre as imagens e combinam estas diferencas num Unico nimero.

Sejam I e J duas imagens definidas numa mesma regido R; algu
mas medidas possiveis sao:

~ max [abs(I{x, y) - J{x, ¥))7, (7.1}
(x, y) de R

) abs{I{x, y) - J(x, ¥}, (7.2)
(%, .Y) e R

) (I{x, y) - I(x, yh2. (7.3)
(xs Y) e R

A Medida 7.1 tem o inconveniente de nio levar em conta o nime
ro de pontos em que duas imagens diferem. As medidas 7.2 e 7.3 acumulam as
diferencas encontradas em cada ponto e a escolha entre elas € mais uma ques
tdo de gosto, ou melhor, de conveniéncia matematica. Embora a Medida 7.3 ten
da e penalizar mais as grandes diferencas, esta (soma dos quadrados das dife
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rencas) apresenta varias propriedades que tornama computacdo menos custosa.
Nenhuma das tres medidas, contudo, modéta com fidedignidade a percepcio vi
sual humana de diferencas entre imagens.

Caso seja usado E (I - J)%, como medida adotada, tem-se que:

FAI.-3)2 =5 1%+ 9% =2, E I.J. (7.4)
R R R

Ve-se, da Equacao 7.4, que a semelhanca sera tanto menor quan
to major for } I.J. Assim, ao invé@s de J (I - J)2 como medida de dessemelhan
R R B
ca, pode-se tomar } I.J. como medida de semelhanca.
R

0 problema tradicional de registro &, dada uma imagem [ e uma
colecao de imagens J1, J2, ... Jr, achar qual imagem Js mais se assemelha a

I. Caso Z (Ji)% = K, ent3ao tomar min [E (I - Ji)?] ou tomar max [E 1.J1] re
R i R i R -
sulta no mesmo 1.

No registro translacional, tem-se uma imagem I com M Tinhas e
N colunas, e uma imagem J com M+A linhas e N+B colunas. Deseja-se saber qual
subimagem M x N de J casa melhor com I (conforme a Figura 7.1). A solugdo e
representada por um ponto (x0, y0) de J que corresponde ao canto superior
esquerdo de I,

Um procedimento para a determinacdo do registro & comparar I
com as (A+1}.(B+1) subimagens Ji de J com tamanho M x N. Para cada posicdo
(x', y') calcula-se a medida de semelhanca e toma-se o maxime deste valor:

M-t N-1

¥ Y OI(x, y) . d(x+x', y+y'). (7.5)
x=0 y=0

Para cada posicdao (x', y') ter-se-a um valor para o Somatorio 7.5. A esta
funcao bidimensional da-se o nome de ‘“correlacao cruzada"delI e J,
c(1, J).
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M-1 N-1
Se, para todo (x’, y’) ] ) J(x¥x', y+y'}? for constante,
_ x=0 y=0
o maximo da funcao C(I, J} (x’, y*) coincidird com o minimo de (I - J)2, que

e 0 que se deseja. Contudo, como isto dificilmente acontece, prefere-se usar
a correlagio cruzada "normalizada" ao inveS da correlacdo simples:

CR(I, 4} = C(I, /(3 T J{x+x', y+y')2). (7.6)
Xy

que apresenta o maximo valor para
JOx+x*, y+y') = k.1{x, y).

0 custo computacional da correlagdo € bastante alto. Este
custo pode, todavia, ser menor se a correlacdo for calculada usando a Trans
formada de Fourier das imagens, atraves do resultado:

FLC(I, J)] = F*[I1 . F[J],

onde F*[1] denota o conjugado da Transformada de Fourier de L. Para o calcu
1o da Transformada de Fourier pode ser usado o algoritme da Transformada
Rapida (FFT).

Devido ao alto custo computacional do registro translacional
por correlacao (mesmo usando Transformada de Fourier) foi proposta uma clas
se de algoritmos mais eficientes chamados "algoritmos de detecao sequencial
de semelhanca" (SSDA - Sequential Similarity Detection Algorithms, Barnea
and Silverman, 1972).

A ideia basica dos algoritmos SSDA & a seguinte. A cada po;i
cao (x', y') de possivel registro calcula-se, ponto a ponto, o "erro" {ou di
ferenca) entre I e 3' (3'(x, y) = J(x'+x, y'+y}. Tdo logo o erro acumulado
ultrapassa um 1imiar prefixado, o ponto (x', y') € rejeitado como possivel
ponto de registro. Os pontos {x*, y') para os quais o erro total calcu
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lado em toda imagem J' € menor que o limiar sdo aceitos como possiveis pon
tos de registro. Um pos-processamento qualquer (por exemplo, escolhe-se o
ponto de menor erro) seleciona um Unico ponto de registro, se desejado. Com
isto, atraves da selecio adequada do limiar, conseque-se eliminar rapidamen
te a maioria das posicoes dendao casamento. A Figura 7.2 mostra as curvas de
crescimento de trés posicoes, duas das quais (A e B) rejeitadas e uma (C)
aceita.

Como medida do erro em um dado ponto pode-se tomar a diferenca
ao quadrado ou o valor absoluto da diferenca ou mesmo "normalizar" o valor
abseluto da forma:

e(x, y) = abs(L{x, y) - med(I) - J(x+x', y+y') + med(d)),

onde med(I) e med(J) sao as médias das imagens I e J'. A cada ponto acumula
-se o erro e(n+!) = e(n) + e(x, y), onde e(0) & feito igual a 0.

A escolha do limiar T acima do qual rejeita-se a pos{c?a'oécri
tica no desempenho do algoritmo. Se muito baixa pode vir a rejeitar o pro
prio ponto de registro e, se alta, pode aceitar pontos demais como de regis
tro e consumir mais tempo de execucdo.

Uma alternativa e tornar o limiar funcao de n, o numero de pon
tos testados, Deste modo, um limiar T(n), monotonicamente crescente com n
(nimero de pontos), pode eliminar falsos pontos de registro rapidamente e
ndo deixar de aceitar o verdadeiro ponto de casamento, conforme ilustrado
na Figura 7.3.

Para o SSDA com limiar crescente € recomendavel sortear a or
dem em que os pontos sao examinados. Dado que pontos vizinhos numa  imagem
sdo geralmente correlaéionados, se 0s pontos nao forem tomados numa  ordem
aleatoria, & possivel que o ponto de registroséja rejeitado devido adiferen
cas acidentais entre I e J*.

Dois critérios para a escolha de T(n) sdo:
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1) A sequencia T(n) deve ter a forma aproximada de e(n) (erro acumula
do} no ponto de registro, sendo, na realidade, seu limitante supe
rior.

2) T(n) deve ter valores iniciais suficientemente grandes para que se
possa estabelecer a tendéncia de crescimento mesmo para pontos Ton
ge da regiao de registro.

A sequéncia T(n) pode, ainda, ser obtida analiticamente ado
tando uma distribuicao de probabilidade para o erro e(x, y) . e(x, y) pode
ser visto como a soma de dois erros: um devido a diferenga entre as imagens
(ruido da imagem) e outro devido ao fato de as imagens estarem fora do re
gistro (ruido de registro). Para o ponto de registro este iltimo erro & nu
lo. Assim, T(n) deve:

1) minimizar a possibilidade de aceitar pontos do registro,
2} maximizar a probabilidade de aceitar o ponto de registro,
3) minimizar o nimero esperado de operagces.

Como € dificil achar uma sequéncia que satisfacga os requisitos
1 a 3, podem ser adotadas solucdes {subGtimas) que, embora so baseadas no
ruido da imagem, parecem satisfazer os dois primeiros requisitos. Mais deta

thes podem ser encontrados em Barnea e Silverman (1972) ou Mascarenhas e
Pereira (1983).

7.1.1 - Registro translacional de imagens binarias

Um caso importante de registro translacional € quando as ima
gens sao binarias. Além do fato de muitas vezes os sensores produzirem ima
gens binErias, usa-se "binarizar" imagens atraveés de limiares ou da detecdo
de bordas. Em geral as imagens binarias obtidas apresentam menor  conteldo
de ruido da imagem, ou seja, variagoes de tonalidade, mudancas temporais,
etc. Computacionalmente, os métodos‘de registro de imagens binarias sdomais
eficientes, isto porque imagens binarias podem ser armazenadas de modo com
pactado; as operacoes de multiplicacdo do calculo da correlacdo passam a
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ser "e" 10gicos que, alem de corresponderem a instrucoes de computador, sio
realizadas simultaneamente em todos os bits da palavra do computador.

0 método mais usado € o da correlagao binaria. Como visto an
teriormente, a correlacao € calculada pela férmulaz

Y ¥ OI(x, y) . J(x+x', y+y'). (7.7)
Xy

Como os valores possiveis para I(x, y} e J(xs+x’, y+y') sdo 0 e 1, o produto
reduz-se ao "e" 10gico e a correlacao na contagem do numero de uns comuns a
I ed'. Uma variacdo do metodo € contar o nimero de zeros comuns, o que tam
bém pode ser feito de modo eficiente. Uma outra possibilidade € fazer a equi
valeéncia 10gica entre 1 e J', que significa contar 0s uns e zeros comuns.
A ngura 7.4 mostra as superficies de correlagdo binaria (uns comuns, zeros
comuns eunsezeros comuns) entre duas imagens LANDSAT de uma mesma regiao
em torno do ponto de registro separadas de 6 meses. A area de busca (regiao)
AxB & 50x50,

7.2 - TRANSFORMAGCUES GEOMETRICAS

Uma transformacao geométrica € uma fungdo biunivoca
f:RxR ~ RxR, onde R € 0 conjunto dos numeros reais. Costuma-se separar f em
suas componentes fx e fy(RxR + R} que dao as transformacoes nos eixos x e y.
Dado um ponto (x, y) obtém-se (veja-se a Figura 7.5) (x', y'), onde
x' = fx{x, y) e y* = fy(x, y}. Como a funcao & biunivoca, existea funcao in
versa f-1, também separavel nas componentes x e y,

0 problema pode ser enunciado como: dada uma imagem I (digi
tal) e uma transformacdo f, obter uma imagem transformada I*. Se a imagem I
ndo fosse digital a solucdo seria trivial, j3 que f & biunivoca: o nivel de
cinza de um ponto {x', y*)} de I" & igual ac nivel de cinza de (x, y), onde
X = fx"1(X', Yl) ey-s= fy-1(x.a yl)°

Para imagens digitais, ndo necessariamente o ponto (x, y),
obtido por f-1, & um par de inteiros e, portanto, podendo ter nivel de cin
za definido, conforme mostra a Figura 7.6.



~7.8-

Uma solucdo e interpolar o valor do nivel de cinza para pon
tos que caiam fora da grade onde I & definida. Desta forma, na transforma
cao geometrica de imagens, podem-se distinguir dois problemas;

1) determinacdo da funcdo f da transformacio,
2) escolha do algoritmo de interpolacao conveniente.

Estes dois problemas sao abordados nas Secdes 7.2.7 e 7.2.2, respectivamen
te.

7.2.1 - Determinacao da funcdo de transformacao

Uma das finalidades da transformacao geométrica & eliminar dis
torcoes causadas pelo sistema de imageamento e distorcdes devidas a posicao
do sistema. Neste caso, a correcao pode ser feita dispondo de um modelo das
distorcoes introduzidas pelo sistema de imageamento e informacao precisa da
posicdo do sistema durante a obtencio da imagem. Este tipo de correcdo & di
to “de malha aberta". 0s erros remanescentes apos a correcdo sio devides as
Timitacoes do modelo e a falta de precis3o das informacGes sobre a posicao
do sistema de imageamento.

Un exemplo € o caso de imagens obtidas pelo sensor MSS
("multiespectral scanner") dos satélites da série LANDSAT de levantamento de
recursos terrestres, 0 satelite coleta imagens da Terra com um conjunto de
6 sensores,

A varredura & feita em direcdo perpendicular por banda espec
tral (Figura 7.7).

Entre as distorcoes introduzidas pelo sistema de imageamento
podem-se citar:

- a varredura da cena pelos sensores nao apresenta uma velocidade an
gular constante,
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- 0 atraso de amostragem entre os sensores,
- a superposicao entre pontos vizinhos de um mesmo sensor.

Entre as distorcdes que ndo s3o devidas ac sistema de imagea
mento, as mais importantes sao:

- rotacao da Terra,

- efeitos de plataforma (desvio de valores de varios parametros - alti
tude, velocidade e atitude - em relacao aos valores nominais)

- esfericidade da Terra.

Quando nao se dispoe de informacae sobre o processo de distor
¢ao, a funcdo de transformacido deve ser inferida das proprias imagens.Opro
cedimento mais comum & supor que a transformacdo € (ou pode ser aproximada)
por um polinomio. Como a funcdo que € realmente utilizada & a transformacao
inversa -1, & mais pritico inferi-la diretamente. Deste modo, tém-se (para
um polinomio do segundo grau):

>
n

al + al.x' +a2.y' + a3.x'? ¢ad.y'? + ab.x'.y',

b0 + b1.X' + b2.y' + 03.x'% + bd.y'? + b5.x'.y"'.

A
[}]

A transformacdo fica perfeitamente conhecida se forem determi
nados os coeficientes ai, bi, i = 0,1, ... Esta determinacao pode ser feita
através de "pontos de controle" existentes nas imagens. Um'ponto de contro
Te € um ponto da cena qual se sabe a posicdo em ambas as imagens. 0 nimero
de pontos de controle para a determinacdo dos coeficientes depende do niime
ro destes. Para polinomios completos de grau n, o nimero de coeficientes a
determinar e dado por c¢(n) = n?2 + 3.n + 2. Como cada ponto de controle da
origem a duas equacBes, necessita-se de pelo menos 1/2(n? + 3.n + 2} pontos
de controle.
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Uma das transformacOes mais simples e ainda de utilidade - a
transformacao plana de semelhanca - envolve uma translacdo, uma rotacao e

uma escala, conforme mostra a Figura 7.8,

Esta transformacao pode ser descrita por potinomios de primei

ro grau:
x = -a0 + at.x' + a2.y',
y = -b0 + a2.x" +al.y’.

Como ha4 coeficientes a determinar, sao necessarios dois pon
tos de controle para especificar esta transformacao.

Qutra transformacao simples - a transformacao afim - corres
ponde a um polinomio do primeiro grau-com todos os coeficientes (Equacao
7.8). A transformacao afim da um grau maior de liberdade pois permite variar
independentemente as escalas nas direcoes horizontal e vertical:

=
n

al + at.x' + a2.y*, (7.8a)

b
[}

b0 + bl.x' + b2.y'. (7.8b)

Devido a possiveis erros existentes na localizagdo dos pontos
de controle e, tambem, o fato de o polinomioc escolhido nao ser eventualmente
suficiente para modelar a transformacdo costuma-se tomar mais pontos de contro
le que o estritamente necessario. Sejam (x1, y1), (x2, y2), ... {xm, ym} e
(x2', y2'), ... (xm', ym') as coordenadas dos pontos de controle nas duas
imagens [ e I' que se deseja registrar. Sejam ai, bi, i=0,1, ... n os coefi
cientes do polindmio completo da transformacao (x, y) = f-1(x', y'}. Seja A
a matriz m x n formada por:

T xt' y1' xt'2 xt'y1* y1'? ...

1 x2' y2' x2'2 x2'.y2' y2'? ...
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*
-
.

1 xm* ym' xm'2 xm‘, leI' yml2 s

Entao pode-se escrever:

|
1]

I
i

= A Db,

“<|

onde X V& [xt, x2, ... xm] YT & Cyl, y2, v.. yml, 3 & [a0, af, ... an] e

5T & [b0, b1, ... bnl. Se o nimero m de pontos for igual a n, e a matriz A
tiver inversa, os coeficientes podem ser obtides por:

o

It
2
|
L

Se 0 nimero de pontos de controle m for maior que n, a matriz
A ndo sera quadrada e o conjunto de equacfes & dito sobredeterminado. A so
lugdo que minimiza o erro médio quadratico & dada por:

It

a* = A* X, e

'E*.

Ax Y,

onde A* & a pseudo-inversa" (ou inversa generalizada) dada por:

T 1 T

A* = (A A) A .

13

0 erro medio quadratico minimizado por @* ¢ Db* € o somatdrio
das distancias entre os pontos (xi, yi) e (xi*, yi*), i=1, ... m, on
de x* = A a* e y* = A b*, Exemplo:
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Seja a Tabela 7.1 de pontos de controle. Deseja-se aproximar
0 mapeamento por uma transformacdao afim.

TABELA 7.1

PONTOS DE CONTROLE

I I
X y X! yl
0 0 0 1
0 1 0 4
L 1 2 2
1 2 2 3
3 1 3 2

T - o o oy T e ., T A A B A A

A matriz € dada por:

— e
LN DO
N W P -

A pseudo-inversa &, portanto,
1.250 -0.250 0.250 -0.250 0

-0,228 -0,162 0.076 0.098 0.217
-0.304 0.284  .0.064 0.132 -0.042

0s vetores de coeficientes sao:
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(b)

Fig. 8.1 - (a} imagem amplitude de borda; {b) elementos de borda.
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CAPTTULO 9
REPRESENTACEO E DESCRIGAO

0 modo de representar e armazenar uma imagem em computador in
flui decisivamente no desempenho dos algoritmos que implementam as operacoes
de manipulacao e analise. Determina, também, o espaco de memoria necessario
0 que, em varias aplica¢oes, & de suma importancia devido ao grande volume
de dados que contituem as imagens.

Na descricdo, medem-se propriedades dos objetos (regioes ou 1i
nhas) da imagem e que caracterizem estes objetos.

Ha dois tipos de imagens que interessa representar: imagens ob
tidas diretamente de processos fisicos e imagens resultantes de processos de
segmentacao. Estas Ultimas imagens carcterizam-se pela existéncia de grandes
regioes ligadas com o mesmo valor (classe) para os pontos.

A forma de armazenamento mais comumente adotada & a do armaze
namento por linhas, tambem chamado armazenamento por varredura (“raster"). Em
memoria principal, este & o metodo geralmente adotado para 0 armazenamento
de matrizes bidimensionais. Devido ao fate de o acesso aleatorio, o tempo de
acesso a cada ponto da imagem e o mesmo. Tal nao acontece guando a imagem e
armazenada em memoria secundaria de acesso direto. Neste caso, para seremefi
cientes, os algoritmos devem processar a imagem 1inha por linha e, se possi
vel, num Unico passo. Algoritmos como o da Transformada de Fourier tendem a
ser ineficientes, ndo so devido a carga de calculos, mas tambem por percorre
rem a imagem duas vezes, uma no sentido das linhas e outra no sentido das co
Tunas,

A adequacao de um dado esquema de representac3o pode ser ava
1iada através de dois fatores principais:

1) espaco de armazenamento necessario;

2) facilidade de manipulacdao da imagem sem necessidade de mudanga de re
presentacdo.
"901-
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Um fator secundario & a facilidade de conversio para uma repre
sentacdo padrao (por exemplo, varredura). A importancia deste fator depende
da facilidade de operar diretamente com a imagem.

9.1 - ESQUEMAS DE REPRESENTACAQ

Como resultado da segmentagac de uma imagem digital I tem-se um
conjunto de regides S1, S2, ... Sn. Uma possivel representacio para a imagem
segmentada & a imagem IS, onde o valor i de cada ponto indica que oponto per
tence a regiao Si. Outra forma de representacdo & usar n imagens binarias
IB1, IB2, ...IBn, onde um ponto de IBi tem valor i se o ponto pertence a Si
e tem valor 0 caso contrario. Este modo apresenta a vantagem de poder repre
sentar regioes cujas interseccdes sejam nao-vazias. IBi €, na realidade, a
“funcao caracteristica" do conjunto Si. Neste capitulo supde-se pois, que as
imagens que se deseja representar e armazenar $ao as imagens binarias IBi que
correspondem as regioes.

9.1.1 - Representacao por varredura

0 esquema de representacao por varredura pode ser modificado
para economizar espaco utilizando "codigos de comprimento de corrida".  Num
codigo de comprimento de corrida, dada uma linha de zeros e uns, indica-se o
valor do bit inicial e, em seguida, os comprimentos das subsequéncias maxi
mas constituidas de um mesmobit (“corridas"). Caso haja poucas corridas, a
economia de memoria pode ser substancial; caso haja muitas, pode-se consumir
mais memoria do que no caso de sequéncias binarias, pois deve-se armazenar
inteiros. Exemplo:

Falta a linha

0 codigo da corrida e 01155121127,

Deve-se notar, entretanto, que em geral, cada 1inha tem um com
primento diferente, o que torna mais complexo 0 acesso a imagem.
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9.1.2 - Representacao de borda

E possivel especificar uma regiao de uma imagem através de sua
borda, ou seja, da sequéncia de pontos que contitui a fronteira da  regido.
A fronteira de uma regiao S € todo ponto de S que tem um vizinho que ndo per
tence @ regido. Dependendo se & usada a vizinhanca-4 ou a vizinhanca-8  as
fronteiras sao diferentes. Caso seja usada a vizinhanca-4 para a regido, de
ve ser usada a vizinhanca-8 para a regiao complementar, ou seja, a composta
por zeros,

Seja C um componente ligado de S, ou seja, entre dois pontos
quaisquer de C existe um caminho em C que os liga. Pode-se mostrar que se C
for adjacente a varios componentes de -S {complemento de S), entdo s& um com
ponente de -S envolve C; os outros sao envolvidos por C. Esta propriedade per
mite tratar as fronteiras (como sera_feito) como curvas fechadas. Isto nao
seria verdade se fossem usadas as mesmas vizinhancas tanto para S quanto pa
ra -S. Neste capitulo & considerada a vizinhanca-4 para S e a vizinhancga-8
para -S.

Uma sequéncia de pontos na qual dois pontos consecutivos  sdo
vizinhos pode ser representada atraves da especificagc@o do ponto inicial e
de um “codigo de cadeia”. 0 codigo de cadeia indica quais os movimentos que
devem ser feitos para passar de um ponto ao seu vizinho consecutivo. No caso
de vizinhan¢a-8, os possiveis movimentos sao:

hh X M
et I =

onde x & o ponto antes do movimento e (0, 1, ... 7) o ponto apds o movimen
to. 0 movimento € indicado pelo nimero i. Exemplo:
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A regiao

m
= T 60w
o

pode ser representada pela borda ACEHGDBA cujo codigo de cadeia @ (A)7571234,
onde A denota a posigao inicial da cadeia.

Em lugar do cddigo de cadeia tal como foi apresentado € possi
vel usar o "codigo de diferenca de cadeia", onde os valores representam as
mudancas de direcac. Assim, a ndo-mudanca & representada por 0; 1 e -1 repre
sentam desvios de 45 e -45 graus; e 2 e -2 desvios de 90 e -90 graus. E con
vencionada uma direcao inicial, por exemplo, horizontal para a direita. Exem
plo:

A regiao cujo cdodigo de cadeira € (A)7571234 no codigo de diferenca de ca
deia fica (A)-1-112111,

Para cadeiras com grandes trechos retilineos uma combina¢ao de
codigo de diferenca de cadeia e codigo de comprimento de corrida resulta em
grande economia de memoria.

9.1.3 - Representacac por arvores quaternarias ("quadtrees")

Seja I uma imagem com N = 2" Vinhas e colunas. O esquema de EE
vores quaternarias consiste em dividir a imagem em quatro quadrantes iguais

de 2("'1) linhas e colunas., 0s quadrantes que estiverem totalmente contidos
em S ou -S sao rotulados com 1 ou 0, os demais s3o subdivididos de novo, e
assim sucessivamente até resultarem em quadrantes homogeneos. A esta subdivi
sag da imagem associa~-se uma arvore quaternaria {cada nd tem 4 ou 0 filhos},
onde a raiz corresponde d imagem original, cada no corresponde a um quadran
te, e 0s filhos de cada no aos quadrantes em que o ng & dividido, caso ndo
seja homogeneo. Os nos-folha correspondem, portanto, aos quadrantes  homoge
neos e os demais nds aos quadrantes ndo-homogeneos. A Figura 9.1 mostra uma
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imagem 8x8 (9.1a) e a arvore quaternaria associada (9.1b). 0s nds-folha bran
cos correspondem a quadrantes de -S enquanto os pretos a quadrantes de S.
A ordem adotada para os quadrantes & dada na Figura 9.2.

0 numero maximo de niveis de uma drvore quaterndria de uma ima

gem 2" x 2" & n+1. © espaco de armazenamento € proporcional ao numero de nos
que, por sua vez, depende da forma e posi¢ao da regiao representada. Regives
compactas tendem a ter menos nos que regioes de forma mais complexa. Mesmo
para uma mesma regiao a arvore depende da posicao da regizo dentroda imagem.
Esta & uma propriedade indesejdvel da representacdo por arvores  quaternd
rias: pequenas translacoes podem alterar completamente a aparéncia da arvore.
0 esquema de arvores quaternirias ndo &, portanto, invariante a deslocamento.
Compare-o, por exemplo, com o esquema de representacdo por bordas, onde uma
translacao implica somente uma alteragdo do ponto inicial da cadeia.

A representacao pode ser estendida para imagens retangulares
ou quadrados cujos lados ndo sejam poténcias de 2. Para tanto, basta conside
rar 0 menor quadrado cujo lado seja uma potencia de 2 e inserir o retangulo
neste quadrado tomande os pontos fora do retangulo como de -S.

9.1.4 - Conversdo entre representacoes

Nesta secdo e visto o problema da conversao entre o esquema de
varredura e os demais esquemas (bordas e "quadtrees"),

a) Bordas a partir de varredura

Para obter a borda de uma regido S basta, para cada ponto P de
S, fazer a opera¢do booleana P & (-Pn v «Ps v -Po v -Pe), onde & € 0 "e 15gi
co"; v e o "ou 10gico"; - & a operacdao de negacao; e Pn, Ps, Po, Pe sio  os
vizinhos-4 de P. Se o0 resultado da expressao for 1 entdo P € de borda. Esta
expressao e valida se o conceito de vizinhanca para S for vizinhanca-4; a ex
tensdo para vizinhanca-8 e imediata.

A extracdo da borda de uma regiao atraves da operacao 10gica de
um ponto com seus vizinhos s0 & pratica se as operacdes 10gicas puderem ser
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feitas em paralelo, para todos os pontos. 0 Algoritmo 9 1 mostra um proce
dimento para extrair a borda sequencialmente, a partir de um ponto da  bor
da.

ALGORITMO 9.1 - Extrapdo sequencial de bordas, a partir da representagdo de

varredura.
1) Faca borda igual & sequencia vazia;

2) escolha 2 pontos (P, Q) = (PO, Q0), tal que P& de S, Q € de -S e
P e vizinho-4 de Q;

3) adicione o ponto (P, Q) a borda;

4) sejam R1 = Q, ... R8 os vizinhos-8 de P, ordenados no sentido anti
-horario;

5) seja Ri tal que Ri e de S e nao existe Rj, j < i, tal que Rj & de
S3

6) se P = P0 e ¢ = Rk, k < i, entao pare;
7) faca (P, Q) <« (Ri, Ri-1); adicione (P, Q) a borda;
8) va para 3.

0 ponto inicial por onde comeca a extracdo da borda pode ser
determinado por uma varredura da imagem: e o primeiro ponto achado(=1) deS,
o ponto anterior & certamente de -S.

No alyoritmo 9.1 foi feita a supsoigdo que S ndoe formada por
um Unico ponto isolado, pois ndo se acharia, no passo 5, nenhum vizinho P’

de P. Foi suposto, tambem, que S n3o toca as bordas da imagem.

A ordenacdo dos vizinhos de P (passo 4) no sentido anti-hora
rio faz com que as bordas externas sejam percorridas no sentido anti-hord
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rio e as bordas dos buracos no sentido horario. E necessario, também, garan
tir que todas as bordas (a externa e as internas) tenham sido percorridas.
0 Algoritmo 9.1 dd o percorrimento de uma Unica borda.

E necessario comparar cada novo par de pontos com o par de
pontos iniciais pois, eventualmente, um ponto S pode se repetir naborda sem
que ela tenha sido percorrida totalmente.

0s pares de pontos encontrados ao longo de uma borda sao mos
trados na Figura 9.3. 0 "H" indica o ponto § ( de -S) em cada movimento do

Algoritmo 9.1,

b) Varredura a partir de Borda

0 processo de obter a representacdo de varredura a partir da
borda pode ser feito em dois passos. 0 primeiro segue a borda marcande com
uns os pontos de -S vizinhos aos da borda. Uma vez feito isto, atraves de
um percorrimento da imagem € possivel preencher os outros pontos de S  com
uns e os de -S com zeros.

ALGORITMO 9.2 - Varredura a partir da borda.
Passo 1: Rotulacao {0 e 1) dos pontos da borda e seus vizinhos de-S.
1) Seja P o ponto inicial da borda e P' o ponto seguinte;
2) marque P e P' com 1;
3) ache Q' vizinho de P anterior a P' no sentido anti-horario;

4y (P, Q) <« (P, Q');

5) caso toda a borda e seus vizinhos tenham sido marcados, pare: fimdo
passo 1;
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6) ache o novo ponto de borda P*; marque P* com 1 e todos os pontos an
teriores (até Q') com zeros (no sentido horario em torno de P);

7) Q' <« ponto anterior a P';

8) va para 4.

A execucdo do Passo | €& ilustrada pela Figura 9.4 quemostraa
sequéncia de moviemntos para rotular a borda e seus vizinhos,

Apos executar o Passo { para todas as bordas, nenhum ponto
nao-rotulado € vizinho simultaneamente de 1 e 0, Assim, para preencher o
resto de S e -S basta rotular com 1 os pontos nao-rotulados vizinhos-4 de
uns ¢ com 0 os pontos vizinhos-4 de zeros, o que e feito no Passo 2.

Passo 2: Rotulagao dos pontos nao rotulados no Passo 1.
1) Percorra a imagem segundo a varredura e para cada ponto P, se P for
vizinho-4 de alguns ponto rotulado, faca o rotulo de P igual ao des

te vizinho.

¢) Arvores quaternarias a partir de varreduyra

Na definic3o do esquema de arvores quaterndrias estd implici
to um metodo para a obtencao da arvore a partir de representacio por varre
dura. Este metodo consiste na subdivisao da imagem em quadrantes e no exame
da homogeneidade destes quadrantes; os que ndo forem homogeneos sao subdivi
didos, e assim por diante. Contudo este metodo tem o inconveniente de o aces
s0 a imagem n3o ser por linha.

E possivel construir a arvore quaternaria sequencialmente, 11
nha por linha, No algoritmo proposto por Samet (1981b) constroi-se a arvore
passo a passo, partindo da drvore construida por um Unico no (branco). A
qualquer instante de tempo existe uma arvore valida, onde supbe-se que 0s
pontos ndo-processados sao brancos (de -S). A cada ponto da imagem que per
tence & S {ponto preto) adicionam-se novos nds a arvore e, se ambas as coor
denadas deste ponto forem pares, testa-se se podem ocorver fusoes (quatro
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nos pretos filhos de um mesmo nd pai). Ae ocorrer uma fusdo, outras poden
ser possiveis; o algoritmo deve fazé-las todas antes de passar ao proximo
ponto.

d) Varredura a partir de drvores quaternarias

Dada uma arvore quaterndria pode-se, construir a representagio
de varredura simplesmente percorrendo a arvore e criando blocos de uns e ze
ros- de acordo com os nos-folha visitados da arvore. Para produzir a imagem,
Tinha por linha (e ndo bloco por bloco), & necessario um procedimento  bem
mais complexo que € mostrado no Algoritmo 9.3. 0 numero de vezes que cada
no e visitado no Algoritmo 9.3 & igual ao nimero de linhas contidas no blo
co representado pelo no.

ALGORITMO 9.3 - Varredura a partir de arvores quaterndarias.
Para cada linha 1 da imagem faca:
i < 1
2) visite o no folha A que contém o ponto (i, j);
3) ache o tamanho (=2k) do bloco representado por A;
4) faca a linha [j : j + ok 11 « rotulo de A;

5) § « i+ 2k; se j < N (N & o comprimento da 1inha), entdo v@ para
2,

9.2 - OPERACDES COM IMAGENS

Nesta secdo sdo estudadas algumas operacoes feitas com imagens
tematicas. De um modo geral, os algoritmos que implementam estas operacoes
sd3o mais simples quando o esquema de representacdo usado & o de varredura.
Em alguns casos & dado também os algoritmos em outras representacoes.
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9.2.1 - Encolhimento e expansao

As operacdes de encolhimento e expansao, também chamadas “ero
san” e "dilatacdo", sao bastante suadas para pos-processar a imagem obtida
da segmentacao (supressdo de ruido e suavizacao de contorno, por exemplo).

Encolher .uma regiao S consiste em retirar de S sua borda;aex
pansao consite na adicdo d borda de -S. A operacdo de encolhimento, se repe
tida varias vezes, leva ao desaparecimento de S. Seja S(-k) a regiio obtida
encolhendo S k vezes, seja S(k} o resultado de k expansoes de S, e S(0) por
definicdo o mesmo que S. Deve-se observar que as operacdes de encolhimento
e expansao nao sao comutativas, ou seja, S{m) {(-n) nao € necessariamente
igual a S(-n) (m) nem tampouco igual a S(m-n}. Contudo dois resultados va
tidos sao:

S(m-n} < S(m) (-n) e
S(-n) (m) = S(m-n},

onde £ = B se e somente se todo ponto de A pertence também a B. Em particu
Tar para {m=n) tem-se que S(-m) (m) = S(m) (-m) = S.

As operagOes de encolhimento e expansao podem ser generaliza
das considerando vizinhancas arbitrarias V(P) de um ponto P. Neste caso, a

expansao de uma regido S e o conjunto U V(P) e o encolhimento o conjunto
PeS

{PeS:V(P) N-S =¢1}.

A Figura 9.5 (b, c, d) mostra o resultado de varias contra
coes e expansoes da regido da Figura 9.5a. Note-se o desaparecimento do “rui
do em 9.5b e a suavizacao conseguida em 9.5c. Alem disto, a regido que esta
va ligada em 9.5a apresenta-se nao ligada em 9.5d.

9.2.2 - Operacoes logicas em regioes

Se duas regioes S e T forem representadas por imagens bina
rias, a obtencao de -S, SUT e SN T & relativamente simples: basta fazer
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as operacoes 19gicas de negac¢do, conjuncdo e disjungdo bit a bit emtodos os
pontos das imagens binarias. Em outros esquemas que nio o de varredura, es
tas operacoes ndo sao triviais. Particularmente, se o esquema de representa
¢do através de bordas for usado, os algoritmos para a obtencdo destes con
Juntos podem ser extremamente complexos.

Para arvores quaternarias a construcdo da arvore de -S a par
tir da de S pode ser feita trocando, em S, os nos-folha pretos (comuns) por
brancos e vice-versa.

A construcdo de S U T € feita percorrendo, simultaneamente,
as arvores de S e de T. As sub3rvores de S e T iguais sd3o copiadas em SUT;
se Sou T tem um nd preto onde o outro tem cinza (nd ndo-folha), S U T rece

be um no preto.

ALGORITMO 9.4 - Unido. de duas regices representadas por  drvores quaternd
rias:

Uniao (raiz de S, raiz de T, raiz de S U T) o procedimento unido (x, y, .z},
onde X, y € z s3o nos, € dado por:

1) Se x ou y e preto, entdo z « preto;
2) sendo, se x & branco, entdo z <« - y;
3) senao, se y € branco, entao z « x;
4) senao, faca:

4.1} z <« cinza;

4.2) unido (xi, yi, zi), i=0, 1, 2, 3, onde xi, yi, zi sdoos filhos
de x, ¥y e z, respectivamente,

0 algoritma para a obtengdo de SNT € semelhante ao Algoritmo
9.5. Ao percorrer dois nos, se um deles for branco, o nd correspondente de
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S N1 T também o sera; se um deles for cinza e o outro preto, entdo o nd serd
igual ao cinza; finalmente, se ambos forem cinzas, deve-se percorrer os fil
tros de ambos os nos,

Uma operacao frequentemente realizada € determinar, dado um
ponto {x, y), se ele pertence ou n3o a regido S. Esta operacdo e realizada,
para arvores quaternirias, pelo Algoritmo 9.5. Neste algoritmo os quadran
tes N=, NE, SO e SE sao numerados 0, 1, 2 e 3 (veja-se a Figura 9.1); usam
-se também, para x e y, as suas representagoes binarias.

ALGORITMO 9.5 - Pertinéncia de ponto 4 regido.

)i+« 1;

2) sejam bx e by os i€simos bits da representaciao binaria de x e y (da
esquerda para a direita);

3) visite o quadrante Q cujo numero € bxby  (binario);
4} se Q & preto, pare: o ponto pertence i regizo;
5) se Q € branco, pare: o ponto ndo pertence a regido;
6) se Q & cinza, entdo faca i <« i+1; v3 para 2.
Supoe-se, no Algoritmo 9.5, que S ndo & nem a regido vazia nem
a regiao formada por todos os pontos da imagem. Para tratar estes casos, &
suficiente incluir um teste inicial: se a raiz for branca o ponto ndo per

tence a regiao, se for preta, entao o ponto pertence.

9.3 - PROPRIEDADES GEOMETRICAS

Apos a segmentac3o da imagem o passo seguinte &, em geral, ex
trair das regioes propriedades que as descrevem tao completamente quando
possivel. Em niveis mais altos o processamento & feito usando as descricoes
das regioes e nao elas mesmas.
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Ha dois tipos de propriedades que caracterizam uma regido: as
propriedades "radioméetricas" que tém a ver com o nivel de cinza dos pontos
que compoem a regido, e as propriedades "geometricas" que se referem d for
ma e posicaoc da regido. Entre as propriedades radiometricas estio as diver
sas estatisticas de niveis de cinza (média, desvio padrao, miaximo, minimo,
etc.). Nesta secio sdo estudadas so as propriedades geométricas das regioes
consideradas individualmente. N3o s3o vistas, portanto, as propriedades geo
métricas de varias regioes quando tomadas em conjunto, ou seja, as relacoes
espaciais. Supoe-se também que as regides sao compostas de um dnico  compe
nente 1igado; as extensces para varios componentes s3o, na maioria das ve
zes, simples,

9.3.1 - Tamanho
9.3.1.1 - Area

_ A area de uma regido & definida como o seu numero de pontos.
0 calculo da area pode ser feito através de algoritmos simples na maioria
as representacoes. No caso da representacao por varredura um unico percorri
mento da imagem e suficiente para contar os pontos que perfencem e os  que
nao pertencem a regiao.

Se a regido S, sem buracos, for representada pela sua borda,
pode-se achar a area integrando a regiac envolvida peja borda. Seja C=(P)
il i2 ... in o codigo de borda de S, onde P € o conjunto inicial e ij per
tence a [0, 7]. Entdo a area de S pode ser calculada pelo Algoritmo 9.6.
ALGORITMO 9.6 - Cdleulo da drea a partir da representacdo por bordas.

1).Area <« 0O
2) leia ponto inicial do codigo (x0, y0); v <« y0;

3) leia codigo (i); 11 « i3 i0 <« i3

4) leia codigo (i); i2 <« i3
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5) execute a ac3o da Tabela 9.1 para a entrada (it, i2);

6) i1

« 123

7} se o codigo ndo acabou, va para 4;

8) execute a acao da Tabela 9.1 para (i1, i0);

TABELA 9.1

ACDES A SEREM REALIZADAS A CADA PASSO 0O ALGORITMO 9.6

Y1 Xz 0/7 1/2 3/4 5/6

0/1 a asb asb;c aibsc;id
2/3 b;c;d;a b bsc bsc:d
4/5 c:d;a ¢c;dsaszb b cid
6/7 d;a d;a;b di;a;b;c d

Acoes:

a: area « area-y.

b: vy <« y+1,

C: area + area+y.

d: y <« y-1.

A Tabela 9.2 mostra os valores de y e da area nos varios

sos do Algoritmo 9.6, para a regiao:

pas
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cujo codigo de borda & (A)7571234, supondo que as coordenadas de A sdo
(5, 5).

TABELA 9.2

PASSOS DO ALGORITMO 9.6

cODIGO i1 i2 ACAC AREA y
- - - 0 5
7 7 - 0 5
5 7 5 d 0 4
7 5 7 ci;dia 1 3
1 7 1 d;asb -1 3
2 1 2 azb -4 4
3 2 3 bsc 5
4 3 4 bic 7 6
- 4 7 c;d;a 5

Na representacdo por arvores quaternarias o calculo da area &
feito percorrendo a irvore e, a cada nd preto, somando 2(h-n) 3 irea, onde
h & a altura total da arvore e n @ o nivel do no (por convencdo, o nivel da
raiz & 0, de seus filhos & 1, etc.).

9.3.1.2 - Perimetro e comprimento de arco

0 perimetro de uma regiao e o comprimento total de sua borda.
0 comprimento da borda, ou em geral de uma curva digital qualquer & obtido
somando 1 a cada movimento horizontal ou vertical e v 2 aos movimentos na
diagonal.

Se a regiao estiver representada por varredura ou por arvore
quaternaria € necessario percorrer a imagem ou a arvore para extracao da bor
da. Para arvores quaternarias, que € 0 caso menos simples, deve-se visitar
cada nd preto e verificar se seus vizinhos tém ou n3o a mesma cor e qual
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a contribuicdo do nd para o perimetro., Mais detalhes podem ser encontra
dos em Samet (1981c).

9.3.1.3 - Extensao, secao cruzada e assinatura

A altura de uma regiao pode ser definida como a distincia en
tre o ponto mais baixo e 0 mais alto da regiao da imagem. Analogamente, a
distancia entre o ponto de S mais a esquerda e 0 ponto mais a direita & a
"largura" de S. Estas definicoes podem ser generalizadas com a nocdo de "ex
tensao" de uma regiao numa dada diregao que vem a ser a distancia entre os
pontos extremos de S, medida paralelamente a direcdo. A maior extensaec de
S em qualquer direcdo da-se o nome de "diametro".

A "secao cruzada" de S segundo uma direcao consiste na inter
secio de S com a reta nesta direcdo. Cada se¢do cruzada €, pois, uma linha
composta de zeros e uns.

Outra propriedade relacionada a extensdo e a secdo cruzada @
a "assinatura" de S segundo um dado eixo. Define-se assinatura de S segundo
6 eixo x como a funcdo a{x) = I I{x, y), onde I & a imagem. A assinatura se

Y
gundo o eixo y & definida analogamente,

9,3.2 - Forma

9.3.2.1 - Complexidade

A complexidade de uma regiao pode ser definida, informalmente,
como o niimero de palavras necessdrias para descrevera regiao completamente.
Devido aos inconvenientes operacionais desta definicdo, preferem-se medidas
indiretas da compleridade. Uma das medidas mais populares para complexidade
e a razao p>/A (perimetro ao quadrado dividido pela drea). Esta medida & mi
nimizada para uma regiao “circular". A Figura 9.6 mostra algumas regides e
suas medidas de complexidade. A medida p?/A nao leva em conta fatoresde(xmg
plexidade, tais como simetria, periodicidade, etc.
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9.3.2.2 - Alongamento

0 "alongamento" de S pode ser definido como a razao entre o
diametro (i.e., sua maior extensdo) e a extensdo na direcdo perpendicular ao
diametre. Definido deste modo, o alonaamento & sempre maior que 1.

Existem outras definicoes alternativas para alongamento. Uma
delas considera uma aproximacdo da regiao para uma forma padrdo como retan
gulo ou elipse e define alongamento como a razao entre o lado maior e 0 me
nor {se for retangulo) ou a razdo entre o eixo maior e 0 eixo menor (se
elipse).

Ainda outra definicdo considera alongamento como a razdo A/t?,
onde A € a area da regiao e t € o dobro do nimero de passos de encolhimento
necessarios para fazer a regido desaparecer. Esta medida, embora melhor que
as anteriores para regioes alongadas e curvas, € pouco confiavel para peque
nos valores de t. A Figura 9.7 -mostra valores de alongamentc para duas medi
das e regioes. Se for usada mf (razao entre extensoes} a regiao mostrada na
Figura 9.7a e mais alongada que a da Figura 9.7b; se usada m2(A/t?)o resul
tado & o contrario.

9.3.2.3 - Convexidade

Uma regido definida no plano real & "convexa" se, dados dois
pontos quaisquer da regiao, o segmento de reta que os une estd completamen
te contido na regido. Para imagens digitais, embora uma definicao analoga
possa ser usada, deve-se ter cuidado com os efeitos de quantizacao. Em par
ticular, a Tinha reta digital entre dois pontos ndo & definivel de modo éni
co.

Um codigo de cadeia representa um segmento de "linha reta di
gital" se:

1) no maximo duas inclinagdes diferentes aparecem na cadeia;

2) pelo menos um dos codigos ocorre em corridas de comprimento 1;
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3) o outro codigo ocorre em corridas de, no maximo, dois comprimentos
(3 excessdo, possivelmente, das extremidades do segmento}.

4) se ha dois comprimentos, estes diferem de, no maximo, .

Pode-se mostrar que, entre dois pontos quaisquer, ha pelo me
nos um segmento de reta digital. £ verdade também que pode haver mais que
um.

Uma definicdo de convexidade talvez mais facil de ser usada €
a que considera uma regido como convexa se a “curvatura” da borda nunca mu
da de sinal. Curvatura & comumente definida como a taxa de variacao da "in
clina¢do" que pode ser definida, num ponto P, como a média dos angulos dos
elementos de codigo de cadeia numa vizinhanca de k codigos centrada em P.
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Fig. 9.1 - Ordem dos quadrantes.
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Fig. 9.2 - Imagem bindria {a) e arvore quaternaria (b).
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Fig. 9.5 - (a) figura original; (b) dois encolhimentos seguidos de duas ex
pansoes; (c) duas expansbes seguidas de dois encolhimentes; (d)
dois encolhimentos.
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Fig. 9.6 - Regides com medidas de complexidade p2/4 iguais a (a) 8.70;
(b) 11, 99; (c) 14,66.
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Fig. 9.7 - Medidas de alongamento: ml = maxima extensdo/extensdo perpendi
cular; m2 = area/t2.



CAPTTULO 10

CLASSIFICACAO DE IMAGENS

A drea de reconhecimento de padroes nao esta restrita & classi
ficacao e descricdo de imagens, mas a maior parte do trabalho desenvolvido
tem-se voltado para aplicacdes pictoricas. Assim sendo, tém havido  tentati
vas serias-de automatizar as tarefas de leitura de caracteres alfanuméricos,
analise de imagens aeroespaciais, biomédicas e de camaras de bolha em Fisica
de Alta Energia. Destacam-se tambem aplicacdes nao-pictoricas como reconheci
mento de voz e do orador, analise de sinais de sonar, eletrocardiograma, ele
troencefalograma e em sismologia, assim como classificacac de dados obtidos
em Antropologiaou Zoologia, etc.

0 reconhecimento de padroes tem-se desenvolvido, em geral, ao
redor de duas grandes linhas de abordagem:

a) classificacdo de padroes, onde o objetivo & atribuir um objeto a uma
das possiveis classes. A ferramenta bisica & a teoria da decisio es
tatistica, embora varias técnicas empregadas sejam essencialmente de
terministicas;

b) reconhecimento sintatico (ou estrutural) de padrdes, onde se procura
uma descricao de objeto em termos de relacdes entre suas partes, uti
lizando principalmente a teoria de 1inguagens formais.

Este capitulo aborda de maneira resumida apenas as técnicas de
classificacao de padroes que tem sido mais utilizadas em areas como deteccao
de recursos naturais. Para um tratamento aprofundado de reconhecimento sinti
tico de padroes o teitor pode consultar Fu (1974)}.

10.1 - NOCOES BASICAS DE CLASSIFICACAD

Os conhecimentos atuais de neurofisiologia nao tem sido  sufi
cientes para reproduzir, na maquina, as funcoes de seres muito primitivos.
Todavia, mesmo diante desta insuficiencia, tem havido exito na resolucio de

-10.1-
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diversos problemas de reconhecimento de padrfes, particularmente nas tare
fas mais simples de classificacdo, ou seja, a de atribuir um objeto a uma
entre diversas classes. 0s métodos desenvolvidos tém tido por base, em ge
ral, uma formulacao estatistica que pode estar distante dos processos de per
cep¢ao em seres vivos,

Deste modo, € feito, inicialmente um conjunto de medidas
(usualmente denominadas atributos) por um sensor. No caso de imagens, estas
medidas tendem a se adaptar ao modo de aquisicao das imagens e ao tipo de
classificacao que se planeja desenvolver, Imagens de satélites de recursos
naturais sdo colhidas em geral sobre vdrias bandas do espectro (tipicamente
de 4 a 12) fornecendo assim um atributo natural para a classificacio de um
ponto no solo através do vetor de medidas nessas bandas. OutraspossTveis:q;
didas consistiriam em medidas de textura ou tamanho e forma de objetos nes
sas imagens. Os dados obtidos sdo representados por meio de um vetor de me
didas num espaco com uma determinada dimensao {denominado espaco de atribu
tos). Normalmente, & necessdrio efetuar um processo de reducio de dimensio
nalidade (selecao de atributos) antes da fase de classificacio, de modo a
reduzir o esforco computacional nesta Ultima fase. A Figura 10.{ apresenta
0 esquema geral de um processo de classificacao de imagens.

A etapa de classificacdo reduz-se essencialmente a uma parti
¢ao do espaco de atributos de tal maneira que, idealmente, os pontes perten
centes a uma determinada classe caiam sempre na particdo correspondente. Co
mo esse objetivo ideal nem sempre pode ser alcancado deve-se estabelecer a
particao minimizando algum critério; se se utiliza a formulacio estatistica
do problema este critério & a probabilidade de erro ou um risco médio, de
pendendo de custos apropriadamente escolhidos. Quando as classes apresentam
pequena variacao em torno de um protdtipo, a particao pode ser efetuada de
modo a -atribuir o objeto ao protdtipo mais proximo. Contudo, em muitas si
tuacoes a variacdo € aprecidavel e técnicas mais sofisticadas de decisdo es
tatistica devem ser empregadas. Essas variagoes podem ser tanto devidas a
incerteza inerente 3 caracterizacio da classe, como oriundas de perturbacoes
estatisticas (ruido) nos sensores de medida. & Figura 10.2 ilustra a distri
buicao de amostras de duas classes (drea urbana e mata) obtidas por uma ima
gem do satelite LANDSAT em dois canais.
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§0.2 - EXTRACAD DE ATRIBUTOS

As técnicas de extracdo de atributos podem ser consideradas
como uma forma de compressao de dados, devido ao carater de reducao de dimen
sionalidade que elas possuem com vistas a diminuicdo do espaco computacio
nal requerido. Estas téecnicas podem ser divididas em duas categorias: trans
formacoes no espaco de atributos ou medidas de informacdo e distancia.

10.2.1 - Transformacoes no espaco de atributes

0 objetivo aqui & transiuvimar 0 espago de atributos originais
em um espaco de menor dimensionalidade, preservandc ao maximo a representa
¢ao dos padroes e/ou a discriminacdo entre as classes.

No primeiro caso tem sido usados os critérios de erro medio
quadratico ou entropia. A transformacdo de Karhunen-Loeve (também denomina
da Transformacao de Hotelling ou de principais componentes), ja apresentada
no capitulo sobre codificacdo, & tambem utilizada aqui para efetuar uma re
ducao da dimensionalidade Gtima sob o critério de erro medio quadratico. As
sim, considerando-se a distribuicao multivariada global da mistura das clas
ses e obtendo-se a matriz de covariincia [N (NxN) do vetor aleatorio X (NxN)
de atributos, a transformacdo sera dada pela matriz A (PxN) tal que as 11
nhas dessa matriz sao os vetores proprios correspondentes aos maiores valo
res de g, (veja o Apéndice). As componentes do vetor Y = A X  tornam-se
nao-correlacionadas. A Figura 10.3 ilustraa Transformacdo de Karhunen-Loeve
para uma distribuicao gaussiana bidimensional. Nos novos eixos correlaciona
dos as duas componentes do vetor gaussiano sdo nao-correlacionadas. Isso &
evidenciado pelo fato de a elipse que contem uma porcentagemespecificada da
distribuicao gaussiana ter seus eixos principais paralelos aos eixos do novo
sistema de coordenadas. As variancias das componentes (que determinam o alon
gamento da elipse em cada direcao) sdo so valores proprios da matriz de co
variancia do vetor aleatorio.

A entropia de uma distribuicao, definida por:

H(X) = - EQlog fy(x)1, (10.1)
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pode tambeém ser usada como criterio para selecdo de atributos, procurando
-se, segundo este critério, a Transformacdo Y = AX que preserva omaior con
teudo possivel de informacdo,

Quando X tem uma distribuicao gaussiana com matriz de cova

riancia C (NxN} & possivel mostrar {Young and Calvert, 1974) que:
H(X) = 1/2 Yog [C| + N/2 og 21e, (10.2)

onde [C| denota o determinante de C. Pode-se também mostrar que dentre as
transformacoes ortonormais,aquela que maximiza a entropia de Y & dada  pela
Transformacao de Karhunen-Loeve, e a maxima entropia € dada por:

P
H(Y) = 1/2 § log A; + P/2 log 2me, (10.3)
- i=1

onde P € a dimenssionalidade do vetor Y, e x; 0s autovalores da matriz de
transformacao.

Quando se procura uma transformacdo que minimize a separabili
dade das classes num espaco de menor dimensionalidade & possivel utilizar
transformacoes lineares ou ndo-lineares, sendo obtido um resultado superior
no Gltimo caso, ao preco todavia de uma carga computacional gue pode ser bas
tante superior. Frequentemente, nesse caso, € necessario usar técnicas ite
rativas ou interativas atraves de um "display" (Chien, 1978),

Dentre as transformacOes lineares, deve ser apresentada a fun
¢ao discriminante linear de Fisher: considere-se um problema de classifica
cSo de duas classes. Procura-se uma projecao dos dados multivariados em um
eixo de tal modo a maximizar a separacao entre as classes nesse eixo, isto
€, procura-se um vetor w tal que (Duda and Hart, 1973)

y=wlx (10.4)

representa a projecao dos dados no eixo procurado.
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as medias amostrais das classes §;» 1=1,2 onde n, € 0 numero de amostras da

classe 517 Sejam as matrizes de espalhamento de cada classe definidas por:

Si= I Gem) (xem)T i-,2 (10.6)

-1
XeS,
1

Defina-se tambem a matriz de espalhamento total por:

Sp=54+5, - (10.7)

Quando as amostras sdo projetadas no eixo y, podem ser obtidas as médias
amostrais das projecoes por:

my=1/n, Y y=1i/m, 1}
! 1 yeSi T xes

wXx=wm i=1,2 {10.8)

Do mesmo modo, 0 espathamento das projecdes de cada classe e obtido por:

si= 1 (y-m)? 1=1,2. (10.9)

Portanto 512 + 522 representa o espalhamento total das projecoes,

Nessas condicoes, a funcao discriminante de Fisher maximiza o
criterio:

I(w) = (10.10)
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E possivel obter J(w) como fun¢do de w. Para tanto, a Equacdo 10.9 pode ser
reescrita como:

5.2 - (Wox-wm)?= 3 Wix-m)x-m) ws
i AR N N .
XeS, Xe$S.,
i i
=f S (10.11)
Da7 resulta:
52+ S.2 =W Sy w (10.12)
10t St =M 3p ¥ :
Por outro lado
" ty2 _ gt T 2 _ oyl T
(m -my )% =W me -w' my)? = W (my - my) (my -my) W (10.13)
Definindo a matriz §£ por
S ={m, -m,) (m, - m )T (10.14)
= -1 =2 ‘-1 =2 )
obtem-se
(' -m') =w s w (10.15)
1Myt =R oo X .

Sy e tambem chamada matriz de espalhamento intraclasses, enquanto Se e am

triz de espalhamento entre classes. Deste modo, J{W) pode ser dado por:
W' Sp v
Jw) = ———=—.

(]0.16)
F s, w

W 5,
Esta razao e o chamadc quociente generalizado de Rayleigh {Duda and Hart,

1973) e pode-ser mostrar que sua maximizacao leva a um problema generaliza
do de vetor proprio do tipo
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Spw =) Syw. (10.17)

Supondo-se que §D & nao-singular obtém-se o problema usual de vetor pro
prio:

Sp " Sp M= (10.18)

Pela defnicao de §E verifica-se que o vetor §£ W esta na direcio de

(my - m,), e, como um fator de escala nao tem importdncia no problema obtém
-se a solucao:

-1
W= Sy (my - omy). (10.19)

A funcao discriminante linear de Fisher pode ser generalizada
para C classes (Bryan, 1951). Nesse caso a reduc3o de dimensionalidade e
feita do espaco original N-dimensional para um espaco (C-1) dimensional (su
pondo-se N 2 C). A deducdo da matriz W ((C~1xN) que produz o mapeamento oti
mo € analoga ao caso de duas classes, envolvendo as matrizes de espalhamento
dentro e entre classes. Para maiores detalhes o leitor pode consultar Duda
e Hart (1973).

Deve-se observar que os criterios de representacic e os de
separabilidade das classes podem ser conflitantes e seria desejavel que se

estabelecesse um compromisso entre esses fatores na escolha da transformg
¢aoc otima.

10.2.2 - Medidas de informacdo e distancia

Em Ultima analise, o critério a ser utilizado para avaliar o
desempenho de um sistema de classificacao deveria ser a probabilidade de er
ro, mas existem grandes dificuldades em empregar esse critério na reducio da
dimensionalidade. Assim sendo, utilizam-se criterios indiretos expressos por
medidas de distancia entre distribuicoes, os quais fornecem, os quais for
necem limites superiores e/ou inferiores para a probabilidade de erro. Va
rias medidas tem sido propostas e investigadas as relacées entre elas
(Kanal, 1974).
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Sdo discutidas a seguir duas medidas de separabilidade entre
distribuicdes que tém sido bastante utilizadas (Swain et alii, 1978).

10.2.2.1 - Divergencia

Dadas duas classes Ni e W., caracterizadas petas funcoes den
sidade de probabilidade condicionais f(ifwi) e f(ijwj), pode-se definir a ra

z3o_de verossimilhanca Lij(ﬁ) por:

f(_{/wi)
Lislx) = ————, (10.20)
T f(x/M,)
=
assim como o logaritmo dessa razao, ou seja,
Lij(x) = Tog, L;;(x) = log, f(x/W;) - Tog, f(x/W,). (10.21)
A divergencia entre as classes W, e wj e definida por:
Dy; = ELL;y (X)/Wyd + ELL . (X)/W,], (10.22)
onde
EIL ;5 O/ = | Ly ) dx, (10.23)
X
L ] = L . . 0.24
ECL; (X)/W,3 J Ly (x) Flx/Ws) dx. (10.24)
X

A expressdao 10.23 pode ser interpretada com a informacdo me
dia para discriminacao em favor de Hi contra wj. Uma interpretacdo analoga

é valida para a Equacao 10.24 trocando-se as papeis de W, e wj. Assim  sen
do, Dij e uma medida da informacdo para a discriminacdo das duas classes.
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Pode-se mostrar que as seguintes propriedades sao validas:

a) ;. >0 para i =j,

1J
b) D.i.i = 0,

d) Se os atributos X1, X2, ..., X sao independentes

Il 1.3

D_ij (X]_, X2, “rey X ) =

D..(x),
n " ij 7k

1

e) Dij(xl’ X235 eo X, Xn+1) z Dij(xl’ X2s eeesy xn).

No caso das duas classes descritas por distribuicoes gaussianas multivaria
das, isto &, f(x/W,) ~ N(u;, 2,) e f(;/wj) ~ N(Ed’ Ej)’ a divergéncia tem

a seguinte expressao:

=1

-1
s 12 oLz w2 (g - p) (g - w0 (10.25)
U BN B MR B
Se as matrizes da covariancia z. e I sdo iguais (f.e., ;=
;= £} obtém-se
Doy = (wo-u)t 27 (g = wy). (10.26)
R '

Deve-se notar que o primeiro termo da Expressao 10.25 & devi
do a diferenca entre as matrizes de covariidncia, enquanto o sequndo  termo
expressa uma distancia normalizada entre as medias.

Dadas duas classes a selecao de atributos pela divergencia po
de ser feita para uma dada reducao de dimensionalidade (de, diga-se N para
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P} computando a divergéncia para todos os possiveis { g ] subconjuntos  de

atributos selecionando aquele para o qual a divergéncia & maxima. O proble
ma que pode ocorrer e o esfor¢o computacional para grandes valores de N e
P.

Quando se faz a redugao de dimensionalidade na classe mais am
pla das transformacoes lineares ortonormais € possivel obtera transformacao
otima no caso gaussiano. Distinguem-se 3 casos:

a)£i=£j=£

E possivel mostrar (veja-se Young and Calvert,{1974) ou Fukunaga
(1972)) que a discriminacdao baseada apenas em um atributo dado por:

y = (E'i - .Ej)T 2-1 X (10.27)

nao reduz a divergencia em relacdo a situacdo original de N atribu
tos {X1s X25 oen xN).
Nesse caso os atributos otimos sao dados pelos produtos dos vetores
proprios cleEi'1 Z. com x. Os atributos mais significativos sao se
lecionados calculando os correspondentes valores proprios na seguin
te ordem:

A+ U/ > ot 1/2 > (.. > )LN + 1le. (10.28)

c) Caso geral

Nao se conhece procedimento analitico, havendo a necessidade de téc
nicas de busca para achar a matriz de transformacaoc numericamente
{Tou and Heydorn, 1967).
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0 conceito de divergéncia & definido para duas classes, e uma
generalizacao para M > 2 classes ainda nao foi feita. Um procedimento usual
e computar a divergencia media para todos os pares de classes e selecionar
o subconjunto de N atributos para o qual a divergencia media, definida por:

) Mii ? )
D =— ¢ .
T M(M-1) =1 jeiet MY

(10.29)
¢ maxima. Todavia, essa estratégia nio & 6tima. Por exemplo, um Unico termo
na somatoria da Expressdo 10.29 pode aumentar substancialmente a divergég
cia média. Portanto, no processo de selecdo de atributos, & Gtil examinar
cada divergencia entre classes (Moik,1980).

10.2.2.2 - Distancia J-M

0 comportamento da divergencia Dij em relacao a probabilidade
de classificacdo nac e consistente. Enquanto Dij cresce sem limite quando a
separabilidade das classes aumenta, aquela probabilidade tende a saturar no
valor unitario. Esse comportamento tende a agravar o problema citadono ilti
mo paragrafo da secao anterior.

Uma medida de separabilidade que evita esse problema € a Dis
tancia de Jeffries-Matusita (Distancia J-M) (Matusita, 1965), definida por:

Y/,

u [[/_ﬂm '/W J.d5 ‘ (10.30)

(=
I

No caso das densidades gaussianas a Equacao 10.30 assumea for

(2(1 - ez, (10.31)

—
"

iJ

onde
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+ 1/2 '{oge . (10.32}

0 comportamento saturante da distancia J-M devido ao termo exponencial na
Expressac 10.31 tende a reduzir o efeito de classes muito separadas quando
se toma a distancia J-M média por uma somatdria andloga dquela dada pela
Equagao 10.29.

Uma outra funcdo tambem utilizada para selecdo de atributos
que envolve multiplas classes, com caracteristicas saturantes anilogas a
distancia J-M, & a divergencia transformada, definida por {(Swain et alii,
1978).

D.. =21{1-e 8 . (10.33}

Deve-se observar neste ponto que a distancia J-M estd relacio
nada a outra medida bastante utilizada para selecdo de atributos, a distan
cia de Bhattacharyya, definida por:

(==
u

i -Tog Py (10.34)

onde

It

i (x /ExW) F(x/Mg) dx. (1035)

e o chamado coeficiente de Bhattachryya (Bhattacharyya, 1943).
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E facil verificar que

2 _

e que, no caso gaussiano, B.. @ dado pela expressio 10.32,
ij P

10.3 - ELEMENTOS DE TEORIA ESTATISTICA DE DECISAQ

A classificacdo estatistica de imagens & formalizada pela teo
ria estatistica de decisdao. Segundo tal teoria, 0s atributos X5 s i=1,2,
...s N sdo varidveis aleatorias, que constituem o vetor aleatdrio x. Supde
~-se que a funcao densidade de probabilidade associada a cada classe Wy

f(;/wi), i=1,2, ..., M seja conhecida, assim como as probabilidades a
priori P(wi)’ i=1,2, ..., M de cada classe. A chamada formulacdo bayesiana
envolve tambem custos c(wk/wi), ky 1= 1,2, ..., M de tomar uma decisdo por

uma classe wk quando a verdadeira classe é-wi.

Deste modo, sendo observado o vetor de atributos x, 0 risco
médio que incorre ao tomar a decisio L & dado por:

M
"5 (W) = 121 ClH|uw) P, |x). (10.37)
Deve-se tomar a decisao Hk que minimize o risco médio sobre a
distribuicao de x, ou seja,
L(W,) = J L (W) £(x) dx. (10.38)

X

Torna-se claro que L(wk) e minimizado se, para cada valor de
x, L, (W) seja minimizado.

—
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Un caso particular da formulagdo bayesiana de importdncia €
obtido quando se tomam os custos C(W, [W;) na forma

c(wklwi) =0 =k, {10.39)
=1 i=zk ik = 1,2, vy M.
Nessas condigoes, a Expressao 10,37 assume a forma:

L_{ka) =1 - p(wkly (10.40)

e a minimizacao de Lx(wk) e feita se, para cada vetor x de atributos obser

vado, decidir-se pela classe W, que maximize a probabilidade a posteriori

k
P, [x).
Utitizando a regra de Bayes tem-se:
f(x/¥ ) P(W )
P(W. |x) = K& (10.41)
k f(x)

e, como o denominador € independente de k, pode-se atribuir o vetor x&clas
se k que maximize a expressao fx|W) P(wk).

Pode-se, dessa maneira, encarar o processo de classificacao
como dado pelo computo de funcdes discriminantes:

g;(x) = Flx|w.) P} 1 =1,2, ..., M (10.42)
para cada vetor de ntributos x observado e pela distribuicido desse vetor a

classe W, que forneca a maxima funcdo discriminante. Tal esquema estd ilus
trado na Figura 10.4.

E frequente a situacdo em que se admitem as probabilidades a
priori P(wi), i=1,2, ..., Miguais a 1/M, Nesse caso as funcoes discrimi
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nantes se resumem as funcoes densidade de probabilidade condicionais

f(§|wi). Tal esquema de decisdao & denominado decisao por maxima verossimi
thanca.

E possivel tomar a decisdo computando as funcoes discriminan
tes dadas pela Expressao 10.42 ouainda uma funcdo monotonicamente crescente
de gi(x), por exemplo

log, 9;{x) = log, f(x|W,) + log, P(W.}. (10.43)

A implementacao do classificador pela Equacao 10.42 ou 10.43
equivale a uma particao do espaco N-dimensional dos vetores de atributos x
em regioes Di’ i=1,2, ..., M. A regido D;» atribuida a classe wi, e aquela
em que:

g;(x) > gk(z) i=k, (10.44)

No caso de duas classes o calculo da probabilidade de erro de

decisao (P{c)) pode ser feito observando que ha duas maneiras de cometer um
erro, isto e, o vetor 5_prov§m da classe W, e decidiu-se por W, ou vice-ver

sa, Deste modo, tem-se (Duda and Hart, 1973).

P(e)

P(i e D2y Wy) + P(i e D1, Y2)

Ll

P{x € Do/ Wi} P(W1} + P(Xx € D1/W2) P(W:)

I £(x|Wy) () d5+f F(x]W2) P() dx (10.45)
Rg Rl

A Figura 10.5 ilustra o calculo de P{e) no caso de duas distribui¢des gaus
sianas unidimensionais, '

No caso de multiplas classes torna-se mais simples calcular a
probabilidade de classificacao correta (P(C)), que & dada por:
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M .
M
= L P e /M) py)
M
- 1 fomy) pou) ex (10.46)
i=1

Deve-se observar que, embora formalmente resoivido, o problema

de calculo da probabilidade de erro pode tornar-se dificil na situacdo mul
tivariada.

Densidades multivariadas gaussianas tém sido  frequentemente
utilizadas para caracterizar as classes, particularmente na area de Senso
riamento Remoto (Crane et alii, 1972). A forma geral dessa densidade & dada
por:

'1/2(5724)T 94-1(5:24)’

F(x7H;) = ! = (10.47)
N/2
RN

onde x & o vetor (Nx1) de atributos, u, & o vetor (Nx1) de valores espera
dos, C. (NxN) & a matriz de covaridncia e ICil denota o determinante dessa
matriz,

A Figura 10.6 ilustra as curvas de nivel de uma densidade gaus
siana bidimensional.

No caso multidimensional essas curvas de nive] sdo elipsdides
representados pela equagao:

d = (x-)’ €7 (xu). (10.48)
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A quantidade d representa a chamada distancia de Mahalanobis
de Xapu.. 0s eixos principais do elipsoide sac os vetores proprios de C;e
0s valores proprios determinamo comprimento desses eixos.

Utilizando a Expressao 10.47 na 10.43 e notando que o termo
-N/2 ]oge 21 nao depende de i, obtém-se as funcoes discriminantes para o ca
$0 gaussiano multivariado:

g;'(x) = ~1/2 Tog |C.]| -

/2 (x - .Ei)T 21'1(5 - ;) + Tog P(W,). (10.49)

A Figura 10.7 mostra uma imagem LANDSAT (canal 7) obtida sobre
a regiao de Sdo José dos Campos. A classificacao dessa imagem foi feita uti
lizando a Equacao 10.49, supondo as classes equiprovaveis, e o resultado da
classificacao que evidencia a classe denominada “area urbana” est2 mostrado
na Figura 10.8.

0 esquema de classificacao proposto ate este ponto atribui um
vetor de atributos x a alguma classe entre as M provaveis. Em certas cir
cunstancias, porém, o valor de g,(x) (ou gi(x)) € suficientemente baixo pa
ra todo i =1,2, ..., M a tal modo que seria natural rejeitar o padrao ao
invés de atribui-lo a alguma classe. Isso pode ser feito observando que a
forma quadratica (x - B_i)T_Qi‘1 (x '-Ei) tem a distribuicao qui-quadrado com
N graus de liberdade. Portanto, utilizando a Expressao 10.49, pode-se com
putar a expressao:

Qx) = -2 g5*(x) - log,|C.| + 2 log, P(H,). (10.50)

Se o valor de Qi(i) ultrapassar o limiar da distribuicdo qui-quadrado cor
respondente a uma dada porcentagem acumulada da distribuicao, rejeita-se o
vetor de atributos.

A implementacao direta do classificador gaussiano requerocom
puto da funcao discriminante dado pela Expresszo 10.49 para cada vetor de
atributos. 0 tempo de classificacdo & proporcional a N®.M, onde N & a dimen
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sao do vetor de atributos e M € o numero de classes. Em algumas situacoes,
como em Sensoriamento Remoto, o numero de vetores de atributos realmente
existentes em uma imagem & suficientemente limitado para que os esquemas do
tipo tabela por espalhamento {(“"hashing") possam ser empregados  (Shlien,
1975), abreviando consideravelmente o esforco computacional.

Com a mesma finalidade, tém também sido utilizados os chamados
classificadores de paralelepipedos, em que cada classe & definida pelos 1i
mites superior e inferior de um histograma obtido numa area de treinamento
(area de classificagdo conhecida). Tais classificadores podem ser implemen
tados de maneira muito rapida por "hardware", mas seu desempenho tem defi
ciencias, principalmente devido a ambiguidade que resulta da sobreposicdo de
paralelepipedos relativos a duas ou mais classes.

A probabilidade de utilizar os esquemas de testes sequenciais
de hipoteses tem sido explorada em classificacdo de padrbes, dado o custo
substancial por vezes inerente & aquisicao de cada atributo. Fu (1968) apre
senta varios resultados da aplicacdo desta técnica na classificacdo de ca
racteres alfanumericos manuscritos.

10.4 - TREINAMENTO E APRENDIZADO

Na seccao anterior o problema de classificacac foi resolvide
sob a hipotese de que as densidades de probabilidade que caracterizam as
classes sd3o conhecidas. Essa hipOtese ndo € frequentemente satisfeita num
problema de reconhecimento de padroes e os métodos de classificacao descri
tos abreviadamente a seguir sao utilizados quando a hipotese mencionada en
teriormente n3o € satisfeita.

10.4.1 - Aprendizado com supervisao

Quando a forma funcional das densidades e conhecida, exceto
por seus parametros, tem-se o chamado problema de aprendizade, que € um pro
cesso de estimacao dos pardmetros desconhecidos. Quando existemamostras dis

poniveis de classificacdo conhecida, diz-se que o problema de aprendizado &
supervisionado.
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Em imagens de sensoriamento remoto, por exemplo, a  hipotese
gaussiana € frequentemente utilizada para caracterizar as densidades multi
variadas dos elementos das imagens multiespectrais. Todavia, os vetores mé
dia e as matrizes de covariancia de cada classe em geral ndo s3o conhecidos

a priori.

Para resolver esse problema, dois modelos podem ser adotados:
se 0s parametros a serem estimados sdo considerados ndo-aleatdrios, as téc
nicas de estimacdo por maxima verossimilhanca podem ser empregadas. Ji na
situacao em que os parametros sdo considerados variaveis aleatorias, cai-se
num esquema bayesiano,

Em sensoriamento remoto, o primeiro modelo € geralmente adota
do e, a partir das amostras das areas de classificacdo conhecida, podem ser
estimados o vetor de valores esperados da classe Ni por:

R
¥ % 521 %5 (10.51)
e a matriz de covariancia da classe ”i por:
N ) Y
S =E‘T j£1 {g -3.1-] [333 -11_1J , (10.52)

onde Mi e 0 numero de amostras disponiveis na area de treinamento da classe

Esses estimadores podem ser expressos em forma recursiva {Tou
and Gonzalez, 1974). Denota-se o estimador de ¥ baseado em Ni amostras por
8;(N;). 0 estimador de y, baseado em N, , amostras pode ser dado por:

" 1
fNiyg) =
i+1

N, w.(N.) + x . (10.53)
s B M P
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0 processo de recursao inicia-se com Ei(l) = X).

Analogamente, para o estimador da matriz de covariancia, tem

- <y T

T 1 -
+ X X - — N.ps(N.) + x .
Xy, -—Ni+1] ) [ ity (N —N1-+1]

1+ i+1
N ) e x| (10.54)
i+ )

0 processo de recursac inicia-se com:

C() = xa xaT - 505,70 = 0. (10.55)

10.4.2 - Aprendizado sem supervisio

No aprendizado sem supervisao as amostras na area de treina
mento nao sao rotuladas. A densidade de probabilidade desses vetores e a
densidade-mistura, dada por:

M
f(x) = _21 flxw;) PO, (10.56)
i=

A solucao do problema existe se o numero de classes (M), e as
probabilidades a priori (P(Ni)) sao conhecidas, assim como a forma das den
sidades f(i[wi), exceto por seus parametros (Duda and Hart, 1973).
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10.4.3 - Techicas ndo-paraméetricas

Outra situacao que ocorre frequentemente & quando a forma das
densidades de probabilidade nao & conhecida. As formas paramétricas usuais
raramente descrevem com fidelidade as dansidades encontradas na pratica. Em
geral estas formas parametricas tem a forma unimodal, enquanto os histogra
mas reais sao muitas vezes multimodais. Deste modo, recorre-se as chamadas
tecnicas ndo-paramétricas. Algumas destas técnicas envolvem a estimacdo das
densidades condicionais de cada classe a partir das amostras, Outras técni
cas estimam diretamente as probabilidades a posteriori das classes, que sdo
usadas como fungoes discriminantes, sem passar pelas densidades condicio
nais, Estes procedimentos estdo relacionados com o métods de c¢lassificacdo
de uma amostra pelo protdtipo de classificacdo conhecida mais proximo (vizi
nho mais proximo). Em geral, utilizando as técnicas hao-paramétricas troca
-se a necessidade da forma funcional das densidades ser conhecida pela ne
cessidade de um numero maior de amostras.

10.4.4 - Algoritmos de treinamento

Em varias situa¢des, a Unica informacdo oferecida ao sistema
de classificacao consiste em amostras de classificacdo conhecida. Nessas con
dicoes, o classificador deve ajustar iterativamente as superficies de deci
sao de modo a, se possivel, separar perfeitamente as amostras,

0 caso mais simples que se apresenta e o de duasclasses cujas
amostras podem ser separadas no espaco euclidiano N-dimensional por um  hi
perplano. Essa superficie pode ser caracterizada pela equacae g(x) =0, on
de:

N
9(x) =Py + }

P: X:. (10.57)
RIRARS

Nas amostras da classe W; deve-se ter g{x) > 0, e o oposto de
ve ocorrer para amostras da classe W,.
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A Expressao 10.57 pode ser colocada numa forma homogénea  se
forem definidos vetores aumentados de uma dimensac por meio de:

( (7, |
1 Po
Xa P,y
y=|* e a=|Pfy. (10.58)
e L Py

Nessas condicoes a determinacao do hiperplano de separacao con
siste em achar um vetor a, tal que:

=]

Tysoo  para =12, ..M (10.59)

- 1

1.2, .oy Mp, (10.60)

T 3 .
e a zﬁ <0 para Jj

onde yi, j =12, ..., My sao as amostras da classe W, e yJ, J= 1,2, ...,
= -2

sao as amostras da classe W;. Se as amostras da classe W, forem multiplica
das por (-1), o problema se resume em encontrar um vetor a, tal que:

al yd >0 G = 1,2, euy My + M. (10.61)

A Figura 10.9 ilustra esse problema no caso bidimensional. De modo geral, a
solucao nao @ uUnica, mas tem-se uma regido de solugcdo no espaco euclidiano
N-dimensional.

Deste modo, 0 problema consiste em encontrar uma solucao para
um sistema de desigualdades lineares. Conforme mencionado anteriormente, tal
problema ocorre também nas areas de restauracao e reconstrucio de imagens.

Os algoritmos iterativos originalmente propostos para resol
ver esse problema, no contexto de classificacao de padroes, inspiraram-se em
modelos simplificados de neuronios baseados na idéia de punicdo e premiacao
(Rosenblatt, 1961}, Tais algoritmos s3o genericamente classificados  como
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algoritmos do tipo “perceptron”. A formulacdo mais simples consiste no se
guinte esquema iterativo. Um vetor inicial arbitrario a(0) & escolhido., Os
prototipos (isto €, amostras de classificacdo conhecida) sio examinados ci
clicamente. Se num dado passo

a(i) yso, (10.62)
entao:
a(j+1) = a(d) + yd. {10.63)

Caso contrario,
a(j+1) = alj). (10.64)

Pode-se mostrar (Duda and Hart, 1973) que se as classes W, e
W, sao linearmente separdveis, o algoritmo converge num numero finito (mas
desconhecido) de passos.

Varias generalizacoes do “perceptron" tem sido propostas, in
cluindo-se o uso de uma margem b de tal modo que uma correcdo no vetor a(j)
g feita apenas se g?(j) y(i) s b.

0 algoritmo do "perceptron” e seus derivados podem ser formu
lados como algoritmos do tipo gradiente, em que na regido de solucdo a fun
cao escolhida possui um minimo. No casoda versaomais simples do "perceptron”
apresentada, essa funcao tem a forma:

ANa, y) = 1/2 (Jaly] - aly). (10.65)

0 problema que ocorre com o algoritmo do "perceptron” e suas
variacoes e a niao-convergéncia no caso em que as classes nao sdo separaveis
linearmente, Para contornar tal problema, Ho e Kashyap (1965) propuseram um
algoritmo que minimiza uma funcdo do tipo erro quadratico, que converge ain
da na situacao nao-separavel. Agrupando os (M, + M;) vetores y numa matriz
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¥ ((My + My)x(N+1)) e considerando um vetor de margem b ({M, + M,)x1) todas
as componentes positivas, o problema consiste em encontrar um vetor a  tal
que:

Yazb>0. (10.66)
Define-se uma funcao objetiva quadratica a ser minimizada por:

Ja, b) = t/2 ||y a - b]| (10.67)

sob a restricao b >0,

0 algoritmo iterativo do gradiente (aplicado ciclicamente nos
prototipos) assume a forma:

b(0) >0  arbitrdrio
a(0) = (Y1 V)7 ¥T b(0) = ¥* b(0)
b(3+1) = b(J§) + ple(i) + |e(i)[]

alir)= (7 07 YT b(341) = Y* b(j+1)
(10.68)

onde ¢ vetor de erro & dado por:
e(3) = ¥ a(3) - b(J) (10.60)

Se as amostras de treinamento sd3o linearmente separaveis, a
solucdo das desigualdades lineares € obtida num niimero finito (mas desconhe
cido) de passos. Se as amostras sdo nao-separaveis, ha evidencia de ndo-se
parabilidade pela convergéncia de ||e|| para um valor nio-nulo num  nimero
finito ou infinito de passos.

Na situacao de multiplas classes (M), trés situacoes podem
se apresentar:
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a) Uma classe & separavel linearmente de todas as outras. Hi portanto
M decisces binarias a serem tomadas.

b) Cada classe € separdvel linearmente de cada outra classe. H3 portan

to {g] decisoes binarias a serem tomadas.

c) Existem M funcoes discriminantes 1lineares 91(5) que:
gi(ﬁ) > gJ(?_(_) para todo j = 3.

Nesse ultimo caso & possivel generalizar o algoritmo de “perceptron” para M
classes e provar sua convergéncia de modo analogo ao caso binario.

Deve-se notar neste ponto que o problema de obter a  solucao
de um sistema de desigualdades lineares pode ser resolvido por algoritmos
de programacao linear (Charnes et alii, 1953),

Quando as classes nao sao separaveis por hiperplanos, € possi
vel utilizar os esquemas iterativos de aprendizado do tipo "perceptron” e
seus derivados pela discriminacao através das chamadas func¢des discrimi
nantes lineares generalizadas do tipo:

d
g(x) = .21 a, y;(x), (10.70)
1=

onde Yi(i) sdo funcoes arbitrarias de x, e o nimero de termos d &, emgeral,
superior a dimensionalidade (N) do vetor de padrdes x. Tal € o caso de fun
¢oes do tipo polinomio, cujo grau pode ser selecionado para prover a separa
cao entre classes,

10.4.5 - Técnicas de Agregacdo. de Dados

Se a unica informacdo possivel para projetar o classificador
consiste em amostras ndo-rotuladas, recorre-se as técnicas de agregacdo de
dados (“clustering”). Essas técnicas tiveram origem nos processos de taxono
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mia numérica das Ciéncias Bioldgicas e, com o advento do computador digi
tal, passaram a ser largamente utilizadas.

Em geral, os métodos de agregacdo s3o ndo-supervisionados e
até mesmo o numero de classes pode nao ser determinado a priori. As tecni
cas desenvolvidas baseiam-se frequentemente na minimizacaode um critério de
rivado de uma medida de similaridade entre amostras. 0 problema basico de
agregacdo consiste em particionar as nuvens de amostras no espaco N-dimen
sional segundo esse critério.

Entre as medidas de similaridade propostas, podem ser mencio
nadas:

1) distancia euclideana. Trata-se de uma medida que @ invariante a
translacoes, mas nao & invariante a transformacbes Tineares em ge
rai.

2) Cosseno do angulo entre dois vetores de atributos Xj € Xio que  po
de ser definido por:

T

S(xs» x:) S %
Kiy X.] = .
T ikl

(10.70)
Esta medida € invariante a rotacdo e mudanca de escala, mas
nao e invariante a translacdo e a transformacoes lineares em geral.

3) Medida de Tanimoto, definida para atributos binarios, e expressa
por:

X X
T(xy> X.) = = (10.71)

Xe' X, + X, - x.T X .

SRS B R R R

Uma interpretacac da Expressao 10.71 revela que essa medida representa a ra
zao entre o numero de atributos comuns a x; e Eﬁ e o numero de atributos pes
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suidos por x, e X5 (definindo que x; possui o kE21™ atributo se o k1M cop
ponente de x. & 1).

Dentre os critérios a serem minimizados pela particdo das amos
tras o mais utilizado envolve a soma dos erros quadraticos, pela expressdo:

—
L]

M
AL x - w3, {10.72)
i=1 xesi

onde M e 0 numero de classes, (Xesi) indica as amostras pertencentes 3 par
ticdo S, e m, e a média amostral da particdo S,, definida por:

n

X, (10.73)
i XE‘.Si

onde Mi e 0 nimero de amostras no agregamento Si.

Uma particao otima & definida como aquela que minimiza o cri
tério J dado pela Expressdo 10.72. tm algoritmo de agregacdo tipico escolhe
uma particao inicial e consiste num procedimento iterativo que reatribui ve
tores de padrac aos agregamentos até obter um minimo de J. Em geral obtém
-se um minimo local de J, nao havendo garantia de um minimo global. Diferen
tes escolhas da particdao inicial podem levar a diferentes minimos locais.
Um procedimento iterativo basico para obter a minimizacdo de J e o chamado
algoritmo de K medias, descrito a seguir:

a} Selecione o numero de aglomerados K.
b) Escolha uma particdo do numero total de amostras (Mt) em K aglomera
dos. Compute as medias amostrais M i=1,2, ..., K de cada aglomera

do.

c) Calcule a distancia do vetor de padroes x a cada media ms i=1,2,
e ey K-
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d) Atribua x ao aglomerado cuja média esteja mais proxima de x.

e) Se nenhuma reatribuicdo de amostras a aglomerados ocorreu {ou se o
numero maximo permitido de iteracdes foi ultrapassado), pare.

f) Caso contrario, calcule as novas médias amostrais dos aglomerados
e va para c).

As propriedades de convergéncia do algoritmo de K médias fo
ram estudadas por Mac Queen (1967). 0 algoritmo denominado Isodata (Ball and
Hall, 1965) representa um desenvolvimento de K médias, incorporando procedi
mentos heuristicos para subdividir ou agrupar aglomerados. Deve-se observar
que tanto o algoritmo de K medias quanto o Isodata tém sido utilizados para
quantizagdo de imagens, tanto no caso escalar (Velasco, 1980) (sendo equiva
lente ao procedimento de Max) como no caso vetorial (Linde et alii, 1980).

0s procedimentos de agregacao podem ser classificados  como
hierarquicos ou ndo hierdrquicos. Nos procedimentos hierarquicos, as parti
¢oes das amostras sdo feitas em niveis, por aglomeracdo ou divisdo. A carac
teristica hierarquica baseia-se na propriedade de que se duas amostras es
tao num mesmo agregamento, num nivel de processo, elas assim permanecerio
até o fim do processo. 0s exemplos mais conhecidos de agregacdo hierdrquica
ocorrem em Biologia, onde individuos se agrupam em espécies, espécies em gé
neros, generos em familias, etc. A despeito de sua enorme importdncia prati
ca, os métodos de agregacdo frequentemente ressentem-se de uma base mais s§
lida nas decisbes de dividir ou aglomerar amostras, ou na escolha do numero
de aglomerados. Assim sendo, desenvolve-se atualmente um esforgo consideri
vel no sentido de validar estatisticamente estes processos.

10.5 - AVALIACAO DE DESEMPENHO DO CLASSIFICADOR

Em ultima analise, o desempenho do classificador @ avaliado
pela probabilidade de erro P{erro) de classificacdo. No caso de multiplas
classes envolvendo a medida de varios atributos,o calculo direto da probabi
lidade de erro torna-se dificil: a solucdo adotada € estimar essa probabili
dade a partir do desempenho do classificador. Sabe-se que o procedimento pa
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ra avaliar a P(erro) a partir do desempenho do classificador sobre as pro
prias amostras de treinamento @ otimista. O procedimento usual e dividir as
amostras de classificacao conhecida em areas de treinamento e de teste, bem
como avaliar o classificador sobre essas ultimas.

Se a verdadeira probabilidade de erro e Pe, se M amostras sao
utilizadas para teste e se m dessas amostras saoclassificadas erroneamente,
a distribuicao da variavel aleatoria m e binomial, ou seja:

P(m) = [ ﬁ ] pem (1~pe)M'm. (10.74)

Pode-se mostrar (Fukunaga, 1972) que o estimador de maxima ve
rossimilhanca de Pe e dada por:

- m .
pe = -ﬁ' M (10.75)

A partir da distribuicdo desse estimador, & possivel obter intervalosde con
fianca para a estimativa de Pa (Highleyman, 1962). A nao ser que M seja ra
zoavelmente grande, o valor obtido pela Equacdo 10.75 deve ser encarado com
cuidado. Por exemplo, se o classificador n3o cometeu erro algum em 50 amos
tras, o verdadeiro valor de Pe esta entre 0% e 8% com probabilidade de 0,95.
Para que esse intervalo de confianca esteja entre 0% e 2% seriam necessa
rias 250 amostras verificadas sem nenhum erro.

Dado um conjunto de amostras de classificacao conhecida dispo
niveis, surge o problema de como dividi-las em amostras de treinamento e de
teste. Se muitas amostras forem selecionadas para treinamento e poucas para
teste, a avaliacdo da P(erro) serd pobre; se a estratégia oposta for adota
da, o projeto do classificador podera ficar comprometido. Quando se dispoe
de um pequeno niimero de amostras, & preferivel fazer a estimativa da proba
bilidade de erro em N passagens, em cada uma das quais uma observacao e man
tida para teste e as resuitantes N-1 sd3o usadas para treinamento. De qual
quer modo, a solucao do problema relativo a reparticao de amostras entre
treinamento e teste ainda e objeto de pesquisas (Toussaint, 1974).
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A disponibilidade de um nimero finito de amostras para treina
mento pode afetar signicativamente o desempenho do classificador, tendo si
do observado que, nessa situacdo, o desempenho do classificador nidoc aumenta
indefinidamente como aumento do numero de atributos (Kanal and Chandrasekaran,
1971).

10.6 - DESENVOLVIMENTOS RECENTES E TENDENCIAS FUTURAS

Para completar este sumario das aplicacoes de classificacao de
padroes a analise de imagens, devem ser mencionados alguns desenvolvimentos
recentes e tendencias futuras, particularmente no caso de imagens de recur
sos naturais (Landgrebe, 1981). As imagens de sensoriamento remoto sdo co
Thidas em geral em varias bandas do espectro e, como consequéncia, os méto
dos tradicionais de classificacio sio baseados em caracteristicas espec
trais. Recentemente, tem havido um grande esforco para desenvolver algorit
mos que incorporam atributos espaciais, variacées temporais e dados auxilia
res. Dentre as técnicas que incorporam atributos espaciais podem ser mencio
nados: a) filtragem espacial para extrair atributos locais, que sdo acresci
dos aos atributos espectrais (Dondes and Rosenfeld, 1982, Dutra and Masca
renhas, 1984)); b) matrizes de coocorréncia, que sdo histogramas bidimensio
nais de niveis de cinza, para uma dada distdncia e uma dada direcdo; c) al
goritmos de particao de cenas, classificando elementos de imagem por grupos,
atraves de processos de anexacao de regides por critérios estatisticos
(Kettig and Landgrebe, 1976); d) teoria de decisao composta, que leva emcon
ta a correlacao de elementos de imagem adjacentes na classificacdo (Swain
et alii, 1981; Chittineni, 1981); e) métodos de relaxacao (Rosenfeld et
alii, 1976), que sdo processos iterativos de atualizacao das probabilidades
a posteriori das classes baseadas na dependéncia probabilistica com elemen
tos de imagem vizinhos.

0s algoritmos que incorporam caracteristicas temporais utili
zam-se da periodicidade da cobertura de uma dada regiao pelos satelites de
recursos naturais. Essas tecnicas pressupGem o registro preciso de passagens
diferentes. A primeira abordagem utilizada simplesmente adicionava os atri
butos espectrais de novas passagens aos atributos da primeira passagem. Toda
via, sugem problemas devidos a necessidade de um numero maior de amostras de
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treinamento como decorrencia da maior dimensionalidade das amostras, bem
como aqueles devidos a nao-disponibilidade de dados por cobertura de nu
vens. Tem sido estudados métodos que envolvem o estuds de trajetdrias tempo
rais espectrais do tipo de terreno (Misra and Wheeler, 1978), particularmen
te em levantamento de safra, bem como uma abordagem bayesiana num classifi
cador em cascata (Swain, 1978).

‘A utilizacao de dados auxiliares pode se basear em informacao
subjetiva e descritiva como praticas de cultivo ou condicoes - de precipita
¢ao pluvial na drea, ou em dados quantitativos como perfii topografico, le
vando aos chamados modelos digitais de terreno (Horn, 1981); resposta a ou
tros sensores como radar; mapas de classificacao de anos previes; frontei
ras politicas; etc. Um exemplo de uso de dados auxiliares na classificacdo
€ aquele que foi utilizado no chamado Procedure 1 do LACIE ( "Large Area
Crop Inventory Experiment"), um extenso programa de levantamento de safras
de trigo desenvolvido por varias agéncias nos EUA. Nesse caso, o analista
dispunha, no processo de rotulacao de pontos selecionados dos segmentos a
ser classificados, de varios dados auxiliares como plotagem de trajetorias
temporais em espacos transformados (Kauth and Thomas, 1976). Deve ser men
cionada finalmente uma tendencia crescente na andlise de recursos naturais,
que consiste na utilizacao dos chamados sistemas geograficos de informacao,
0s quais incorporam dados auxiliares que, associados muitas vezes a imagens
de satélites, fornecem informacdo para o gerenciamento de recursos naturais
(Bryant and Zobrist, 1976).
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Fig. 10,1 - Esquema geral de um processo de classificacao de imagens
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Fig. 10.2 - Distribuicao das amostras de duas classes em dois canais de uma
imagem LANDSAT.
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Fig. 10.3 - Interpretacao geometrica da Transformacdo de Karhunzn-Loeve em
duas dimensoes.



-10.37-

9;(X)
gaf(X)
DECISAO
X . MAX
Xy
= XZ
!
XN guix
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Fig. 10.5 - Classificacdo estatistica: calculo das probabilidades de errono
caso gaussiano unidimensional,
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Fig. 10.6 - Curvas de nivel da funcao densidade de probabilidade gaussiana.

Fig. 10.7 - Imagem LANDSAT - regido de S3o José dos Campos, SP.
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Fig. 10.8 - Resultado da classificacde da Figura 10.7 pelo algoritmo de max i
ma verossimilhanca com a hipotese gaussiana: classe "area urba
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APENDICE

A area de processamento de imagens deriva suas bases das teo
rias de sistemas lineares, de analise de Fourier, de transformacdes discretas
em imagens e de campos aleatdorios. Neste Apendice serao apresentadas as
principais nocoes dessas areas, necessarias para a compreensao das deducoes
apresentadas no texto. Para maior detalhamento, o leitor devera consultar a
bibliobrafia apresentada no final deste Apéndice a qual serviu de base para
a sua elaboragdo. |

A.1 - Sistemas Lineares

Diz-se que uma operacao 0, que transforma uma imagem em ou
tra, e linear se

0 [af + bg] = a O[f) + b O[q] (A.1)
para todos os pares de imagens £ e g e todas as constantes a e b,

0 conceito de fonte pontual € Util e pode ser expresso pela
funcao de Dirac &(x,y), definida por:

400 400

j J 8(x,y) dx dy = 1, (A.2)

-t

tal que &(x,y) = 0 para todo {x,y} # (0,0}, e &(0,0) +» «,

A chamada propriedade de esquadrinhamento da funcao &(x,y) @
definida por:

o0

+0
J J f(e,n)  (x-£, y-n) d& dn = fix,y}. (A.3)

- 00

'Ao1-
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A resposta de um sistema linear a uma fonte pontual no plano
e chamada Funcao de Espalhamento Pontual (F.E.P.) e € denotada por h{x,y).

Uma operacdo linear € denominada invariante no espaco se a
resposta a uma ponte pontual localizada em (&,n) isto &, §(x-£,y-n), € dada
por h{x-&,y-n}.

Usando a Equacac A.3 e utilizando a hipotese de 1inearidade da

operacdo 0, obtem-se:

0 [fix,y)]

400 00 -
0 [ J J f(g,n) &{x-£,y-n) ddn J ,

-t =00

; J [ £(£,n) O[8(x-E,y-n)] dedn, (A.4)
que resulta em:
+09 40
0 [f(x,¥)] = glx,y) = J J f(£,n) h(x-g,y-n) d&dn. (A.5)

A Equac3o A.5 expressa a chamada convolucdo das fungdes f e
g, denotada as vezes por fxg. A operacdo de convolucdo tem importancia em
problemas de realce, restauracao e reconstrucio de imagens.

Uma operacdo analoga a de convolucao e a de correlacio  que
pode ser definida entre duas funcoes f e g (correlacdo cruzada):

400 00

Reg(o¥) = | | #E0) glxse, yan) dean (A.6)

-0 =0

ou entre uma funcao T e ela mesma {autocorrelacio):

400 4C0

Reeoy) = [ [ flean) £xse, yan) dgan, (A.7)

=D =
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Uma aplicacao da correlacao cruzada reside no problema de re
gistro translacional de imagens,

A.2 - Analise de Fourier

A Transformada Bidimensional de Fourier de uma funcao f(x,y)
pode ser definida por:

400 oo
I J F(x,y) e~deluxsvy) 440 (A.7)

-0 -

Flu,v)

A Transformada Inversa e obtida por:

+00 4o

f(x,y) = { J Fu,v) etd2mluxevy) g g (A.8)

-l e0d

De modo geral, a funcdo F(u,v) assume valores complexos.

Algumas propriedades da Transformada Bidimensional de
Fourier, que sao uteis em processamento de imagens, sao apresentadas a se
guir:

a) linearidade:

F[af(x,y) +b g(x,y)] = a F(u,v) + b Glu,v); (A.9)
b) escalonamento:

FLFEx s y)l= —— F

(A.10)
| enl

o =

Si=

| —
o

p——my

c)} deslocamento no dominio do espaco:

F L fxeg, y-n)1=F (u,v) e J21uE + va), (A1)
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d) deslocamento no dominio da frequencia;

F [f(x,y) ejZH(UoX + VO.Y)-I = Flu - Ug, V = VO);

e) rotacio de 180°

FLF [f(x,y)1) = fl-x, -y};

f) convolucao no dominio do espago:

F{ J [ f(g,n) g(x-g, y-n) d&dn { = Fu,v) . G{u,v);

-0 00 -

g) convolucdo no dominio da frequéncia:

400 +<0
FLFGY) « glxsy)] = [ J F(s,t) Glu-s, v-t) dsdt;

-l -0

h} correlacido cruzada:

60 o0 -
F [ J j f(£,n} g{x+g, y+n) d&dn | = F*(u,v) Glu,v);

.. Qo ] -

i) autocorrelacao:

00 o0 -
F [ J J f(&,n) f(x+&, y+n) didn

- - -

IF (u,0) [z

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(AR.17)
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j) teorema de Parseval:

+? +00 400 400
J J f(x,y) g*{x,y) dxdy = J J Flu,v}., G* (u,v) dudv.
(A.18)
No caso particular em que f(x,y) = g(x,y)} tem-se:
400 400 400 400
J J |f(x,y)}2 dxdy = J J.f [F(u,v)|2 dudv. (A.19)

Se a funcas f(x,y) tem simetria radial, ou seja, se f{x,y)=

= fL(x2 + y2)/27 2 f(r), a Transformada Bidimensional de Fourier pode ser
dada por:

F{u,v) = F(w) = 21 I r Jg(20rw) £(r) dr, (A.20)
0

e a Transformada Inversa e obtida por:

f(r) = 2 lw w J,(2rw) F(w) dw, (A.21)

onde w = (u? + vz)lla e a frequencia radial espacial e Jo(r) é a funcao de
Bessel do 10 tipo de ordem zero., As Equagdes A.20 e A.21 representam a cha
mada Transformada de Hankel e sua inversa e tem grande importancia em pro

cessamento otico de imagens.

A.3 - Transformacoes Discretas em Imagens

Uma imagem pode ser representada por uma matriz de M X N nu
meros. Uma transformacao discreta linear unitaria numa imagem pode ser ex
pressa pela Equacao:



~f.Bu

M-1 N-1
Fmin)= ¢z @ (J,k) f(J,k) (A.22)
=0 k=0
= 0,1...,M-1
n = 0,1-.-,“"1

e a Transformada Inversa € obtida por:

M=t N=t
fli,k) = = = g (3.k) F(m,n) (A.23)
m=0 n=0
J=0,1...,M41
k= 0,1...,N-1

0s elementos f(j,k) e F(m,n) constituem as matrizes (MxN)
[f] e [F], respectivamente e an(j,k) (ou seu complexo conjugado
ﬂ;n (J,k)) @ um elemento.de um operador quadridimensional.

Se for feita uma ordenacao lexicografica dos MN componentes
das matrizes [f] e [F], as Equacoes A.22 e A.23 podem ser expressas por:

F=8f, (A.24)

f=pTF, (A.25)

- *T . -
onde §# e uma matriz (MN x MN) (g T e sua conjugada transposta) e F e f sdo
vetores {MN x 1).

A matriz de transformagao e considerada separavel se para ca
da (m,n) a seguinte fatorizacdo for possivel:

Pn{3>Kk) = p(3) q (k). (A.26)
Uma transformacao bidimensional separavel pode ser computada

em duas etapas, envolvendo cada uma delas uma transformacio unidimensio
nal, Inicialmente as 1inhas de f(i,j) sao transformadas por:
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M-1

F(m,k) = 'Eo £(3.k) P () (A.27}
J:.-.

e, em sequida, as colunas de F{m,X) sao transformadas por:

N-1
Flm,n) = £ Fm,k) q,(k). (A.28)
Definindo a matriz P (M x M} por:
P(m,3) = P_(J) (A.29)

e a matriz Q (N x N) por:
Q{n,k) = q,(k),
pode-se expressar a Equacao A,22 por:
F1-P 11Q (A.30)

e a Transformada Inversa dada por A.23 pode ser dada por:

* *T'

(f1=P [F1Q . (A.31)

Varias transformaces separaveis unitarias tém sido emprega
das em processamento digital de imagens, particularmente nas areas de res
tauracdo, reconstrucdo e codificacdo. Entre elas podem ser mencionadas as
Transformadas Discretas de Fourier, do cosseno, e a de Hadamard, que pos
suem implementacces por meio de algoritmos rapidos. A Transformada de
Karhunen-Loeve &, em geral, uma.transformacaoc nao-separavel que depende
das caracteristicas estatisticas da imagem e que desempenha importante pa
pel em codificacdo e em classificacao de imagens.

A.3.1 - Transformada Discreta de Fourier

Na Transformada Discreta de Fourier (em ingles Discrete
Fourier Transform-DFT) as matrizes unitarias de transformacao sao dadas
por:
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-2 m
o1 L
p.(i) = i Jom=0,1....M-1 (A.32)
e
~i2Ik m
1 N
q,(k) = — e kyno= 0,150 00N-1, (A.33)
N

onde i = /-1, Assim sendo, a transformada direta tem a forma:

. ] k n
-1255{3 h+kl ]
1 M-1 N-1 M N
Fim,n) = ——— £ 1t f(j,k) e

MM  j=0 k=0

=0,1,...,,M-1
0,1,....,N-1. (A.38)

s =
¥

A transformada inversa & dada por:

izn[j-ﬂ sk 2 J
M~1  N-1 M N
f(j,k) = I z F(m,n) e
m=0 n=0
J=0,1,0 0,01
k =0,1,....,N-1. (A.35)
As propriedades (a) - (j) listadas neste Apendice para a

Transformada de Fourier no caso continuo também sao validas para o caso
discreto.

Alem disso, as propriedades de periodicidade do operador ex
ponencial implicam:

F{m, -n} = F(m, N-m), (A.36)
F(-m, n) = F(M-m, n), (A.37)
F{-m,-n) = F(M-m, N-n), (A.38)
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bem como:
f(j, -k} = (3, N-k}, (A-39)
f(-3, k) = f(M-3, k), (A-40)
f(-j, -k)= f(M-j, N-k). (A-41)
Esses resultados implicam que, estendendo-se as matrizes

[f{j,k)] e [F(m,n)] além do dominio original dado por [0 £ j, ms M- 1) e
[0 5 k,n £ N-1], obtem-se repeticoes periddicas dessas matrizes.

0 fato de as imagens serem representadas por valores reais
implica a propriedade de simetria conjugada, ou seja:

F{m,n) = F* (-m, -n). (A.42)

As propriedades expressas pelas Equacao A.36, A.37, A.38 e
A.42, quando combinadas, implicam que:

[F(m,n)| = |F(M-m, Nen)|, (A.43)
[F(m, N-n)| = |F(M-m,n)]. (A.43)

Assim sendo ao se fazer uma exibicao do modulo da Transforma
da Discreta de Fourier Bidimensional, as frequéncias correspondentes apa
recerao em cantos opostos, dificultando a interpretacao. Todavia, se for
feita antes a multiplicacao pelo fator ein(j+k) = (-1)(j+k), pela proprie
dade de translacdo, a frequencia (0,0) da transformada sera deslocada para
o centro da exibicao, isto e, (M/2, N/2), facilitando assima interpretacao
do resyltado.

Devido a separabilidade da DFT, sua computacao no caso bidi
mensional envolve a transformacio das linhas e em seguida a transformacao
das colunas, o que normalmente exige um passo adicional de transposicao da
imagem, que usualmente € armazenada em memoria secundaria.
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Cada transformada unidimensional & executada pelo algoritmo
da Transformada Rapida de Fourier (em ingles "Fast Fourier Transform" -
FFT), que reduz o numero de operacoes de N para N log N, o que se torna
substancial para grandes valores de N (para uma imagem com 512 elementos
numa direcdo essa reducao & aproximadamente de um fator de 57).

A.3.2 - Transformada Discreta do Cosseno

A Transformada Discreta do Cosseno Bidimensional e definida

por:
2 M-1 N-1
F(0,0) = T flj,k), (A.45)
MN =0 k=0
M-1 N-1 .
F(m,n) N Tz fj,k)- cosfz—%r‘;lnm].
MN =0 k=0 {
2k+1
. €oOs [W il n] (A.46)
|T! = 1,2,...,M-1
= 1,2,...,”“10
A transformada inversa e obtida por:
M-1 N-1 .
F5,k) =~ F(0,0) + £ I F(mn) cos | 231y m].
2 m=0 n=0 L 2M
. COS [2k+1 Hn] (A.47)
2N

= 091,0:-,”‘1
0,1,...,N-1.

bl
I
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Como tanto a transformacido direta como a inversa sae separa
veis, elas podem ser implementadas por transformac¢oes unidimensionais. Po
de-se mostrar tambem que a Transformada Discreta do Cosseno pode ser compu
tada pelo algoritmo de FFT. A Transformada do Cosseno tem sido recentemen
te objeto de grande interesse na area de codificacdo de imagens.

A.3.3 - Transformada Discreta de Hadamard

A Transformada Discreta de Hadamard e obtida quando as matri
zes P e @ na Equacao A.30 sao as chamadas matrizes de Hadamard. Estas ma
trizes sdo simétricas, formadas por elementos +1 e -1 e colunas e linhas
ortogonafs entre si,

Existem varias formulacoes possiveis para a Transformada Dis
creta de Hadamard Bidimensional, Uma delas, definida para uma imagem de
N x N elementos,onde N = 2", & dada por:

1
Mot Mot "2 [b5(i)b;(m) + b (K)b(n)]

T or f(5.k) (-1) =0 (A.48)

Flm,n} = 1
N  j=0 k=0

e a transformada inversa & obtida por uma expressao idéntica a anterior,
trocando os papeis de F{m,n) e f(j,k). Na Equacao A.48 a somatdria no  ex
poente de (-1) e feita em aritmética modulo 2 e bi(z) denota o i°° MO pit
na representacao binaria de z.

A principal utilizacao da Transformada Discreta de Hadamard
Bidimensional tem sido em codificacdo de imagens.

A.3.4 - Transformada Discreta de Karhunen-Loeve

A Transformacao de Karhunen-Loeve de uma imagem de N x N ele
mentos tem a forma geral das transformacoes discretas lineares wunitarias,
ou seja:

N-1 N-1
Fmn) = I 2 4 (5,k) £(3,k), (A.49)

j=0 k=0
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onde 0 cerne ¢mn(j,k) satisfaz a Equacao:

N-1 H-1
Alm,n). ¢, (3,k) = ks Celdoks 3'uk') oy (305K, (A.50)
Jl= '::.

onde Cf(k, j', k') denota a funcdo de covariancia da matriz que descreve
a imagem e A(m,n), & censtante para um valor fixo de (m,n). 0 conjunto de
funcoes que definem o cerne sdo as funcOes proprias da funcdo de covaridn
cia e A{m,n) representant os valores proprios dessa mesma fungao.

Se a funcdo de covariancia € separavel, isto e, se:

Cf(jaka jk kl) = Cc(j’jl)- C](k,k.), (Ao51)

entdo o cerne da Transformacao de Karhunen-Loeve tambem & separavel e tem-
-se:

¢mn(jsk) = ¢c(jsm) . ¢](ksn) (A-SZ)

e sao validas as seguintes equacbes do tipo valor proprio-funcao  propria
para as linhas e colunas:

N-1
Ay(n) ¢;(k,n)

Ll
[

Cilksk*) ¢y(k*,n), {(A.53)
k'=0

N-1
0

Ae(m) ¢.(3,m) C.(3,3") o (3",m). (A.54)

]

X
J:

Se a imagem e sua transformada sao expressas por vetores,
usande uma notacao lexicografica, a Transformacao de Karhunen-Loeve e sua
inversa tem a forma:

F= (A.55)

(g=3
|~

f=¢lF. (A.56)

&
-

I
i

A matriz de transformacao ¢ satisfaz a Equacdo:

$Ce =AY, {(A.57)
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onde C. & a matriz de covariancia do vetor f e A & uma matriz diagonal on
de 0s 2 elementos nao nulos sao os valores proprios da matriz C..

A Transformacao de Karhunen-Loeve tem sido utilizada no domi
nio espacial da imagem em codificacdo mas tambeém no caso de imagens ou mu]
titemporais de multitemporais, principalmente para extracao de atributos
em classificacao de imacens, visando a redu¢do de dimensionalidade. HMesse
caso o vetor f tem a dimens3o do nlmero de canais e a transformacdo e apli
cada em cada eltemento vetorial {multiespectral ou multitemporal, por exem
plo) da imagem.

Do ponto de vista de reducao de dimensionalidade, a Transfor
mada de Karhunen-Loeve possui propriedades de otimalidade. Assim, se 0 ve
tor f na Equacao A.56 possui dimensionalidade P, essa equagdo pode ser ex
pressa por:

P
f= nfl Fr @n (A.58)
onde ¢, sa0 0s vetores-coluna de QT (ou linhas de ¢).
A Equacao A.55, por sua vez pode ser expressa por:
Fo=¢ f n=1,2 p (.59)
n In — y=ye o0l o (R

“Em codificacdo ou extracac de atributos, f deve ser aproxi
mado no sentido de erro medio quadratico (e} com o menor nimero de  coefi
cientes Fn’ n=12,..., N <P possivel.

0 erro médio quadratico pode ser dado por:

N
e=EL || f- 5 F oo, |l2] (A.60)

e deve ser minimizado pela escolha dos vetores_@n, n=1,2,...,MN
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Utilizando a Equacao A.59 e a propriedade de ortonormalidade

dos vetores {9,} (que advem de fato de @ matriz ¢ ser unitaria), tem-
-se:
. (A.61)
€= ) ¢ Ro ¢, A.61

onde R. € a matriz de correlacdo do vetor f, relacionado a matriz de co
variancia C¢ por:

L= Re - memi (A.62)

onde m. & o vetor media do vetor aleatdrio f. Sob a restri¢cdo de norma uni
taria dos vetores $y,» pode-se obter o minimo da Expressaoc A.61. pela utili
zacao do método dos multiplicadores de Lagrange, obtendo-se:

R, = A 95 (A.63)

que @ uma equacac do tipo vetor préprio - valor proprio da matriz de cor
relacao. (A Equacao A.63 corresponde a Equacao A.50 se se supuzer que o ve
tor f tem média nula; nesse caso a matriz de covariancia e de  correlacao
coincidem. Caso isso ndo aconteca, pode-se definir uma transformacao  en
volvendo um vetor de média nula por F = 3(f - mc)).

0 erro medio quadratico & dado por:

P
E= Iy po (A.64)

ou seja, ele sera minimizado se forem eliminadas as componentes correspon
dentes aos menores valores proprios (que sdo todos reais e positivos, su
pondo R uma matriz positiva definida).

Alem disso, pode-se mostrar que a matriz de correlacdo de F
e dada por:
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- T
Re=E[FFE

] = _1}_9 (A.GS)

onde A e a matriz diagonal que foi definida na Equacdo A.57, ou seja, as
componentes do vetor transformado F sao nao-correlacionadas e suas varian
cias sao os valores proprios envolvidos (An, n=1,2,...P}.

Como a transformada e unitaria, pode-se ainda mostrar que:

p
=Ty, (A.66)

f - i~
onde o, Sao as variancias das componentes do vetor f.

A.4 - NocOes de Campos Aleatorios

Em varias aplicacoes, uma imagem deve ser representada  como
uma realizacdo de um campo aleatorio, ao invés de uma funcdo deterministi
ca de duas variaveis. Campos aleatorios podem representar estatisticamente
classes de imagens, como imagens multiespectrais ou multitemporais.A alea
toriedade pode advir da variacao propria da cena ou das flutuacOes estatis
ticas dos sensores.

Um campo aleatdorio bidimensional pode ser representado  por
f(x,y,wi) onde w; e um evento no espaco de amostragem Q. Para um dado va
lor de (x,y}, f(x,y, wj) & uma variavel aleatoria. Para um dado valor de
Wi, f(x,y,wi) e uma funcao no plano x,y. Fixados x,y e w., Fx,y.w;) 8
um nimero real. Por simplificacdo, o campo aleatorio f(x,y, wi) que repre

senta uma classe de imagens serd representado daqui por diante por f(x,y).

Um campo aleatdorio & completamente determinado pela  funcao
densidade de probabilidade pf(z1...zn; Xgs Yyseeoos xn,yn). Todavia, den
sidades de alta ordem sio dificeis de obter. Algumas vezes a densidade de
12 ordem pf(z; X,y) tem sido usado para caracterizar imagens (como as den
sidades gaussiana, exponencial ou de Rayleigh, etc).



-A.16-

Se os momentos até 23 ordem do campo aleatorio, sao  indepen
dentes do espaco, diz-se que campo € estacionario no sentido amplo. Nesse
caso 0 valor esperado, definido por:

0

ue = £ [f (x,¥)] = f z pelz; x,y)dz.
— (A.67)

& constante e-a autocorrelagdo so depende da separacao entre os dois ele
mentos de imagem, isto e:

ELf(x + & y+n) flx,y) 1 =ReelE, n). (A.68)

A funcao de correlacdo pode ser tambem invariante a rota
¢oes. Nesse caso:

ReelEsn) = Ree [(E2 +02)*/2 (A.69)

e 0 campo aleatorio & chamado isotropico.

Uma -outra forma frequentemente utilizada para representar a
funcdo de correlacao de campos aleatorios & do tipo:

Ree(E, 0) = (Reg (0,00 - 1) e walel - Bl e (A.70)

Se ue = 0 essa funcdo de correlacdo serd separavel nas dire
¢oes horizontal e vertical,

Dados dois campos aleatorios f e g, diz-se que eles $ao con
juntamente estacionarios no sentido amplo se sua correlacio cruzada @ fun
¢ao apenas da separacao dos elementos, isto &, se:

E[ f(x + &, y+n) g{x,y)] = ng(g,n). (A.71)
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A funcao de covarianciadef e g e expressa por:

cfg(g’ n) = ng (ga n) - Uf Hgo (A.?Z)

Os campos serao considerados nao-correlacionados se:

cfg(g, n) =0 (A.73)

e ortogonais se:

ng(g, n) =0, (A.78)

Pode-se definir a funcdo densidade espectral de poténcia de
um campo aleatorio estacionario no sentido amplo como a Transformada de
Fourier Bidimensional de sua func¢3o de. correlacdo, isto &:

$0 4o .
Sff(u,v) = J J Rff(g, h) e -jan(eu + nv) dedn. (A.75)

Pode~-se mostrar que, passando-se um campo aleatorio  f(x,y)
estacionario no sentido amplo por um filtro linear invariante no espaco com
funcdo de transferencia H{u,v), o campo aleatdrio g{x,y) tambem sera esta
cionario no sentido amplo e sua funcio densidade espectral de poténcia se
ra dada por:

Saq (u,v) = [H{u,v)| Seelusv). (A.76)

As definicdes de e € Rff(g, n) para um campo aleatorio es
tacionario no sentido amplo envolvem médias sobre todas as possiveis rea
lizacoes desse processo (o chamado “ensemble"}. Tais medias sao dificilmen
te obtidas na pratica. Sob determinadas condicdes & possivel usar médiases
paciais de uma realizacdo como estimativas satisfatorias das medias mencio

nadas anteriormente, Nessas condigbes diz-se que o campo aleatorio e ergo
digo.
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