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Resumo
Neste trabalho apresenta-se propostas de procedimentos visando obter um nimero
reduzido de padr@es distintos em problemas de corte de estoque. As propostas baseiam-se em
conceitos do método simplex para resolugdo de problemas de programacéo linear.
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Abstract
In this paper we present proposals of methods aiming to obtain a reduced number of
different patterns in cutting stock problems. These proposals are based on concepts of the
simplex method to solve linear programming problems.
Keywords: Cutting Problems; Cutting Patterns; Pattern Reduction; Heuristics.

1. INTRODUCAO

O problema de corte consiste em determinar a "melhor maneira™ de cortar itens, com
dimensbes e quantidades especificas, de objetos, com dimensdes especificas, de forma a
otimizar uma funcéo objetivo.

Existe uma vasta literatura que trata de problemas de corte. Os leitores interessados
podem consultar, por exemplo, Hinxman (1980), Dyckhoff e Waescher (1990), Lirov (1992),
Dowsland e Dowsland (1992), Sweeney e Paternoster (1992), Dyckhoff e Finke (1992),
Martello (1994a, 1994b), Bischoff e Waescher (1995), Mukhacheva (1997), Dyckhoff et. al.
(1997), Arenales et. al. (1999), Wang e Waescher (2002), Hifi (2002) e SICUP (2004), entre
outros. A diversidade e especificidade dos diversos problemas de corte encontrados na pratica
motivou Dyckhoff (1990) a sugerir uma classificacdo destes problemas.

Uma solugdo para o problema de corte de estoque consiste de um conjunto de
padrdes de corte e a frequiéncia correspondente que serdo ser cortados. Em alguns ambientes
de producdo ha interesse em se ter um numero reduzido de padrdes na solucéo. Por exemplo,
guando cada troca de padrdo de corte requer uma preparacdo para 0 corte, consumindo
recursos (por exemplo, tempo de maquina e mao de obra). Nestes casos, a redu¢do do nimero
de padrdes de corte na solucdo é desejada.

O problema de minimizacdo de padrdes de corte é NP-dificil (McDiarmid, 1999). Na
literatura, foi encontrado um numero relativamente pequeno de trabalhos tratando deste
problema. Em Haessler (1975), uma Técnica Exaustiva de Repeticdo de Padrdo é proposta;
em Farley e Richardson (1984), iteracdes do Simplex sdo realizadas para substituir variaveis
béasicas (0s padrdes de corte). Foerster e Wascher (1999) propuseram um método iterativo de
reducdo de padrdo combinando 2, 3, 4 ou mais padrdes, a partir de um plano minimo de corte
gerado em um primeiro estagio. Umetami et. al. (2003) propuseram uma nova heuristica que
busca uma solucdo que minimiza o desvio quadratico dos itens demandados ap6s 0 numero de
padrdes distintos ser fixado em um valor pré-estabelecido. Yanasse e Limeira (2003) e
Yanasse et. al. (2004) propuseram algumas heuristicas baseadas em combinacgdes de itens em
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padrdes que potencialmente conduzem a um ndmero reduzido de padrdes.

A Unica proposta para resolucdo exata do problema € o descrito em Vanderbeck
(2000), onde o problema é formulado como um de programacao inteira quadratico.

Uma formulacdo do problema de corte de estoque que tem como objetivo ndo soO a
minimizacao dos custos de perdas mas, também os custos de trocas de padrdes distintos foi
sugerida por Haessler (1975).

(Po): Minimizar C, > T,X; +C,> (X)),
i ]
Sujeitoa R, <> A/X; <R,
j

X; 20, valores inteiros, paraj =1, ...,n

onde,

A;j € um vetor de padres de corte com elementos a;;, onde a; € 0 nimero de itens de
comprimento l; a ser obtido de um padréo j.

Xj € 0 nimero de objetos a ser processado de acordo com o padrdo j,

T; é a quantidade de perdas em polegadas incorrido no padrdo j. Se L é a largura maxima
utilizavel do objeto, entdo Tj =L - > ayl; ,

C1 é o valor monetério de perda por polegada,

C, é o custo de mudanca de padres em valores monetarios,

R; e Ry sdo limitantes inferiores e superiores sobre a demanda do clientes, refletindo uma
pratica da industria em geral, e

5(X;)=1 para X; > 0 e 0 caso contrario.

A dificuldade na resolucdo do problema de programacdo matemética formulado
acima é devido ao nimero elevado de colunas A; no problema, da integralidade da variaveis
de decisdo e da néo linearidade da fungéo objetivo.

Neste trabalho estudamos a utilizacdo de conceitos de programacéo linear para tentar
reduzir o nimero de padrdes numa solucdo.

2.  PROGRAMACAO LINEAR E A REDUCAO DO NUMERO DE PADROES

Para evitar a geracéo explicita do nimero elevado de colunas A; no problema (Po) e
tentar achar uma boa solucgéo para o problema, consideremos o problema linear auxiliar (P1):

A . . n

minimizar zjzlcj X

n
Sujeito a Z;aijxj >R, i=1,..,m

J:

X;>0 J=1,..n

onde
m é 0 numero total de itens distintos no problema, e
n € 0 nimero total de padrfes viaveis para o problema.

Com o plano o6timo de corte obtido resolvendo-se o problema (P;) pode-se
arredondar para o inteiro superior os valores fracionarios obtidos e obter (possivelmente) uma
solucdo viavel para o problema (Po).

No entanto, estamos interessados em encontrar uma solugdo com o nimero minimo
possivel de padrbes e que mantenha o custo total minimo ou em um valor baixo. Como se
pode ter um nimero reduzido de padrdes em uma solucao?

Consideremos inicialmente o seguinte problema (P2(w)):
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minimizar DUCX Y wY,

n
Sujeito a D a;X;-Y, =R i=1,..m

j=1

XJZO J = 11 1n

Yi=0 I=1,..,m
onde:
Yi é a producdo do item i que excede o limite inferior demandado, e
Wi € 0 custo unitario da producgéo excedente do item i em relacdo a sua demanda
minima.

Observe que em (P2(w)), se na base tivermos variaveis Y;’s entdo teremos menos
variaveis X; “s positivas na solugdo e, isto € o almejado. A dificuldade em ir adiante com esta
idéia consiste em determinar boas solugdes que tenham variaveis Yj's na base.

Uma proposta possivel seria, apos a resolucdo do problema P2(0) e determinagéo de
uma solucdo 6tima (X*, Y*), forcar a entrada de variaveis de folga nesta solucdo segundo
algumas regras. Esta é a proposta utilizada em Farley e Richardson (1984) e em Walker
(1976).

Podemos desenvolver outras regras diferentes de Farley e Richardson (1984) ou
Walker (1976) para a entrada de variaveis Y;'s na base manipulando os valores do vetor w.

Seja
Xs as variaveis basicas da solucédo corrente
Wg  asolucdo dual correspondente

Cs 0 vetor de custos correspondentes as variaveis basicas

A matriz dos coeficientes a;
Aj j-ésima coluna da matriz A
B matriz basica

B inversa da base cujo elemento (i,j) € fi;

B,  j-ésima coluna da matriz B™

(B™Y j-ésima linha da matriz B

R é a solucdo corrente (das varidveis béasicas).

Observe que no tableau 6timo, nas colunas correspondentes as variaveis de excesso
temos, em qualquer iteraco, a matriz - B™ uma vez que iniciamos com a matriz - I.

Teoricamente, podemos introduzir na base corrente qualquer variavel Y; cujo
coeficiente - f;j na coluna correspondente do tableau seja diferente de 0. Entretanto, apds o
pivotamento, € possivel que a base obtida seja inviavel. Dado o fato das colunas
correspondentes a X no problema ndo estarem todas explicitamente disponiveis, fica dificil
utilizar o método dual simplex para achar uma solucdo bésica viavel a partir de uma base
inviavel. Desta forma, 0s possiveis candidatos ao pivotamento sdo somente aqueles elementos
das colunas do tableau abaixo dos Y;'s com -fj > 0. Caso existam tais elementos, pode-se
proceder o pivotamento. Considera-se todos 0s pivotamentos possiveis, escolhe-se aquele que
resulta em menor custo.

Este procedimento pode ser sucessivamente aplicado para se tentar reduzir o numero
de padrdes. Entretanto, ndo ha garantias de que existam coeficientes fi; < 0 no tableau. Neste
caso, o procedimento falha em reduzir o nimero de padrdes.

Uma alternativa a explorar é aplicar este pivotamento nas diversas iteracdes do
método simplex e armazenar a melhor solugédo obtida.

Focalizemos agora a possibilidade de geracdo de solucgdes basicas degeneradas. Uma
reducdo de padrdes é conseguida se a solucdo basica for degenerada. Como gerar padrdes que
resultem em soluc@es basicas degeneradas?

Suponha que uma variavel X; seja uma candidata a entrar na base. Temos entéo que
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WgA| - ¢; > 0. Apos o pivotamento, a solugédo basica obtida serd degenerada se no teste da
razéo tivermos pelo menos 2 linhas empatadas com o razdo minima. Seja y; = B'lA,-. Devemos

ter entdo que para pelo menos 2 linhas, r e s, (ﬁr/yr,-) = (ﬁs lys), ou (ﬁr (B A)) = (ﬁs
/(B™)* A))), ou ainda, R4(B™)" Aj = R (B™)° A,. Esta expresso é equivalente a ZL ga =0

17

onde g; € igual ao j-ésimo elemento de (R «(BY'-R (BY)®). Estamos interessados em padrées
que satisfacam esta condicdo e que tenham custos reduzidos ndo negativos.

Sugerimos incluir esta condi¢do no subproblema de geracdo de colunas utilizado na
resolugdo do problema de corte de estoque utilizando a relaxagdo linear do problema,
conforme Gilmore e Gomory (1961, 1963).

No caso unidimensional, na geracdo de colunas, precisamos encontrar um padréo,
solucdo do seguinte problema de programacao linear inteira

maximizar ZHWJ. b,
Sujeito a Db, <L
j=1
ijlgjbj =0

bj>0 e inteiro ji=1..m

E possivel que ndo seja possivel a determinacdo de padrdes que satisfacam estas
condigdes e que tenham custo reduzido ndo-negativo. Possibilidades que podem ser
exploradas sdo:
aceitar padrdes que deteriorem um pouco a funcdo objetivo, ou seja, aceitar padrées com
custo reduzido negativo.
em todas a iteracGes do método simplex, desde a primeira, procurar sempre introduzir padrdes
que produzam solucdes degeneradas.

Focalizemos agora a possibilidade do uso de relaxagéo lagrangiana para a redugéo do
numero de padrdes. Uma solucdo basica 6tima do problema (P;), caso ndo degenerado,
fornece uma solugdo viavel para o problema (Po) com m padrfes pois 0 numero de varidveis
basicas em uma solucdo do simplex de (P;) é igual ao numero de restricdes do problema.
Assim, para se obter um nimero menor de padrGes, podemos utilizar a seguinte relaxagdo
lagrangiana L(A) do problema:

k
minimizar DCX - DAy X -R)
i=1

Sujeito & DX =R i=k+1,..,m
i-1

onde A4; é o multiplicador de lagrange correspondente a restricao i.

Uma solucdo basica vidvel para o problema L(A4) tem somente m-k padr@es.
Infelizmente, nem toda solucdo de L(A) é viavel para o problema (P1) (e nem para (Po)). Os
padrdes gerados em L(A) satisfazem as demandas dos itens k+1,..,m, mas ndo ha garantias de
que as demandas dos itens 1, 2,..., k serdo satisfeitas. Tampouco, ndo ha garantias de que 0s
padrdes utilizados na solucdo de L(A) contem estes itens. Se estes itens ndo estiverem
presentes, teremos que introduzir outros padrdes para satisfazer a demanda deles.

O procedimento que sugerimos utilizar inicia resolvendo o problema (P;) com
geracdo de colunas. Com a solugdo Otima deste problema, utilizamos a solucdo w
correspondente do dual para selecionar quais restricdes relaxar e definir o problema L(A4).

318



SPOLM 2005 Rio de Janeiro, Brasil, 16 e 17 de agosto de 2005

Ordenamos as restricdes a serem escolhidas segundo a razdo nao crescente de w;/l;. Com isso,
procuramos favorecer a introducdo destes itens nos padrbes gerados no subproblema
(problema da mochila) definido a seguir. Selecionamos as k primeiras restricbes
correspondentes a esta ordenacdo. Assim, A é o vetor formado com os valores w;
correspondentes as k restricdes da ordenacgéo feita que ddo o maior retorno. Sem perda de
generalidade, suponhamos que estas restricdes sejam as k primeiras.

Para resolver o problema L(A) sugerimos utilizar novamente a geracdo de colunas
como em Gilmore e Gomory (1961, 1963). O subproblema a ser resolvido é o seguinte
problema da mochila

- - m k
maximizar D Wb+ D wib,

Sujeito & Db, <L
-1

bj=0 e inteiro, j=1..m

A cada iteracdo, apenas os valores de Wj, j = k+1,...,m séo atualizados.

A solucdo basica inicial do problema L(A) é obtida considerando-se os padrdes
homogéneos dos itens k+1, ..., m. As colunas obtidas da base 6tima do problema P; também
sdo mantidas. Determina-se a solucdo 6tima do problema considerando-se estes padrfes e
geracdo de colunas, obtidas pelo(s) melhor (ou melhores) padréo(6es) gerado(s) através do
subproblema acima.

Quando uma solucgdo 6tima do problema L(A) for obtida, aplica-se um procedimento
de factibilizacdo da solucéo. Este procedimento consiste em ajustar (aumentar), se necessario,
as freqiiéncias de cada padrdo de modo que as demandas de todos os itens sejam satisfeitas.
Caso estes padrbes ndo sejam suficientes para atender as demandas de todos os itens,
considera-se a adi¢cdo de padr6es compostos apenas dos itens cujas demandas ndao puderam ser
atendidas.

3. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos algumas propostas de desenvolvimentos de
procedimentos visando obter um nimero reduzido de padr&es distintos em problemas de corte
de estoque, baseadas em conceitos do método simplex.

As implementacdes destes procedimentos estdo sendo iniciadas. Esperamos que 0S
experimentos cientificos a serem conduzidos comprovem a expectativas que temos destes
procedimentos em fornecer boas solugdes para o problema de redugdo de padrbes em
problemas de corte de estoque.

A partir das propostas apresentadas, outras combinac6es podem ser desenvolvidas e
sdo objeto de desenvolvimentos futuros.
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