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Resumo. Este trabalho consiste em analisar a estabilidade das orbitas de satélites espaciais
orbitando satélites planetdrios nas vizinhangas de inclinagoes criticas. Tal andlise envolve
principalmente o estudo do problema dos dois corpos, das Equagées planetdrias de
Lagrange, do potencial gravitacional de um planeta, das equagcoes de movimento na forma
hamiltoniana e da estabilidade de Lyapunov.
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1. Introducao

Os satélites artificiais sdo empregados em diversas atividades e entre elas podemos citar:
exploracdo espacial, posicionamento, realizacdo de experi€éncias em ambiente de micro
gravidade, estudos geodinamicos, monitoramento do clima, estudo de atmosferas e de campos
magnéticos planetdrios, como elo em telecomunicagdes, aplicacdes militares, entre outras. O
presente trabalho refere-se a andlise dos movimentos orbitais de satélites artificiais orbitando;
satélites planetarios levando-se em conta a distribuicio ndo uniforme de massa do corpo
central. Missdes espaciais recentes mostram interesse na exploragdo de satélites lunares do
nosso sistema solar aproveitando pontos (6rbitas estaveis), por exemplo, para efetuar manobras
com consumo minimo de combustivel.

E sabido que quando se considera, no potencial devido a distribui¢iio ndo uniforme de
massa do corpo central, apenas termos seculares até a ordem do coeficiente .J, o sistema de
equagdes que descreve o movimento orbital de um satélite artificial € integravel analiticamente.
Nesse caso verifica-se também que o pericentro ndo precessiona quando a inclinagdo € 63,43°
e tal inclinagdo é chamada de “inclinacdo critica”. Tal 6rbita vem sendo extensivamente
estudadas em [Allan 1970], [Garfinkel 1960], [Hughes 1981], [Jupp 1987] e [Tzirti, Tsiganis
and Varvoglis 2009]. Quando outros termos do potencial sdo considerados a inclinagdo e o
pericentro oscilam ao redor de um determinado valor [Tzirti, Tsiganis and Varvoglis 2009].

Assim, o principal objetivo do presente trabalho € a analise da estabilidade de Orbitas de
satélites espaciais orbitando satélites planetarios nas vizinhancgas de inclinagdes criticas.
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As equacdes do movimento serdo utilizadas na forma hamiltoniana e comparadas com
[Carvalho, Vilhena de Moraes, and Prado 2011a], fornecendo uma continuacio aos trabalhos
desenvolvidos por [Carvalho, Vilhena de Moraes and Prado 2009, 2010 e 2011a], [Carvalho,
Vilhena de Moraes, Prado, and Elipe 2011b, 2012a e 2012b], [Costa, Vilhena de Moraes,
Carvalho, and Prado 2020], [Tresaco, Carvalho, Elipe, Prado and Vilhena de Moraes 2018] e
[Tzirti, Tsiganis and Varvoglis 2009].
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2. Metodologia

Neste trabalho estamos considerando Orbitas com inclinacdo chamada “critica”, que tém a
propriedade de manter o pericentro congelado o que permite, por exemplo, efetuar
manobras com econdmico consumo de combustivel ou que um satélite permaneca mais tempo
orbitando sobre uma parte visivel do planeta. As Orbitas Tundra, Supertundra e Molniya, por
exemplo, utilizam deste artificio para economizar combustivel [Capderou 2014]. Desde [Orlov
and Gurfil (1953)] a inclinacdo critica vem sendo extensivamente estudadas hd mais de 60
anos. Uma extensa bibliografia sobre isso pode ser encontrada em [Costa, Vilhena de Moraes,
Carvalho, and Prado 2020].

Veremos alguns resultados sobre o comportamento das Orbitas nas vizinhangas
de uma inclinacdo critica e a importancia do coeficiente Cs,; ao estudar a estabilidade de
Lyapunov da solucdo do sistema de equacdes de movimento, na forma hamiltoniana, com
condi¢des inicias especificas, quando = 0 e quando ¢ # 0.

3. Resultados e Discussao

A hamiltoniana média de 1* ordem é dada em [Tzirti, Tsiganis and Varvoglis 2009] por:

H(L,G,H,h) = H(L) + H0,(L, G, H) + Hop, (L, G H, h) + A (H) )
2 4 ip2 4 4772
K e ep H 30p 36utH
T i A e P - cos(2h) — ng H.

EYE 9G53

Desta forma as equacdes médias de movimento de 1* ordem ficam:

% = g_z - 435524 9:5:2{12 - 292524 cos(2h) + 9255—:[/}{12 cos(2h), 2
% = —4?523 (1 — 5g—§> + % cos(2h) (—3 + 521—5) , 3)
% = —ng — zzfg — 3252? cos(2h), “)
sz—f - (5)
% _ 0 (©6)
AH 30 oy — P G on, (7)

dt G3L3 G513
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em que € = Joa? e § = —Cha’.
Consideremos o sistema de equagdes de ordem 1:

= F(t,7), ®)

&y-

com F : ) — R™ uma fung¢io continua definida em algum aberto ) de R™*!, a varidvel ¢ toma
valores em R e a variavel x toma valores em R".

Definicao 1 (Estabilidade de Lyapunov) Uma solagdo v : (a, +o0) — R"™ da Equagdo 8 com
condigdo inicial ~(ty) = Ty € estdvel, no sentido de Lyapunov, se para todo € > ( existe §* > 0
tal que toda solugdo maximal 5 com condigdo inicial B(ty) € Bs« (7o) estd definida para todo
t € [to, +00) e satisfaz ||5(t) — v (t)|| < € para todo t € [tg, +00).

Figura 1. Estabilidade de Lyapunov. Fonte: [Viana and Espinar 2019] e [Svirin 2020].

Consideremos agora o problema para trajetdrias estaciondrias da equacdo autonoma:
¥ = F(7) )

onde F : Q — R" é um campo de vetores de classe C'. Seja 7y € Q tal que F(mo) = 0.
Suponhamos que Zy = 0 é um ponto estacionario da Equagéo (diferencial) 9. Seja QO uma
vizinhanga de 0 contida no dominio Q do campo de vetores I’ e seja V' : Qo — R uma
funcdo continua tal que V(0) = 0. Diremos que V & definida positiva se V(Z) > 0 para todo
7 e O\ {0}, definida negativa se V(Z) < 0 para todo & € o\ {O} ndo negativa se V(&) > 0
para todo Z € € \ {0}, ndo positiva se V(&) < 0 para todo Z € Oy \ {07}

A partir daqui suporemos que V' : QO — R é de classe C''. Definimos a sua
derivada ao longo do fluxo da seguinte forma:

V(&) = V(B lo= DV(@)F (@) (10)

para cada ¥ € ﬁo, onde 3 (t) representa qualquer solug@o da Equagdo 9 com condig¢do inicial
3(0) = Z. Observe que V' é continua e V(0) = 0, pois supomos que £'(0) = 0.
Definicao 2 Dizemos que V' é uma funcdo de Lyapunov para o ponto estaciondrio Ty = 0 se
(1) V é definida positiva e
(2) V é ndo positiva.

Teorema 1 Se existe uma fungdo de Lyapunov V : Qo — R em alguma vizinhanga do ponto
estaciondrio &y = 0 entdo a respectiva trajetdria estaciondria v(t) = 0 ¢ estdvel.
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Considere agora a Equacdo 8 e suponhamos que F'(¢, 6) = 0e () = 0 para
todo ¢ > a. Seja QO uma vizinhanca da origem tal que (@, +00) X QO esta contido no dominio
Q) c R"*" da funcdo F. Dizemos que uma funcdo continua V' : (@, +-00) x Qo — R é definida
positiva (respectivamente, ndo negativa) se V' (¢,0) = 0 para todo ¢t > @ e existe uma fun¢éo
Vo : Qo — R definida positiva (respectivamente, ndo negativa), tal que V' (¢,7) > V(%) para
todo (¢, %) € (@, +00) X Q. A partir daqui, suponhamos que V € de classe C. A sua derivada
ao longo do fluxo € dada por

V(t, %) = 0,V (t, &) + 05V (t, B)F(t, T).
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Observe que V é continua e V(t, 6) = 0 para todo ¢ > @, uma vez que Supomos
V(t,0) =0e F(t,0) = 0 para todo t > a.
Definicdo 3 Dizemos que V é uma func¢do de Lyapunov para a solugdo estaciondria y(t) = 0
se
(1) V é definida positiva e
(2) V é ndo positiva.
O resultado a seguir generaliza o Teorema 1 e sua demostracio pode ser encontrada em
[Viana and Espinar 2019].

Teorema 2 (Lyapunov) Se existe uma funcdo de Lyapunov V' : (@,+00) X Oy — R entdo a
solugdo estaciondria v(t) = 0 € estdvel em todo tempo ty > a.

Definicao 4 (Inclinagao critica) Se existe uma inclinacdo i tal que w(t) = wo, para todo t €
1, entdo 1 é uma inclinagdo critica (i.).

Relembramos que e € representam ndo uniformidades da distribuicio de massa
uniforme do corpo central e que levam a perturbagdes na 6rbita Kepleriana do problema dos
dois corpos. Observamos que a ordem de grandeza de 0 e € depende do corpo que esta sendo
usado (no caso da Terra |§| é quase mil vezes menor do que |¢|) e para determinados corpos
do sistema solar pode acontecer deles serem da mesma ordem de grandeza. Vamos estudar
a influéncia de ¢, isto é, do coeficiente Cyy, nas vizinhangas de uma inclinac¢do particular, a
inclinagdo critica, motivo deste trabalho e que serd obtida a seguir, para o caso em que § = 0.

Se & = 0, as Equacdes 2 a 7 ficam

% - Z—i—féfﬁw gfg:ff (1)
% - —4355; (1—521—;), (12)
% - ‘%» (13)
Z_f =0 (14)
% =0 (15)
dH _ 0 6

dt
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Verificamos assim que as varidveis L, G e H = H. s3o constantes para quaisquer
condig¢des iniciais. Por outro lado, se quisermos que o pericentro permanega constante, isto €,

d
% _ 0, temos que

dt
i CReos?(i) _ HE 1 g
1 —5G§ =0= Cos2(ic) = cg_i(z) = Gg =5 = cos(i.) = i%'

Portanto, se 0 = 0, i. = 63,4349488° e i, ~ 116.5650512° definem inclinagdes criticas
quando a orbita € direta ou retrograda, respetivamente. De acordo com [Jupp 1987] e [Coffey,
Deprit, and Miller (2019)], foi [Orlov and Gurfil 1953] o primeiro que chamou a atencdo para
essa incomum situacdo, chamada inclinagdo critica que acontece quando ¢ = = arctan(2)
mod 7. Satélites em 6rbita com tais inclinacdes tém aplicacdes praticas importantissimas na
area de telecomunicacgdo (por exemplo o satélite Molniya) e em manobras orbitais.

Fazendo
2 4 4H2 4 H2 4Hc
K= 3ept  9ep . K2:_3€M e ng_n(_?ﬁu_
L3 4G3LAY  4GPILA 4GAL3 G? 2GP L3

e G? = 5H?; isto é, para 6rbitas com inclinagdo critica, portanto K, = 0 e g(t) = go ao longo
do tempo. Em tais condi¢des o sistema de Equacgdes 11 a 16 fica

i dg_o dh dL dG_O
A A dt
Agora, seja € > 0 e v uma solugdo do sistema de Equacdes 17 com condicdo inicial

v(to) = zo = (lo, 90, ho, L, G, H.), entdo para todo ¢ € [ty, +00) temos que:

dH

— =0. 17
0, o = )

v(t) = (K1t + 11, go, K3t + hy, L, G, H) € (0,27) x (0,27) x (0,27) x R* x R* x R.
Se §* = ¢, entdo para toda solu¢do maximal 5 do sistema de Equagdes 17;
B(t) = (Kqt + ky, go, Kst + k3, L, G, H.) € (0,27) x (0,27) x (0,27) x RT x RT x R;
definida para todo ¢ € [t(, +00), com condi¢do inicial 5(ty) € By« (xo); isto €,
18(t0) — zol| = [|B(t0) — (o)l
= || (Kqto+ k1 — Kqto — 11,0, Kstg + ks — Kstg — hy,0,0,0) ||
= || (ky = 11,0, k3 — h1,0,0,0) || < 0%
temos que, para todo ¢ € [tg, +00)
18(t) =y = [ (Kt 4k — Kit — 11,0, Kt + ks — Kzt — 1,0,0,0) ||
= || (k1 = 11,0, k3 — h1,0,0,0) ||
< 0 =e

Portanto, pela Definicdo 1 (Estabilidade de Lyapunov) temos que y é uma solucao
estavel, no sentido de Lyapunov (Ver Figura 1).
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Agora, passamos a considerar o caso  # 0 para estudar a estabilidade da solugado
do sistema de Equagdes 2 a 7 nas vizinhangas da inclinacdo critica, mais especificamente, a
estabilidade do sistema independente: Equacao 25. Se ¢ # 0, entdo as Equagdes 2 a 7 ficam:

- _ _ w2 Doy 2 3 2

- = Bl H) = 75+ o7 |7 =3H°] — o= [A+ BH?] cos(2h), (18)

dg DG H*]  BG H?

—~ = BhH) ="Z|1-5—|+—-—1|3-5= 2 1

o o(h, H) 5 [ 5G2] + 5 {3 5G2] cos(2h), (19)

dh

il F3(h,H)=C+ [D + Bcos(2h)| H, (20)

dL

— =0 (21)

dG

r 0, (22)

dH -

i Fy(h,H) = [A+ BH?]sin(2h), (23)
em que,

3ot 3ot 3ept
“op P T PEagp )

Logo, o sistema independente de equagdes diferenciais, constituido por he H,
Equacdes 20 e 23, fica

( % = F3(h,H) = C + [D + Bcos(2h)| H,
% = Fy(h,H) = [A + BH?]sin(2h), (25)
(h(0), H(0)) = (ho, Ho),

\

em que, (ho, Hy) € (0,27) x (0,G) para as 6rbitas diretas e (ho, Hy) € (0,27) x (=G, 0)

para as Orbitas retrogradas. Seja Q= (0,2r) x Re F : Q0 — R? uma funcao definida por

F(Z) = F(h,H) = (Fs(h,H), Fy(h, H)). Entdo o sistema de Equagdes 25 é equivalente ao
sistema de Equacdes definido por ‘

7= F(Z) (26)

Note que a Equagdo 26 € uma equagdo autdbnoma, onde F' € um campo de vetores de

H? 56 cos(2h
classe C. Por outro lado, Fy(h, H) = 0 quando cos?(i) = _ &+ 50cos(2h)

= — = . Portanto,
G?  5e + 100 cos(2h) oranto

H2
se cos® i, = G—; =% entdo Fy(hg, H.) = 0 se, e somente se, cos(2hg) = 0. Além disso, se
p # 0ep— 0temos que
H? 1 25p
2-c:_c:— 2h = - — FhHC :0
cos” (i) oz =% +p e cos(2hg) 15— 5003° 5(ho, He)

Assim, estudaremos a estabilidade de Lyapunov da solucao (t) = (h(t), H(t)) da
Equagd@o 26 com condi¢do inicial v(tg) = zg = (ho, H.) tal que G* = 5H?, isto &, i, ~
63, 4349488° e i. ~ 116.5650512° quando a orbita € direta ou retrograda, respetivamente.



I Te Workshop em Engenharia e Tecnologia Espaciais
18,15 e 20 de agosto de 2020

Suponhamos v : (@, +o0) — R? e consideremos a mudanga de varidvel
T = 4 + 7(t). Se x(t) é solugdo da Equacdo 26 entdo y(t) = x(t) — (t) satisfaz
y(t) = Z(t) — (1) = F(a(t)) = F(y(1)) = Fy(t) + (1)) — F(v(t)), ou seja, y(t) € solugdo
da equacao diferencial:

y=TF(t,7), F(t,§) = F(§+(t) — F(y(1)). 27)

F ¢ de classe C' no dominio ¥ = {(t,7) : t > aey+~(t) € Q} e F(t0) = 0.
Reciprocamente, se y(t) é solugdo da Equagéo 27 entdo z(t) = y(t) + ~(¢) é solugdo da
Equacdo 26. Ou seja, temos uma correspondéncia mediante translacdo entre as solucdes das
duas equagdes. Por outro lado, a solugdo 7(¢) da Equag@o 26 corresponde a solug¢@o constante
7(t) = 0 da Equagdo 27 e como a correspondéncia é mediante uma translagdo, y(t) é estavel
para a Equagdo 26 se e somente se a solug@o constante 7(¢) = 0 é estavel para a Equacado 27.

Note que F'(t,3) = (F3(t, %), Fa(t, ), em que se § = (y1,32),

F3(t,5) = F3(f+7(t) — F(v(1))
= C+[D+ Beos(2(y1 + h(t)][yz + H(t)] — C — [D + Bcos(2h(t))| H(t)
= Dy> + Byz cos(2(yr + h(1))) + BH(t)[cos(2(y1 + h(t))) — cos(2h(2))];

Filt,) = Fi(++(1) - Faly(1)
= [A+ By, + H(t))}sin(2(y1 + h(t))) — [A + B(H(t))?] sin(2h(t))
= [A+ BHOY[sin(2(y: + A1) - sin@h(1)] + Bl + 2y H (1)) sin(2(ys + h(1))).

O sistema independente, Equagao 25, € hamiltoniano de um grau de liberdade com
espago de fase bidimensional. A Figura 2 mostra o retrato de fase (h, H) no sistema girante
(A22 = A = ng # 0) de um satélite artificial ao redor de lo. Figuras semelhantes ao retrato
de fase no sistema girante para um satélite artificial ao redor da Lua, de Europa, de Calisto,
de Ganimedes ou de Titd podem ser encontradas em [Costa, Vilhena de Moraes, Carvalho, and
Prado 2020].

3000 = —
—

2000 &

1000 |

= 0

-1000 +
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-3000

h
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0

Figura 2. Retrato de fase (i, H) - sistema girante - satélite artificial ao redor de lo.
Fonte: [Costa, Vilhena de Moraes, Carvalho, and Prado 2020].
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Vemos que h(t) é sempre periddica e H(t) é mondtona no tempo. Pode-se notar
na Figura 2 que o retrato de fase do sistema (iz, H ), quando o sistema é girante, s6 tem regides
de circulacdo. Observemos que quando se considera o efeito do C'y ndo existe trajetdria tal que
g (isto é, o pericentro) seja constante o que nos leva a introduzir um novo conceito: inclinagao
quase critica [Costa, Vilhena de Moraes, Carvalho, and Prado 2020].
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4. Conclusao

Neste trabalho, foi feita a andlise da estabilidade de Orbitas de satélites espaciais orbitando
satélites planetarios nas vizinhangas de inclinagdes criticas. As equagdes do movimento foram
utilizadas na forma hamiltoniana e comparadas com com [Carvalho, Vilhena de Moraes, and
Prado 2011a], fornecendo uma continuagdo aos trabalhos desenvolvidos por [Carvalho, Vilhena
de Moraes and Prado 2009, 2010 e 2011a], [Carvalho, Vilhena de Moraes, Prado, and Elipe
2011b, 2012a e 2012b], [Costa, Vilhena de Moraes, Carvalho, and Prado 2020], [Tresaco,
Carvalho, Elipe, Prado and Vilhena de Moraes 2018] e [Tzirti, Tsiganis and Varvoglis 2009].
A andlise do sistema de equagdes 2 a 7 foi dividida em duas partes, considerando 6 = 0 e
0 # 0. Para o primeiro caso (§ = 0), teremos que qualquer solucdo do novo sistema (Equacdes
11 a 16), com a condigdo G* = 5H? (isto €, i. ~ 63,4349488° ¢ i, ~ 116,5650512°, que
definem inclinagdes criticas quando a orbita € direta ou retrograda, respectivamente) € estavel
no sentido de Lyapunov, fazendo uso direito da Defini¢ao 1 (Estabilidade de Lyapunov).

Por outro lado, quando consideramos o efeito do Cs,, isto €, 6 # 0, o sistema
assume a forma do sistema de Equacgdes 18 a 23, e ndo existe trajetdria tal que o pericentro seja
constante. Além disso, ao estudar a estabilidade da solucao do sistema auténomo independente
(Equagio 25) com condi¢@o inicial g = (hg, H.), ndo temos solugdo analitica do sistema nem
tampouco pontos de equilibrio, pelo que fazendo uso da teoria de Estabilidade de Lyapunov,
por meio de uma translacdo da solucdo, € possivel estudar sua estabilidade, estudando a
estabilidade da solugdo constante y(f) = 0 da Equagdo 27 ndo autdbnoma. Portanto, para
trabalhos futuros pode-se pensar em achar uma funcdo de Lyapunov, definida numa vizinhanga
da origem, definida positiva com derivada ao longo do fluxo ndo positiva e fazer uso do
Teorema 2 (Lyapunov).
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