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Abstract. In this work the problem of targeting trajectories in chaotic systems
is analyzed. Making use of controlled small perturbations in system parameters
the time spent by the system to start from an initial state and reach a neighbor-
hood of a desired final state can be substantially reduced. In this study three
methods adapted for the analysis of trajectories in the Hénon map were imple-
mented. In the results presented the feasibility regarding the use of sensitivity
to initial conditions of chaotic systems can be noted. Through appropriate per-
turbations the trajectorie reaches the neighborhood of a final state in a time
considerably shorter than the original one.

Resumo. Neste trabalho é analisado o problema do direcionamento de tra-
jetorias em sistemas cadticos. Fazendo uso de pequenas perturbagcoes con-
troladas nos pardametros do sistema é possivel reduzir consideravelmente o
tempo gasto pelo sistema para partir de um estado incial e chegar a uma
vizinhanga de um estado final desejado. Nesse estudo foram implementados
trés métodos adaptados para andlise de trajetorias no mapa de Hénon. Nos
resultados apresentados é possivel perceber a viabilidade do uso da sensibil-
idade as condigoes iniciais dos sistemas caoticos. Por meio de perturbagoes
adequadas é possivel fazer com que a trajetoria atinja um determinado estado
final em um tempo consideravelmente menor que o tempo original levado para
alcangar uma vizinhanga do estado final.
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1. Introducao

A sensibilidade a variagdes nas condicoes iniciais € uma das marcas registradas dos sis-
temas caoticos. Esta caracteristica, geralmente vista como uma incoveniéncia, pode ser
extremamente ttil em diversos problemas de interesse pratico.

Diversos trabalhos na literatura [Macau and Grebogi 2001], [Ott and Grebogi 1990a],
[Ott and Grebogi 1990b] mostram a eficdcia e a eficiéncia da exploracao das proprias car-
acteristicas do sistema cadtico para se atingir um dado estado final num intervalo de tempo
pequeno.

Uma vez que o estado futuro do sistema pode ser drasticamente alterado em virtude de
uma pequena variagcdo nas condicdes iniciais, se o estado for alterado adequadamente, por
meio de uma perturbacdo (ou uma sequéncia de perturbagdes) nos parametros do sistema,
¢ possivel direcionar o sistema para o estado final rapidamente.
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Neste trabalho foram implementados trés métodos adaptados para o direcionamento
de trajetérias. O primeiro, apresentado por [Shinbrot et al. 1990] usa uma abordagem
geométrica para encontrar uma perturbacdo adequada que permita a transferéncia en-
tre dois pontos no espaco num tempo reduzido; O segundo, um algoritmo evolu-
ciondrio, Generalized Extremal Optimization (GEO) [De Sousa and Ramos 2003], adap-
tado para a busca por drbitas 6timas; O terceiro [Baptista and Caldas 1998] usa sucessivas
perturbacdes em cada iteracdo do sistema a fim de atingir um estado final desejado num
curto intervalo de tempo.

2. Targeting

Seja o sistema dindmico tridimensional continuo no tempo % = F(X) e seja uma su-
perficie (N-1)-dimensional, denota-se as cordenadas desta superficie por &, e define-se

um mapa de Poincaré de £ como sendo

Ent1 = £(&s ) o))

onde f € um mapa inversivel e &« um parametro do sistema. Supondo que deseja-se partir
de um dado ponto-fonte Xg para uma pequena regido ao redor de um ponto-alvo Xrp.
Segundo a trajetdria que parte de Xg e avancando no tempo podemos definir o ponto &;
onde ocorre a primeira intersecao da trajetoria com a superficie da secdo. Similarmente
iterando para tras no tempo o primeiro ponto de interse¢ao é chamado de &;. Desta forma,

Xg¢ -7
f & (g

Figura 1. Relacao entre a trajetoria e o mapa de Poincaré

reduz-se nosso problema a um mapa bidimensional no qual deseja-se sair de &, e chegar
em &;.

Considerando que o parametro « € ajustavel em cada iteracdo, de modo que «o,, = @+ 0,,,
onde @ € um valor nominal de « e §,, uma pequena varia¢do em torno do valor nomimal.

Uma vez que a transitividade, inerente aos caos, estd intimamente relacionada com a er-
godicidade do sistema, para os casos em que «,, = &, 0 tempo necessario para viajar de &
até uma pequena vizinhanga €7 de tamanho linear ez em torno do ponto &, é 7o ~ (1/e7)P,
onde D € a dimensao do mapa.

Considerando que pequenas perturbacdes em o podem ser aplicadas, apds uma iteragao
do mapa de Poincaré, a variacao no estado do sistema devida a uma pequena perturbacao
0, e relativa ao ponto f(&, @) é dada por:

Of (&, )

e @
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Onde §; varia dentro de um pequeno intervalo, |§;| < J.. A equagdo 2 define um pequeno
segmento 0¢ de comprimento J¢ através do ponto f(&, ). Uma vez que o sistema é
cadtico, o comprimento da imagem desse segmento ird crescer a cada iteracdo do mapa.
Geralmente o segmento d¢ tem seu comprimento aumentado em uma ordem apés n;
iteragdes, de modo que dée™* ~ 1, onde \; é o expoente de Lyapunov positivo obtido
para condig¢des iniciais no atrator, definindo 7 = % In(1/er), entdo o comprimento do
segmento aumentard em uma ordem apds um intervalo de tempo 7.

Similarmente, iterando a regido €7 para trds no tempo, a preimagem intersepta a imagem
do segmento 0¢ apds ns iteragdes, o que corresponde a um tempo 7, = ﬁ In(1/er), onde
Ay € 0 expoente de Lyapunov negativo obtido para condi¢des iniciais no atrator.

Na pritica, ndo é possivel iterar nem o segmento de linha 6 nem a regido e7. As iteragdes
sdo feitas por meio de distribui¢des de pontos, sob a linha do segmento fonte e em uma
regido circular ao redor do alvo. Inicialmente itera-se, respectivamente, o segmento 6¢ e
aregido € ao redor do alvo para frente e para trds no tempo, usando «,, = @, até que seja
detectada a intersecio entre as imagens de 6¢ e €7 .

Uma vez detectada a intersecdo, € realizado um refinamento dos pontos, juntando as im-
agens dos pontos dos segmentos originais por segmentos de reta até que se obtenha uma
precisdo desejada. ApoOs refinado, € possivel obter um ponto, aqui chamado de ponto
6timo, em &¢, préximo ao ponto fonte, que é mapeado na regido do alvo em nq + 7,
iteragoes.

3. Generalized Extremal Optimization

Diferentemente dos algoritmos genéticos conhecidos, no GEO nao existe uma populacao
de strings (ou solugdes), mas sim uma populacdo de bits representada por uma tnica
string conforme mostra a figura 2. Além disso, ndo hd cruzamento entre os individuos,
como no algoritmo genético, no GEO cada bit (espécie) € “forcada” a sofrer mutagdo com
uma probabilidade proporcional ao seu fitness (adaptabilidade).

(1fof1]1[1]0[1]1]0fol1]0]2]1]

X, Xz

Figura 2. Populacao de espécies no GEO codificando duas variaveis X; e X,

Aqui o GEO foi usado para encontrar um ponto préoximo ao ponto fonte (dito ponto
otimo), a partir do qual o nimero de iteragdes para chegar a uma regido préxima ao o
alvo fosse o menor possivel.

'0s segmentos fonte e alvo serdo iterados respectivamente 1, e no vezes
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O procedimento basico do GEO consiste em:

o | - Inicializagdo aleatdria da string bindria de comprimento L que codifica N varidveis de projeto
de comprimento L; (: = 1,2,--- , N). Para esta configuragdo inicial C' de bits, é calculada a
fungdo objetivo V' e é definido Cpest = C € Viest = V.

e 2 - Para cada bit ¢ e em cada iteragdo:

— Altera o bit e calcula a fungdo objetivo V; da configuracio C;,
— Associa um valor de fitness usando AV, = V; —Vj¢4, este valor indica o ganho (ou perda)

que ocorre em cada mutagio em relagdo ao melhor valor da funcao objetivo calculada até
entao.

— Retorna o bit ao seu valor original.

e 3 - Classifica os bits de acordo com seu valor de fitness, de £ = 1 para o menos adaptado até
k = L para o melhor adaptado. Em problemas de minimizag¢do, os maiores valores de AV terdo
maiores valores de fitness.

e 4 - Escolher com igual probabilidade um bit ¢ candidato 8 mudanca. Gerar um nimero aleatdrio
RAN distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1]. Se a probabilidade de mutagdo P(k) = k£~ (onde
7 € um parametro positivo ajustdvel) do bit escolhido for maior ou igual a RAN entdo o bit é
confirmado a sofrer a mutaga@o, caso contrrio, o processo € repetido até que um bit seja confirmado
a mutar.

e 5-SeV < Vpest (para problemas de minimizacao) entdo é definido V' = Vjesp € C = Chesy-
e 6 - Repetir os passos de 2 a 6 até que o critério de parada seja satisfeito.

o 7 - Retornar valores de Vst € Chest.

4. Método das Perturbacoes Sucessivas

Considerando um mapa 7,1 = F'(b, Z,,), onde b é um pardmetro que pode ser alterado
por +4, desta forma, b pode assumir os valores, b + 9, b e b — §. A idéia do método é
mostrar que com o uso desses trés valores de parametros € possivel guiar a trajetéria de
um ponto inicial P; at€ um ponto final P;.

Inicialmente calcula-se o mapa F' fazendo uso dos trés valores possiveis do parametro
b, de modo que ao fim da primeira iteragdo obtém-se trés pontos: 2y, = F'(b+ 0, Zp),
Zl»2 = F(b, Zo) (& Z173 = F(b — 5, Zo)

O procedimento € mantido com os pontos Z; 1, Z12 € Z1,3 obtendo novos trés pontos
com cada um deles por meio dos valores possiveis do parametro b e assim sucessivamente
até que um dos pontos Z; ; alcance a vizinhanca do estado final. Por conseguinte, na V-
ésima iteracdo tém-se 3" pontos e 3" trajetdrias. A figura 4 mostra as possiveis trajetdrias
partindo de um ponto F;.

Nos resultados mostrados a seguir as sucessivas perturbacdes serao representadas por uma
sequéncia do tipo [—6, 0, +9, 49, 0, - - - ], especificando respectivamente qual perturbacio
foi aplicada em cada iteracdo, de modo que:

e —¢indicaque o« = @ + 9

e Oindicaque o = &

e +jindicaquex =a — 4§

2Caso dois ou mais bits tenham o mesmo valor de fitness a classificacio entre eles é feita de maneira
aleatdria com probabilidade uniforme.
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Figura 3. Trajetdrias possiveis para atingir o estado final no método das suces-
sivas perturbacoes

5. Mapa de Hénon

O objeto de estudo neste trabalho sdo as trajetorias no Mapa de Hénon [Henon 1976].
Este mapa, que consiste de um sistema de duas varidveis e dois parametros, ¢ um modelo
simplificado da secdo de Poincaré do modelo de Lorenz, as escolhas particulares dos
parametros produzem o comportamento cadtico na dindmica do mapa criando um atrator
em formato de bumerangue conhecido como o Atrator de Hénon.

05 4

05 F B

Figura 4. Atrator de Hénonparaa =1.4e 8 =0.3

O mapa de Hénon consiste da iteracao
Tpi1 = 1— owci + Yn 3)
Yn+1 — ﬂxn

no espacgo de fase (x, y) onde os pardmetros sdo « e 3. O Jacobiano é dado por

5 o =" 4)
Portanto, valores de |3| < 1 provocardo uma reduc@o na area original a cada iteracao por
um fator 3, para |3| > 1 ocorrerd um aumento na drea e || = 1 a drea no espago de fase
sera conservada.

J — det [—20@ 1]
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O mapa de Hénon também € inversivel, de modo que H ' (x, y) (iteragdo para trds) € dada
por

yn+1
5
5 %)

(6%
Yn = Tpt1 T @yi—&-l -1

6. Resultados

A seguir sdo apresentados os resultados obtidos com as implementacdes dos métodos
citados anteriormente e aplicados ao mapa de Hénon.

Target o
Optm Orbit =
Optm Point %

>~ 0 Il 0 sy
045 15 "5 -1 05 )(2 05 1 15
(b)
Figura 5. Caso 1 Targeting. Orbita original em (a) com 10° iteragdes, orbita 6tima
(triangulos) em (b) obtida com 37 iteracoes.
Perturbacao requerida 6(z,y) = (—3.109 x 1072,5.195 x 107%)
. , . 0.1 a

Figura 6. Caso 1 - Sucessivas perturbacoes. Orbita original em (a) com 10°
iteracoes, orbita 6tima (triangulos) em (b) com 12 iteracoes.
Sequéncia de perturbagoes: —4,0,+6,0, —d, 6,0, +d, =5, =, —4,0
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Figura 7. Caso 1 - GEO. Orbita original em (a) com 10° iteragdes, orbita 6tima
(triangulos) em (b) com 36 iteracoes.
Perturbacéo requerida 6(z,y) = (—1.416 x 1072, —6.069 x 10~2)

7. Conlusoes

Este trabalho tratou de um breve estudo sobre o problema de direcionamento de trajetorias
em sistemas cadticos, em particular o problema aplicado ao mapa caético de Hénon. Nas
figuras a seguir sa3o mostradas comparacdes entre os métodos implementados neste tra-
balho. Para cada um dos métodos foram simulados 25 pontos fonte (e alvo) para difer-
entes valores de raio do alvo. Todos os métodos implementados mostraram-se eficientes
na busca de um valor minimo de iteracdes para atingir uma vizinhanga do alvo. A figura
8(a) mostra uma relacdo obtida para o nimero médio de iteracdes em fun¢do do raio do
alvo para cada um dos métodos implementados. Em 8(b) é apresentada a comparagao
entre os valores de perturbacao média em funcao do raio do alvo para os casos do GEO e
do Targeting.

Uma vez que o GEO “desconhece” a dindmica do sistema e embora o nimero de iteragdes
seja (em média) menor que o encontrado com o Targeting, em alguns casos o ponto 6timo
encontrado encontrava-se fora da bacia de atragdo, exigindo assim, um valor maior de
perturbagdo requerida.

O Targeting, por sua vez, embora tenha em média encontrado a trajetéria 6tima com um
numero superior de iteracdes, é capaz de encontrar pontos consideravelmente proximos
do ponto fonte, exigindo uma perturbacdo de ordem uma ou duas vezes menor que a
encontrada no GEO ou no método das sucessivas perturbacoes.

No método das sucessivas perturbacdes, embora a perturbacdo aplicada no parametro
possa ser ajustada de modo a assumir valores pequenos, em cada nivel sdo realizadas 3"
andlises, consequentemente, a quantidade de memoria necessdria pode ser invidvel para
um caso de mapas nos quais € preciso um numero elevado de itera¢des para atingir o alvo.

Nos resultados apresentados € possivel perceber a viabilidade do uso da sensibilidade as
condicdes iniciais que os sistemas cadticos possuem. O uso adequado dessa caracteristica,
associada a transitividade, permite que a trajetdria atinja um dado estado final em um
tempo consideravelmente pequeno.
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Figura 8. Relacao entre o numero médio de iteragcoes em funcao do raio do alvo
para cada um dos métodos implementados em (a) e comparacao entre os valores
de perturbacao média em funcao do raio do alvo para os casos do GEO e do
Targeting em (b).
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