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RESUMO

O Problema de Programacdo Quadratica Binaria Irrestrita - PO é um dos problemas
classicos na area de otimizacdo ndo-linear cujo objetivo € otimizar uma fungdo quadratica através
da escolha de valores binarios apropriados para as variaveis de decisdo. Este trabalho propde
novas abordagens para obtencdo de limitantes para 0 PQ. Os métodos apresentados tratam uma
versdo linear inteira mista (PQL) do PQ. S8o0 apresentadas duas abordagens baseadas na
relaxacdo lagrangeana com divisdo em clusters (LagClus), sete abordagens baseadas em
relaxacBes lagrangeanas tradicionais, uma abordagem baseada em restrices de corte e uma
baseada na relaxacdo linear das variaveis de decisdo do PQL. Vérios experimentos foram
realizados com um conjunto de dados formado por instancias com diferentes caracteristicas.

PALAVARAS CHAVE. Programacéo Quadratica, Relaxacdo Lagrangeana, Limitantes.

PM - Programacdo Matematica, OC - Otimizacdo Combinatdria

ABSTRACT

The Unconstrained Binary Quadratic Programming Problem - PQ is a classical non-
linear problem. This is the problem of optimizing a quadratic objective function by suitable
choice of binary decisions variables. This paper proposes new approaches to find bounds for PQ.
The presented methods treat a mixed binary linear version (PQOL) of PQ. Two approaches based
in the lagrangean relaxation with clusters (LagClus) are presented. Seven approaches based on
traditional lagrangean relaxations, one approach based on cut constraints, and one based on the
linear relaxation of POL are also presented. Several experiments were performed over a data set
formed by instances with different characteristics.
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1. Introducéo

O Problema de Programacéo Quadratica Binaria Irrestrita € um dos problemas cléssicos
na area de otimizacdo ndo-linear. Esse problema também é conhecido como problema de
programacdo bivalente quadratica irrestrita (Gulati et al., 1984) e problema de programacao
quadratica zero-um irrestrita (Chardaire e Sutter, 1995). Por uma questdo de notagdo, esse
problema sera tratado adiante como PQ.

O PQ consiste em maximizar (ou minimizar) uma funcéo objetivo quadratica através da
escolha de valores apropriados para as variaveis de decisdo binarias (Beasley, 1998). O PQ é um
problema NP-Hard (Billionnet e Elloumi, 2007) e apresenta uma grande quantidade de
aplicagBes em diversas areas, como por exemplo: biologia molecular (Phillips e Rosen, 1994);
planejamento de investimentos e analise financeira (Laughunn, 1970; McBride e Yormark,
1980); e alguns problemas do tipo CAD (Krarup e Pruzan, 1978).

Além disso, o PQ ainda aborda inimeros problemas modelados através de grafos, como
cliqgue maximo, maximo conjunto independente, e outros (Pardalos e Phillips, 1990; Pardalos e
Rodgers, 1992; Pardalos e Xue, 1994).

Varios métodos exatos e heuristicos tém sido propostos para resolver o PQ, entretanto,
0s métodos exatos existentes (Billionnet e Sutter, 1994; Pardalos e Rodgers, 1990a; Pardalos e
Rodgers, 1990b) sdo restritos a problemas com até 200 variaveis. Ja 0os métodos heuristicos
(Beasley, 1998; Glover et al., 1998; Pardalos e Jha, 1992) tém apresentado bons resultados para
instancias maiores (com até 2500 variaveis).

Uma outra abordagem interessante para resolver o PQ ¢ a relaxacdo do problema para
obtencdo de limitantes (Adams e Dearing, 1994; Chardaire e Sutter, 1995). Essa abordagem
possui a vantagem de definir limitantes para a solugdo 6tima, e pode apresentar uma informagéo
dual de boa qualidade, o que permite avaliar a proximidade da melhor solucdo encontrada em
relacdo a solucdo 6tima do problema.

Uma estratégia usada para relaxar o problema original é a sua divisdo em problemas
menores, com a mesma caracteristica. Essa divisdo pode ser realizada através do particionamento
do grafo que representa o problema em clusters formados por vértices e arestas. Essa estratégia
ndo garante a obtencdo de uma solucdo viavel para o problema completo, pois algumas arestas
sdo ignoradas. Entretanto, uma maneira de considerar essas arestas é relaxa-las no sentido
lagrangeano e encontrar um limitante de boa qualidade para o problema original. Essa ¢ a idéia da
relaxacdo lagrangeana baseada em clusters - LagClus (Ribeiro, 2005; Ribeiro e Lorena, 2007;
Ribeiro e Lorena, 2008).

Outra pratica comum para resolver o PQ é a linearizacdo do seu modelo original
(Adams et al., 2004; Glover, e Woolsey, 1974; Hansen e Meyer, 2008), ou seja, a obtencdo de
um modelo linear equivalente cujas solugdes sdo correspondentes ao modelo quadréatico original.
Dessa forma, o PQ é transformado em um problema linear inteiro misto, 0 que permite a
relaxacdo linear de suas variaveis de decisdo e consequentemente a obtencdo de um limitante
para a solugdo do problema original. Esse limitante € conhecido como roof dual (Adams e
Dearing, 1994; Boros et al., 1990; Boros et al., 1992; Hammer et al., 1984).

Este trabalho prop6e novas abordagens para obtencdo de limitantes para o PQ. Séo
apresentadas duas abordagens baseadas na divisdo do problema em clusters, sete abordagens
baseadas em relaxacfes lagrangeanas tradicionais, uma abordagem baseada na relaxacdo linear
das varidveis de decisdo, e uma baseada na insercdo de uma restricdo de corte de Chvatal-
Gomory no modelo linear do problema.

O restante do artigo estd organizado como segue. A Secdo 2 apresenta uma breve
revisdo bibliogréfica sobre 0 PQ e os métodos utilizados neste artigo. Na Secdo 3 sdo
apresentados 0os modelos matematicos utilizados. A Secdo 4 descreve os limitantes propostos, e a
Secdo 5 apresenta os métodos utilizados para obté-los. Os resultados computacionais obtidos sdo
apresentados na Secdo 6, e as conclusdes sdo resumidas na Secdo 7.
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2. Revisao bibliografica

Adams e Dearing (1994) apresentam uma discussdo sobre a obtencdo de limitantes para
0 PQ. Eles apresentam um modelo linear para o problema, que é obtido através da técnica de
linearizacéo de Glover e Woolsey (1974).

Chardaire e Sutter (1995) propGem um algoritmo para obtencdo de limitantes para o
PQ. Esse algoritmo é baseado na decomposicdo lagrangena da funcdo objetivo quadratica do
problema original em um somatério de funcdes pseudo-lineares. O método proposto é uma
relaxacdo dual do problema quadrético original. Os resultados obtidos mostram que quanto maior
o0 tamanho dos clusters melhor é o limitante, entretanto, 0s gaps aumentam significativamente
com o tamanho dos problemas. Eles mostram que entre as técnicas de decomposi¢do, a
lagrangeana € a que apresenta os melhores resultados. Além disso, eles mostram que o algoritmo
proposto obtém, no pior caso, um limitante igual ao roof dual. Os resultados sdo apresentados
para problemas com até 100 variaveis.

Vérias estratégias de linearizacdo do PQ sdo apresentadas e discutidas em Adams et al.
(2004) e Hansen e Meyer (2008).

Billionnet e Calmels (1996) apresentam uma abordagem trivial para obtencdo de
limitantes para o Problema Quadratico da Mochila - POM. Essa abordagem é baseada na
linearizacdo do problema e na resolucdo desse modelo linear através da relaxacdo linear das
variaveis de decisdo. Eles mostram que esses limitantes sdo de qualidade moderada. Além disso,
eles utilizam a inser¢éo de restricdes de corte de Chvatal-Gomory, que apresentam melhores
limitantes.

Billionnet er al. (1999) propdem um limitante para o0 POM baseado na divisdo do
conjunto de varidveis do problema original em diversos subconjuntos disjuntos. Essa divisdo é
feita aleatoriamente, gerando subconjuntos com no maximo 5 variaveis. A idéia é utilizar a
decomposicao lagrangeana para dividir o problema em subproblemas independentes. A escolha
dos multiplicadores lagrangeanos é feita através do método de subgradiente. Assim como
apresentado por Chardaire e Sutter (1995), os autores mostram que quanto maior o tamanho dos
subproblemas melhor é o limitante, entretanto, o tempo de processamento aumenta
exponencialmente.

A LagClus, apesar de recente, ja apresenta bons resultados para varios problemas, como
por exemplo: carregamento de paletes (Ribeiro e Lorena, 2007), rotulacdo cartogréafica (Ribeiro e
Lorena, 2008), alocacdo de facilidades (Corréa et al., 2006), entre outros.

Varios métodos baseados em busca em arvores para resolver o PQ séo encontrados na
literatura. Gulati et al. (1984) apresentam um método de busca em arvore, baseado na
enumeracgdo de 6timos locais, que resolve problemas com até 40 variaveis. Pardalos e Rodgers
(1990a) apresentam um método de busca em arvore que utiliza limitantes baseados na fixagdo de
variaveis em cada n6 da arvore. Os resultados tratam problemas com até 200 varidveis. Pardalos e
Rodgers (1990b) apresentam uma versdo paralelizada de um branch-and-bound capaz de resolver
problemas com até 100 variaveis. Billionnet e Sutter (1994) apresentam um método de busca em
arvore capaz de resolver problemas com até 100 variaveis. Palubeckis (1995) propde uma busca
em arvore heuristica que apresenta resultados para problemas com até 247 variaveis.

Glover et al. (1998) propde uma heuristica baseada na Busca Tabu que resolve
problemas com até 500 variaveis. Beasley (1998) apresenta uma comparacdo entre duas
metaheuristicas para resolver o PQ. Ele utiliza a Busca Tabu e 0 Simulated Annealing para
resolver problemas com até 2500 varidveis (com baixa densidade). A Busca Tabu apresenta 0s
melhores resultados para a maioria dos problemas utilizados. Ja 0 Simulated Annealing supera a
Busca Tabu para os problemas com maior nimero de variaveis.

Pardalos e Jha (1992) discutem a complexidade computacional de véarios problemas
relacionados com o PQ e apresentam uma heuristica de busca local para resolvé-lo. Os resultados
sdo apresentados para problemas com até 100 variaveis.
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3. Modelos matematicos
Dada uma matriz de numeros reais Q = [g;]l.xm 0 PQ pode ser formulado pela
expressao (1).
m

PQ: wpQ)= Max quyxixj 1)
= j=1

x bindrio <
iz

Como apresentado em Billionnet e Elloumi (2007), pode-se considerar que a matriz Q é
simétrica sem perder a generalidade do problema. Sendo assim, de forma anédloga a apresentada
por Adams e Dearing (1994), o problema pode ser reescrito da seguinte forma:

PQ: wPQ)= Max Zq”xﬁ ZZ%X% 2
i=1

x binario (ij)ePUN

onde N ={(iy): i</, q; <0} e P={()):i<j g;>0}

Fica claro nos modelos (1) e (2) que o nimero de elementos da matriz Q utilizados em
(2) sera significativamente menor do que em (1), pois em (2) sdo considerados apenas 0s
elementos ndo nulos situados na metade superior e na diagonal principal dessa matriz.

Aplicando a técnica de linearizacdo de Glover e Woolsey (1974) em (2), os termos
quadraticos xx; sdo substituidos pela variavel continua w; e por restri¢des que garantem que w; =
xix;. Logo, tem-se uma verséo linear inteira mista de PO (3-8). Esse modelo linear é apresentado
em Adams e Dearing (1994) e sera utilizado no restante deste trabalho. Por convencdo, esse
modelo sera chamado POL.

POL: v(POL)=Max D q,x,+ . 2q;w;
i=1

(i,j)ePUN
@)
Sujeito a

w; —x, <0 (i, j)eP 4)
w,; —x,; <0 @@ j)eP (5)
x;+x, —w; <1 (i,j))e N (6)
w; 20 (i,j))eN (7
x, {01} i=1..m (8)

4. Limtantes para o PQ

Um limitante trivial para o PQ é o valor da solucdo da relaxacdo linear do PQOL
(substituir a restricdo 8 por 0 < x; < 1). Como apresentado em Adams e Dearing (1994), esse
limitante é conhecido como roof dual para o PQ. Por notagdo, esse modelo relaxado sera tratado
como POL.

Um outro limitante para o PQ pode ser obtido através da insercdo de uma restricdo de

corte de Chvatal-Gomory em PQL. Essa restricdo é descrita na expressao (9).

X +x, +x —w —wy —w, <1 (G,)),(,k), (k) e POUN 9

Jjk
Essa restricdo de corte € baseada em uma das restricbes de corte apresentadas em

Billionnet e Calmels (1996) para o Problema Quadratico da Mochila - POM. Como mostrado por
esses autores, os limitantes obtidos com a insercdo de restri¢cdes de corte € melhor do que o
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apresentado pela relaxagdo linear do PQM. Por convengdo, o modelo PQL com a restrigdo de
corte sera tratado como POLC.

A relaxacdo lagrangeana das restricdes (4), (5) e (6) também pode ser utilizada para
obtencg&o de outros limitantes para 0 PQ. Sendo assim, essas restrigdes podem ser combinadas de
forma a gerar sete modelos diferentes para o problema:

o Lag,PQOL: restricdo (4) relaxada no sentido lagrangeano.

e LaggPQL: restricdo (5) relaxada no sentido lagrangeano.

e Lag,POL: restri¢do (6) relaxada no sentido lagrangeano.

e Lag,sPOL: restricdes (4) e (5) relaxadas no sentido lagrangeano.

o Lag,,POL: restriches (4) e (6) relaxadas no sentido lagrangeano.

e LagpPOL: restricdes (5) e (6) relaxadas no sentido lagrangeano.

o Lag,mPOL: restricoes (4), (5) e (6) relaxadas no sentido lagrangeano.

Para cada um desses modelos, podera ser obtido um limitante através da minimizacéo
do seu dual lagrangeano correspondente (DLag.POL, DLagsPQL, etc).

4.1. RelaxacOes lagrangeanas com divisdo em clusters - LagClus

A partir da matriz Q descrita na sec¢do anterior, pode-se criar um grafo G=(7,4) com V
= {/,...m} e uma matriz de adjacéncias 4 = [a;]m a; = 1 se g; # 0 e a; = 0 se g; = 0.
Particionando o grafo G em n (n < m) clusters independentes, tem-se V=V, vV, U... UV,
onde VinV,n.nV, =2, G =V,4),i=1,...n,eX;=V-V,i=1,..,n. Apartir de entdo, 0
modelo PQL pode ser reescrito da seguinte forma:

n

POL": v(PQL") = Maxz ZQiixi + ZZQU-W,; (10)
k=1 \_iel; (i,j)EPUN iV, ; jeV, WX,

Sujeito a:
w, —x;, <0 (G,j))ePieV,,jeV, k=1..,n (11)
w; —x; <0 (G,j))ePieV,,jeV, k=1..,n (12)
x; +x, —w; <1 (i,j)eN,ieV,,jeV, k=1..,n (13)
w,; 20 (G,j)eNjieV,,jeV, k=1..n (14)
w,; —x; <0 (i,))ePjieV,,jeX, k=1..,n (15)
w; —x; <0 (i,j)ePieV,,jeX, k=1..n (16)
X, +x; —w; <1 (i,j)eN,ieV,,je X, k=1..n (17)
w, >0 G, j)eNieV, jeX, k=L1..n (18)
x, €{0,1} ieV,k=1..n (19)

Pode-se notar que as restricdes (11)-(14) tratam apenas as arestas (i,7) cujos vértices sao
internos ao cluster (sub-grafo) k (arestas intra-cluster). Ja as restrigdes (15)-(18) tratam as arestas
(i) cujos vértices estdo em clusters distintos (arestas inter-clusters - arestas de ligacéo).

4.1.1. 1 abordagem

Relaxando as restricbes (15)-(17) no sentido lagrangeano através de vetores de

multiplicadores a, B e A, respectivamente, o problema PQL" (indiretamente o PQ) pode ser
dividido em » subproblemas independentes, sendo:
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LCamPQLk: V(LcamPQLk) = Max

Zqiixi + quijwij + zaijxi + ZIBijxj - Zﬂ“ijxi - Zﬂ’ijxj

ieVy (i,j))e(PUN)N4,; (i,j)eP (i,j)eP (i,j)eN (i,j)eN

i€V, jeX; ieX,,jeV, i€V, jeX, ieX,,jeV,
+ 2 gy —ay = Bwi+ D R+ A+ DA, (20)
(i,/)eP (i,))eN (i, ))eNicV;ijeXy
i€V, jeX; i€V, jeX,
Sujeito a:
w,; —x; <0 (i,j))ePieV,, jeVl, (21)
w; —x; <0 (i,j))ePieV,, jel, (22)
X, +x; —w, <1 (i,))eN,jieV,, jeV, (23)
w; 20 (i,))eN,ieV,,jeV, (24)
w,; €{01} ieV,jelX, (25)
x, €{01} iel, (26)

Note que a restricdo (18) é substituida pela restricdo (25) para manter a viabilidade das
solucdes dos subproblemas. Por fim, a solucéo da relaxacdo do problema POL (que é equivalente
a PQ) em n subproblemas (clusters), ¢ dada pela expressdo (27), e o seu dual lagrangeano é
apresentado na expressao (28).

LC,uPOL":  W(LC,uPQL") = Y LC,,, POL, + >4, @7)
k=1

(i,/)eN;cl(i)=cl(})
DLC,iPQL": v(DLC,sPOLY) = Min{LC,;, POL'},ct, . 1.2 0. @8

Logo, como demonstrado por Adams e Dearing (1994), para n = m tem-se que
DLC,zPQL" € 0 roof dual para o PQ, e consequentemente, pode-se afirmar que:

W(DLC,;, POL") < W(DLC,;, POL") = POL (29)

4.1.2. 22 abordagem

Seguindo a 12 abordagem, surge a idéia de ndo relaxar a restricdo (15), pois assim como
na 1% abordagem, as variaveis w; e x; serdo tratadas no subproblema onde se encontra o vértice i.
Logo, a relaxacdo dessa restricdo ndo necessariamente deve ser considerada. Sendo assim, uma
outra forma de relaxacdo do PQL em clusters pode ser escrita como:

LCmPQLk: V(LCﬁ/lLQPk) = Max
D 4% + 220w+ DBy,
i€V, (i,j))ePUN;ieV,;jeV, uX,  (i,j)eP;jeV; ieX;

- 2AN XA D Bwt D AW, (30)

(i,))eN;ieV,;jeX,  (i,j)eN;ieX;,jeV; (i,))eP;ieVy; jeX, (i,))eP;iely; jeX,

Sujeito a:
w,;, —x; <0 (i,j))ePjieV,,jeV, uX, (31)
w,; —x; <0 (i,j)ePieV,, jel, (32)
X, +x; —w; <1 (i,j)eN,ieV, ,jeV, (33)
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w,; 20 (4,j)eN,ieV, ,jeV, vX, (34)
x, {01} i€V, (35)

Note que nesse caso a restricdo (18) ndo precisard ser substituida. Nesse modelo, as
restricGes (31) e (34) sdo "juncbes” das restricdes (11) e (15), e (14) e (18), respectivamente. A
solucdo da relaxacdo do problema PQL em n clusters é dada pela expressdo (36), e o seu dual
lagrangeano pela expresséo (37).

LCwPOL":  wICzPOL") = Y LC,,POL + > A, (36)
k=1 (i,/)eN;cl (i)l ()
DLCﬂ),PQLn: V(DLCﬂ)PQLn) = Mln{LCmPQL"},,B, A=0. (37)

Mais uma vez, a partir das idéias expostas em Adams e Dearing (1994) e da 1?
abordagem, pode-se afirmar diretamente que:

W(DLC ,, POL") < W(DLC,;, POL") <v(DLC 5, POL") = v(DLC,,;, POL") = POL  (38)

5. Otimizacéo dos modelos

O Cplex 10.0.1 (llog, 2006) foi utilizado para resolver a relaxacdo linear do problema
(POL) e arelaxagdo linear com a restricdo de corte (PQLC), ambas com o tempo limite de 1 hora

de processamento.

Para otimizar o dual lagrangeano dos modelos apresentados na secdo anterior, e
consequentemente obter limitantes para o PQ, foi utilizado o algoritmo de subgradiente
apresentado em Narciso e Lorena (1999), que aproxima as solu¢des do problema no sentido
euclideano de distancia (Parker e Rardin, 1988).

O Cplex também foi utilizado para resolver de forma exata 0os modelos dos problemas e
subproblemas (no caso da divisdo em clusters) a cada iteragcdo do algoritmo de subgradiente. O
tempo limite para execucdo desse algoritmo também foi de 1 hora, porém em alguns casos esse
limite foi ultrapassado devido ao tempo de resolucdo dos subproblemas via Cplex.

A divisdo do grafo G foi realizada através da heuristica Metis (Karyps e Kumar, 1998),
que segundo Hicks et al. (2005), apresenta bons resultados para o particionamento de grafos.
Dado um grafo G=(¥,4) e um nimero pre-definido n de clusters, a Metis divide o grafo G em n
agrupamentos com o objetivo de minimizar o numero de arestas com terminagdes em clusters
distintos.

6. Resultados computacionais

Foram realizados inimeros experimentos computacionais envolvendo os modelos ja
descritos sobre um conjunto de 45 instancias disponiveis na OR-Library (Beasley, 1990). Essas
instancias foram geradas através do gerador proposto por Pardalos e Rodgers (1990a), e
separadas em 6 classes (A, B, C, D, E e F) com diferentes caracteristicas (m, densidade, e
intervalo dos elementos da matriz Q). Os problemas das classes A, B e C foram apresentados em
Pardalos e Rodgers (1990a), e os demais em Glover et al. (1998). Segundo Glover et al. (1998),
essas instancias, devido a suas caracteristicas, estdo entre as mais dificeis encontradas na
literatura.

Todos os experimentos foram realizados em um PC com processador AMD Athlon de
2.2 GHz com 1GB de memdria RAM, e o codigo-fonte foi implementado em C++. Nas tabelas
seguintes, 0s gaps apresentados séo calculados de acordo com a expressdo (39), na qual v(OPT) é
o valor das melhores solugBes conhecidas (Glover et al., 1998) para as instancias utilizadas, e
v(Solugdo) é o valor dos limitantes obtidos pelas abordagens propostas. Os melhores resultados
estdo destacados em negrito. As Ultimas colunas dessas tabelas apresentam os tempos médios
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necessarios para resolver cada instancia através do método correspondente. O tamanho de cada
cluster foi limitado a 50 vértices em todos 0s experimentos.

_ v(Solugdo) —v(OPT)
- v(OPT)

100 (39)

Como pode ser observado na Tabela 1, os gaps obtidos pelas relaxages com diviséo
em clusters foram semelhantes, e de melhor qualidade em relacdo as demais relaxagdes. Nesses
casos, os problemas foram divididos em 2 clusters. Os resultados obtidos pelas relaxagoes
lagrangeanas baseadas nas arestas positivas (Lag,POL, LagsPOL e Lag,zPOL) foram de qualidade
mediana, e os demais foram ruins, e praticamente iguais ao roof dual - PQL .

Tabela 1: Gaps obtidos para as instancias da classe A.

Inst. la | 2a 3a 4a 5a 6a 7a 8a | Tempo

m 50 | 60 70 80 50 30 30 100 | médio
Densidade (%) 10 | 10 10 10 20 40 50 6,25 | (seg)
POL 0 0 | 6,77 | 0,10 | 16,12 | 28,38 | 28,51 0 0,01
POLC 0 0 | 636 | 0,10 | 11,59 | 20,67 | 10,58 0 0,01

DLag, POL 0 0 | 337 | 0,10 | 4,17 8,48 7,69 0 17,16
DLagzPOL 0 0 | 337 | 0,10 | 4,17 8,48 7,69 0 19,84
Gap DLag,POL 0 0 | 6,78 | 0,10 | 16,13 | 28,38 | 28,51 0 1,97
(%) DLag,sPOL 0 0 | 339 | 0,10 | 429 8,49 7,70 0 23,66
DLag,,POL 0 0 | 679 | 0,10 | 16,16 | 28,49 | 28,61 0 0,74
DLaggnPOL 0 0 | 6,78 | 0,10 | 16,14 | 28,46 | 28,61 0 3,00
DLag,nPOL | O 0 | 6,79 | 0,25 | 16,16 | 28,47 | 28,60 0 23,66
DLCWPQLZ 0 0 | 032 | 0,10 | 0,36 0,14 0 0 25,99
DLCyPOL’ 0 0 | 0,32 | 0,10 | 0,36 0,14 0 0 21,48

Na Tabela 2, que trata um conjunto de instancias com grandes gaps de dualidade, os
gaps obtidos pelas relaxa¢des com divisdo em clusters também foram semelhantes, e novamente
os resultados foram significativamente melhores dos que os demais. As instancias apresentadas
nessa tabela (da classe B) sdo formadas por matrizes Q nas quais todos os elementos externos a
diagonal principal sdo negativos ou nulos (¢; < 0, Vi < ). Logo, as relaxacdes lagrangeanas
baseadas nas arestas positivas (Lag,POL, LagsPQOL e Lag.,POL) ndo foram utilizadas. Nesse
caso, apenas o0s resultados da Lag,PQOL sdo apresentados, pois v(Lag,PQL) = v(Lag,,POL) =
v(LagpPOL) = v(Lag.z,POL). Além disso, como ndo existem arestas positivas, também fica
claro que v(DLC,;PQL’) = v(DLCyPQL’). Os problemas também foram divididos em 2
clusters. Os resultados obtidos pela relaxacéo linear com a restricdo de corte foram razoaveis.

Tabela 2: Gaps obtidos para as instancias da classe B.

Inst. 1b 2b 3b 4b 5b 6b 7b 8b 9b 10b Tempo
m 20 30 40 50 60 70 80 90 100 125 médio
Densidade (%) 100 100 100 100 100 100 100 100 100 10 (seg)
POL 193,98 | 328,51 | 429,24 | 537,60 | 532,67 | 678,77 | 687,50 | 890,00 | 1109,12 | 1175,97 0,04
Gap POLC 95,99 | 185,67 | 252,82 | 325,06 | 321,78 | 419,18 | 425,00 | 560,00 | 706,08 750,65 1,26
(%) DLag,POL 194,66 | 329,68 | 429,66 | 538,65 | 534,36 | 680,98 | 690,11 | 892,05 | 1109,76 | 1176,72 2,17
DLC,pPOL? | 38,72 49,59 52,54 47,68 38,99 52,05 25,93 66,21 74,82 63,86 466,09
DLCxPQL’ 38,72 49,59 52,54 47,68 38,99 52,05 25,93 66,21 74,82 63,86 466,06

A Tabela 3 mostra que os resultados obtidos pelas relaxacfes com divisdo em clusters
foram significativamente melhores do que os demais, sendo que a 22 abordagem (LCMPQLZ)
apresentou resultados melhores do que a 12 (LC,zPQL’). Os problemas também foram divididos
em 2 clusters. Os resultados obtidos pelas relaxagdes lagrangeanas baseadas nas arestas positivas
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e pela relaxagédo linear com a restricdo de corte foram medianos, e distantes do roof dual, e 0s
demais foram praticamente iguais ao roof dual.

Tabela 3: Gaps obtidos para as instancias da classe C.

Inst. 1c 2c 3c 4c 5¢C 6c 7c Tempo
m 40 50 60 70 80 90 100 médio
Densidade (%) 80 60 40 30 20 10 10 (seq)
POL 65,57 | 63,79 | 44,04 | 36,62 | 21,64 | 1,48 0 0,03
POLC 21,31 | 25,51 | 22,27 | 20,03 | 16,35 | 0,30 0 0,59
DLag POL 17,31 | 20,43 | 14,31 | 9,11 | 6,90 0 0 1950,40
DLagzPQOL 17,27 | 20,43 | 14,24 | 9,15 | 6,91 0 0 2016,56
Gap DLag;POL 65,73 | 63,95 | 44,09 | 36,70 | 21,68 | 1,48 0 6,30
(%) | DLagasPOL 17,33 | 21,21 | 14,54 | 9,49 | 6,97 | 0,06 0 2145,84
DLag,POL | 6580 | 64,02 | 44,21 | 36,76 | 21,72 | 1,48 0 1,72
DLagsnPOL | 65,83 | 64,01 | 44,19 | 36,75 | 21,72 | 1,48 0 1,76
DLag,»POL | 65,71 | 64,04 | 44,14 | 36,73 | 21,72 | 1,48 | 0,18 1,50
DLC,;PQOL” | 13,68 | 10,16 | 0 062 | 045 | 0 0 608,11
DLCuPQOL” | 13,68 | 10,16 0 0,55 | 0,37 0 0 465,65

Na Tabela 4, pode-se notar que os resultados obtidos pelas relaxa¢fes com divisdo em
clusters foram novamente melhores que os demais para as instancias com densidade inferior a
50%. Ja para as demais instancias, a relaxacdo linear com a restri¢do de corte (PQLC) apresentou
os melhores resultados. Entretanto, a 22 abordagem com divisdo em clusters (LCzPQL’)
apresentou resultados muito proximos aos obtidos pela POLC, e melhores que a 1* abordagem
(LC,pPOL’). Os problemas também foram divididos em 2 clusters. Mais uma vez, os resultados
obtidos pelas relaxacdes lagrangeanas baseadas nas arestas positivas foram de qualidade
mediana, e os demais foram piores que 0 roof dual. Para essas instancias, as abordagens baseadas
na divisdo em clusters encontram dificuldades para obter bons limitantes, pois nesses casos a
matriz Q é muito densa, e consequentemente o nimero de arestas inter-clusters (que S&0
relaxadas) é grande.

Tabela 4: Gaps obtidos para as instancias da classe D.

Inst. 1d 2d 3d 4d 5d 6d 7d 8d 9d 10d Tempo

m 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 médio
Densidade (%) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 (seg)
PQOL 11,53 | 86,91 | 94,94 | 134,52 | 164,34 | 162,79 | 205,14 | 207,24 | 252,13 | 234,16 0,76

POLC 8,27 64,31 | 58,08 | 73,17 86,05 80,52 | 110,48 | 105,85 | 134,76 | 132,04 65,50

DLag,POL 1,73 | 4496 | 57,69 | 92,15 | 12590 | 116,84 | 162,80 | 181,96 | 194,06 | 183,00 | 4103,49
DLagzPQOL 1,75 | 46,85 | 60,07 | 95,73 | 112,79 | 113,68 | 162,54 | 151,40 | 226,05 | 197,91 | 3660,77
Gap DLag,POL 11,54 | 86,98 | 95,01 | 134,57 | 164,38 | 163,05 | 205,16 | 207,67 | 252,45 | 234,55 | 37,53
(%) | DLagapPOL 1,82 60,09 | 79,38 | 171,27 | 203,18 | 203,10 | 241,26 | 246,30 | 284,30 | 274,54 | 3340,16
DLag,POL | 11,57 | 87,25 | 95,28 | 135,03 | 164,93 | 163,43 | 205,93 | 208,05 | 253,10 | 235,05 5,21
DLagsPOL 11,57 | 87,18 | 95,25 | 135,00 | 164,94 | 163,41 | 205,90 | 208,04 | 253,06 | 235,03 4,94
DLag,;POL | 1156 | 87,20 | 95,14 | 134,93 | 164,67 | 163,10 | 205,52 | 207,61 | 252,62 | 234,82 4,03
DLC ,zPOL’ 0 2691 | 35,79 | 81,47 | 113,57 | 109,27 | 181,13 | 149,80 | 208,84 | 305,00 | 3885,52
DLCzPQL’ 0 24,86 | 27,28 | 64,42 87,69 82,29 | 117,88 | 119,64 | 161,10 | 150,03 | 4387,28

A Tabela 5 mostra que os resultados obtidos pelas relaxagdes com divisdo em clusters
também foram melhores do que os demais para as instancias com baixa densidade. J& para as
demais instancias, a relaxagdo linear com a restricdo de corte (POLC) apresentou os melhores
resultados. A 22 abordagem com divis&o em clusters (LCz,PQL’) apresentou resultados melhores
que a 18 (LCWPQL"). Nesses casos, 0s problemas foram divididos em 4 clusters. Os resultados
obtidos pelas relaxagGes lagrangeanas baseadas nas arestas positivas foram razoaveis, e 0s demais
foram piores que 0 roof dual.
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Na Tabela 6, pode-se notar que os resultados obtidos pelas relaxa¢Ges com divisdo em
clusters foram ruins para todas as instancias, e a 2% abordagem com divisdo em clusters
(LCzPQOL') novamente apresentou resultados melhores que a 12 (LC,,PQOL"). Notou-se nesses
experimentos que o Cplex encontrou dificuldades em resolver os subproblemas, consumindo um
alto tempo de processamento, e consequentemente o numero de iteragdes do algoritmo de
subgradiente foi muito baixo (< 100). Logo, os resultados foram ruins (pior que o roof dual em
alguns casos). Nesses casos, 0s problemas foram divididos em 10 clusters. A relaxacdo linear
com a restricdo de corte (PQLC) apresentou bons resultados para as duas primeiras instancias, e
para as demais 0 Cplex ndo foi capaz de resolver os modelos em 1 hora. J& os resultados obtidos
pelas relaxacdes lagrangeanas baseadas nas arestas positivas apresentaram excelentes resultados.

Tabela 5: Gaps obtidos para as instancias da classe E.

Inst. le 2e 3e 4e Se Tempo

m 200 200 200 200 200 médio
Densidade (%) 10 20 30 40 50 (seq)
POL 44,27 | 119,48 | 188,73 | 186,88 | 263,42 2,59

POLC 35,26 | 83,86 | 110,69 | 98,50 | 148,84 | 293,48

DLag,POL | 2834 | 94,40 | 144,66 | 197,18 | 228,72 | 3630,62
DLagsPOL | 28,26 | 105,59 | 155,59 | 187,58 | 258,77 | 4366,85
Gap | DLagiPOL | 4441 | 11957 | 18880 | 18691 | 26381 | 106,75
(%) | DLagePOL | 4897 | 160,25 | 225,73 | 217,13 | 298,72 | 3626,49
DLag,POL | 44,43 | 119,93 | 189,42 | 187,52 | 264,43 | 11,84
DLagyPOL | 44,43 | 119,94 | 189,45 | 187,60 | 264,44 | 11,63
DLag,;POL | 44,43 | 119,72 | 189,09 | 187,45 | 264,08 | 9,36
DLC,yPOL’ | 1377 | 83,14 | 151,18 | 186,41 | 279,85 | 3746,97
DLCLPOL* | 13,30 | 79,58 | 136,94 | 138,58 | 224,51 | 4072,38

Tabela 6: Gaps obtidos para as instancias da classe F.

Inst. 1f 2f 3f 4f 5f Tempo
m 500 500 500 500 500 médio
Densidade (%) 10 25 50 75 100 (seq)
PQOL 159,28 | 297,20 | 474,68 | 587,96 | 500,32 | 1561,36
POLC 126,12 | 164,58 - - - 2919,29

DLag,POL | 124,66 | 306,49 | 26,35 | 11,08 9,41 | 372514
DLaggPQL | 16598 | 301,88 | 19,33 | 28,21 | 29,68 | 4537,57
Gap | DLagiPOL | 159,40 | 29734 | 474,75 | 58845 | 74797 | 248311
%) | DLagyPOL | 42365 | 696,82 | 105044 | 1276,14 | 1557,97 | 3609,29
DLag,,POL | 159,88 | 298,33 | 476,44 | 590,24 | 731,40 | 132,21
DLaggPQL | 159,86 | 298,36 | 476,44 | 590,18 | 731,38 | 150,10
DLag,;POL | 159,60 | 297,77 | 476,02 | 588,98 | 730,04 | 119,19
DLC,,PQOL" | 182,42 | 274,60 | 933,42 | 1151,23 | 1425,93 | 11765,25
DLCzPQOL" | 132,90 | 272,42 | 448,25 | 559,69 | 706,28 | 506941

7. Conclusdes

Este trabalho apresentou novas abordagens para obten¢do de limitantes para o problema
de programacdo quadratica binaria irrestrita. Foram realizados varios experimentos com
instancias de diferentes caracteristicas cuja obtencdo de solucdes apresenta um alto grau de
dificuldade.

A relaxacédo lagrangeana com divisdo em clusters apresentou excelentes resultados para
as instdncias com até 200 variaveis, principalmente para as instancias com baixa densidade. Ja
para as instancias com 500 variaveis, tais métodos falharam, principalmente pela dificuldade
encontrada pelo Cplex em resolver os subproblemas dentro de um tempo aceitavel.
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A relaxacdo linear com a restricdo de corte apresentou bons resultados para instancias
maiores com alta densidade, porém o Cplex ndo foi capaz de encontrar solugdes em alguns casos.
Ja as relaxacdes lagrangeanas baseadas nas arestas positivas apresentaram bons resultados para as
instancias com 500 variaveis, e resultados medianos para as demais. As demais relaxagdes
apresentaram resultados ruins em todos os casos.

Os resultados obtidos indicam que os limitantes apresentados contribuem com a
exploracdo do PQ, e sugerem maiores esforgos no sentido de encontrar técnicas mais eficientes
para resolucdo dos subproblemas para os métodos baseados na divisdo em clusters. Uma possivel
alternativa é a otimizacdo dos subproblemas através do processamento paralelo.
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