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RESUMO

Um importante fenômeno encontrado na natureza é o da sincronização. Ele ocorre
quando sistemas acoplados têm suas dinâmicas alteradas de forma a convergirem
para um ritmo comum. Este comportamento se revela de diversas formas. Em espe-
cial, quando os sistemas que se acoplam não são completamente idênticos e a força
de acoplamento entre eles não é tão intensa, surge a denominada sincronização de
fase, na qual a diferença de fase entre os sistemas se mantém limitada, enquanto
suas amplitudes se apresentam não correlacionadas. Recentemente descobriu-se que
o fenômeno da sincronização de fase é onipresente na natureza, manifestando-se
mesmo entre sistemas caóticos, com fase coerentes ou não-coerentes. O presente tra-
balho desdobrou-se em duas frentes. Na primeira, desenvolveu-se uma metodologia
que permite identificar a sincronização de fase em sistemas caóticos e séries tem-
porais. Este método consiste em obter a fase de sistemas caóticos através de uma
análise espectral baseada em mı́nimos quadrados. A metodologia se apresentou bas-
tante flex́ıvel para ser aplicada mesmo a sistemas com caracteŕısticas de fase não
coerente. Essa técnica foi validada através da comparação dos resultados com os ob-
tidos com outros métodos existentes na literatura. Essa nova metodologia se mostrou
robusta a ńıveis moderados de rúıdo, podendo também ser empregada na análise de
dados experimentais para identificar a sincronização de fase. Na segunda parte deste
trabalho, o conceito de sincronização de fase que está presente mesmo em grandes
conjuntos de osciladores caóticos, como o caso do cérebro humano, foi explorado em
uma configuração de rede neural artificial, constitúıda de um grande conjunto de
osciladores interligados. Esta rede atua como uma memória associativa e as infor-
mações são armazenadas na diferença de fase entre os osciladores do conjunto. Além
disso, um experimento envolvendo identificação de padrões binários aplicado a um
grupo de indiv́ıduos apresentou um limiar similar ao da rede de osciladores para
recuperação das informações.
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PHASE SYNCHRONIZATION IN CHAOTIC SYSTEMS AND ITS
APPLICABILITY IN PATTERN RECOGNITION

ABSTRACT

An important phenomenon found in nature is the one of synchronization. This phe-
nomenon occurs when coupled systems have changed their dynamics in order to
converge to a common rhythm. This behavior reveals itself in several ways. Especi-
ally when the coupled systems are not completely identical and the coupling force
between them is not so intense, there is the so-called phase synchronization, in which
the phase difference between the systems remains limited while their amplitudes are
not correlated. Recently it was discovered that the phenomenon of phase synch-
ronization is ubiquitous in nature, manifesting itself even in chaotic systems with
phase-coherent or non coherent dynamics. This work is divided into two fronts. At
first, we developed a methodology to identify the phase synchronization in chaotic
systems from time series. This method consists in obtaining the phase through a
spectral analysis based on least squares. This methodology is flexible enough to be
applied even to phase non coherent systems, with consistent results. This technique
is validated by comparing the results with those obtained with other methods in the
literature. This new methodology is robust to moderate levels of noise and also can
be employed in the analysis of experimental data to identify phase synchronization.
In the second part of this work, the concept of phase synchronization is present
even in large sets of chaotic oscillators, like the case of the human brain, which
is exploited to set an artificial oscillatory neural network consisting of a large set
of interconnected oscillators. This network acts as an associative memory and the
information is stored using the phase difference between the oscillators in the set.
We added a new term in the coupling function of the network of oscillators which
improved the recovery of information stored in it. Furthermore, an experiment in-
volving identification binary patterns applied to a group of subjects had result to a
similar threshold to the network of oscillators for perfect retrieval of information.
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2.5 Sistemas acoplados não-idênticos com condições iniciais x1(0) = −10 e

x2(0) = 20. (a)-(c)-(e) evolução temporal das variáveis x1 (curva em
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apresentados na Figura 2.5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.12 Medida da frequência em função das frequências naturais para três aco-
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3.4 Visualização esquemática do funcionamento da janela móvel. . . . . . . . 34

3.5 Evolução temporal da diferença de fase dos osciladores de Rössler no
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coerente (a = 0, 16) e sincronizados em fase (η = 0, 05). Diferença de fase
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randômicos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.4 Fronteira da bacia de atração das soluções, e a influência do segundo

termo na função de acoplamento. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

xviii
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4.23 Letras maiúsculas do alfabeto utilizadas no experimento. . . . . . . . . . 78

xix



4.24 Média de acertos obtida para o experimento realizado com um indiv́ıduo. 79

4.25 Interface do experimento ilustrando a letra H com (a) 10% (minicial =

0, 9) e (b) 30% (minicial = 0, 7) de perturbação, e as cinco alternativas

para a escolha. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

4.26 Interface do experimento ilustrando uma perturbação de (a) 40%

(minicial = 0, 6) e (b) 50% (minicial = 0, 5) em letras aleatórias. . . . . . . 80
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χ(t) – sinal escalar
χH(t) – transformada de Hilbert de χH(t)
A – amplitude
∆φ – diferença de fase
ν – frequência da forçante
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tk – tempo igualmente espaçado
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L – indutor
NR – resistor não linear
Rη – resistência variável
θ – variável de estado da rede de osciladores de fase
N – número de elementos da rede
p – número de padrões armazenados
µ – ı́ndice dos padrões armazenados
ξµ – vetor do padrão armazenado
Cij – matriz de acoplamento da rede de osciladores
Γij – função de acoplamento da rede de osciladores
L – função de Lyapunov
J – matriz Jacobiana
Λ – autovalores da matriz Jacobiana
Λmax – autovalor máximo
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SUMÁRIO

Pág.
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2.2 Sistemas Dinâmicos Caóticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.3 Acoplamentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.3.1 Acoplamento Unidirecional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3.2 Acoplamento Bi-direcional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.4 Sincronização de Fase em Osciladores Caóticos . . . . . . . . . . . . . . . 11
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1 INTRODUÇÃO

Uma importante caracteŕıstica do nosso mundo é a tendência que diversos sistemas

têm de alcançar ritmos comuns, ou seja, a tendência à sincronização. Essencialmente,

a sincronização é entendida como a capacidade que sistemas, de diferentes naturezas,

têm de formar um regime comum devido a uma interação ou força (PIKOVSKY et

al., 2001; OSIPOV et al., 2007). O fenômeno da sincronização ocorre se ao menos

dois elementos estão acoplados, sendo também encontrado em conjuntos envolvendo

centenas e até milhares de entidades dinâmicas, dos quais pode-se citar os vaga-

lumes machos que se agrupam em árvores durante a noite, e piscam em uńıssono

na tentativa de atrair as fêmeas (BUCK; BUCK, 1968); as células marcapasso no

coração (TORRE, 1976); as células secretoras de insulina no pâncreas (SHERMAN

et al., 1988); a atividade ŕıtmica no cérebro devido ao disparo sincronizado de um

grande número de neurônios (BUZSÁKI1; DRAGUHN, 2004); a sincronização durante

as crises epilépticas (KANDEL et al., 2000; ENGEL; PEDLEY, 2008).

No ińıcio dos anos 90 estudos pioneiros realizados por Yamada e Fujisaka (1984)

e Pecora e Carroll (1990) revelaram que a sincronização pode existir mesmo entre

sistemas com dinâmica caótica. Com isso, o fenômeno da sincronização tornou-se um

dos campos de pesquisa mais ativos na dinâmica não-linear. No decorrer dos anos,

diferentes tipos de sincronização foram caracterizados, tais como sincronização com-

pleta (PECORA; CARROLL, 1990; PIKOVSKY et al., 2001), de fase (ROSENBLUM et

al., 1996; YALCINKAYA; LAI, 1997), imperfeita (PARK et al., 1999), com atraso de

fase (PIKOVSKY et al., 1997), generalizada (BOCCALETTI et al., 2002). Em particular,

destaca-se a sincronização de fase entre sistemas caóticos na qual os processos en-

volvidos têm travadas suas fases, enquanto as amplitudes do sinal permanecem não

correlacionadas. Este fenômeno desperta grande interesse por estar relacionada com

interações fracas entre os sistemas e se mostrar comumente observado na natureza

(STROGATZ; STEWART, 1993; ROSENBLUM et al., 1998; TASS et al., 1998; SCHÄFER et

al., 1998; MAKARENKO; LLINáS, 1998).

Um dos primeiros trabalhos a identificar sincronização de fase entre dois osciladores

caóticos fracamente acoplados foi apresentado por Rosenblum et al. (1996). Para

caracterizar este fenômeno eles usaram a ideia de sinal anaĺıtico baseado na trans-

formada de Hilbert e mapa de Poincaré. Depois disso, diversos estudos envolvendo o

problema de detectar a sincronização de fase em sistemas caóticos vem sendo realiza-

dos (PIKOVSKY et al., 1997; ROMANO et al., 2005; ROSENBLUM et al., 2002; PEREIRA
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et al., 2007b). Em sua maioria, as técnicas para detectar sincronização de fase são

diretamente aplicáveis a osciladores com atratores coerentes, nos quais a trajetória

do atrator gira em torno de um centro de rotação fixo. Neste caso, a fase pode ser

definida como o aumento do ângulo entre o raio da trajetória e um eixo arbitrário

de referência. No entanto, um desafio é definir a fase para sistemas mais complexos,

ou seja quando os atratores estão em regime não coerente de fase.

Paralelamente, motivados pela estrutura complexa do cérebro humano na sua ca-

pacidade de organizar neurônios de forma a executar certos processos, tais como

aprendizagem, percepção, reconhecimento de padrões, controle motor, entre outros.

Estruturas de redes de osciladores caóticos vêm sendo exploradas em modelos de

redes neurais artificiais voltados para o armazenamento e processamento de infor-

mação (XIU et al., 2004; DEHMER, 2008; ZHAO et al., 2008).

Um dos trabalhos precursores de neurocomputação que tentam modelar matemati-

camente o cérebro humano foi apresentado pelo neurofisiologista McCulloch e pelo

matemático Walter Pitts (MCCULLOCH; PITTS, 1943). O trabalho fazia uma ana-

logia entre células vivas e processos eletrônicos, simulando o comportamento do

neurônio natural, onde o neurônio possúıa apenas uma sáıda, que era uma função

limiar da soma do valor de suas diversas entradas. As conexões da rede eram do

tipo excitatórias ou inibitórias. Posteriormente, Hebb (1949) postulou a primeira lei

de aprendizagem espećıfica para as sinapses do neurônio baseada na alteração da

eficiência sináptica: a sinapse (conexão) somente seria reforçada se tanto as células

pré-sinápticas quanto as pós-sinápticas estiverem excitadas, caso contrário a sinapse

deve ser enfraquecida ou eliminada. O postulado de Hebb é um dos mais usados no

estudo de redes neurais artificiais.

O celebre trabalho de Hopfield (1982), “Neural networks and physical systems with

emergent collective computational abilities”, despertou grande interesse sobre as téc-

nicas de se conceber redes neurais artificiais implementáveis computacionalmente.

Esse movimento persiste até hoje. Em seu trabalho, Hopfield propôs um modelo

de rede neural com conexões sinápticas simétricas, supondo que os sistemas devam

convergir para um estado de minima energia. O significado f́ısico de seu trabalho se

encontra na proposta de se usar a função de energia e na ideia do armazenamento

de informação em atratores dinamicamente estáveis.

Estudos recentes em neurociência sugerem a presença de oscilações neurais śıncronas
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que se encontrariam na origem e na natureza do processo cognitivo (WARD, 2003;

QUIROGA; PANZERI, 2009). Isto vem estimulando estudos sobre modelos oscilatórios

de memória associativa baseada na codificação temporal da informação (ISHII et al.,

1996; AONISHI, 1998; NISHIKAWA et al., 2004b; XIU et al., 2004; DEHMER, 2008; ZHAO

et al., 2008). Tais modelos tipicamente consistem de osciladores acoplados interagindo

uns com os outros de acordo com a regra de aprendizagem Hebiana, e os padrões

são armazenados nas oscilações travadas em fase. Uma vantagem deste tipo de mo-

delo é que pode ser implementado usando uma variedade de dispositivos oscilantes,

incluindo circuitos de malhas de sincronismo de fase, osciladores a laser, ressona-

dores MEMS, entre outros (HOPPENSTEADT; IZHIKEVICH, 2000a; HOPPENSTEADT;

IZHIKEVICH, 2000b; HOPPENSTEADT; IZHIKEVICH, 2001; MIYANO; TSUTSUI, 2007;

CARRILLO; HOPPENSTEADT, 2010; VASSILIEVA et al., 2011).

1.1 Objetivos

Este trabalho teve por objetivo principal o desenvolvimento de uma metodologia

para detectar a sincronização de fase entre osciladores caóticos, e que seja aplicável

a detecção do fenômeno a partir de séries temporais. Além disso, o presente estudo

tem por meta armazenar e recuperar informações usando um conjunto de osciladores

acoplados.

1.2 Estrutura da Tese

• Caṕıtulo 2: apresenta, de forma sucinta, conceitos importantes sobre sis-

temas dinâmicos caóticos, tipos de acoplamentos mais usados no estudo

de sincronização e, finalmente uma revisão bibliográfica das principais de-

finições de fase e algumas das técnicas existentes para identificação de

sincronização de fase em sistemas caóticos.

• Caṕıtulo 3: é descrito o método para identificar sincronização de fase em

sistemas caóticos baseado na análise espectral por meio de mı́nimos qua-

drados para obter a fase de sistemas caóticos não coerentes e de séries tem-

porais. Além disso, apresenta os principais resultados aplicando a técnica

a diferentes configurações, incluindo uma análise de dados experimentais.

• Caṕıtulo 4: é apresentada uma descrição de redes de osciladores utilizada

para processamento e armazenamento de informações. Além disso, uma

modificação na função de acoplamento da rede de osciladores é apresentada.
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Por fim, os resultados da recuperação da informação são apresentados,

incluindo um experimento envolvendo identificação de padrões binários.

• Caṕıtulo 5: são discutidos as principais conclusões da tese e algumas su-

gestões para investigações futuras.
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2 SINCRONIZAÇÃO DE SISTEMAS CAÓTICOS

2.1 Introdução

O fenômeno da sincronização está presente em todo o lugar, desde de sistemas me-

cânicos, como relógios de pêndulo, a sistemas biológicos, tais como os vagalumes, as

células do corpo humano (HUYGENS, 1673; BUCK; BUCK, 1968; SHERMAN et al., 1988;

STROGATZ; STEWART, 1993; SCHÄFER et al., 1998; PARK et al., 2010). O primeiro ci-

entista a observar e descrever o fenômeno da sincronização foi o holandês Christiaan

Huygens, famoso por seus estudos em óptica, construção de telescópios e de relógios

de pêndulo ele descobriu que dois relógios de pêndulo presos a um suporte comum

sincronizavam, isto é, suas oscilações coincidiam e os pêndulos sempre moviam-se

em direções opostas (HUYGENS, 1673).

A sincronização em sistemas caóticos pode parecer contraditória, tendo em vista que

uma pequena variação nas condições iniciais deste tipo de sistema faz com que suas

trajetórias em média divirjam exponencialmente com o tempo. No entanto, se dois

ou mais sistemas caóticos estão interagindo, ou seja, existe um acoplamento (comu-

nicação) entre eles, é posśıvel ocorrer o fenômeno da sincronização. Este fenômeno

despertou grande interesse da comunidade cient́ıfica e desde os primeiros estudos

sobre a sincronização de sistemas caóticos por Yamada e Fujisaka (1984) e Pecora

e Carroll (1990), sincronização de caos tornou-se um dos campos de pesquisa mais

ativos na dinâmica não-linear. Inicialmente, a atenção foi centrada no que hoje é

conhecido como sincronização completa (PIKOVSKY et al., 2001). Neste tipo de sin-

cronização as trajetórias de dois sistemas caóticos idênticos propriamente acoplados

irão convergir para um caminho comum e permanecerão juntos em uma mesma

trajetória, independentemente das diferenças em suas condições iniciais.

Um tipo mais espećıfico de sincronização é a sincronização de fase que se carac-

teriza quando dois, ou mais processos caóticos acoplados desenvolvem sincronismo

entre suas fases, enquanto suas amplitudes continuam a evoluir de forma indepen-

dente (ROSENBLUM et al., 1996; Rosa Jr. et al., 1998). A sincronização de fase desperta

grande interesse por ser considerado um fenômeno comum na natureza, onde in-

terações envolvem, via de regra, sistemas não idênticos (é praticamente imposśıvel

encontrar-se na natureza dois sistemas idênticos). Além do mais a sincronização de

fase também está relacionada a interações fracas entre sistemas. Este fenômeno vem

sendo observado em sistemas neuronais, sistemas ecológicos, em experimentos de
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laboratório, sistemas de laser, sistemas eletromecânicos, entre outros (ROSENBLUM

et al., 1998; STROGATZ; STEWART, 1993; PARLITZ et al., 1996; PALUS, 1997; SCHÄFER

et al., 1998; TASS et al., 1998; BLASIUS; STONE, 2000; TICOS et al., 2000; DESHAZER et

al., 2001).

2.2 Sistemas Dinâmicos Caóticos

Um sistema dinâmico consiste em um conjunto de posśıveis estados e de uma re-

gra determińıstica, em que o estado presente é unicamente determinado a partir do

estado passado através de uma regra determińıstica (DEVANEY, 1992). A caracte-

ŕıstica fundamental de um sistema dinâmico caótico é a sensibilidade a variações

nas suas condições iniciais. Para quantificar esta sensibilidade, calculam-se os ex-

poentes de Lyapunov, que medem a taxa de divergência média ao longo do tempo

das trajetórias vizinhas e representam um dos critérios mais importantes utilizados

para identificar caos em sistemas dinâmicos. O comportamento caótico é caracteri-

zado pela existência de pelo menos um expoente de Lyapunov positivo. A evolução

de um sistema dinâmico caótico pode ser descrita por um conjunto de equações

discretas ou cont́ınuas (diferenciais), o qual representa as regras que determinam o

comportamento futuro a partir de um estado inicial. O espaço formado pelas variá-

veis dependentes de um sistema dinâmico é denominado espaço de fase. No espaço de

fase de um sistema dinâmico dissipativo caótico existe uma região limitada chamada

de atrator para o qual as trajetórias convergem.

Como exemplo, seja o sistema de equações diferencias ordinárias

ẋ = −(y + z)

ẏ = x+ ay

ż = b+ z(x− c),
(2.1)

onde a, b e c são parâmetros que regulam a dinâmica do sistema. Proposto por

Rössler (1976) este sistema gera um fluxo similar ao sistema de Lorenz1 (Figura

2.1(b)) e geometricamente, um atrator com apenas um lobo no espaço de fase (Fi-

gura 2.1(a)), sem uma interpretação f́ısica imediata. Posteriormente, Rössler, moti-

vado pelo comportamento caótico em qúımica cinética, juntamente com Willamowski

(1980) propôs uma esquema de reações qúımicas cujo atrator caótico é similar ao do

1O sistema de Lorenz é formado pelas equações ẋ = σ(y − x), ẏ = x(r − z) − y, ż = xy − γz,
onde σ, r e γ são parâmetros. Este foi proposto por Lorenz (1963) e descreve o comportamento
convectivo de um flúıdo.
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Sistema 2.1.
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(a) Atrator caótico de Rössler.
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(b) Atrator caótico de Lorenz

Figura 2.1 - Atratores de Rössler e Lorenz com suas respectivas projeções nos planos xy,
xz e yz.

A Figura 2.2 mostra as trajetórias das variáveis de estado do Sistema 2.1 com parâ-

metros a = 0, 22, b = 0, 4, c = 8, 5 e condição inicial (1, 1, 1), (curvas em azul) e para

uma nova condição inicial, (1, 000001; 1, 000001; 1, 000001) (curvas em vermelho), li-

geiramente diferente da anterior. Observa-se que as trajetórias divergem ao longo do

tempo evidenciando uma sensibilidade a pequenas variações na condição inicial do

sistema, que é uma propriedade de sistemas caóticos. Os expoentes de Lyapunov,

para esta configuração, são aproximadamente 0, 072, 0 e −13, 79. Note que um dos

expoentes de Lyapunov é positivo, confirmando a dinâmica caótica do sistema.

2.3 Acoplamentos

O estudo do processo de sincronização está relacionado a interação entre dois sis-

temas, o que é chamado de acoplamento. Quando a evolução de um dos sistemas

acoplados permanece inalterada tem-se a configuração denominada de acoplamento

unidirecional ou acoplamento condutor-resposta. Ao contrário, quando ambos os

sistemas são conectados, de modo que eles se influenciam mutuamente em seus com-

portamentos, refere-se ao acoplamento bidirecional. A seguir serão apresentados esses

dois tipos de acoplamentos.
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Figura 2.2 - Variáveis de estado do Sistema 2.1, para a = 0, 22, b = 0, 4, c = 8, 5

2.3.1 Acoplamento Unidirecional

No acoplamento unidirecional, um sistema denominado condutor atua sobre os de-

mais, chamados de resposta, sem reciprocidade. Matematicamente, tem-se:

ẋ1 = F(x1) } Condutor

ẋ2 = F(x2) + ηG(x1 − x2) } Resposta,
(2.2)

onde G, neste caso, é uma matriz que determina uma combinação linear das compo-

nentes de x que são usados na diferença, η determina a intensidade do acoplamento,

x1 e x2 representam vetores de estado n-dimensionais dos sistemas caóticos e F é

um vetor de campo F : Rn → Rn. Note que, o acoplamento apresentado, consiste

de uma diferença entre as variáveis do sistema condutor e resposta. Este tipo de

acoplamento é o mais usado, no entanto outros tipos de funções de acoplamento

g(x1, x2) podem ser consideradas.

Considerando o sistema de Rössler, Equação 2.1, o sistema condutor e o resposta
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são dados por:

ẋ1 = −(y1 + z1)

ẏ1 = x1 + ay1

ż1 = b+ z1(x1 − c)

Condutor (2.3)

ẋ2 = −(y2 + z2) + η(x1 − x2)

ẏ2 = x2 + ay2

ż2 = b+ z2(x2 − c)

Resposta (2.4)

onde a = 0, 22, b = 0, 4 e c = 8, 5 são os parâmetros que regulam a dinâmica

do sistema e η quantifica a influência do sistema condutor sobre o resposta. Para

ilustrar a influência do acoplamento consideram-se dois valores distintos de η. As

condições iniciais de cada sistema também são distintas, sendo (x1(0), y1(0), z1(0)) =

(−10, 1, 1) a condição inicial do sistema condutor e (x2(0), y2(0), z2(0)) = (10, 10, 10)

do sistema resposta. Na Figura 2.3 são mostradas a evolução temporal x1 e x2 dos

sistemas condutor e resposta, respectivamente. Quando η = 0, 2, Figura 2.3(a), o

sistema resposta, trajetória x2, evolui de forma distinta ao do condutor, indicando

que a intensidade de acoplamento não foi suficiente para que o sistema resposta

sincronizasse com o condutor. Porém, para η = 0, 3, Figura 2.3(b), as trajetórias do

sistema resposta x2 e do condutor x1 coincidem após um certo tempo e continuam

juntas, caracterizando a sincronização completa entre os sistemas.

2.3.2 Acoplamento Bi-direcional

No acoplamento bi-direcional os sistemas se influenciam mutuamente. Isto se dá

adicionando-se um termo de acoplamento na dinâmica:

ẋ1 = F(x1) + ηG(x2 − x1)

ẋ2 = F(x2) + ηG(x1 − x2)
(2.5)

onde x1 e x2 representam vetores de estado n-dimensionais dos sistemas caóticos, F

é um vetor de campo F : Rn → Rn, G é uma função, que pode até mesmo ser uma

matriz, que determina uma combinação linear das componentes de x que são usadas

na diferença entre as componentes e η determina a intensidade do acoplamento.

Sejam dois sistemas dinâmicos caóticos de Rössler acoplados bidirecionalmente atra-
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Figura 2.3 - Evolução temporal das trajetórias x1 e x2 do sistema condutor (Equação 2.3)
e o sistema resposta (Equação 2.4), com (a) η = 0, 2 e (b) η = 0, 3.

vés da componente x

ẋ1,2 = −ω1,2y1,2 − z1,2 + η(x2,1 − x1,2),

ẏ1,2 = −ω1,2x1,2 + ay1,2, (2.6)

ż1,2 = 0.1 + z1,2(x1,2 − 8.5),

onde ω1,2 são as frequências naturais dos sistemas 1 e 2, respectivamente. Se ω1 = ω2

então os sistemas são ditos idênticos, e se ω1 6= ω2 então os sistemas são considerados

não-idênticos.

Inicialmente, considere uma pequena interação entre os sistemas com intensi-

dade de acoplamento η = 0, 01, e ω1 = ω2 = 1.0 (sistemas idênticos). Sejam

(x1(0), y1(0), z1(0)) = (−10, 1, 1) e (x2(0), y2(0), z2(0)) = (20, 10, 10) as condições

iniciais dos sistemas 1 e 2, respectivamente. A evolução temporal das variáveis x1

e x2 é mostrada na Figura 2.4(a), onde observa-se que as duas trajetórias oscilam

de forma descompassadas uma em relação a outra. Sendo assim, esta intensidade

de acoplamento não é forte o suficiente para sincronizar as oscilações. A Figura

2.4(b) tem-se o gráfico das variáveis de estado x1 versus x2, conhecido como curva
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de Lissajous2, onde se visualiza um emaranhado das trajetórias, o que indica a não

sincronização. Com um acoplamento mais forte, η = 0, 06, pode-se verificar que os

sinais x1 e x2 oscilam juntos, no entanto observa-se que suas amplitudes permane-

cem não-correlacionadas. Estes sistemas se encontram sincronizados em fase, o que

pode ser observado na Figura 2.4(c)-(d). Aumentando mais a intensidade de acopla-

mento, η = 0, 2, os sistemas entram numa regime de sincronização completa, Figura

2.4(e). Observa-se que as trajetórias tornam-se idênticas, x1(t) ≈ x2(t) e a curva de

Lissajous (Figura 2.4(f)) apresenta uma reta.

Considerando ω1 = 0, 98 e ω2 = 1, 03 os sistemas são não idênticos. Primeiramente,

os sistemas são acoplados com η = 0, 02. As trajetórias e a curva de Lissajous,

para esse acoplamento, pode ser vista nas Figuras 2.5(a)-(b), observa-se que esta

intensidade de acoplamento não é forte o suficiente para sincronizar os sistemas.

Para η = 0, 05, Figura 2.5(c)-(d), a curva de Lissajous (d) apresenta uma estrutura

circular, t́ıpica de sinais que oscilam em frequências iguais ou próximas e com des-

locamento de fase limitada, indicando a sincronização de fase. Quando η = 0, 2 as

trajetórias são idênticas a menos de um atraso de fase, Figura 2.5(e), e a curva de

Lissajous, mostrada na Figura 2.5(f), apresenta algum tipo de padrão, reflexo da

dinâmica não idêntica dos sistemas. O atraso de fase é ilustrado no gráfico (e) pela

parte ampliada (retângulo). A presença deste atraso indica um tipo de sincronização

conhecida como sincronização com atraso de fase.

2.4 Sincronização de Fase em Osciladores Caóticos

A sincronização de fase é um tipo sutil de sincronização entre osciladores caóticos

devido a uma fraca interação entre os mesmos. Neste tipo de sincronização as fases

dos osciladores caóticos se mantêm correlacionadas e enquanto as amplitudes per-

manecem caóticas. De forma isolada a fase não apresenta novas informações sobre o

sistema, mas sua vantagem torna-se evidente quando é considerada a diferença entre

as fases dos osciladores acoplados. Se a diferença de fase ao longo do tempo variar

em torno de um valor constante menor que 2π, os sistemas se encontram sincroniza-

dos em fase. Sendo assim, a estimação da fase de osciladores caóticos é fundamental

para se identificar a sincronização de fase entre osciladores caóticos.

2Este tipo de gráfico é muito usado durante a realização de experimentos, a sua aparência indica
relações entre as frequências dos sistemas, podendo formar elipses, ćırculos, retas.
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Figura 2.4 - Sistemas acoplados idênticos com condições iniciais x1(0) = −10 e x2(0) = 20.
(a)-(c)-(e) evolução temporal das variáveis x1 (curva em azul) e x2 (curva em
vermelho) para diferentes acoplamentos: η = 0, 01, η = 0, 06 e η = 0, 2, res-
pectivamente. (b) A curva de Lissajous não apresenta estrutura, confirmando
a não sincronização dos sistemas; em (d) são observadas estruturas que in-
dicando a sincronização de fase entre os sistemas; em (f) a sincronização
completa é observada.

2.4.1 Definições e Estimação da Fase em Osciladores Caóticos

A fase em osciladores periódicos é uma quantidade que cresce uniformemente no

tempo e adquire 2π a cada ciclo oscilatório, como ilustrado na Figura 2.6. Quando

se trata de processos caóticos a definição de fase não é tão clara e geral como no
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Figura 2.5 - Sistemas acoplados não-idênticos com condições iniciais x1(0) = −10 e
x2(0) = 20. (a)-(c)-(e) evolução temporal das variáveis x1 (curva em azul)
e x2 (curva em vermelho) para diferentes acoplamentos: η = 0, 02, η = 0, 05 e
η = 0, 2, respectivamente. (b) A curva de Lissajous não apresenta estrutura,
confirmando a não sincronização dos sistemas; em (d) são observadas estru-
turas circulares indicando a sincronização de fase entre os sistemas; em (f) a
sincronização com atraso de fase é observada.

caso periódico. A ideia é definir fase como uma variável que está relacionada com

o expoente de Lyapunov nulo de um sistema dinâmico cont́ınuo no tempo com

comportamento caótico (PIKOVSKY et al., 2001). A seguir serão apresentadas algumas

das formas de se definir a fase em sistemas caóticos.
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Figura 2.6 - Ilustração da definição de fase de um oscilador periódico. A fase cresce uni-
formemente no tempo e adquire 2π a cada peŕıodo.
Fonte: Adaptado de Pikovsky et al. (2001, p.13).

Definição de Fase - Seção de Poincaré

Suponha uma projeção de um atrator no plano (x, y) que gire em torno da origem

(ou algum outro ponto que pode ser tomado como origem)(Figura 2.7). Então, pode-

se escolher uma seção que seja “perfurada” ou cruzada transversalmente por todas

as trajetórias do atrator, ou seja, traçar uma seção de Poincaré. Assim, para cada

parte da trajetória entre os dois cruzamentos de seção com esta superf́ıcie, define-se

a fase como uma função linear no tempo e a cada rotação é atribúıdo 2π:

φP (t) = 2π
t− tn

tn+1 − tn
+ 2πn, tn ≤ t < tn+1 (2.7)

onde tn é o tempo do n-ésimo cruzamento da trajetória pela seção de Poincaré.

Definição de Fase - Transformada de Hilbert

Um sinal anaĺıtico é introduzido baseado na transformada de Hilbert, do qual se

obtém a fase instantânea e a amplitude para um sinal escalar χ(t). O sinal anaĺıtico

ζ(t) é uma função complexa do tempo definida como:

ζ(t) = χ(t) + iχH(t) = A(t)eiφH(t), (2.8)
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Figura 2.7 - Ilustração de um atrator com origem bem definida.

onde a função χH é a transformada de Hilbert de χ(t)

χH(t) = π−1P.V.

∫ ∞
−∞

χ(τ)

t− τ
dτ (2.9)

onde P.V. significa que a integral é tomada no sentido do valor principal de Cauchy.

A amplitude instantânea A(t) e a fase instantânea φH do sinal χ(t) são unicamente

determinadas a partir da Equação 2.8.

Definição de Fase - Arco tangente

Se a trajetória do atrator tem a propriedade de rotacionar em torno de um certo

ponto bem definido, a fase é denominada como o ângulo entre a projeção do ponto

de fase no plano e uma direção dada no plano (Figura 2.7):

φA(t) = arctan(y(t)/x(t)). (2.10)

Para aplicar estas três definições, considere o sistema de Rössler (Equações 2.1) com

parâmetros: a = 0, 15, b = 0, 4 e c = 8, 5. Sob estas condições o atrator de Rössler

possui uma origem bem definida (Figura 2.8 (a)). E o espectro de frequência da

trajetória x apresenta um pico bem definido (Figura 2.8 (b)) caracterizando o que

chamamos de atrator fase-coerente. Desta forma, um mapa de Poincaré pode ser

facilmente constrúıdo. Uma escolha apropriada da superf́ıcie de Poincaré pode ser

o meio plano y = 0, x < 0 (linha em vermelho na Figura 2.8(a)) e a trajetória

“perfurando” a seção de valores positivos para negativos. Na Figura 2.8(c) nota-se

que as três formas de calcular a fase coincidem macroscopicamente, e numa visão
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microscópica o mesmo não é observado (Figura 2.8(d)), mas possuem razões de

crescimento iguais. Em outras palavras, a frequência média definida como a média de

φ̇P sobre um peŕıodo grande de tempo coincide com a definição direta de frequência

média pelo número médio de cruzamentos da superf́ıcie de Poincaré por unidade de

tempo.
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Figura 2.8 - (a) Atrator de Rössler para e linha em vermelho indica a posição da seção de
Poincaré, (b) Espectro de frequência da trajetória x, (c) evolução temporal da
fase para as três definições, (d) Visualização ampliada da fase indicado pelo
retângulo em (c).

Agora considere o oscilador de Rössler (Equações 2.1) com a = 0, 22, b = 0, 4 e

c = 8, 5, para os quais o atrator caótico (Figura 2.9(a)) apresenta uma estrutura

topológica mais complexa: existem pequenos e grades laços no plano (x, y) e não

está claro quais deslocamentos seriam atribúıdos a estes laços, lembrando um funil

que é melhor observado na projeção tridimensinal ilustrada na Figura 2.1(a). Desta

forma é dif́ıcil determinar uma seção que seja cortada por todas as trajetórias e o

espectro de frequência não apresenta um pico bem definido (Figura 2.9(b)). Esse

tipo de atrator é chamado de atrator fase-não-coerente. Como consequência, as de-
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finições de fase vistas anteriormente implicam em resultados diferentes, que podem

ser vistos na Figura 2.9(c). Lembrando que a fase deve ser uma função monotonica-

mente crescente, fato que não ocorre neste caso, sendo identificados deslizes de fases,

como pode ser observado na ampliação ilustrada na Figura 2.9(d). Este resultado se

deve ao fato do atrator não possuir um centro de rotação fixo para toda a extensão

da trajetória no atrator. Quando isso ocorre dizemos que a fase do oscilador é mal

definida. Para esses casos, considera-se que a trajetória tem apenas uma única dire-

ção de rotação em torno de algum ponto então a fase pode ser definida por (CHEN

et al., 2001):

φD(t) = arctan(
ẏ(t)

ẋ(t)
) (2.11)

Note que, comparando as Equações 2.10 e 2.11, o atrator não coerente será analisado

no plano-(ẋ, ẏ) ao invés do plano-(x, y). No caso do sistema de Rössler com dinâmica

não coerente o novo atrator (plano-(ẋ, ẏ)) deve ter um centro de rotação em (0, 0),

como pode ser visto na Figura 2.10.
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Figura 2.9 - (a) Atrator de Rössler para a = 0, 22, b = 0, 4 e c = 8, 5; (b) espectro de
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ções; (d) Visualização ampliada da fase indicado pelo retângulo em (c).
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Figura 2.10 - Projeção do espaço de fase do sistema de Rössler em regime não coerente
(a = 0, 22) no plano (ẋ, ẏ).

Assim, a Equação 2.11 é usada para calcular a fase de dois sistemas de Rössler

acoplados (Equação 2.6) em regime não coerente, com a mesma configuração utili-

zada para gerar a Figura 2.5. Naquela figura foram ilustradas as trajetórias para três

acoplamentos distintos e as respectivas curvas de Lissajous. Na Figura 2.11 são mos-

trados os resultados da diferença de fase para esses mesmos acoplamentos. Quando

η = 0.02 a diferença de fase cresce ao longo do tempo indicando a não sincronização,

no entanto para uma interação um pouco mais intensa η = 0.05 a diferença de fase

varia em torno de um valor constante caracterizando a sincronização de fase. E para

um acoplamento ainda maior η = 0.2 temos a sincronização com atraso de fase.
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Figura 2.11 - Diferença de fase usando a Equação 2.8 para calcular a fase. Dois sistemas de
Rössler acoplados (Equação 2.17) para os mesmos parâmetros apresentados
na Figura 2.5.
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De um modo geral, a formulação de fase proposta por Chen et al. (2001) é adequada

para os casos não coerentes, mas é importante ressaltar que é necessário o conhe-

cimento da derivada e do espaço de fase do sistema, o que o torna muitas vezes

inviável quando se trata da análise de dados experimentais. Claro que é posśıvel

reconstruir o atrator a partir de uma série temporal, mas com isso será necessário o

conhecimento da dimensão do sistema em questão, que geralmente é desconhecida

em dados experimentais.

A seguir serão apresentados dois métodos, recentemente propostos, para detectar e

quantificar sincronização de fase em sistemas caóticos acoplados aplicados ao caso

não coerente e dados experimentais. O primeiro utiliza um conjunto de osciladores

ciclos limites auxiliares como um dispositivo para medir as frequências de sinais

complexos (ROSENBLUM et al., 2002). O outro é baseado na recorrência da trajetória

dentro de uma vizinhança num estado anterior do espaço de fase (ROMANO et al.,

2005).

2.4.2 Método baseado no Travamento da Frequência

O método para detectar sincronização de fase baseado no travamento da frequência

foi proposto por Rosenblum et al. (2002). Esse método utiliza um conjunto de os-

ciladores ciclos limites auxiliares como um dispositivo para medir as frequências de

sinais complexos.

Primeiramente, é considerado um conjunto de ciclos limites não acoplados com

frequências naturais ωk distribúıdas num intervalo [ωmin, ωmax]. Cada oscilador é

conduzido por uma força periódica comum com frequência ν ∈ [ωmin, ωmax]. A for-

çante sincronizará aqueles elementos do conjunto que possuem frequências próximas

a ν. No gráfico das frequências dos osciladores ciclo limite condutores (Ωk) versus as

frequências naturais (ωk), a sincronização se manifesta no aparecimento de platôs.

Sendo que a frequência dos elementos travados é igual a ν. A frequência desconhe-

cida do condutor pode ser obtida determinando o ponto médio do platô, Ωp
k, pre-

sente neste gráfico. Este ponto pode ser identificado a partir do mı́nimo da variância∑k+L
j=k−L(Ωj − Ω̄k)

2, onde Ω̄k = (2L+ 1)−1
∑k+L

j=k−L Ωj e comprimento L = 10.
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O método é formulado com base na Equação 2.123. Seja um arranjo de N osciladores

de Poincaré com um sinal X(t) dado por:

Ȧk = (1 + iωk)Ak − |Ak|2Ak + εX(t), k = 1, 2, . . . , N (2.12)

onde Ak = Rke
iφk é a amplitude complexa. Substituindo Ȧk = Ṙke

iφk +Rkφ̇ke
iφk na

Equação 2.12 obtém-se

Ṙk +Rkφ̇k = (ωkRk − εX(t)sinφk)i+Rk +R3
k + εX(t)cosφk (2.13)

Separando a fase φk e a amplitude real Rk da amplitude complexa, tem-se

Ṙk = Rk −R3
k + εX(t)cosφk (2.14)

φ̇k = ωk −R−1
k εX(t)sinφk.

Para valores pequenos de ε a amplitude R é a unidade, e omitindo suas flutuações,

tem-se

φ̇k = ωk − εX(t)cosφk, (2.15)

sendo uma equação puramente da fase. As frequências observadas são Ωk =

limt→∞[φk(t) − φk(0)]/t. Na prática, o sinal X(t) é normalizado para ter média

zero e variância unitária, e a intensidade de acoplamento é o único parâmetro do

método. Como exemplo, considere o sistema de Rössler em regime não coerente sob

a influência de uma forçante senoidal:

ẋ = −y − z + ηsen(νt) (2.16)

ẏ = x+ 0, 29y

ż = 0, 1 + z(x− 8, 5),

onde η é a intensidade de acoplamento. A trajetória x(t) normalizada é aplicada

no sistema 2.15, com ε = 0, 5 e 200 frequências contidas no intervalo [0, 5; 1, 3]. As

frequências dos osciladores no dispositivo conduzido por X(t) = x(t) em função das

frequências naturais são indicadas por η = 0 (curva cont́ınua) na Figura 2.12. O

valor de Ωp no platô é aproximadamente 0, 84, logo uma frequência caracteŕıstica

para sinal x(t) é Ωp = 0, 84. Realizando medições com o dispositivo para diferentes

3A Equação 2.12 pode ser obtida da equação complexa de Grinzburg-Landau (CHATE, 1999;
ROSENBLUM et al., 2002)
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valores do acoplamento η, observa-se um deslocamento dos platôs para a frequência

da forçante. Ou seja, Ωp se aproxima da frequência da força externa ν = 0, 9 (veja

Figura 2.12), indicando a sincronização do sistema com a forçante.
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Figura 2.12 - Medida da frequência em função das frequências naturais para três aco-
plamentos (amplitudes) da forçante. A curva cont́ınua (em azul) mostra as
frequências do conjunto de osciladores não acoplados (η = 0). As outras
curvas são obtidas forçando o sistema de Rössler com amplitudes η = 0, 1
(linha tracejada) e η = 1, 5 (linha traço-ponto), e ilustram um deslocamento
caracteŕıstico da frequência em direção a frequência da forçante ν = 0, 9
(linha pontilhada horizontal), indicando sincronização.

No caso de dois osciladores caóticos acoplados, as trajetórias x1,2 serão usadas como

entrada de dois conjuntos de osciladores ciclo limite. Para cada conjunto tem-se o

gráfico Ωk1,2 versus ωk1,2 , e se os platôs coincidirem sobre um mesmo intervalo de

ωk1,2 , ou seja Ωp
1
∼= Ωp

2 então a sincronização de fase está presente entre os sistemas

(ROSENBLUM et al., 2002).

Considere dois osciladores de Rössler acoplados

ẋ1,2 = −ω1,2y1,2 − z1,2 + η(x2,1 − x1,2),

ẏ1,2 = −ω1,2x1,2 + ay1,2 + η(y2,1 − y1,2), (2.17)

ż1,2 = 0, 1 + z1,2(x1,2 − 8, 5),
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em regime não coerente com a = 0, 29 e não idênticos com ω1 = 0, 98 e ω2 = 1, 03.

As trajetórias x1,2 (normalizadas com média zero e variância unidade) são usadas

como entradas dos dispositivos de medida de frequência.

A Figura 2.13 mostra a evolução dos resultados com o aumento da intensidade de

acoplamento: (a) η = 0, 03 ; (b) η = 0, 09; (c) η = 0, 1; (d) η = 0, 2. Nesse caso,

foi utilizado um conjunto de 100 osciladores auxiliares com frequências naturais

distribúıdas no intervalo [0, 6; 1, 5]. Para acoplamentos moderados η = 0, 03 e η =

0, 09 os platôs não coincidem, mas para intensidades mais intensas de acoplamento

η = 0, 1 e η = 0, 2 observa-se a coincidência dos platôs indicando a sincronização

entre os sistemas.
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Figura 2.13 - Resultados medida da frequência para três intensidades de acoplamentos:
(a)η = 0, 03 ; (b) η = 0, 09; (c) η = 0, 1; (d) η = 0, 2. Analisando a coinci-
dência dos platôs é posśıvel concluir que há sincronização de fase em (c) e
(d).

Para quantificar esses resultados pode-se calcular o ponto médio dos platôs e verificar

se Ωp
1
∼= Ωp

2 é satisfeito. Na Figura 2.13 nota-se a presença de mais de um platô defi-
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nido em cada sistema, o que dificulta o cálculo do platô médio. Assim, para garantir

um bom resultado é selecionado um novo conjunto de osciladores cujas frequências

estão distribúıdas em torno de um platô espećıfico. Portanto, aplicando o método

para um novo novo intervalo de frequências naturais ω ∈ [0, 75; 0, 95] observa-se

na Figura 2.14 a coincidência dos platôs apenas para η = 0, 2 (Figura 2.14(d)),

indicando a sincronização de fase. Calculando a diferença entre os platôs médios,

∆Ωp = Ωp
2 − Ωp

1, para diferentes intensidades de acoplamento é posśıvel verificar a

transição para a sincronização dos sistemas acoplados. Esta transição pode ser vista

na Figura 2.15, onde sincronização de fase entre os sistemas se confirma para valores

de η ≥ 0, 15.
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Figura 2.14 - Resultados aplicando o método para ω ∈ [0, 75; 0, 95] para detectar a sincro-
nização. As intensidades de acoplamento utilizadas foram: (a) η = 0, 03; (b)
η = 0, 09; (c) η = 0, 1; (d) η = 0, 2. Analisando a coincidência dos platôs é
posśıvel concluir que há sincronização de fase em (d).
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Figura 2.15 - Transição para sincronização avaliando deferentes valores de acoplamento
entre os sistemas.

2.4.3 Método baseado em Recorrência

Um método proposto por Romano et al. (2005) para detectar sincronização de fase

explora o conceito de Poincaré (1890) de recorrência, onde um sistema dinâmico

retorna arbitrariamente próximo de cada ponto do passado após um intervalo de

tempo suficientemente longo.

Considere uma trajetória {xi}Ni=1 de um sistema dinâmico, pode-se dizer que num

tempo t = jδt a trajetória retornou próxima de uma vizinhança num tempo t = iδt

se

R
(εr)
i,j = Θ (εr − ‖xi − xj‖) = 1, (2.18)

onde εr é um limiar pré definido, Θ(.) é a função Heaviside4 e δt é o intervalo de

tempo entre amostras consecutivas. Baseado nesta definição é posśıvel estimar a

probabilidade P (εr) (τ) do sistema retornar a vizinhança de um ponto anterior xi da

trajetória após τ passos de tempo, onde a vizinhança é definida com um quadrado

de tamanho εr em torno do estado xi. Assim tem-se

4A função de Heaviside é definida por:

Θ(εr − ||xi − xj ||) =
{

1 se ||xi − xj || ≤ ε
0 se ||xi − xj || > ε
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P̂ (εr) (τ) =
1

N − τ

N−τ∑
i=1

Θ (εr − ‖xi − xi+τ‖∞) =
1

N − τ

N−τ∑
i=1

R
(εr)
i,i+τ . (2.19)

A probabilidade de recorrência P̂ (εr) (τ) pode ser vista como uma medida estat́ıstica

de quão frequente o ângulo de fase associado com a trajetória do sistema (coerente

ou não coerente) no espaço de fase original aumenta em 2π dentro do intervalo de

tempo τ . Analogamente para sistemas periódicos é posśıvel atribuir um incremento

de 2π no ângulo de fase φ quando ‖x(t+ T )− x(t)‖∞ = 0, onde T é o peŕıodo.

Para uma trajetória mais complexa x(t) atribui-se um incremento de 2π sempre que

‖x(t+ τ)− x(t)‖∞ ≈ 0, ou equivalentemente quando ‖x(t+ τ)− x(t)‖∞ < ε. Se

dois sistemas estão sincronizados em fase, as fases de ambos os sistemas aumenta

k · 2π, onde k um número natural dentro do mesmo intervalo de tempo τ .

Portanto, examinando a coincidência das posições do máximo de P̂ (εr) (τ) dos siste-

mas é posśıvel identificar quantitativamente a sincronização de fase incluindo dois

passos. Primeiro, calcular P1,2 (τ), e segundo, calcular o coeficiente de correlação

cruzada entre P1(τ) e P2(τ) (correlação entre as probabilidades de recorrência)

CPR =

〈
P 1(τ)P 2(τ)

〉
σ1σ2

, (2.20)

onde P 1,2 denota que o valor médio foi subtráıdo e σ1 e σ2 são os desvios padrões

P1(τ) e P2(τ), respectivamente. Se os sistemas estão sincronizados as probabilidades

de recorrência são máximas no mesmo tempo e CPR ≈ 1 (MARWAN et al., 2007).

A Figura 2.16 apresenta os resultados obtidos usando a componente x de dois sis-

temas de Rössler acoplados (Equação 2.17) no regime não coerente (a = 0, 29). A

medida que o acoplamento η é intensificado os picos tornam-se mais próximos e pa-

ralelamente um aumento nos valores do coeficiente CPR (especificados no interior

do gráfico) é caracterizado.

A dependência da sincronização de fase em relação a intensidade de acoplamento

pode ser analisado através do gráfico CPR versus η ( ver Figura 2.17). A transição

para a sincronização de fase também é observada quando η > 0, 15, como visto na

seção anterior (Figura 2.15) utilizando outro método.

Comparando esses dois métodos observa-se que eles não fazem uso expĺıcito da fase
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Figura 2.16 - Probabilidades de recorrência P1,2(τ) para valores de acoplamento: (a) η =
0, 03; (b) η = 0, 09; (c) η = 0, 1; (d) η = 0, 2, e os respectivos valores do
coeficiente CPR. A sincronização de fase se faz presente em (d).

associada as trajetórias. Ambos alcançaram bons resultados aplicados a sistemas não

coerentes. Uma análise da robustez destes dois métodos é realizada em (FOLLMANN

et al., 2009), bem como a aplicação dessas técnicas a dados experimentais. O método

baseado no travamento da frequência apresenta melhores resultados quanto a pre-

sença de rúıdo na detecção da sincronização de fase em relação ao método baseado

em recorrência. Já quanto ao tamanho das séries o método baseada no travamento

de frequência mostrou-se mais senśıvel do que o método baseado em recorrência.

O fato é que não existe um método universal para a identificação da sincronização

de fase, especialmente quando envolvem séries provenientes de sistemas caóticos em

regimes não coerentes.
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de 1 ao passo que o acoplamento é intensificado.
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3 MÉTODO PARA IDENTIFICAR SINCRONIZAÇÃO DE FASE

3.1 Introdução

A sincronização de fase é um mecanismo fundamental de interação encontrada entre

muitos fenômenos naturais, gerando atualmente grande interesse da comunidade

cient́ıfica. Uma variedade de técnicas para detecção de sincronização de fase vem

sendo desenvolvidas, incluindo medidas do ângulo diretamente do atrator (STONE,

1992), transformada de Hilbert (ROSENBLUM et al., 1996; YALCINKAYA; LAI, 1997),

seção de Poincaré (PIKOVSKY et al., 1997), conjuntos localizados (PEREIRA et al.,

2007b; PEREIRA et al., 2007a), plots de recorrência (ROMANO et al., 2005; KURTHS

et al., 2006), travamento das frequências (ROSENBLUM et al., 2002), transformada

de Fourier (BRUNS, 2004), e transformada de ondeletas (HRAMOV; KORONOVSKII,

2005). Todas estas técnicas são diretamente aplicáveis a osciladores com atratores

coerentes, nos quais a trajetória do atrator gira em torno do centro de rotação, e

a fase pode ser introduzida como o aumento do ângulo entre o raio da trajetória

e um eixo arbitrário de referência. No entanto, um dos desafios consiste em definir

a fase para sistemas mais complexos, ou seja quando os atratores estão em regime

não coerente de fase. Para esses casos não existe uma metodologia geral que possa

ser aplicada com eficiência, em especial se as séries são de dados experimentais

(FOLLMANN et al., 2009).

A seguir, será apresentado e discutido um método, baseado na análise espectral por

meio de mı́nimos quadrados, para obter a fase de sistemas caóticos não coerentes

e de séries temporais. A presente metodologia consiste na estimação da frequência

fundamental de segmentos (janelas) de uma série temporal, operando de forma a

minimizar o erro quadrático do ajuste de uma função senoidal com o segmento

analisado. Esse método é implementado de uma forma distinta daquela abordada

por Choi (1997). Na sequência serão apresentados os resultados da aplicação do

método para detectar sincronização de fase em sistemas caóticos acoplados e a sua

utilização em dados experimentais.

3.2 Método baseado em Mı́nimos Quadrados

Considere uma série temporal y(t) e um segmento y(tk) extráıdo de y(t), onde tk,

com k = 1, ..., K, é o tempo igualmente espaçado e K é o tamanho do segmento. O
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segmento y(tk) pode ser aproximado por uma função senoidal da forma:

ŷ(tk) = β1sin(ω tk) + β2cos(ω tk) + β3, (3.1)

onde ω é a frequência da senoide, β1, β2 e β3 são os parâmetros a serem estimados.

A Equação 3.1 também pode ser escrita na forma matricial:

Ŷ =


sin(ω t1) cos(ω t1) 1

sin(ω t2) cos(ω t2) 1
...

...
...

sin(ω tK) cos(ω tK) 1

 .
 β1

β2

β3

 . (3.2)

Y = Mβ̂ + ε, (3.3)

onde ε é o vetor de erros cometidos ao aproximar Y por Mβ̂.

O vetor de parâmetros β̂, a ser estimado para um dado ω, pode ser obtido usando o

método de mı́nimos quadrados (AGUIRRE, 2001). A base deste método é a minimi-

zação do somatório do quadrado dos erros, sendo este somatório dado por:

E =
N∑
k=1

ε2k = εT ε

= (Y −Mβ̂)T (Y −Mβ̂)

= YTY −YTMβ̂ − β̂TMTY + β̂TMTMβ̂. (3.4)

A fim de minimizar a função erro E com respeito a β̂ é necessário que ∂E

∂β̂
= 0. Logo,

diferenciando a função E em relação a β̂ tem-se:

∂E

∂β̂
= −(YTM)T −MTY + MTMβ̂ + (MTM)T β̂

= −MTY −MTY + MTMβ̂ + MTMβ̂

= −2MTY + 2MTMβ̂. (3.5)
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Igualando ∂E

∂β̂
a zero tem-se:

− 2MTY + 2MTMβ̂ = 0

2MTMβ̂ = 2MTY

β̂ = [MTM]−1MTY. (3.6)

Para que o vetor de parâmetros estimado β̂ seja um mı́nimo da função E é necessário

que ∂2E

∂β̂2
> 0. Calculando a derivada segunda da função E em relação a β̂ obtém-se:

∂2E

∂β̂2
= 2MTM > 0. (3.7)

Logo, β̂ = [MTM]−1MTY minimiza o erro quadrático E.

A função E(ω) é o erro quadrático mı́nimo da aproximação de um segmento y(tk)

por uma senoide de frequência ω sobre todas as posśıveis amplitudes e fases de tais

senoides. O propósito dessa aproximação é determinar uma frequência apropriada

para a componente senoidal que minimiza a função E(ω), de modo que cada vale

significante corresponde a uma componente senoidal do segmento y(tk) em questão.

O valor de ω no mı́nimo do vale é aproximadamente igual à frequência da componente

senoidal correspondente.

Na Figura 3.1 são ilustrados três segmentos selecionados da trajetória x do sistema

de Rössler no regime coerente (a = 0, 16) de tamanhos K = 280 (a), K = 320 (b) e

K = 640 (c), e os respectivos gráficos da função E(ω), (d), (e) e (f), para 800 valores

de ω ∈ [0; 6]. As frequências estimadas para estes três segmentos estão indicadas

nos gráficos por ω∗ e não apresentam valores discrepantes em relação ao aumento do

segmento. No entanto, para segmentos provenientes do sistema de Rössler em regime

não coerente (a = 0, 2925) as frequências estimadas apresentam valores distintos em

relação ao tamanho dos segmentos, como pode ser visto na Figura 3.2. Sendo assim,

a escolha do tamanho dos segmentos está diretamente relacionada com uma boa

estimação da frequência, e por isso deve levar em consideração detalhes como a taxa

de amostragem da série e o número médio de pontos por oscilação.

Intuitivamente, um segmento deve conter ao menos uma oscilação (ciclo) da série,

e com uma análise do periodograma pode-se obter o número de pontos contido em

um ciclo médio, para ser usado como referência na escolha do tamanho apropriado
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Figura 3.1 - Segmentos distintos, y(tk), selecionados da trajetória x do sistema de Rössler
em regime coerente de fase para: (a) K = 280 pontos, (b) K = 320 pontos e
(c) K = 640 pontos. (d), (e) e (f) Funções E(ω) para os segmentos mostrados
em (a), (b) e (c), respectivamente. No painel inferior estão identificadas as
frequências associadas aos mı́nimos de E(ω).
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Figura 3.2 - Segmentos distintos, y(tk), selecionados da trajetória x do sistema de Rössler
em regime não coerente de fase para: (a) K = 280 pontos, (b) K = 320 pontos
e (c) K = 640 pontos. (d), (e) e (f) Funções E(ω) para os segmentos mostrados
em (a), (b) e (c), respectivamente. No painel inferior estão identificadas as
frequências associadas aos mı́nimos de E(ω).
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do segmento. Na Figura 3.3 são apresentados os periodogramas para a componente

x do sistema de Rössler em regime coerente (a) e em regime não coerente (b). A

linha pontilhada indica a posição dos ciclos médios. Neste caso, quando se trata do

regime coerente um ciclo contém 120 pontos e no regime não coerente 150 pontos.

Outro ponto importante é a escolha apropriada de um intervalo de frequências para

o cálculo da função E(ω), que pode ser obtido usando o próprio método, através da

estimação da função E(ω) para um intervalo maior de frequências e reduzindo esse

intervalo em torno do vale predominante.
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Figura 3.3 - Periodograma da série do sistema de Rössler (a) coerente e (b) não coerente.
A linha pontilhada indica a posição dos ciclos médios.

Uma vez determinada a frequência do segmento, a fase é estimada usando a relação

ω = dφ
dt

, ou seja, a variação da fase no tempo é diretamente proporcional a frequência

do segmento de série. De modo geral, a série temporal y(t) é analisada segmento a

segmento com o aux́ılio de uma janela móvel. Os segmentos são selecionados seguindo

a regra y(tk+n.S), n = 0, ..., N , k = 1, ..., K, onde N é o tamanho da série temporal,

K é o tamanho do segmento (janela) e S é passo de deslocamento. Esse procedimento

é ilustrado na Figura 3.4. Assim, se K = 100 e S = 5 então o segmento da série a

ser analisado será y(1), ..., y(100), o próximo segmento será y(6), ..., y(106), e assim
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por diante. Após percorrer toda a série, tem-se um vetor de frequências e aplicando

um integrador cumulativo sobre essas frequências, a fase é determinada. Portanto,

para aplicar o método é necessário definir (i) um tamanho para os segmentos; (ii)

um intervalo de frequências; (iii) um passo de deslocamento; (iv) um método de

integração. Neste trabalho o método de integração usado foi a regra dos trapézios.

A complexidade do algoritmo implementado no método proposto é proporcional

aos parâmetros de entrada, comprimento da série temporal a ser analisada (N) e

ao tamanho do segmento (K). Dessa forma, o custo computacional envolvido nesse

método é proporcional a esses parâmetros. No decorrer do texto este método será

referenciado como método SFMQ, acrônimo de Sincronização de Fase baseado em

Mı́nimos Quadrados.

Figura 3.4 - Visualização esquemática do funcionamento da janela móvel.

3.3 Resultados

O regime de sincronização de fase em osciladores caóticos acoplados pode ser iden-

tificado obtendo-se as fases φ1 e φ2 dos osciladores, e checando quando a condição

∆φ (t) ≡ |φ1(t)− φ2(t)| ≤ const ≤ 2π é satisfeita.
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3.3.1 Oscilador de Rössler

Considere dois osciladores de Rössler acoplados (RÖSSLER, 1976; STONE, 1992),

ẋ1,2 = −ω1,2y1,2 − z1,2 + η(x2,1 − x1,2),

ẏ1,2 = −ω1,2x1,2 + ay1,2, (3.8)

ż1,2 = 0.1 + z1,2(x1,2 − 8.5),

onde a governa a topologia do atrator, η é a intensidade de acoplamento, e ω1 = 0, 98,

ω2 = 1, 02 são as frequências predominantes dos dois osciladores.

Para a = 0, 16 o atrator se encontra no regime de fase coerente e os resultados apli-

cando o método SFMQ para três valores distintos do acoplamento η são mostrados

na Figura 3.5(a). Esta figura ilustra a diferença de fase entre os dois osciladores aco-

plados, indicando claramente a tendência à sincronização com o aumento de η. As

fases são estimadas usando uma janela móvel de tamanho K = 540 pontos, contendo

aproximadamente quatro oscilações da componente x do Rössler. Para as frequências

ω usou-se 200 valores igualmente espaçados entre 0,6 e 1,4. A fim de validar o mé-

todo proposto comparou-se esses resultados com os resultados obtidos da definição

padrão de fase φ(t) = arctan(y/x) (ROSENBLUM et al., 1996), e da transformada con-

t́ınua de ondeletas1 para duas escalas de tempo s (HRAMOV; KORONOVSKII, 2005),

apresentados nos gráficos (b), (c) e (d), respectivamente da Figura 3.5.

Os resultados usando o arcotangente são mostrados na Figura 3.5(b), e usando

a transformada de ondeleta com escala de tempo s = 5, 4 são mostrados na Fi-

gura 3.5(c) demostrando concordância entre os três métodos. Basicamente, as três

técnicas mostram que para um acoplamento intenso (η = 0, 05), os dois sistemas de

Rössler apresentam suas fases travadas, mostrando sincronização, mantendo sua dife-

rença de fase pequena e menor que 2π. Para acoplamentos menos intensos (η = 0, 035

e 0, 020), a sincronização é quebrada gradativamente com aumentos de 2π na dife-

rença de fase ∆φ. Assim como no caso do método SFMQ, a transformada de ondeleta

não requer uma busca por um centro de rotação do atrator. Contudo, contrário ao

método SFMQ, a transformada de ondeleta é muito senśıvel a mudanças no parâ-

1Um conjunto cont́ınuo de fases φs(t) correspondendo a escala de tempo s de um sinal caótico
pode ser determinado usando a transformada cont́ınua de ondeleta W (s, t0) = |W (s, t0)|ejφs . A
ondeleta mãe usada é a ondeleta de Morlet Ψ0(α) = (1/ 4

√
π)exp(jω0α)exp(−α2/2). O parâmetro

ω0 = 2π garante a relação s ∼= 1/f entre a escala de tempo s e a frequência f da transformada de
Fourier.
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Figura 3.5 - Evolução temporal da diferença de fase dos osciladores de Rössler no regime de
fase coerente(a = 0, 16) para três valores distintos de acoplamento, como in-
dicado, para: (a) método SFMQ; (b) método arco tangente; (c) transformada
de ondeletas com escala de tempo s = 5, 4 e (d) transformada de ondeletas
com escala de tempo s = 5, 5.

metro de escala de tempo. Por exemplo, utilizando s = 5, 5, ao invés de s = 5, 4,

obtém-se resultados completamente alterados, como pode ser visto na Figura 3.5(d).

No caso do regime de fase não coerente (a = 0, 2925), o atrator de Rössler entra

num regime chamado “funil” em que não existe um centro de rotação bem definido

(STONE, 1992). Neste caso o método SFMQ é aplicado de forma análoga ao caso

coerente. A maior variabilidade da componente x do Rössler não coerente requer

uma janela menor, no caso K = 280, para o mesmo intervalo de frequências ω

([0, 6; 1, 4]). Os resultados para os três valores de acoplamentos são ilustrados na

Figura 3.6(a). Para η = 0, 05 a diferença de fase cresce com o tempo e a medida que

o acoplamento é aumentado para η = 0, 179 são observados platôs de sincronização,

indicando a proximidade de uma transição para a sincronização de fase (η = 0, 2).

Na Figura 3.6(b) são mostrados os resultados utilizando o método arcotangente,

para comparação com o resultado apresentado na Figura 3.6(a). Neste último caso,

não se pode usar a definição de fase dada anteriormente para o caso coerente, sendo
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necessária a projeção das trajetórias no plano (ẋ, ẏ) (CHEN et al., 2001). Assim,

a fase é calculada nesta nova projeção usando a Equação 2.8. Os resultados da

diferença de fase para as três intensidades de acoplamento mostram-se consistentes

com o método SFMQ proposto. As Figuras 3.6(c)-(d) ilustram os resultados obtidos

usando a transformada de ondeletas com s = 5, 4 e s = 5, 5, respectivamente. De

modo similar ao caso coerente, os resultados com a transformada de ondeletas é

muito senśıvel ao parâmetro de escala de tempo s, com um pequeno intervalo de

s ∈ [5, 1; 5, 4]. Contudo, o método SFMQ possui uma grande variabilidade na escolha

dos parâmetros, como será mostrado mais adiante na Seção 3.3.3. Além disso, é

importante ressaltar que o método proposto não requer cálculo de derivadas nem

reconstrução do atrator.
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Figura 3.6 - Evolução temporal da diferença de fase dos osciladores de Rössler no regime
de fase não coerente (a = 0, 2925) para três valores distintos de acoplamento,
como indicado, para: (a) método SFMQ, (b) método arco tangente (derivada),
(c) transformada de ondeletas com escala de tempo s = 5, 4, (d) transformada
de ondeletas com escala de tempo s = 5, 5.
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3.3.2 Transição para Sincronização de Fase

A sincronização de fase pode ser quantificada em termos da dispersão da diferença

de fase dos sistemas acoplados em torno da média. Assim, introduz-se variância da

diferença de fase, dada por:

var(∆φ) =
1

N

N∑
i=1

(∆φi − ∆̄φ)2 (3.9)

onde ∆̄φ é o valor médio da diferença de fase e N é o tamanho de ∆φ. A variância da

diferença de fase pode ser usada como um ı́ndice de sincronização para a distinção

entre regimes sincronizados e não sincronizados. Além disso, esse ı́ndice indica um

limiar para a sincronização de fase. Para exemplificar esta condição são considerados

dois casos, ou seja, dois sistemas de Rössler acoplados, um em regime coerente (a =

0, 16) e um não coerente (a = 0, 2925). Em ambos os casos o valor da intensidade

de acoplamento η é intensificada gradativamente e para cada valor de η o ı́ndice

var(∆φ) é calculado. Nos dois casos citados as fases foram calculadas usando o

método SFMQ.

A variação de var(∆φ) para o caso coerente em relação a intensidade de acoplamento

é ilustrada na Figura 3.7(a). A medida que o acoplamento é intensificado a variância

da diferença de fase diminui, indicando a transição para sincronização de fase entre

os sistemas. Essa transição dos sistemas acoplados para uma região de sincronização

também é refletida no espectro de Lyapunov (PECORA; CARROLL, 1990; BOCCA-

LETTI et al., 2002). O sistema de Rössler acoplado (Equação 3.8) possui 6 expoentes

de Lyapunov. Quando o acoplamento é nulo tem-se uma situação degenerada, isto

é, cada sistema possui um expoente positivo, um nulo e um negativo. Na Figura

3.7(b) são apresentados os quatro maiores expoentes de Lyapunov do sistema aco-

plado. Os dois expoentes nulos correspondem a duas fases independentes. A partir do

acoplamento as fases tornam-se dependentes e a degeneração é eliminada, restando

apenas um expoente nulo. Contudo, observa-se que para intensidades pequenas de

acoplamento o segundo expoente de Lyapunov permanece extremamente pequeno.

Ao passo que a intensidade de acoplamento aumenta, quando a sincronização está

presente (η ≈ 0, 038), o segundo expoente torna-se negativo e neste caso as fases

são dependentes e com uma relação estável entre elas. Os dois expoentes positivos

permanecem positivos indicando que as amplitudes permanecem caóticas e indepen-

dentes. Intensificando mais o acoplamento, um dos expoentes positivos torna-se nulo
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e o expoente nulo torna-se negativo (η ≈ 0, 08), indicado uma transição de um re-

gime de sincronização intermitente para a sincronização com atraso de fase em torno

de η ≈ 0, 095. O valor absoluto da diferença |∆x|max das trajetórias x1,2, ilustrado

na Figura 3.7(c), decresce a medida que o acoplamento é aumentado, mostrando que

as trajetórias estão correlacionadas na transição da sincronização de fase.
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Figura 3.7 - (a) Variância da diferença de fase, (b) os quatro maiores expoentes de Lya-
punov, (c) valor absoluto da diferença |∆x|max das trajetórias x1,2 versus o
parâmetro de acoplamento η para dois osciladores de Rössler acoplados em
regime coerente (a = 0, 16). Para acoplamentos pequenos tem-se dois expo-
entes positivos e dois próximos de zero. A transição para sincronização de
fase ocorre em η ≈ 0, 038 e neste ponto um dos expoentes de Lyapunov nulo
torna-se negativo.
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Para o caso mais complexo, regime não coerente (a = 0, 2925), a variação de var(∆φ)

versus η é apresentada na Figura 3.8(a). Os quatro maiores expoentes de Lyapunov

são mostrados na Figura 3.8(b) e o valor absoluto da diferença |∆x|max das traje-

tórias x1,2 é mostrado na Figura 3.8(c). Primeiro, observa-se que um dos expoentes

nulos torna-se negativo para η = 0, 04, enquanto que a variância var(∆φ) continua

grande, indicando que os sistemas ainda não estão sincronizados. A transição para

sincronização de fase ocorre em η ≈ 0, 18, quando var(∆φ) atinge valores peque-

nos. Próximo a este ponto um dos expoentes de Lyapunov positivo torna-se nulo

e o expoente de Lyapunov nulo torna-se negativo, correspondendo a uma transição

entre a interação dos sistemas. Além disso, o valor máximo absoluto da diferença das

trajetórias x1,2 decresce, mostrando que as trajetórias estão mais correlacionadas.

3.3.3 Efeitos dos Parâmetros K e S na estimação da Fase

Os efeitos da escolha do tamanho do segmento (janela) K e do passo de deslo-

camento, S, entre janelas consecutivas pode ser analisado avaliando a variação de

var(∆φ) em relação a esses parâmetros, num regime de sincronização de fase. Todas

as fases são calculadas utilizando o método SFMQ.

A variância da diferença de fase var(∆φ) em relação ao tamanho da janela, para

dois sistemas de Rössler acoplados em regime coerente e sincronizados em fase com

acoplamento η = 0, 05 é ilustrada na Figura 3.9(a). Neste caso existe um vasto

intervalo de janelas com variância pequena, indicando que uma escolha apropriada

do tamanho da janela pode ser entre 160 e 1000 pontos. No entanto, no caso não

coerente o intervalo de janelas é reduzido, restrito entre 180 e 670 pontos, como pode

ser observado na Figura 3.9(b).

O passo de deslocamento, S, entre segmentos consecutivos usado neste trabalho foi

sempre 1. No entanto, uma escolha adequada deste parâmetro reduz exponencial-

mente o custo computacional. Portanto, foi investigada a influência do aumento do

parâmetro S na variância da diferença de fase. Isto foi feito aplicando o método

SFMQ com uma janela K = 320 usando as trajetórias x1,2 com 20.000 pontos pro-

venientes de dois sistemas de Rössler. Estes sistemas estavam acoplados em regime

coerente e sincronizados em fase com η = 0, 05. O passo de deslocamento foi acre-

cido da unidade até 340. Os resultados da variância da diferença de fase em relação

a variação do parâmetro S podem ser vistos na Figura 3.10(a). Observa-se que o

aumento de S não reflete grandes variações em var(∆φ) até S ∼= 240, indicando
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Figura 3.8 - (a) Variância da diferença de fase, (b) os quatro maiores expoentes de Lya-
punov, (c) valor absoluto da diferença |∆x|max das trajetórias x1,2 versus o
parâmetro de acoplamento η para dois osciladores de Rössler acoplados em
regime não coerente (a = 0, 2925).

a possibilidade de um passo de deslocamento de até este tamanho. No caso não

coerente, Figura 3.10(b), esse limite é reduzido para S ∼= 60. No entanto, vale res-

saltar que se está interessado em detectar a sincronização de fase entre sistemas e

considerando que a sincronização de fase é quebrada para valores maiores que 2π, é

conveniente usar passos de deslocamento pequenos. Realizando simulações com sis-

temas próximos da transição para a sincronização de fase confirmam a necessidade

de passos pequenos de deslocamento. A partir disso, para que não haja perda de
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Figura 3.9 - Variância da diferença de fase em função da janela de deslocamento. (a) Os-
ciladores de Rössler coerente (a = 0, 16) com intensidade de acoplamento
η = 0, 05 e (b) regime não coerente (a = 0, 2925) com intensidade de acopla-
mento η = 0, 2.

informação é conveniente usar no máximo 1
4

de ciclo como passo de deslocamento.

Considerando os ciclos médios identificados na Figura 3.3, os valores apropriados de

S para o caso coerente é 30 e no caso não coerente S = 40. Na Figura 3.10(c) é apre-

sentado o tempo de execução em segundos, como função do passo de deslocamento.

Este resultado mostra um decaimento exponencial no tempo execução em função do

passo S.

3.3.4 Efeitos do Rúıdo

A fim de investigar a robustez do método SFMQ foi adicionado um rúıdo gaussiano às

trajetórias do sistema de Rössler acoplado em regime coerente. Assim as trajetórias

desse sistema são representadas pela seguinte equação:

x̃1,2(t) = x1,2(t) + ασ1,2ϑ1,2(t), (3.10)

onde ϑ1,2(t) é um rúıdo gaussiano uniformemente distribúıdo com média zero e desvio

padrão unitário, σ1,2 são os desvios padrões das componentes x1 e x2, respectiva-
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Figura 3.10 - Variância da diferença de fase em função do passo de deslocamento. (a) Os-
ciladores de Rössler coerente (a = 0, 16) com intensidade de acoplamento
η = 0, 05; (b) regime não coerente (a = 0, 2925) com intensidade de acopla-
mento η = 0, 2, (c) tempo de execução em segundos em função do passo de
deslocamento.

mente, e α é o ńıvel de rúıdo.

Na Figura 3.11 é mostrada a componente x do sistema de Rössler coerente com rúıdo

α = 0, 8, ou seja 80% de rúıdo gaussiano adicionado à série original.

Considere as trajetórias x1,2 do sistema de Rössler sincronizadas em fase, com aco-

plamento η = 0, 05. A essas trajetórias foram adicionados rúıdos de 50% e 80%. Os

resultados da diferença de fase entre as duas séries ruidosas (x̃1,2) foram obtidos a

partir do método SFMQ, e da mesma forma para séries sem rúıdo. A Figura 3.12
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Figura 3.11 - Componente x do sistema de Rössler coerente, com 80% de rúıdo Gaussiano.

apresenta os resultados para as séries ruidosas (α = 0, 5 e α = 0, 8), em comparação

com a série não ruidosa (α = 0). Observa-se que existe apenas um pequeno aumento

na diferença de fase entre os resultados, com e sem rúıdo, indicando a robustez do

método em relação a ńıveis moderados de rúıdo (α = 0, 5). Tais ńıveis de rúıdo

foram avaliados, utilizando a variância da diferença de fase em relação ao ńıvel de

rúıdo α. A Figura 3.13 apresenta a variância da diferença de fase em relação ao ńıvel

de rúıdo. Valores elevados da variância indicam uma maior variação da diferença de

fase. Assim, pela Figura 3.13 é posśıvel identificar que valores moderados de α vão

aproximadamente de 0 a 0,5. Tal resultado se deve ao fato do método SFMQ ser

baseado na estimação de parâmetros por mı́nimos quadrados.
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Figura 3.12 - Diferença de fase para dois osciladores de Rössler acoplados em regime coe-
rente (a = 0, 16) e sincronizados em fase (η = 0, 05). Diferença de fase para
o caso sem rúıdo (α = 0, 0) e com rúıdo α = 0, 5 e α = 0, 8.
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coerente em estado de sincronização de fase (η = 0, 05) em função do ńıvel
de rúıdo.

3.3.5 Sistema de Lorenz

O bem conhecido atrator de Lorenz (LORENZ, 1963) é outro caso de atrator não coe-

rente para o qual uma definição correta da fase pode ser desafiadora. A caracteŕıstica

de dois lóbulos do atrator (lembrando uma borboleta) não permite a ocorrência de

sincronização de fase entre sistemas de Lorenz acoplados (PARK et al., 1999; LIU et

al., 2003). No entanto, a sincronização completa existe e será avaliada neste estudo

pela utilização do método SFMQ.

Considere dois sistemas de Lorenz acoplados, dados por:

ẋ1,2 = 10(y1,2 − x1,2) + η(x2,1 − x1,2)

ẏ1,2 = 28x1,2 − y1,2 − z1,2x1,2 , (3.11)

ż1,2 = ω1,2(x1,2y1,2 −
8

3
z1,2)

onde ω1 = 0, 9831 e ω2 = 1, 018 introduzem uma pequena diferença entre os dois

sistemas, tornando-os não idênticos, e η é a intensidade de acoplamento.

Para aplicar o método SFMQ às trajetórias do sistema de Lorenz é necessário definir

um intervalo de frequências e o tamanho dos segmentos a serem analisados. Portanto,
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pela análise do periodograma das trajetórias do sistema inferiu-se o tamanho dos

segmentos (janela) em K = 130, e serão considerados 800 frequências igualmente

distribúıdas no intervalo ω ∈ [6; 12].

Na Figura 3.14(a) são mostrados os resultados das diferenças de fase de dois sistemas

acoplados para três diferentes valores de acoplamento, usando o método SFMQ sobre

a componente z. Quando η = 0, 4 tem-se uma interação fraca entre os sistemas e a

diferença de fase cresce indicando que os sistemas não estão sincronizados. Para um

acoplamento mais intenso, η = 4, 2, são observados platôs de sincronização indicando

que os sistemas estão próximos da região de sincronização. Por fim, quando η = 6, 0

os sistemas se encontram sincronizados.
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Figura 3.14 - Evolução temporal da diferença de fase para dois sistemas de Lorenz acopla-
dos para três valores distintos de acoplamento ( como indicado nos gráficos).
(a) Método SFMQ, (b) arco tangente com projeção do atrator, (c) trans-
formada de ondeletas com escala de tempo s = 1 e (d) transformada de
ondeletas com escala de tempo s = 2.

Para efeito de comparação, é levado em conta a simetria de (x, y) para (−x, y)

nas equações de Lorenz e o atrator é projetado sobre um novo plano (u, z), com
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u =
√
x2 + y2. A fase é então definida pelo ângulo φ = arctan

( z(t)−z0
u(t)−u0

)
, onde u0 = 12

e z0 = 27 são introduzidos de forma a transladar os eixos de referência para o centro

do atrator (PIKOVSKY et al., 1997). Na Figura 3.14(b) são mostrados os resultados

da diferença de fase obtidas pela definição do arcotangente. Observa-se que este

resultado é muito similar ao obtido com o método SFMQ.

A comparação com transformada de ondeleta sobre a componente z, para um tempo

de escala s = 1, é mostrada na Figura 3.14(c). Estes resultados são similares aos

obtidos com método SFMQ para as três intensidades de acoplamento. No entanto,

para uma mudança na escala de tempo para s = 2, Figura 3.14(d), obtêm-se re-

sultados totalmente distintos. De um modo geral, a consistência entre os resultados

obtidos é evidente, mostrando a eficácia do método implementado neste trabalho.

Além disso, a conveniência desse método é que o mesmo não exige nenhum tipo de

transformação do atrator para ser aplicado.

3.3.6 Dados Experimentais

A fim de ilustrar a aplicabilidade do método proposto a dados experimentais serão

utilizados dois conjuntos de dados: plasma forçado e dois circuitos de Chua acopla-

dos.

Plasma Forçado

Para este experimento foram utilizados dados de um dispositivo caótico de plasma,

sujeito a ação de um gerador de ondas periódicas (TICOS et al., 2000). Os terminais

positivo e negativo do tubo, contendo gás Hélio, são conectados a uma alta voltagem

(∼ 850 volts) através de um resistor (R = 30 kΩ). No circuito também são utiliza-

dos um capacitor (C = 3, 5 pF ) que corta a alta voltagem e um transformador que

eleva a amplitude do sinal. O sinal de sáıda do dispositivo pode ser medido através

de uma corrente I. Uma visualização esquemática do experimento pode ser visto na

Figura 3.15. Na Figura 3.16(a) é ilustrada a projeção do atrator do plasma e a Fi-

gura 3.16(b) apresenta o espectro de frequência do sinal, com um pico predominante

em 6.960,0 Hz.

As fases da corrente de sáıda do experimento são estimadas utilizando uma janela

(K) de 500 pontos, contendo aproximadamente quatro oscilações, e um intervalo de

frequências de 6.660,0 Hz a 7.160,0 Hz. Os resultados das diferenças de fase entre

a corrente de sáıda e da forçante senoidal para três intensidades dessa forçante são
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Figura 3.15 - Visualização esquemática do experimento de plasma forçado por uma ação
periódica.
Fonte: Adaptada de Ticos et al. (2000, p.3).
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Figura 3.16 - (a) Projeção do atrator do plasma em coordenadas cartesianas, (b) espectro
de frequência da corrente I

apresentados na Figura 3.17. Quando o plasma é forçado por uma onda senoidal

de frequência de 6.960,0 Hz e amplitude de 0,2 V, pode-se observar um aumento

da diferença de fase ao longo do tempo, indicando nenhuma sincronização de fase.

Por outro lado, existe um pequeno efeito da onda senoidal no atrator que é uma

diferença de fase constante em um curto intervalo de tempo. Quando uma diferença

de potencial de 0,34 V é aplicada ao plasma, a evolução da diferença de fase apresenta

alguns platôs caracterizando sincronização de fase intermitente. Para um aumento

na amplitude da onda senoidal de 0,4 V, observa-se que a diferença de fase oscila em
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torno de um valor constante menor que 2π, implicando a presença da sincronização

de fase.
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Figura 3.17 - Evolução temporal da diferença de fase para os dados de plasma para três
amplitudes forçantes Aη = 0, 2V , Aη = 0, 34V e Aη = 0, 4V .

Circuito de Chua

O circuito de Chua é um circuito eletrônico que exibe uma variedade de bifurcações

e caos (MATSUMOTO, 1984; CHUA et al., 1993). Neste trabalho foram implementados

dois circuitos de Chua acoplados, com o objetivo de investigar a sincronização de

fase. Cada circuito de Chua foi projetado com base no trabalho de Kennedy (1992).

No Apêndice A são apresentados mais detalhes sobre o circuito de Chua.

A configuração do experimento é representada esquematicamente na Figura 3.18.

Nesta figura observa-se dois circuitos de Chua acoplados através de um resistor com

resistência Rη variável, utilizado para controlar a interação entre os dois circuitos.

Cada circuito de Chua é composto por um indutor linear L, dois capacitores line-

ares C1 e C2, um resistor linear R e um resistor não linear NR. Os dois circuitos

são acoplados bidirecionalmente pela componente VC1. Os circuitos são ligados a

um osciloscópio para visualização em tempo real do resultado do experimento. A

aquisição dos dados foi realizada utilizando-se uma placa PCI-MIO-16E4 conectada

a um computador. Para a coleta foi usada uma taxa de amostragem de 105, com
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60.000 pontos em cada série de dados. A variável analisada foi a voltagem através

do capacitor C1, para ambos os circuitos.

Na Figura 3.19 pode ser vista uma foto obtida durante a realização do experimento.

Este experimento foi realizado durante o estágio de doutorado (sandúıche) no grupo

de Sincronização e Caos da Illinois State University, USA.

Figura 3.18 - Configuração esquemática do experimento acoplando dois circuitos de Chua.
Fonte: Adaptada de Chua et al. (1993, p.98).

Na Figura 3.20(a) são apresentadas duas séries temporais (V 1
C1 e V 2

C1) obtidas do

circuito de Chua sem acoplamento, ou seja Rη →∞. As projeções do atrator recons-

trúıdo para cada uma dessas séries são ilustradas na Figura 3.20(b) e (c), referentes

aos circuitos Chua 1 e Chua 2, respectivamente.

As fases foram estimadas usando o método SFMQ com tamanho de segmento

K = 120 e 800 frequências igualmente distribúıdas entre 12.000 e 25.000. Os re-

sultados para três intensidades de acoplamento podem ser vistos na Figura 3.21.

Para valores grandes de resistência, Rη = 12, 0MΩ, uma menor interação é permi-

tida, o que pode ser observado na diferença de fase que cresce ao longo do tempo,

mostrando que não existe sincronização. Conforme a resistência é reduzida, mais in-

tensa é a comunicação entre os circuitos. Observa-se platôs de sincronização quando

Rη = 522, 1kΩ e quando resistência é diminúıda para Rη = 90, 3kΩ é observada a
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Figura 3.19 - Foto do experimento de Chua. (a) osciloscópio destinado a mostrar a curva
de Lissajous (projeção V 1

C1 vs V 2
C1); (b) osciloscópio para ilustrar o atrator

do Chua 1; (c) osciloscópio para ilustrar o atrator do Chua 2; (d) resistor
variável com capacitância máxima de 12, 0MΩ.

sincronização de fase.

3.4 Conclusões Parciais

O método SFMQ descrito neste trabalho teve por objetivo encontrar a fase de séries

temporais, obtendo o melhor ajuste senoidal posśıvel para segmentos selecionados

de uma dada série. Utilizando esse método não há necessidade de projeção ou re-

construção do atrator, sendo esta a principal vantagem do método. A escolha dos

parâmetros a serem utilizados no método pode ser obtida através de uma análise

prévia na série temporal a ser analisada. Este método mostrou-se facilmente aplicá-

vel a diferentes tipos de sistemas, e também a dados experimentais como descrito

nas seção anteriores. A comparação entre o método SFMQ e outras abordagens de

análise em sincronização de fase mostrou-se consistente, de modo que tem-se uma

boa confiabilidade nos resultados obtidos pelo método implementado neste estudo.

51



0 200 400 600 800 1000
−2

−1

0

1

2

t

V
1,

2
C

1

0.5 1 1.5 2

0.5

1

1.5

2

V1
C1

V
1 C

2

−3 −2 −1 0

−3

−2

−1

0

V2
C1

V
2 C

2

(a)

(b) (c)
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4 REDES DE OSCILADORES E PROCESSAMENTO DE INFORMA-

ÇÕES

4.1 Introdução

Compreender o cérebro humano é um dos maiores desafios da ciência (SKARDA; FRE-

EMAN, 1987; FREEMAN, 1991; BURWICK, 2008; KO et al., 2011). Graças ao cérebro,

o ser humano é capaz de reconhecer a face e a voz de um amigo no meio de uma

multidão em fração de segundos, muito mais rápido do que qualquer modelo com-

putacional. Baseada nos mecanismos funcionais neurológicos, a neurociência com-

putacional implementa modelos e técnicas apreendidos da neurociência objetivando

compreender e dar sentido ao conteúdo das informações transmitidas pelos sinais

neurais, e processadas pelo cérebro.

O cérebro é altamente complexo, não linear, e possui a capacidade de organizar os

neurônios e executar processos altamente especializados, como reconhecimento de

padrões, percepção, controle do processo motor, entre outros. Estima-se que existem

cerca de 86 bilhões de neurônios no sistema nervoso. Em um neurônio, a informação

é transmitida através de processos eletroqúımicos. A unidade elementar de trans-

missão de informação é o potencial de ação ou pulso (spike), que se inicia no corpo

celular e se desloca pelo axônio até a ocorrência das sinapses. Os primeiros registros

da atividade elétrica no cérebro revelaram o predomı́nio de atividades oscilatórias

(BERGER, 1929), e posteriormente, medições de flutuações no campo potencial, com

macro-eletrodos no couro cabeludo, indicaram que um grande número de neurônios

se envolvem em descargas ŕıtmicas sincronizadas, em uma respectiva frequência de

oscilação. Já a atividade sináptica e o potencial de ação de um único neurônio, esta-

ria associado a correntes fracas, o que não possibilitaria tal registro (SINGER, 1993).

Esses disparos śıncronos nas atividades oscilatórias mostram-se presente durante cri-

ses epilépticas (ENGEL; PEDLEY, 2008) e durante o processo cognitivo (codificação

e recuperação da informação) (AXMACHER et al., 2006; SAUSENG; KLIMESCH, 2008;

DüZEL et al., 2010).

O modelo neural artificial de Hopfield (1982) proporcionou ensaios fundamentais no

problema da computação neural com informações ou padrões. A rede de Hopfield

consiste de um conjunto de neurônios formando um sistema realimentado com esta-

dos binários e regra de aprendizagem Hebbiana (HEBB, 1949). Neste modelo, a rede

de neurônios assume valores discretos (por exemplo, -1 e 1) e um conjunto de pa-
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drões é armazenado tal que, quando é apresentado um novo padrão, a rede responde

produzindo um padrão armazenado que mais se assemelhe ao novo padrão. O sig-

nificado f́ısico do trabalho de Hopfield reside na sua proposta da função de energia

e sua ideia de que memórias são atratores dinamicamente estáveis. A capacidade

de armazenamento da rede de Hopfield com recuperação livre de erro é 1/2log(N)

padrões memorizados por neurônios, onde N é o número de neurônios (MCELIECE et

al., 1987).

Os aspectos temporais da atividade neural motivou o estudo de redes oscilatórias

artificiais. As redes oscilatórias consistem em um conjunto de osciladores acoplados,

seguindo uma regra de aprendizagem, que evoluem para regiões sincronizadas ou

travadas em fase e a informação é armazenada nas suas trajetórias (estados) (ISHII

et al., 1996; AONISHI, 1998; NISHIKAWA et al., 2004b; XIU et al., 2004; DEHMER, 2008;

ZHAO et al., 2008).

No presente trabalho será investigado um conjunto de osciladores configurados em

forma de rede neural para armazenar e recuperar informações na diferença de fase

entre suas trajetórias. Esta nossa proposta se baseia no trabalho de Nishikawa et

al. (2004b), cujo modelo foi modificado na função de acoplamento com a inserção

de mais um termo. O propósito dessa alteração foi aumentar o desempenho da rede

neural, como se verá a seguir.

4.2 Armazenamento Dinâmico da Informação

A memória é a capacidade que um organismo tem de adquirir, armazenar, e re-

cuperar informações ou experiências (BORISYUK; HOPPENSTEADT, 2004; DüZEL et

al., 2010). Do ponto de vista de processamento de informação exitem três estágios

na formação e recuperação da memória: i) codificação ou registro, em que ocorre

o processamento da informação recebida; ii) armazenamento, processo de criação

permanente da informação codificada; iii) recuperação, estágio em que a informação

armazenada é recuperada em resposta a um est́ımulo (BORST; THEUNISSEN, 1999).

A proposta de uma memória associativa é comumente usada em modelos neurais

artificiais, em resposta a habilidade humana de recuperar informações a partir de

est́ımulos associados com essa informação. Assim, uma memória associativa tem por

função restaurar uma informação armazenada, em resposta a apresentação de uma

versão incompleta desta informação. Por exemplo, suponha um item memorizado
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“H. A. Kramer & G. H. Wannier Phys. Rev. 60, 252 (1941)”, logo uma memória

associativa deve ser capaz de recuperar esse item a partir da entrada “ & Wannier,

(1994)”.

Uma questão central nesse contexto é como escolher as interações acoplando N

neurônios de modo que a rede possa memorizar um conjunto arbitrário de infor-

mações. Hopfield (1982) foi o primeiro a implementar um modelo neural com essa

capacidade. Isso foi feito a partir de uma configuração inicial de atividade neural

induzida por algum est́ımulo externo e, neste caso, a rede evoluirá de acordo com

a dinâmica interna até atingir o estado final, que por definição é um atrator ou

um estado estacionário. Se as interações forem escolhidas corretamente esse estado

será um dos padrões armazenados e então a rede funcionará como uma memória

associativa. Desse modo, a rede pode reconhecer est́ımulos incompletos e restaurar

a informação perdida. O modelo de Hopfield considera conexões simétricas entre os

neurônios, possibilitando atribuir uma função de energia à dinâmica da rede. Cada

padrão a ser armazenado fica localizado em um vale da superf́ıcie de energia, que

representa pontos de equiĺıbrio estáveis da rede.

A essência da memória associativa é mapear um item de informação a ser armaze-

nado, ξµ, a um ponto de equiĺıbrio estável do sistema dinâmico, que é representado

pela rede. A Figura 4.1 ilustra este mapeamento da memória associativa1.

Figura 4.1 - Mapeamento da memória associativa.

1O termo memória associativa também é utilizado em sistemas operacionais, definido como um
dispositivo de hardware cujo propósito é mapear endereços virtuais em endereços f́ısicos sem passar
pela tabela de páginas (MADNICK, 1974).
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O armazenamento da informação pode ser realizado usando a regra hebbiana de

aprendizagem (HEBB, 1949). A aprendizagem Hebiana representa mecanismos de

aprendizagem biologicamente plauśıveis e ecologicamente válidos. O prinćıpio da

aprendizagem Hebiana em redes neurais é que “unidades que disparam juntas, se

fortalecem juntas”. Esta ideia é consistente com mecanismos neurais de potenciação

e depressão a longo prazo, sendo que a potenciação a longo prazo é um aumento

da eficácia sináptica, enquanto a depressão a longo prazo é um enfraquecimento da

eficácia sináptica (HEBB, 1949; MUNAKATA; PFAFFLY, 2004).

A regra de Hebb pode ser implementada em modelos neurais a partir de mudanças

na intensidade (peso) das conexões entre os neurônios (unidades). A intensidade

de uma conexão determina a eficácia com que um neurônio transmissor ativa um

neurônio receptor, e assim capturar seus aspectos de eficácia sináptica. Neste tipo

de aprendizagem os pesos refletem as regularidades estat́ısticas do meio e como as

redes são auto-organizadas, unidades distintas têm capacidade de aprendizagem e

representam tais regularidades. A formulação matemática da regra de Hebb será

apresentada na próxima seção.

De modo geral, qualquer sistema f́ısico cuja dinâmica no espaço de fase é dominado

por um número substancial de estados localmente estáveis, para o qual é atráıdo,

pode ser considerado como uma memória associativa. Desde que escolhendo intera-

ções seguindo a regra de Hebb, a dinâmica do sistema evoluirá para um estado final

que possivelmente poderá estar associada a um dos padrões armazenados.

4.3 Rede de Osciladores

4.3.1 Breve Introdução

Como visto anteriormente, a sincronização é observada em abundância na natureza

e uma definição do fenômeno da sincronização é “ um ajuste de ritmos de obje-

tos oscilantes devido a sua fraca interação” (PIKOVSKY et al., 2001). Os “objetos

oscilantes” são descritos como sistemas que oscilam naturalmente e são estáveis em

suas oscilações sob influência de pequenas perturbações. Esses objetos são chamados

de osciladores auto-sustentáveis. Em duas dimensões e para sistemas cont́ınuos no

tempo, descritos por EDOs, a evolução de um estado estacionário de um oscilador

auto-sustentado corresponde a uma curva fechada do espaço de fase, chamada de

ciclo limite. Assim, quando osciladores auto-sustentados possuem ciclos limites es-
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táveis, isto significa que todas as trajetórias próximas do ciclo limite são atráıdas

para o ciclo limite.

Motivado pelo fenômeno da sincronização coletiva, Winfree (1967) propôs um modelo

matemático envolvendo um grande conjunto de osciladores ciclo limite acoplados,

com o intuito de modelar essa sincronização coletiva em grandes grupos, como por

exemplo entre os vagalumes. Winfree (1967) construiu o modelo assumindo que: i)

os osciladores seriam quase idênticos e ii) o acoplamento entre os osciladores seria

fraco. Estas suposições simplificam a matemática do problema, separando as escalas

de tempo lenta e rápida. Em uma escala de tempo rápida, os osciladores rapidamente

são atráıdos para seus ciclos limites desde que as perturbações sejam fracas. Como o

estado nunca se afasta do ciclo limite, cada estado do oscilador pode ser aproximado

apenas pela sua fase. Então, numa escala de tempo lenta pode-se discutir como a

fase de cada oscilador é alterada devido aos efeitos dos outros osciladores. Assim,

a única variável que se precisa rastrear é a fase de cada oscilador, ao contrário de

todas as variáveis de estado.

Kuramoto (1984), com base nos estudos de Winfree, considerando as mesmas supo-

sições provou que a dinâmica de longo prazo de qualquer sistema quase idêntico de

osciladores ciclo limite fracamente acoplados pode ser descrita pela seguinte equação:

θ̇i = ωi +
N∑
j=1

Γij(θj − θi) i = 1, ..., N, (4.1)

onde Γij é a função de interação e determina a forma do acoplamento entre o oscilador

i e o oscilador j. Este modelo de fase é uma equação geral que permite qualquer tipo

de acoplamento. A interação considerada por Kuramoto é dada por:

Γij(θj − θi) =
κ

N
sen(θj − θi), (4.2)

com interações de mesma intensidade e dependentes da diferença de fase de uma se-

noide. O parâmetro κ é o acoplamento constante e N é o número de osciladores. Cada

oscilador opera independentemente com uma frequência própria, e o acoplamento

pode levá-lo a sincronizar com os demais osciladores.

O modelo de osciladores proposto por Kuramoto pode ser usado como um modelo

de memória associativa para armazenar e recuperar informações. As informações
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podem ser codificadas nos desvios de fase das trajetórias. Para isso, cada oscilador é

considerado como sendo a unidade básica de processamento, o neurônio, e a função

de acoplamento Γij determina o acoplamento entre o neurônio i e j. A intensidade

das conexões é dada pela matriz de acoplamento Cij. Cada elemento da rede neural

é dado por:

θ̇i = ωi +
N∑
j=1

Cijsen (θj − θi) i = 1, ..., N, (4.3)

onde N é o número de neurônios. Considerando uma matriz de acoplamento Cij

que segue a regra de aprendizagem Hebbiana, a informação pode ser codificada nos

agrupamentos travados em fase. Esta rede com recuperação de padrões livre de erros

possui uma capacidade de armazenamento 2/N padrões por neurônio, que é apro-

ximadamente um terço da capacidade da rede de Hopfiled (MCELIECE et al., 1987;

COOK, 1989). Surpreendentemente, nesse tipo de rede as soluções com recuperação

livre de erro parecem ser tipicamente instáveis, independente do tamanho da rede,

desde que o número de padrões memorizados exceda 2 (AONISHI, 1998). Isto implica,

que este tipo de rede não seria adequada para aplicações que requerem recuperação

de padrões livre de erros.

Contudo, Nishikawa et al. (2004b) introduziram o segundo modo da expansão de

Fourier na função de acoplamento aumentando a capacidade de armazenamento

para 2η2/logN , onde η é a intensidade do segundo termo e N o número de elementos

da rede. Uma análise detalhada deste modelo será vista a seguir.

4.3.2 Modelagem da Rede

Considerando a rede oscilatória do tipo Kuramoto, a função de acoplamento, Γij,

incluindo o segundo modo da expansão de Fourier, é dada por:

Γij(θj − θi) = Cijsen (θj − θi) +
η

N
sen 2(θj − θi), (4.4)

onde η é a intensidade de acoplamento do segundo termo, Cij é a intensidade de

acoplamento do oscilador j para i. Para este modelo apresentar uma memória asso-

ciativa, cada elemento da matriz de acoplamento é dada pela regra de Hebb:

Cij =
1

N

p∑
µ=1

ξµi ξ
µ
j , (4.5)
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onde ξµ = (ξµ1 , ..., ξ
µ
N), com ξµi = +1 ou −1 para µ = 1, ..., p e i = 1, ..., N , representa

um conjunto de p padrões a ser memorizado. A Equação 4.5 pode ser interpretada

como um mecanismo de aumento da eficácia sináptica em função da correlação

existente entre as atividades pré e pós-sinápticas.

Os padrões a serem armazenados são escolhidos aleatoriamente de modo que ξµi são

variáveis independentes e aleatoriamente distribúıdas com P (ξµi = 1) = P (ξµi =

−1) = 1
2
. Considerando uma rede constitúıda de elementos idênticos, (ωi = ω), e

uma mudança de variável θi → θi + ωt, a dinâmica de cada oscilador é dada por:

θ̇i =
N∑
j=1

Cijsen (θj − θi) +
η

N

N∑
j=1

sen 2(θj − θi), i = 1, ..., N (4.6)

onde N é o número de elementos (neurônios) da rede. Na Figura 4.2 é ilustrada

a arquitetura de uma rede formada por quatro neurônios (N = 4). Basicamente, a

sáıda de cada neurônio é realimentada para cada um dos neurônios da rede, inclusive

com auto-realimentação. De modo geral, a partir de um estado inicial a rede de

osciladores evoluirá para os desvios de fase em que a informação é armazenada.

Figura 4.2 - Exemplo da arquitetura da rede para 4 neurônios.

As Equações 4.1 e 4.6 são invariantes sob translação constante, ou seja, para qualquer

solução θ(t) e uma constante c ∈ <, θ(t) + (c, ..., c)T também é solução. Isto implica

que existe pelo menos uma direção no espaço de fase em que a solução é neutralmente
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estável.

A Equação 4.6 possui 2N soluções do tipo ponto fixo, correspondendo a todos os

posśıveis padrões bipolares de tamanho N . Seja I = (I1, ..., IN)T um desses pa-

drões bipolares, então existe uma solução única, θ(I), correspondente ao padrão I,

caracterizada por:

|θi − θj| =

{
0 se Ii = Ij

π se Ii 6= Ij
(4.7)

A Equação 4.7 em coordenadas originais representa soluções oscilatórias travadas

em fase, onde os padrões binários são codificados nos desvios de fase dos osciladores.

4.3.3 Função de Lyapunov

O método direto de Lyapunov (também chamado de segundo método de Lyapu-

nov) permite determinar a estabilidade de um sistema sem a integração explicita do

sistema dinâmico (LAKSHMIKANTAM; MARTYNYUK, 1992). O método é uma gene-

ralização da ideia que existe uma “medida de energia” do sistema, e então pode-se

analisar a razão de mudança da energia para verificar a estabilidade. O fato singular

é que se um sistema possuir um estado de equiĺıbrio assintoticamente estável, então a

energia armazenada no interior do domı́nio de atração decai à medida que o tempo

evolui e finalmente assume seu valor mı́nimo no estado de equiĺıbrio. Portanto, a

estabilidade garante a existência de uma função de energia cujo valor se reduz ao

longo do tempo. A simetria da matriz C nas conexões garante que Equação 4.6 pode

ser escrita como um sistema gradiente, com uma função de Lyapunov (energia) dada

por:

L(θi; η, C) = −1

2

N∑
j=1

Cijcos (θi − θj)−
η

4N

N∑
j=1

cos 2(θi − θj). (4.8)

A dinâmica da rede é tal que, a partir de um padrão de entrada (estado inicial)

as soluções movimentam-se em direção aos mı́nimos de energia do sistema. Logo,

quando a evolução das energias parciais de cada elemento da rede estabilizar num

mı́nimo, o padrão é recuperado. A função de energia pode ser reescrita em função

dos padrões armazenados (usando Equação 4.5) da forma:

L(θi; η,Ξ) = −1

2

N∑
j=1

1

N

p∑
µ=1

ξµi ξ
µ
j e

iθje−iθi − η

4N

N∑
j=1

e2iθje−2iθi , (4.9)
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onde Ξ = (ξ1, ..., ξp), e define-se os parâmetros de ordem

mµ(θ) = | 1
N

N∑
j=1

ξµj e
iθj |, µ = 1, ..., p, (4.10)

q(θ) = | 1
N

N∑
j=1

e2iθj |, (4.11)

como uma medida da dinâmica coletiva da rede. O parâmetro mµ é chamado de

sobreposição, ou overlap, e mede a proximidade da solução em relação ao padrão

memorizado ξµ e o parâmetro q revela a proximidade da solução com o padrão

binário mais próximo.

4.3.4 Análise da Estabilidade

A estabilidade de uma solução θ(I) é determinada pelos autovalores da matriz Ja-

cobiana. A matriz Jacobiana de N osciladores com N variáveis é dada por:

J(θ1, ..., θN) =


∂y1
∂θ1

· · · ∂y1
∂θN

...
. . .

...
∂yN
∂θ1

· · · ∂yN
∂θN

 (4.12)

onde y1 = f1(θ1, ..., θN) = θ̇1, y2 = f2(θ1, ..., θN) = θ̇2, · · · , yN = fN(θ1, ..., θN) = ˙θN .

Cada elemento da matriz Jacobiana Jij é dado por:

Jij = Cijcos (θj − θi) +
2η

N
cos 2(θj − θi), se i 6= j (4.13)

Jii = −
N∑
j=1

Cijcos (θj − θi)−
2η

N

N∑
j=1

cos 2(θj − θi), se i = j (4.14)

Os autovalores são obtidos resolvendo |ΛI− J | = 0, onde Λ são os autovalores

a serem determinados e I é a matriz identidade. Uma solução é dita estável se

todos os autovalores são negativos. A condição da estabilidade das soluções pode

ser dada em termos do autovalor máximo da matriz J , denotado por Λmax. Uma

solução da rede de osciladores dada pela Equação 4.6, codificando um padrão I, será
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assintoticamente estável se Λmax < 2η e instável se Λmax > 2η (NISHIKAWA et al.,

2004a).

A Figura 4.3 ilustra a distribuição dos autovalores máximos, Λmax, para três tipos

de soluções θ(I): padrões memorizados, padrões com um bit de erro e padrões alea-

tórios. Para esta simulação foram realizados 500 execuções (amostras) considerando

uma rede composta por N = 1000 osciladores e p = 60 padrões bipolares escolhidos

aleatoriamente com probabilidades iguais. Observa-se que mesmo quando as soluções

são escolhidas entre os padrões memorizados, os autovalores são sempre positivos,

o que corresponde à soluções instáveis mesmo para η = 0. De fato isto ocorre para

qualquer combinação de p > 2 e N (AONISHI, 1998). O papel do segundo termo na

função de acoplamento é deslocar os autovalores em 2η para cada solução corres-

pondente ao padrão armazenado (NISHIKAWA et al., 2004a). A linha pontilhada na

Figura 4.3 indica a fronteira de estabilidade.
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Figura 4.3 - Distribuição do autovalor máximo Λmax para três tipos de soluções: padrão
memorizado, padrão memorizado com um bit de erro e padrões randômicos.

A existência da função de energia garante que qualquer solução do sistema converge

para uma solução travada em fase com t → ∞. Além disso, a estabilidade local

das soluções que representam um padrão memorizado implica na existência de uma

bacia de atração para cada uma destas soluções. Assim, para quantificar o tamanho
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dessas bacias pode-se investigar a proximidade necessária da condição inicial com o

padrão armazenado, de modo que a rede consiga evoluir para os desvios de fase que

codificam o padrão. Para isso, avalia-se a relação entre os overlaps final e inicial de

θ. O overlap inicial, minicial, mede a proximidade do estado inicial (θ(0)) com um

dos padrões memorizados e é calculado utilizando a Equação 4.10. A proximidade do

estado final (θ(t)) com um dos padrões armazenados é denominado de overlaps final,

mfinal, e é determinado a partir da Equação 4.10. Se as soluções estão próximas dos

padrões armazenados então omfinal ≈ 1, ou seja, as soluções correspondem a padrões

praticamente idênticos. Se as soluções estão distantes dos padrões armazenados então

mfinal ≈ 0, o que significa que as soluções equivalem a padrões totalmente diferentes.

A Figura 4.4(a) apresenta o overlap final em função do overlap inicial, após 2000

iterações, para uma rede de N = 200 osciladores e p=12 padrões aleatórios armaze-

nados. O mfinal é a média sobre as soluções de 10 condições iniciais diferentes com

o mesmo minicial. Para valores pequenos de minicial, isto é, para condições iniciais

distantes dos padrões armazenados, a solução da rede também apresenta um mfinal

pequeno. A partir de um certo valor de minicial, em torno de minicial = 0, 6, o mfinal

adquire valores próximos da unidade (recuperação perfeita). Esse valor de minicial

marca a fronteira da bacia de atração da solução de cada padrão armazenado.
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(a) Overlap final em função do overlap inicial após
2000 iterações, para uma rede de N = 200 oscila-
dores e p = 12 padrões aleatórios armazenados.
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(b) Overlap final máximo versus parâmetro η,
para uma rede de N = 200 osciladores e p = 6
padrões aleatórios armazenados.

Figura 4.4 - Fronteira da bacia de atração das soluções, e a influência do segundo termo
na função de acoplamento.
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Também é fundamental avaliar a influência do segundo termo na função de acopla-

mento Γij, para tanto o overlap final máximo em relação aos padrões memorizados

(média sobre 10 condições iniciais distintas) é calculado para diferentes intensidades

η do segundo termo. Os resultados para uma rede de N = 200 osciladores, p = 6

padrões armazenados e minicial = 0, 7 é ilustrado na Figura 4.4(b), e observa-se que

o segundo termo aumenta a eficiência da rede, apresentando uma recuperação da

informação perfeita para η ∈ [0, 1; 0, 3].

Na teoria, a capacidade de armazenamento da rede dada pela Equação 4.6 é de

2η2/logN padrões por neurônio (NISHIKAWA et al., 2004a), no entanto simulações

sugerem que este valor seja maior. Por exemplo, na teoria uma rede N = 200 os-

ciladores e η = 0, 3 apresenta a capacidade de 0,034 padrões por neurônio, e nas

simulações essa capacidade se mostra como sendo igual a 0, 06 padrões por neurô-

nio. Esse resultado pode ser visto na Figura 4.5, onde são mostradas as mudanças

do Max mfinal (média sobre 10 condições iniciais) em relação a capacidade de arma-

zenamento (número de padrões por neurônio). Quando η = 0 não existe a influência

do segundo termo da função de acoplamento Γij, e claramente observa-se uma ca-

pacidade reduzida da rede, que é aumentada com a influência do segundo termo

(η = 0, 2 e η = 0, 3) em Γij.

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

p/N

M
ax

 m
fin

al

 

 
η=0
η=0.2
η=0.3

Figura 4.5 - Overlap final máximo versus capacidade de armazenamento (p/N), para dife-
rentes intensidade de η.
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4.4 Nova Função de Acoplamento Γij

Com o propósito de aumentar a capacidade de armazenamento da rede apresentada

por Nishikawa et al. (2004b), vista na seção anterior, propõe-se uma nova função de

acoplamento, Γij, dado por:

Γij(θj − θi) = Cijsen (θj − θi) +
η

N
(sen 2(θj − θi)− sen 3(θj − θi)), (4.15)

onde o segundo termo desta equação é uma combinação do segundo e terceiro modo

de Fourier. Com essa configuração, o segundo termo de Γij possuirá uma influência

mais sutil na evolução dos estados da rede em relação a rede mostrada na seção

anterior.

Assim, a nova dinâmica de cada elemento da rede será dada por

θ̇i =
N∑
j=1

Cijsen (θj − θi) +
η

N

N∑
j=1

(sen 2(θj − θi)− sen 3(θj − θi)). (4.16)

onde Cij é dada pela regra de Hebb (Equação 4.5). A simetria da matriz de conexões

garante que o sistema 4.16 possa ser escrito como um sistema gradiente, com uma

função de Lyapunov dada por:

L(θi; η, C) = −1

2

N∑
j=1

Cijcos (θi − θj)−
η

12N

N∑
j=1

(3 cos 2(θi − θj)− 2 cos 3(θi − θj)).

(4.17)

Uma solução, possivelmente, irá convergir para um ponto fixo do sistema localizado

em um mı́nimo local desta função de energia.

A condição da estabilidade das soluções pode ser dada em termos dos autovalores

da matriz Jacobiana, J . Cada elemento da matriz Jacobiana, Jij, para uma solução

θ(I) da rede de osciladores modificada é dado por:

Jij = Cijcos (θj − θi) +
η

N
(2 cos 2(θj − θi)− 3 cos 3(θj − θi)), se i 6= j (4.18)
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Jii = −
N∑
j=1

Cijcos (θj−θi)−
η

N

N∑
j=1

(2 cos 2(θj−θi)−3 cos 2(θj−θi)), se i = j (4.19)

A estabilidade das soluções que correspondem a padrões binários em termos do

autovalor máximo, Λmax foi avaliada para três tipos de soluções: padrão memorizado,

padrão memorizado com um bit de erro e padrões randômicos. As simulações foram

implementadas com 500 realizações considerando uma rede de 1000 osciladores e

60 padrões bipolares armazenados. Os resultados das distribuições de Λmax pode

ser vista na Figura 4.6. Observa-se que as distribuições são similares às mostradas

na Figura 4.3. Quando as soluções são escolhidas entre os padrões memorizados,

os autovalores são sempre positivos, também correspondendo à soluções instáveis,

mesmo para η = 0. Na rede mostrada anteriormente (Equação 4.6), o segundo termo

na função de acoplamento tinha o papel de deslocar os autovalores em 2η para

cada solução correspondente ao padrão armazenado. Para esta nova configuração

(Equação 4.16), o segundo termo desloca os autovalores em 3η para cada solução,

como indicado pela linha pontilhada na Figura 4.6. Dessa forma, obtém-se um novo

limiar para a fronteira de estabilidade, onde as soluções serão estáveis para valores

de Λmax < 3η.
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Figura 4.6 - Distribuição do autovalor máximo Λmax para três tipos de soluções: padrão
memorizado, padrão memorizado com um bit de erro e padrões randômicos.
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Os resultados utilizando essa nova proposta, em comparação com a rede de oscila-

dores mostrada na Seção 4.3, será apresentada a seguir.

4.5 Resultados

Nesta seção serão apresentados os resultados da segunda parte deste trabalho. No

decorrer do texto quando se tratar da rede de osciladores dada pela Equação 4.6,

a mesma será referenciada por Rede A, e quando se tratar da rede de osciladores

modificada, dada pela Equação 4.16, a mesma será referenciada por Rede B.

4.5.1 Recuperação de Padrões

Primeiramente, é considerado um conjunto de quatro padrões bipolares (formados

por 1′s e −1′s) para formar a memória da rede. Na Figura 4.7 podem ser visualizados

estes padrões na forma de imagens 10× 10.

Figura 4.7 - Conjunto de padrões armazenados na rede de osciladores.

O estado inicial de cada oscilador é obtido a partir de uma codificação inicial do

vetor de entrada, I, dada por:

θ0(Ii) =

{
0 se Ii = 1

π/2 se Ii = −1
(4.20)

Para as simulações foi implementado um critério de parada para ambas as redes. O

critério deve satisfazer as seguintes condições: (i) todas as energias parciais devem

estar estabilizadas num mı́nimo de energia, e (ii) o mfinal máximo deve ser maior

que 0, 99, isto é a solução deve estar próxima à dos padrões armazenados.

Um versão distorcida do padrão P4 é apresentado como entrada para a Rede A e para
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a Rede B. A perturbação é dada em termos do overlap inicial com minicial = 0, 8,

indicando que o padrão foi apresentado com 20% dos bits trocados. Esse padrão (P4),

com 20% de perturbação é apresentado na Figura 4.8. Os bits a serem trocados são

escolhidos aletóriamente, com a mesma semente para ambas as redes avaliadas. E

também utlilizou-se o mesmo valor η = 0, 3 como intensidade do segundo termo da

função de acoplamento Γ para as duas redes.

Figura 4.8 - Versão distorcida o padrão P4, com 20% dos bits trocados.

A Figura 4.9 apresenta os resultados da evolução dos estados, em forma de imagem,

obtidos com a Rede A a cada 30 iterações. Cada célula da imagem representa um

oscilador e é colorida de acordo com sua fase. Em t=1 tem-se o padrão inicial (P4

perturbado) que foi apresentado para a rede, e após 781 iterações tem-se a recupe-

ração perfeita deste padrão P4.

O mesmo estado inicial utilizado na Rede A é apresentado para a Rede B, e os

resultados da evolução dos estados podem ser vistos na Figura 4.10. Observa-se que

os estados convergem mais rapidamente na Rede B do que na Rede A para os desvios

de fase, realizando a recuperação do padrão P4 perturbado em 571 iterações.

Na Figura 4.11 são mostradas a evolução das energias Li e dos estados θi ao longo do

tempo para a Rede A e Rede B. Em ambas as redes ao passo que os estados evoluem,

as energias convergem para um mı́nimo, e as fases tornam-se travadas. Ao observar a

evolução dos estados θi de ambas as redes em t=400 (indicado pela linha pontilhada

nos gráficos), verifica-se que na Rede B as energias já encontram-se praticamente
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Figura 4.9 - Rede A: Evolução da rede de osciladores de fase durante a recuperação de P4
com minicial = 0, 8.

Figura 4.10 - RedeB: Evolução da rede de osciladores de fase durante a recuperação de P4
com minicial = 0, 8.

estabilizadas enquanto na Rede A alguns osciladores ainda não convergiram para um

mı́nimo de energia. Este resultado indica que a nova função de acoplamento usada

na Rede B faz com que a evolução da dinâmica dos osciladores convirja em menos

iterações para os atratores.

Uma perturbação de 30% (minicial = 0, 7) é atribuida ao padrão P1, e este é apre-

sentado como estado incial para a Rede A e Rede B. Os resultados das evoluções das

fases da Rede A e Rede B podem ser vistos ns Figuras 4.12 e 4.13, respectivamente.

Ambas as redes conseguem recuperar corretamente a informação armazenada (pa-

drão P1) a partir do padrão inicial apresentado. Novamente a Rede B se destaca por

apresentar uma recuperação perfeita após 571 iterações (ver Figura 4.13), enquanto

que a Rede A leva um número maior de iterações (661 iterações), como pode ser visto

na Figura 4.12. A evolução das energias Li e das fases θi de cada oscilador para as

Redes A e B, durante a recuperação deste padrão P1 perturbado, é ilustrada na
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Figura 4.11 - Evolução da função de energia Li e das fases θi durante a recuperação do
padrão P4, com perturbação inicial de 20% (minicial = 0, 8).

Figura 4.14. Observa-se que as energias da Rede B se estabilizam antes das energias

da Rede A.

Figura 4.12 - Rede A: Evolução da rede de osciladores de fase durante a recuperação de
P1 perturbado com minicial = 0, 7.

A Figura 4.15 ilustra os resultados da evolução das fases, quando o padrão P2 com

45% (minicial = 0, 55) dos bits trocados aletóriamente foi apresentado como entrada

da Rede A. Os resultados, com a mesma condição inicial, aplicada a Rede B podem

ser vistos na Figura 4.16. Comparativamente, observa-se que a recuperação com a

Rede B é melhor do que a obtida com a Rede A. Nos gráficos da evolução das energias

Li e dos estados θi mostrados na Figura 4.17, pode-se observar o que ocorre durante

o processo de recuperação dessa informação (padrão P2 perturbado) na dinâmica da
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Figura 4.13 - RedeB: Evolução da rede de osciladores de fase durante a recuperação de P1
perturbado com minicial = 0, 7.
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Figura 4.14 - Evolução da função de energia Li e das fases θi durante a recuperação do
padrão P1, com perturbação inicial de 30% (minicial = 0, 7).

Rede A e Rede B. A linha pontilhada nos gráficos ilustra o t = 500, onde observa-

se que na Rede B as energias estão quase estabilizadas nos mı́nimos de energia,

enquanto que na Rede A dois osciladores ainda não convergiram para um mı́nimo.

Após 1261 iterações os estados da Rede A convergem para três regiões, no caso π, 0 e

−π, onde o padrão é armazenado. Note que a Rede B atinge a recuperação perfeita

em praticamente metade das iterações, no caso 661 iterações. Uma das explicações

plauśıveis para o melhor desempenho da Rede B em relação a Rede A é devido a

pequena perturbação do termo modificado sobre a função de acoplamento Γ a cada

iteração. Assim, essa pequena perturbação deve influenciar com mais ponderação na

eficácia sináptica, e assim fazer com que os osciladores evoluam para os desvios de

fase que armazenam a informação com menos iterações.
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Figura 4.15 - Rede A: Evolução da rede de osciladores de fase durante a recuperação de
P1 com minicial = 0, 55.

Figura 4.16 - RedeB: Evolução da rede de osciladores de fase durante a recuperação de P3
com minicial = 0, 55.

4.5.2 Análise da Recuperação de Informações

A fim de investigar a quantidade de informação armazenada por neurônio, de modo

que a rede de osciladores recupere perfeitamente a informação, foram realizadas

simulações com diferentes capacidades de armazenamento para ambas as redes. Nas

simulações foram considerados 200 osciladores e diferentes tamanhos de conjuntos

de memórias formadas por padrões bipolares aleatórios e com mesma probabilidade

de ocorrência. Para cada simulação foram usados 10 estados iniciais perturbados em

30% e o mfinal máximo, em relação aos padrões armazenados, é calculado para cada

uma dessas condições. O mesmos conjuntos de memórias foram utilizados na Rede A
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Figura 4.17 - Evolução da função de energia Li e das fases θi durante o processo de recu-
peração do padrão P2 com minicial = 0, 55.

e Rede B.

Na Figura 4.18 são ilustrados os resultados obtidos com a Rede A e a Rede B para três

valores de η. Quando η = 0, a influência do segundo termo na função de acoplamento

é nula, ou seja, as duas redes são iguais. Nesse caso, observa-se que a capacidade de

armazenamento com recuperação da informação é reduzida. Ao passo que quando o

segundo termo é considerado essa capacidade é aumentada. A linha pontilhada nos

gráficos, em 0, 06, destaca a capacidade máxima de armazenamento das duas redes,

considerando η = 0, 3. Quando o parâmetro η é modificado para 0,6 a Rede A não

consegue recuperar corretamente os padrões armazenados, enquanto que a Rede B

consegue recuperar os padrões com a capacidade de armazenamento reduzida para

0, 05.

De modo geral, a modificação realizada na função de acoplamento da Rede B não

aumentou a capacidade de armazenamento como se esperava. Por outro lado, a

proximidade da solução encontrada com os padrões memorizados (mfinal) é muito

maior na Rede B do que na Rede A. Este resultado pode ser visto na Figura 4.18(b),

com mfinal máximo muito próximo de 1 para η = 0, 3 e η = 0, 6.

Um ponto importante a verificar é a influência do segundo termo de intensidade η da

função de acoplamento na recuperação da informação. Assim, a Figura 4.19 ilustra

a variação do mfinal máximo em relação ao parâmetro η para as redes A e B. As
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Figura 4.18 - Capacidade de armazenamento para recuperação da informação da Rede A
e a Rede B, para três valores distintos de η.

duas redes são compostas por N = 200 osciladores, p = 6 padrões armazenados e

minicial = 0, 7. Observa-se que na Rede A o mfinal máximo está próximo de 1, para

uma variação do parâmetro η de 0,1 a 0,4. Por outro lado, na Rede B a variação

deste parâmetro vai de 0,1 a 0,9 para a mesma condição de mfinal máximo (∼ 1),

indicando que pode-se escolher uma gama maior de valores para η de forma a resultar

numa recuperação perfeita dos padrões armazenados.

Uma forma mais completa de visualizar as relações entres os parâmetros η e capaci-

dade de armazenamento, em relação a recuperação das informações, pode ser vista

nas Figuras 4.20 e 4.21 referentes as redes A e B, respectivamente. As intensida-

des de cores estão associadas a recuperação dos padrões armazenados, sendo que a

recuperação perfeita está relacionada ao vermelho intenso.

Na Figura 4.20 pode ser vista a região no espaço dos parâmetros η e p/N para o qual

a Rede A apresenta recuperação perfeita da informação, onde o overlap final está

próximo da unidade. A Figura 4.21 apresenta os resultados obtidos com a Rede B.

Observa-se que a região de influência para uma recuperação da informação é maior
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Figura 4.19 - Influência do segundo termo de intensidade η da função de acoplamento na
recuperação da informação. Para uma rede composta por N = 200, p = 6
padrões armazenados e minicial = 0, 7.

na Rede B do que na Rede A, evidenciado pela maior área em vermelho.
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Figura 4.20 - Rede A: Dependência dos parâmetros η e capacidade de armazenamento
para recuperação de informações.
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Figura 4.21 - Rede B: Dependência dos parâmetros η e capacidade de armazenamento para
recuperação de informações.

Outro ponto de análise é investigar a proximidade necessária da condição inicial com

o padrão armazenado de modo que a rede consiga evoluir para os desvios de fase que

codificam o padrão, ou seja, a bacia de atração das soluções que representam um

padrão memorizado. Para isso, investiga-se a relação entre os overlaps final (mfinal)

e inicial (minicial) dos estados θi.

A Figura 4.22 apresenta os gráficos do mfinal versus minicial da Rede A e da Rede B

para três valores de η. As redes são formadas porN = 200 osciladores e p = 8 padrões

aleatórios armazenados. O mfinal é a média sobre as soluções de 10 condições iniciais

distintas, com o mesmo minicial. Para valores pequenos de minicial, as soluções de

ambas as redes geram valores de mfinal também pequenos, indicando que as soluções

estão distantes dos padrões memorizados. Para η = 0, as duas redes são idênticas

e apresentam o mesmo comportamento. A partir de um certo valor de minicial, em

torno de minicial = 0, 6, o mfinal adquire valores próximos de 1 (η = 0, 3 e η = 0, 4).

Este valor de minicial marca a fronteira da bacia de atração da solução de cada padrão

armazenado. Observa-se que para η = 0, 4 as redes apresentam resultados próximos.

Porém, para η = 0, 3 observa-se que os resultados são distintos, com mfinal tendendo
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a 1 para valores de minicial em torno de 0,7 para a Rede A, enquanto que para a

Rede B o mfinal tende a 1 a partir de minicial ∼ 0, 6.
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Figura 4.22 - Overlap final versus inicial para N=200 e p=12, para diferentes valores de η.

A seguir será apresentado um experimento envolvendo a capacidade humana de

identificar padrões perturbados, além de comparar tais resultados com a sáıda da

Rede B.

4.5.3 Experimento com Padrões Binários

O objetivo deste experimento é investigar a habilidade humana de reconhecer pa-

drões binários perturbados, ou seja, determinar o limiar de minicial a partir do qual

um indiv́ıduo consiga reconhecer o padrão apresentado de forma correta, além de

verificar se existe uma concordância com os resultados obtidos a partir da rede de

osciladores.

Para tanto, o conjunto de memórias fundamentais será formado pelas letras maiús-

culas do alfabeto, que pressupõe-se fazer parte da memória permanente de qualquer

indiv́ıduo. Esses padrões são apresentados para o indiv́ıduo antes do ińıcio do teste.

A Figura 4.23 ilustra o conjunto de imagens das letras do alfabeto que compõe as

memórias.

O experimento teve duas etapas, na primeira foi desenvolvida uma interface inte-

rativa desenvolvida com a ferramenta GUI Development do Matlab, e na segunda
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Figura 4.23 - Letras maiúsculas do alfabeto utilizadas no experimento.

etapa 20 indiv́ıduos foram convidados a realizar o teste. Na Figura 4.25(a) é ilus-

trada a interface do experimento mostrando a letra H com 10% de perturbação e

as alternativas para o ind́ıduo marcar a resposta. Para cada experimento (respostas

de um indiv́ıduo), foram geradas 45 perturbações em letras escolhidas aletoriamente

do cojunto de memórias fundamentais. Esse conjunto de perturbações está contido

no intervalo minicial ∈ [0, 3; 1.0] e cada perturbação se repetiu três vezes ao longo do

teste, de forma que o resultado é uma média de 3 pontos para cada perturbação.

A Figura 4.24 apresenta o resultado do teste realizado por um dos indiv́ıduos.

Observa-se a variação do número de acertos até minicial = 0, 65 é aleatória, uma

vez que as letras geradas com até esse valor de perturbação são dif́ıceis de serem

identificadas. Para exemplificar este fato observe a Figura 4.25, onde é posśıvel iden-

tificar a letra H, mas para perturbações maiores, minicial = 0, 6 (40%) e minicial = 0, 5

(50%), a identificação torna-se muito dif́ıcil, como pode ser visto na Figura 4.26. As-

sim, a escolha da alternativa correspondente à letra perturbada neste último caso,

torna-se aleatória.

O resultado geral do experimento obtido a partir das respostas de 20 pessoas é

apresentado na Figura 4.27, em comparação com o resultado gerado pela rede de

osciladores definida na Equação 4.16 e discutida na seção anterior (Rede B). A curva

em azul representa a média das respostas de todos os indiv́ıduos, enquanto que a

curva em vermelho é resultado da simulação da Rede B composta por 200 osciladores,

12 padrões armazenados e perturbações análogas às inseridas no experimento.
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Figura 4.24 - Média de acertos obtida para o experimento realizado com um indiv́ıduo.

(a) (b)

Figura 4.25 - Interface do experimento ilustrando a letra H com (a) 10% (minicial = 0, 9)
e (b) 30% (minicial = 0, 7) de perturbação, e as cinco alternativas para a
escolha.

A partir da Figura 4.27 é posśıvel verificar que o resultado gerado pela Rede B

está em concordância com os resultados experimentais, divergindo ligeiramente no

limite da perturbação mı́nima a partir da qual é posśıvel recuperar totalmente os

padrões memorizados pela rede. Esta perturbação mı́nima ocorre em minicial ∼ 0, 6
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(a) (b)

Figura 4.26 - Interface do experimento ilustrando uma perturbação de (a) 40% (minicial =
0, 6) e (b) 50% (minicial = 0, 5) em letras aleatórias.
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Figura 4.27 - Média de respostas corretas em função de minicial.

para a rede de osciladores, enquanto no experimento observa-se que esse limiar é

de minicial ∼ 0, 7 para a média de acertos equivalente à obtida pela rede de oscila-

dores. Essa diferença se deve ao fato da rede ser capaz de ponderar as informações

armazenadas na memória, através da função de acoplamento, chegando ao padrão
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armazenado com ńıveis de perturbação maiores em relação ao obtido no experimento.

4.6 Conclusões Parciais

Neste caṕıtulo foi explorado o travamento das fases em estruturas de redes de osci-

ladores em uma configuração de “rede neural artificial”, que atua com uma memória

associativa permitindo o armazenamento dinâmico de padrões. A modificação da

função de acoplamento na rede de osciladores melhorou o intervalo de tempo ne-

cessário a recuperação das informações armazenadas aproximadamente de 10% a

20%, dependendo dos parâmetros utilizados. Entretanto, a rede apresentou apenas

uma melhora marginal da capacidade de armazenamento dos padrões. Um expe-

rimento envolvendo identificação de padrões binários, aplicado a um grupo de 20

indiv́ıduos, apresentou um limiar similar ao da rede de osciladores para recuperação

das informações.
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5 CONCLUSÃO

Este trabalho teve por objetivo explorar o fenômeno da sincronização de fase entre

osciladores caóticos visando: (1) introduzir uma metodologia simples e eficiente apli-

cável à detecção deste fenômeno a partir de séries temporais; (2) explorar esse fenô-

meno no armazenamento de informações no contexto de redes oscilatórias neurais

artificiais. Para cumprir o objetivo (1) foi desenvolvida uma metodologia, baseada

na análise espectral por meio de mı́nimos quadrados, de forma a obter a fase de

sistemas caóticos não coerentes e de séries temporais. No que tange ao objetivo (2),

introduziu-se um modelo de redes oscilatórias neurais artificiais baseada no modelo

de Kuramoto, onde padrões de informação ficam armazenados em atratores estáveis

da rede.

Dentre as principais contribuições deste trabalho destaca-se o método SFMQ im-

plementado para identificar a sincronização de fase. Os resultados obtidos com este

método mostram uma boa consistência em relação a métodos já existentes para este

fim. Deve-se ressaltar que essa metodologia não requer projeções ou reconstrução do

atrator, sendo esta uma das principais vantagens do método. É importante notar

que este trabalho também contribuiu com a investigação da sincronização de fase

em dados experimentais provenientes de dois circuitos de Chua acoplados. Este tra-

balho também contribuiu no sentido de aprimorar uma rede de osciladores através

da modificação da função de acoplamento, o que resultou numa melhor recuperação

das informações armazenadas. Por fim, a metodologia de reconhecimento de padrões

foi validada a partir de um experimento no qual foi verificada a habilidade humana

de reconhecer padrões binários perturbados.

De modo geral, a implementação do método SFMQ é relativamente simples e ao

mesmo tempo tal método mostrou-se robusto. A escolha dos parâmetros apropriados

para aplicar essa técnica pode ser realizada através de uma análise prévia da série

temporal a ser investigada. Um ı́ndice de sincronização foi introduzido para analisar

a transição para a sincronização de fase entre dois osciladores de Rössler acoplados.

Este método também mostrou-se aplicável na investigação da sincronização de fase

em diferentes tipos de sistemas caóticos e a dados experimentais.

Uma rede de osciladores baseada no modelo de Kuramoto foi concebida para ar-

mazenar e recuperar informações em suas trajetórias. Os resultados referentes à

recuperação das informações sugerem uma capacidade de armazenamento maior do
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que prevê a teoria. Além disso, a inclusão de um novo termo na função de acopla-

mento mostrou um resultado significativo, melhorando a recuperação da informação.

A habilidade humana de reconhecer padrões binários perturbados foi investigada du-

rante a realização de um experimento. O resultado mostrou que uma perturbação

inicial de no máximo 30% nos padrões armazenados, possibilitou o reconhecimento

da informação. Esse resultado é muito similar ao obtido pela rede de osciladores.

5.1 Sugestões para Trabalhos Futuros

Em relação a estudos futuros envolvendo a sincronização de fase, sugere-se:

• Expandir o método SFMQ para verificar a sincronização de fase em grandes

conjuntos de sistemas acoplados;

• Inferir um ı́ndice de sincronização capaz de diferenciar a ocorrência da

sincronização de fase e os demais tipos de sincronização;

• Investigar o desempenho da rede de osciladores durante a recuperação de

informações com altos ı́ndices de correlação;

• Avaliar outros tipos de funções de acoplamento;

• Investigar aplicabilidade de uma rede heterogênea de osciladores para o

processamento e armazenamento de informações;

• Realizar o experimento com padrões binários para um maior número de

indiv́ıduos;
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0959-4388. Dispońıvel em: <http://www.sciencedirect.com/science/article/

B6VS3-4YFS5RK-1/2/69205837fa4788ae95c4b3276337f10d>. 53, 54

ENGEL, J.; PEDLEY, T. A. Epilepsy: a comprehensive textbook. 2nd. ed.

Philadelphia: Copyright, 2008. 1, 53

FOLLMANN, R.; MACAU, E. E.; JR., E. R. Detecting phase synchronization

between coupled non-phase-coherent oscillators. Physics Letters A, v. 373, n. 25,

p. 2146 – 2153, 2009. ISSN 0375-9601. Dispońıvel em:
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APÊNDICE A - CIRCUITO DE CHUA

O circuito de Chua mostrado na Figura A.1(a) é um circuito eletrônico que exibe

uma variedade de bifurcações e caos (MATSUMOTO, 1984). Este circuito contém um

indutor, dois capacitores, um resistor linear e um resistor não linear. As equações de

estado do circuito são dadas por:

C1
dVC1

dt
= G(VC2 − VC1)− g(VC1) (A.1)

C2
dVC2

dt
= G(VC1 − VC2) + iL

L
diL
dt

= −VC2

onde G = 1
R

, VC1, VC2 e iL denotam a voltagem através do capacitor C1, a voltagem

através do capacitor C2 e a corrente através do indutor linear L, respectivamente.

A função g(.) é linear por partes e definida por:

g(VC1) = m0VVC1 +
1

2
(m1 −m0)[|VC1 +Bp| − |VC1 −Bp|] (A.2)

(a) O circuito de Chua consiste de um indutor li-
near L, um resistor linear R, dois capacitores line-
ares C1 e C2 e um resistor não linear NR.

(b) Função linear por partes caracteŕıstica do re-
sistor não linear do circuito de Chua. As partes ex-
ternas possuem inclinações m0, e a região interna
possui inclinação m. Os dois pontos de quebra são
±Bp.

Figura A.1 - Circuito de Chua e função linear por partes.
Fonte: Kennedy (1992, p.2).
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A implementação prática do circuito de Chua pode ser realizada usando componentes

eletrônicos padrões. Na Figura A.2 é ilustrado os esquema prático para a construção

do circuito de Chua. Para implementação do circuito são utilizados um amplificador

operacional (op amps) TL082 dual JFET, duas baterias (9V), seis resistores para

implementar o resistor negativo, dois capacitores, um indutor, e um resistor variável.

A lista de componentes é mostrada na Tabela A.1.

Figura A.2 - Esquema prático para implementação do circuito de Chua usando um ampli-
ficador operacional de oito pinos integrado no circuito.
Fonte: Kennedy (1992, p.13).
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Elemento Descrição Valor Tolerância
A1 Amp. Op (1

2
AD712, TL082, ou equivalente)

R1
1
4

W do Resistor 220 Ω ±5%
R2

1
4

W do Resistor 220 Ω ±5%
R3

1
4

W do Resistor 2,2 kΩ ±5%
A2 Amp. Op (1

2
AD712, TL082, ou equivalente

R4
1
4

W do Resistor 22 kΩ ±5%
R5

1
4

W do Resistor 22 kΩ ±5%
R6

1
4

W do Resistor 3,3 Ω ±5%
C1 Capacitor 10 nF ±5%
R Potenciômetro 2 kΩ
C2 Capacitor 100 nF ±5%
L Indutor (tipo TOKO 10RB ou equivalente 18 mH ±10%

Tabela A.1 - Lista de Componentes

Fonte: Kennedy (1992, p.13).
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Propostas e Relatórios de Projetos
(PRP)

Publicações Didáticas (PUD)
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Publicações Seriadas Programas de Computador (PDC)
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