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ABSTRACT

The veport deseribes an interpolating method by a digital
computer, This method is based on weighted least squares approximation
technique, using wetights in order to obtain a quadratic polinomial,
which acts as an gpproximation to a given surface. These weights depend
on the distances of the surface data pointe to the point where the
polinomial 18 being fit.
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1. INTRODUCKO

0 problema de interpolacdo em uma superficie, irregularmen
te amostrada, e ainda objeto de constantes pesquisas, pois aparentemente
nao existe uma solucao "otima", sendo cada caso estudado individualmente.

Tendo surgido no INPE, o problema do tracado de isolinhas,
surgiu tambem, como consequencia, 0 da interpolacadc de superficies. Um
método de facil implanta¢dao e de bons resultados, no caso geral, recomen
dado pela literatura, & o de minimos quadrados ponderados, que & o obje
to do presente trabalho no que tange a sua implantagao e testes. Unm ou
tro, também proposto, & o de ajuste por transformadas de Fourier, que se
ra objeto de trabalho futuro.

Este trabalho consiste na implantacdo de uma rotina para
o ajuste por minimos quadrados ponderados. O polinomio usado para o ajus
te & de segundo grau e bi-dimensional. Graus mais elevados nao sao usa
dos por dificultarem a especificacdo do polindmio.

0 programa de minimos quadrados ponderados basicamente con
siste em se montar as equacoes na forma de matrizes para obter-se 0s coe
ficientes do polinomio quadratico. Assim, para qualquer ponto (a,b), en
contra-se o valor do polinomio z = f {a,b).

2. METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

Suponhamos ser nosso problema representar por um polindmio
de grau n

Y(x) =ay +ax +ax2+ ... +ax"e

um conjunto de n pontos (x1,y1), (xz,yz), cees (xn,yn).



-2 -

Representacao Grafica:

v

0 metodo de minimos quadrados @ um dispositivo de ajustar
uma curva a um conjunto de pontos dados. Em geral, os pontos usualmente
obtidos de observacdo sao dados pelos pares: (x],y]), (Xpo¥n)s «ovs (X5
yn), e, por exemplo X7 ha uma diferenca entre o valor observado, 2
e 0 valor correspondente da curva Y. As distancias podem ser positivas,
negativas ou zero. Um "ajuste" & determinado pela soma das diferencas
ao quadrado,

(Vy =y N2+ (v =y ()2 + e (y, - ¥ (x,))2
a maior ou menor grandeza desta soma indica uma pior ou melhor aproxima
¢a0 a uma curva dada, '

Entao,de todas as curvas aproximando um conjunto de pontos

dados, a curva tendo a propriedade de que (y]—y(x]))2+(y2-y(x2))2+ eoot
+ (yn-y(xn))2 @ minimo € chamada de "melhor curva de ajuste".
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Uma curva que tenha esta propriedade & suposta ajustar oS
dados, no "sentido de minimos quadrados", e & chamada de “"curva de mini
mos quadrados"”.

0 metodo matematico seque abaixo:

n
Q= [ (Y (%)-¥;)?
i=1 -

Nerivando com respeito aos coeficientes vem:

3 - oo E (Y (xi)={a, + ay%; + a,x% + +ax)) =0
e XTI * 8q%g T AKG T e T AT
a .
0 =
Moo E (Y (xj)={a, + ayx; + a,x% + +axt)) =0
-2 Xi)3p # 39Xy ¥ G T e A 0 Ky
1 i=1
Q.o E (Y (xi)s{a, + a,x; + a,x% + +a x" 2=0 (V)
aa -'x-:i—_..o -!,i 2.i L Y n.l .x.i
2 i=1
a0 t 2 ny N
- =0 J (Y (xi)=(ay + agx; + X5 + ...+ a x;) x4 =0

n i=1
onde a derivada igual a zero indica um maximo ou minimo local.
Agrupando os termos, temos:

n n
{ Y (xi) - Z a -3y L X -2 I x¥-..-a ] x=0
i=1 i=] i= =

Il ~13

n n n
%Y (%)-a, 2 x;j =2yl x3-a [ ox-.-2a ] UL )

i=] i=1 i
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n I oo . no N g2 )
¥ xFV(x;0a, I xF-a; Ix}-a Ixd-.o-a Txi =0 (2)
i=1 i=1] i=1 i=1 i=1
n n *n n n

n - n n+i n+2 2n
z X.iY(X.i)ao z x.i - ] E X.i - az z X.i = ses T an z x.i = 0
i=] i=1 i=] i=] i=1
ou ainda:

n N n . n y
na +a;lxgta, fxit.ta Ixe= oY (x)
i=1 =1 =1 s

n no n o 0o 0
a, Lxgtap Lxfra, Pxdeata Pxgo= L x¥(x;)

=1 =1 i=1 i=1 i=1

n o no. n o N 0
3 Zx'i ty in+a2 in"‘"‘ ta, in = inY(xi) (3)

=1 j=1 i=1 i=1 i

n n n n n

n n+l n+2 2n n

a, Lxqtay Lxg oAy pxo+..tay DX = L oxYixg)

i= i=1 i=] i=] i=1

Colocando em forma matric1a1 vem:



it~ 3
>
wic 3

ne--13

1] e =

(4)
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Observamos que a matriz quadrada & simétrica. Para chegar
as equacOes existe uma regra mnemonica, que & a Seguinte:

Tomando o polinomio na sua forma original

n

= 2
Y(x) =a_ + aqX + A%+ L.+ a X,

0

escrevendo-0, para melhor visualizacdo da reqgra mnemonica, em forma ma
tricial, temos

Q1 X x? ... x") a

az = Y(X) (5)

n g

\

Myltiplicando a equagao (5) pelo seuy primeiro elemento que
€ 1 e aplicando a somatoria g] obtemos a primeira equacac do sistema 3.

n n
na, +a; X; + @ x3 +...+a X o= ¥ V()
o 1§1 2 E] A AL

Para obtermos a Sequnda equagao do sistema 3,multiplicamos
a equagdo 5, pelo seu segundo elemento que € x e aplicamos a somatOria

E ]

2 3 1 n+1 n
]x. + 2 Z x? + a, Z X}t oot ‘Z]xi = 1 xY(x)
1= =

%

H-13

i

Procedendo da maneira analoga, para obtermos a k-gsima e
quacao do sistema 3, mu1t1p11camos a equacao 5 pelo seu k-esimo  elemen
to e aplicamos a somatdria z .

= n
n
k k+1 k+2 +k _
a X: + a cee + 2 9 X; Y X
o izl 1 % 1211 n i417%4 z (x;)
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3. METODOS DOS MINIMOS QUADRADCS PONDERADOS

Quando se trata de duas variaveis e de um grande nimero de
pontos (xi, ¥4» Z3)s 1 =1, ooy, nao & aconselhdvel usar o método clas
sico de ajustar um polinomio z = f (x,y) de grau muito alto para forne
cer um ajuste exato em todos os n pontos. Haveria uma dificuldade de eS
pecificar o tal polinomio e, além disso, a superficie resultante seria
extremamente “dobrada" e "mentanhosa". Portanto trataremos do caso de po
linomios de grau dois.

Supondo que queremos estimar a superficie f (a,b) no ponto
(a,b), ent3o temos o polinomio quadratico P(x,y) = Coo FCloX*Cp ¥t
+ Cop X2 4+ €1y XY + Cgp y2, que serd utilizado no sentido do método u
sual de minimos quadrados. A diferenca entre o método usual de minimos
quadrados e o metodo presente & que, neste, s30 necessarios aqueles pon
tos (xi’yi) proximos ac (a,b) para "carregar mais peso” do que os pontos
mais distantes.

0 metodo matematico Seque abaixo, na mesma Sequencia:
a 2 2
Z(xsy) =cog*CpX ¥y ¥ Feg Xt Oy X g Y

Q=
i

0 ~3 3

: (Z(x{»¥; = Z3)2 w(x;,y;) onde w & a funcdo peso

n
3 2 21 =
—— = O L u(xj;) (= (cqpteqoxiogyiterXireniviteoayi)) = 0

N _ .

1
o

- 2 2 =
WXy 35 M (o0 te 0%y HeoqYyter gX e ¥iY e i )%

13

1

L. 0~

|

i1 ~13
il

- 2 2 -
W(xs 5 )(Z-(copreygXiHe Y Ho10XF He Xy Yy teoayi 1 s = @

(6)

n
a0 - 2 21 )2
0 =



n
_3Q
- =0 ->1§]w(;,:1 ¥ ;) (Z-(cggteq g% )Y i+¢ %3 24cy 1X3Y 5 *ego¥d) Ixiyy = 0

n

g _ _ 2 2V Y2 =
;_ = () —riz w(x.] ,y_])(Z (COO+C]OX1+CO1‘Y1+C] Ox'i+c'|1x'iy'i+c02‘y'i))yi =0
02 - ‘

n n

n
i£1w(xi’yi)Z-iz1w(xi’yi)coo-c‘°i£1w(xi’yi)xi“co1i£1w(xi=yi)yi'

n

n
w(x; Y5 )% 2- o0, ZW(x WY 5)% “10, ): Wix; 2yi)x CO] Zw(x Y5 )%Y5-

-y
ne~=3=
_J

n

n n
- 3. 2y - 2 -
0,4, (i Y3 X3-eq L WOxGoy; Ifyymegp L (xg vy dxivd = 0

n n

n
- - 2 -
1Z1w(x1 Yy 52 C{JO Z (x; %) C1O'I=Z-TW(X1 ) %3¥5 CO.I-IZ]W(Xi Y3 )5

n n
n
-Cpp T W(xi’yi)*$Yi'°11izlw(xi’yi)x1y$“°oziZ}W(xi’y1)y? =0
i=1 = =

(7)

n n
]'2-11“,(,(1 i )x 7- COO z w(xl ,y1 xz ~C1g g w(xi ,yi)x.?-cmiz]w(xi 2Y )x12y1-

n n n
- - Iy .- 202 =
20,1 WX ¥y )Xoy L WY X{yimegp § kv Dy = 0



n n

n
- 2y
R e e R N S R RN

n n
2. 3v. - 2v2_
X3 3q XY Emcp, L WOK Y XY moq T WOk o3 0]

I} 3

-C
0742

- 3 =
oz,L Wi 5¥3 %3] = O

n n n n
27~ 2. - 3 .
1=le(xi Y5 y3L ngizl (%3 )¥% c101£1W(xi Y3 )%3Y4 c011£1W(x1 ¥ )3

n n
C0, L, % 5 Qg ey LwOxs ¥y xyymcop 4 wixy sy} = 0

IIM:J
——

n
2
L0 Yq)egqtcro, ZW(" ¥ i+ ZW(X Yil¥regp L wlxgy; )5 +

n

n
o1, L YN vegp, T WO oyi0vE = T W ;)

—
[ et |
—

n n n n
S0 2% ¥y Ixirerg E Wxg vy ey Lk sy yregg § WO Yy ]+

n n n
fopn gy Mg Ky regp L wixgayidngyg - LGy %42

n n
“00, 21 (x;5¥5 )y1+cm Z w(x1 Y )X 1yi+c01 Ew(x Y4l +C20 Z w(’(1 Vi Ix3ypt

n n
ey, Ew(x s )x]y{'c02 2 wix; ;)3 = 121 w(xs 25 )52
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n ) n 3 n o 2 n "
00,4, "xi ¥y ey 1 wixy Piitcgy, 2k i Y g L Wixg v )+

n n
3 . 2y2 -
Feqy 2 wlxg s )xiyiﬂOZiglw(xi Vi Y5 =

W(X.l sy-| )x.fZ

-
LI o Tos P
—

n n n
2 2
A e DR A R A TS

n n N
v 3 242 3 -
VR LR A TIPS Xy reop, L W0k i )y =

n

=i§]W(xi Y3 )% 2

)
c
001.

N r~13

n
Yo Ll s xiviregy L WO v +

i
0 2 N 3 T 3 7 2
+C20i£1w(x1 sy-i )X.iy,lg+c.! .’1£]W(xi ,.y.i )xiyi+c02i§1w(xi ,y_i )y‘i =_iz.'w(x'i ’yi )y.i Z
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Para

Observemos que a matriz quadrada também & simétrica.
regra

chegar ds equacoes, aqui também, como no case anterior existe uma
mnemonica.
Tomando o polindmio na sua forma original Z = oo * €0 X *
2 2 - + I
* Coy ¥ Gy X5 F Gq X * gy ¥© @ transformando-o na forma matricialte
mos :

)
(W x y %2 xyy?) ey = Z(x.y) (10)

S

Entdo, multiplicando a equacdo 2.5 pelo seu primeiro elemen
- . n s - —
to, que e 1, e aplicando aig]w(xi,yi) obtemos a primeira equacdo do siste

ma 7:

n n n n
(L WOxga¥ydeggreyg B ik ¥y )xegy T WOk o¥;)9y¢ep0 § Wiy ¥y )} +

i= =

n n n

Para obter a segunda equagao do sistema 2.3, e multiplicar
a equacdo 10 pelo seu segundo elemento que € x e aplicar a iE]w(xi,yi)

n

n n
]w(xi,yi)xi+c]0.z1w(xi,yi)x$+co]iz
']:

n
00,2 kv IxiYyregp ) Wi WG +

n n
Z1W(Xi sYj )Xi.V.lg = -_Z]W(X.i WY )X-i Z(x-i ’y'i)

n
y 2
rery, (XY XYty
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Procedendo da mesma forma, acharemos qualquer equagao do sis
tema 8.

Essa regra pode ser aplicada a um polinomio de qualquer grau
e serve tanto para o método de minimos quadrados, como para o método de my
nimos quadrados ponderados.

4. TMPLEMENTACKO

0 algoritmo de minimos quadrados ponderados consiste de uma
sub-rotina, que sera chamada do programa principal, no momento da interpo
lagao.

0 objetivo do algoritmo & determinar o valor de Z no ponto
(a,b), mas antes determinando oS coeficientes do sistema 8.

Mui seque uma explicacao mais detalhada do algoritmo. A lis
tagem da "procedure" de MINIMOS QUADRADOS PONDERADOS esta anexada, no Apen
dice I.

real procedure minimos quadrados ponderados;

0 algoritmo usa uma matriz e (6 x 6) que serve para formar a
matriz principal da equacao 9 e um vetor v(6) que contém os valores do ve
tor resultante da equagao 9.

Primeiro, o algoritmo zera a matriz ¢ e 0 vetor v

Parai =1ate 6 v =0;
Para i =1 ate 6
Para j =1 ate 6 e =0;

A partir disso, o algoritmo formard a matriz principal atra
veés dos pontos x,y,z.
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Para i=1aten
inicio
térm = w (x,y)

0 w & uma funcdo peso que & calculada numa Sub-rotina e a  variavel
term tem o valor de w.

x term = x x term

y term = y * term
x2 term = x% » term

y2 term = y2 * term

xy term = x » y % term

0 algoritmo multiplica x, y, x2, xy pela variave]l term para
diminuir o tempe de maquina.

Nessa parte, o algoritmo preenche a matriz e. Como a matriz
é simétrica, o algoritmo coloca os valores obtidos somente nos lugares a
propriados e entdo farda a obtenc@o do vetor v.

z term = z x term

v [1] =v |1} + z term

v |2] =v |2] + x » term

v |3 =v |3] +y % z term

v |4 = v |4] + x2 x 2 term
v |5] = v |5] + xayx z term
v |6] =v |6] +y? % z term

fim;

Neste ponto, o algoritmo ja tem, através dos n pontos de x,
y € 2, o sistema completo. Como no bloco acima a matriz e sé foi  formada

por alguns elementos, agora os demais elementos da matriz serao preenchi
dos.
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1 ate 5

Para i

Para j =1 +1 ate 6 e |j,i] =e [i,]|

Para resolver o sistema, j& existe no INPE uma rotina
LINEQNIMPRV, que resolve, aplicando o metodo de Gauss, as seis equacles
lineares fornecendo as seis incognitas, no caso os seis coeficientes no
vetor coef |1, ..., 6].

Para calcular z num ponto (a,b):
minimos quadrados ponderados = coef |1| + q = {coef {2] + b * coef [4] +

+a % coef |5]) +b » (coef |3| + bxcoefl6|)

5. FUNCAO PESO

w € uma funcdo peso que depende de x e y. Ha flexibilidade
na escolha da funcao w, dando o peso de um ponto como uma funcdo de qua
drado da sua distancia ao ponto sendo considerado.

0 uso do simples 1/d2, ou, para evitar "overflow", aritméti
co, (1/{d? + c)para ¢ pequeno, provou ndo ser satisfatorio, Isto talvez
ocorra por terem os pontos remotos de {a,b) muita influéncia. As fungDes
mais rapidamente decrescentes, como w = 1/(d? + ¢)*, tem mostrado dar re
sultados mais precisos. 0 mesmo acontece com as fungdes decrescentes ex
ponenciais w = exp (-od?) para um o« constante, Se os pontos estac sujei
tos a um erro experimental, o uso de tal funcao exponencial, com um valor
pequeno de a, talvez leve a suavizagao da superficie. Contudo, se os da
dos sao exatos, quando (a,b) estd muito proximo a algum (x;.y;) deverTa
mos esperar que a Suavizacao dominasse absolutamente; entao yma  funcdo
como w = exp {-ad?)/(d2 + ¢) & geralmente melhor e & mais recomendada.

Damos, a seguir uma explicacdo mais detalhada de como a fun
¢ao peso foi usada no programa. A listagem estd anexada, no Apendice II.
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A fungdo peso foi colocada como uma sub-rotina, que & chama
da pelo "procedure" de minimos quadrados ponderados, come yimos no Ttem 3.

Para usarmos a fungdo w = exp (-ad2?)/(d2? + ¢) temos que de
finir «. Como w depende de x e y, 0 o« tambem deve ter uma relacdo com x
e y. Portanto o o foi definido como sendo o inverso da media aritmetica
da soma das distancias quadraticas dos pontos.

Tendo a este valor, a fungao peso w influencia bem melhor
a determinacao dos coeficientes, porque o depende da densidade dos pontos
ou seja, o nimero dos pontos que estdo bem priximos, ao ponto escolhido.O
valor de o com maior densidade influi na fungao w, dando assim maior peso
aos pontos prdximos ao ponto escolhido.

A determinagdo de o & feita por uma subrotina:

real procedure o

a=0;
d=20
Para i = 1 ate n
inTcio
d= V(a~x)2 + (b-y)?
a® a+d;
fim
a=a/n;
a= 1/a;

Para implantar esta sub-rotina, usamos uma outra variavel
B, como mostrade na listagem, porque o compilador do computador B-6700
acusa um erro devido ao fato de que o« aparenta ser recursiva.



- 17 -

Definimos outra sub-rotina w, que & a funcao de distancias,
e o, que € 0 inverso da media aritmética das distancias quadrdticas dos
pontos.

real procedure w
w = exp (~ad2)/(d? + ¢);
Observa-se que 0 d2 & a distancia d?2 = (a-x)2 + (b-y)2.
Também testamos oS programas com o sendo a média aritmética
das distancias quadr@ticas dos pontos. Os resyltados com a funcdo  peso
w = exp (~ad?)/(d2 + ) com este a foram bons, mas com 0 outro o 0s resul

tados foram melhores porque a funcaoc peso depende, automaticamente, da den
sidade dos pontos.

Em geral, o "procedure" minimos quadrados ponderadoes foi u
sado com quatro funcOes peso.

]

i)w=1/(d - )2 , onde d € a distancia dos pontos.

ii) w

exp (~od?)/(d2 + ), onde d &€ a distancia dos pontos e «, a
media aritmética das distancias quadraticas.

iii) w = exp (~0d2)/(d2 + )2, onde d & a distdncia dos pontos e a,
a média aritmética das distancias quadraticas.

iv) W = exp (-ad?)/(d2 + ¢), onde d & a distancia dos pontos e a, ©
inverso da média aritmetica das distancias quadraticas.

As listagens das quatro funcOes peso estdo anexadds, no A

pendice I1.

6. EQUACDES TESTADAS

Testamos algumas equages usando as quatro fungGes peso. Ve
rificamos que com as tres ultimas funcdes peso, as equagGes mostraram re
sultados melhores que aqueles obtidos pela primeira funcao peso.
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Na maioria dos casos, os valores de x e y foram obtidos a

través da fungao RANDOM, que fornece valores entre 0 e 1. O nimero de pon
tos escolhidos foi 500,

Dependendo da equagao da curva, escothemos uma regido propi
cia para a interpolacao. Foram impressos os valores interpolades (2 = mi
nimos quadrados ponderados), valores reais (m = equagao da curva nos pon
tos interpolados), a diferenca entre o valor interpolade e o valor real,
(n=2-m)eoerro (0=n/m),

Depois de termos verificado a methoria nos resyltades real
as tres Ultimas funcOeS peso, fizemos o seguinte, para melhor visualizar
o resultado: calculamos o erro (0) e extraimos a sua potencia de 10
(1090 = log (0)). Definimes nove matrizes. Se a potencia de 10 (1090) fos
se 1 entao a primeira matriz seria preenchida de "#x#*+x" ¢ o contador de
primeira matriz teria o valor 1. 0 mesmo acontece com o resto das matri
zes, acumulando nos contadores ¢ nimero de vezeS que a potencia ocorreu .
Se a potencia for O ou maior que 9, o programa continuard  normalmente
sem preencher matrizes. Assim, no final do programa, fazemos imprimir o
resultado dos contadores para sabermos quantas vezes um erro ocorreu; por
exemplo, se 0 contador 3 tiver o nimero 7, entenderemos que o erro 1073 o
correu 7 vezes, Mais ainda, o programa imprime as matrizes para vermos o
mapeamento da regiao.

Em geral foram plotados 500 pontos interpolados sobre 100
pontos,

6.1. PARTE DE UMA ESFERA

A equagac da curva &:

(x - 5,5)% + (y - 5,5)2 + 22 = 65

o primeiro passo do programa principal & buscar os 500 pontos de x e y e,
através de x e y, chegarmos a Z.
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para i = 1 até 500
infcio
x [i] = 11 * random;

y 1i] =11 x random;
z [1] = /64 - ((x-5,5)2 + (¥-5,5)2) 3
fim;

0 uso do fator 11 para myltiplicar a funcdo RANDOM &  por
que esta fungdo nos da valores entre 0 e 1 e o raio da equacao € 8,0, Ep
tao, x e y estao limitados, e fora desse limite a esfera ndc & definida,
Se colocarmos valores fora desse limite, podera ocorrer erros, pok exem
plo, divisao por zero.

Depois que x, y e z foram plotados, o programa faz interpa
lagao nos 100 pontos. A regido escolhida para interpolacio foi

Para i = 1 ate 10

=1 ate 10
tei

clo

Para j
in

=
1

minimos quadrados ponderades (i, J, x, y. 2z, 500);

/B4 - ((i-5,5)2 + (3-5,5)2) ;

=
i

ns=4 =-m;

o
n

n/m;
write (¢,m,n,0);

fim;
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Ainda existe o mapeamento citado no inTcio deste capitulo,
e que nao estd descrito acima.

Usando a primeira fungdo peso w = 1/(d-¢)2, os resultados
obtidos foram satisfatdrios. Os erros, da ordem de 10™*e 105 estdo bem
concentrados. Mas nas tres outras funcOes peso, os resultados melhoraram,
tanto o sendo a media aritmetica da distancia quadratica dos pontos como
sendo o inverso da media aritmética da distdncia quadratica dos pontos,os
erros sendo concentrados da ordem de 10°* e 1075,

6.2. SUBIDA INGREME SAINDO DE UM PLANO

A equacao da curva e:
z = exp - ((x-5)% + (y-5)2)

Essa equacao foi testada em tres regides. Usando w(d) =
= 1/(d~e)2. A primeira regido apresentou melhores resultados, mostrando
que a interpolacao foi melhor executada.

0 mesmo aconteceu usando as funges peso w=exp(-od2?)/(d2 +
+e)ew =exp (~ad?)/(d2 + e)2,com o sendo a media aritmética da distan
cia quadratica dos pontos. Com essas duas funcGes peso, a media do erro
foi de 1071 , embora aparecendo alguns erros de 1072 e 1073,

Usando a fungdo peso w = exp(-ad?2)/(d2 + ) com o  sendo
o inverso da media aritmética da distancia quadratica dos pontos, a pri
meira regido apresentou resultados melhores do que os das outras duas re
gides, 0 erro de 107! foi o que mais ocorreu, mas erros de 1072 e 1073
tambeém ocorreram,

As regioes testadas foram;

Primeira:

Para i = 4,5 de 0,1 ate 5,5

Para j = 4,5 de 0,1 ate 5,5
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Segunda:

Para i = 0,1 de 0,1 ate 1
Para j = 0,1 de 0,1 ate 1
Terceira:

Para i = 1 ate 10
Para j = 1 ate 10

6.3. SUBIDA MENOS INGREME

A equacdo da curva &
2= exp - (o (x5)2 + (y-5)2)

A equacdo também foi testada nas mesmas regides que ante

riormente. A funcao peso w(d) = 1/(d-e)? ndo apresentou resultados satis
fatorios.

Primeiro discutiremos os resultados usando o como media a
ritmetica das distancias quadr3ticas dos pontos:

Na primeira regido, com a fun¢do peso w=exp(-ad2)/(d%+ ¢) ,
a concentragao de erros foi em volta de 1072, embora se apresentasse um
bom numero de erros da ordem de 10~* com a fung3o peso w=exp(-od?)/(d? +

+ €)2 houve uma distribuicdo melhor, embora a concentracac tenha sido em
erros da ordem de 1072,

Na segunda regido, com a fungdo peso w=exp(-ad2)/(d2 + ¢) ,
a concentragio foi em erros da ordem de 1073, de onde concluimos que, nes
sa regiao, o algoritmo interpola melhor. Com a funcdo peso w=exp(-ud?) /
(d2 + €)2 a concentragdo foi em erros da ordem de 107, o que  melhorou
mais ainda a interpolacdo.
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Na terceira regido, com a fungdo peso w=exp(-od?)/(d* + ¢),
o erro de 1073, foi o que mais ocorreu. 0 mesmo aconteceu usando a fungao
peso w = exp (-ad?)/(d? + €)2.

Discutiremos,a sequir, os resultados obtidos usando « como
sendo o inverso da media aritmetica das distancias quadraticas dos pon
tos:

Na primeira regiao, os erros que mais ocorreram foram da or
dem de 102 mas tambem aparecendo oS erros de 1073,

Na segunda regido a interpolacao foi bem melhorada,aparecen
do maior nimero de vezes os erros de 10-3, Essa foi a melhor regiao para
a interpolagao.

Na terceira regido, os resultados foram satisfatorios, ocor
rendo mais os erros de 102 , Mas ocorreram também alguns erros de  10+!

e 10%3

6.4. UM PLANALTO E UM PLANO SEPARADOS POR UMA PAREDE INGREME

A equacao dessa curva &
z=tanh (x +y) +2

A equacao foi testada com a funcao peso w=exp(-ad2)/(d2 +
e), com o sendo o inverso da media aritmética da distancia quadratica dos

pontos.

Nesta, os pontos ndo foram gerados pela funcac RANDOM,

Para i =1 ate 10

Para j = 1 ate 10
inicio
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2 = 28 + 13
xjer|= 1;
ylar|= is

z|ee|= tanh(x [ea| +yleg|) +2;

fim;

A interpolagdo foi feita na regiao:
para i = 0 ate 10
Para j = 0 ate 10

0s resultados foram bons, mas depois de algumas sa¥das 0
correu 0 erro de "INVALID ALOG ARGUMENT" no calculo de Tog, = log(0). En
quanto o erro (0) foi impresso os erros eram de 107! , 1072 , 1073 ,707%,
105 , inclusive chegou-se até a 10711, Logo depois deste ultimo, ocorreu
o erro de argumento invalido do logaritmo, porque ¢ erro (0) realmente Pi
zero, ou seja, a interpolacao caiu em cima do ponto, de onde concluimos

que o0 teste foi muito bom,

6.5, RELEVO DE TESTE

Este teste foi muito importante para o presente trabatho
porque se trata de uma superfTcie irregular e na pratica, encontraremos
muitas superficies desse tipo. O trabalho foi feito, realmente, para que
as superficies irregulares sejam bem interpoladas.

0s dados de x e y ndo foram gerados pela funcac RANDOM, mas
sim 1idos. Tinhamos 10,000 pontos.

Foram criados x e y através de 10.000 pontos e através de
x ey foi criado z .

1 de2? ate 100
1 de2 ate 100
inTcio

Para i
Para j
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22 = 2 + 13

x{ae| = i3

ylee| = 3s

z|28| = ZREAL |i,j| ; onde ZREAL contém os 10.000 pontos lidos

fim;
Foi feita a interpolacao nos pontos alternados.
Para i = 2 de 2 ate 100

Para j = 2 de 2 ate 100
inTcio

£ = mTnimos quadrados ponderados (i,j,X,y,z,2500);
m = ZREAL |i,j]

n=g-m;

0 = n/m;

write (2,m,n,0);
fim;

Devemos observar que a interpolagao foi feita em 2500 pon
tos e ndo em 100 pontos, como nas outras superficies, A funcao peso usada
para essa superficie foi w = exp(-ad?)/(d? + ¢),com « sendo o inversoc da
media aritmetica da distancia quadratica dos pontos.

0s resultados foram muito bons, A maioria se fixou em erros
da ordem de 1072, também apresentou alguns erros da ordem de 10-3.

Essa superficie também foi testada por outra funcao peso,w=
=1/{d-e)?. Usando esta funcdo, os resultados foram satisfatorios. Neste
caso os valores de x e y foram criades através da fungdo RANDOM. Primei
ro foram lidos os pontos e depois foram obtidos x, y e z,
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Para i = 1 até 500

inTcio
x [i| = 100+RANDOM;
y |i]| = 1004RANDOM;
z |i| = ZREAL |x |i| ,y |i]|; onde ZREAL contém os 10.000 pontos 1i
dos
fim;
A interpolacao foi feita‘em 100 pontos com a regiao
Para i = 1 até 10
Para j = 1 ate 10

Aparecem erros de 107! e 1072, mas apresentando também er
ros de 10*!, isso porgue os pontos aproximados, com o erro relativo maior
gue 1071, s3o da borda, uniformizada para 10, e altamente descontTnua.

7. CONCLUSOES

Os resultados obtidos, em media, através desta rotina  de
interpolagac por MINIMOS QUADRADOS PONDERADOS foram muito bons. O uso ime
diato desta rotina sera na plotagem de curvas de contorno, ja que a inter
polacao através deste trabalho & graficamente aceitdvel. E perfeita para
visualizacao, inclusive servindo para visualizar superficies em tres di
mensoes.

Como dito no inTcio deste trabalho, nosso objetivo era pro
duzir rotinas para interpolacao aplicaveis & regibes com superficies irre
gulares. Na pratica, usaremos este trabalho para cartas nauticas e mapas
de menor escala.
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Nossa futura pesquisa, que comegarﬁ em breye, serd 0 estudo
da interpolac3o por séries de Fourier, e a comparagao dos respectivos re
sultados com agueles obtidos por minimos quadrados ponderados.

0 produto final, a longo prazo, serd um “pacote" para traca
do de cartas convencionais, perspectivas e outras, capaz de receber e tra
tar convenientemente, a grande parte dos dados cientificos deste Institu
to, bem como aqueles referentes a cartas geogrdficas e de navegagao.

No Apendice € estao anexadas as listagens do programa prin
cipal e os resultados, como exemplo, da equagao da parte de uma esfera.
Tamb&m aparece na listagem como foram impressas as matrizes Al até A9,
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