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ABSTRACT 

The report desenhes an interpolating method by a digital 

wmputer. This method is based on weighted least actuares approximation 

technique, using weights in arder to obtain a quadratic polinomial, 

which acta as an approximation to a given surface. These weights dspend 

on the distances of the surface data points to the point when the 

polinomial is being fit. 
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1. INTRODUÇÃO  

O problema de interpolação em uma superfície, irregularmen 

te amostrada, í ainda objeto de constantes pesquisas, pois aparentemente 

não existe uma solução "titima", sendo cada caso estudado individualmente. 

Tendo surgido no INPE, o problema do traçado de isolinhas, 

surgiu também, como consequãncia, o da interpolação de superfícies. Um 

método de fãcil implantação e de bons resultados, no caso geral, recomen 

dado pela literatura, ã o de mínimos quadrados ponderados, que í o obje 

to do presente trabalho no que tange a sua implantação e testes. Um ou 

tro, taabgm proposto, "d o de ajuste por transformadas de Fourier, que se 

rã objeto de trabalho futuro. 

Este trabalho consiste na implantação de uma rotina para 

o ajuste por mínimos quadrados ponderados. O polinando usado para o ajus 

te é de segundo grau e bi-dimensional. Graus mais elevados não são usa 

dos por dificultarem a especificação do polir-Carolo. 

O programa de mínimos quadrados ponderados basicamente con 

siste em se montar as equaçães na forma de matrizes para obter-se os coe 

ficientes do polinomio quadri-tico. Assim, para qualquer ponto (a,b), en 

contra-se o valor do polinanio z = f (a,b). 

2.METODO DOS MINIMOS QUADRADOS  

Suponhamos ser nosso problema representar por um polinamio 

de grau n 

Y(x) = ao + al x + a2
x2  + 	+ anxn  e 

um conjunto de n pontos (x 1 ,y 1 ), (x2 ,y2 ), 	(xn,yn). 
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Representação Grafica: 

O mgtodo de mínimos quadrados g um dispositivo de ajustar 

uma curva a um conjunto de pontos dados. Em geral, os pontos usualmente 

obtidos de observação são dados pelos pares: (x 1 „y 1 ), (x21y2 ), 	(xn , 

yn ), e, por exemplo xl , ha uma diferença entre 	o valor observado, y l , 

e o valor correspondente da curva V. As distancias podem ser positivas, 

negativas ou zero. Um "ajuste" g determinado pela soma das diferenças 

ao quadrado. 

(Y1 - Y (x1)) 2 4-  (Y2 - Y (x2)) 2 	(Yn  - Y (xn )) 2  

a maior ou menor grandeza desta soma indica uma pior ou melhor aproxima 

ção a uma curva dada. 

Entao,de todas as curvas aproximando um conjunto de pontos 

dados, a curva tendo a propriedade de que (y l -y(x., )) 24- (Y2 -Y(x2)) 2+ 

+ (yn-y(xn )) 2  é mínimo é chamada de "melhor curva de ajuste". 



- 3 - 

Uma curva que tenha esta propriedade é suposta ajustar os 

dados, no "sentido de mínimos quadrados", e g chamada de "curva de mini 

mos quadrados". 

O método matemítico segue abaixo: 

Q = 	(Y (ki) -Y) 2  

i =1 

nerivando com respeito aos coeficientes vem: 

M)  - O + 	(xj)-(a0  + al xi  + a2xi + 	+ a xn)) = O n 
1=1 

- O 	1 	(Y (x)-(a 0 + a l xi  + a2xi + 	+ a x.)) . xi  = O 
n 

aa 1 	i=1 

- O 4- 	/ 	(x-i)s(ao 
 + a1i  x. + a2  x? 	• + 	+ an 

 xn) . x? = O 
aa2 	1=1 

• 

jg1 - O 	1 	(Y (xj)-(a o  + a1i  x. + a24 + 	+ anx?) x7 = 0 
 

aan 	i=1 

onde a derivada igual a zero indica um méximo ou mínimo local. 

Agrupando os termos, temos: 

Y (xi) - y 	ao  - 	 - a2 	x? - 	- an  1 xn. = O 

i=

y 

 1 	i =1 	i=1 	i =1 	 i=1 

y xi Y (x) _a0 	xi  - a ]  1 xt - a2  1 x.? - 	- an  1 0+1 = 0 

i=1 	 1=1 	i=1 	i=1 	 i=1 

a a
o 

(1) 
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n 	 n 	n 	n 	 n 

X x?Y(x.rá 	1 x? - a
1 
 X x? - a2  X x'.1  - ... - an  y x7+2  . O 	(2) 

1 	1 	o 	1 	 1 
1=1 	1=1 	1=1 	1=1 	 1=1 

n 	 n 	' n 	 n 
c xn , rrn 	rn+1 	r xn+2 	 f?,  x2n . 0  
/ i Ykx i on  / xi  - a i  / xi 	- a z  / 1 	- ... - an  / 1  

1=1 	1=1  

ou ainda: 

n 	n 	 n 	n 
nal . 	1x? + ... + a 	Xxr.I  = XY( .) 

o +a  1 	
x +a 
1 	2 , 1 	n 	1 	xl 

1=1 	1=1 	 1=1 	1=1 , 

ao  1 x. + al  y x.f a2  X xl + 	+ a 	1 0+1  = 1 x.Y(x.) 1 	 n 	1 

	

1=1 	1=1 	1=1 	 1=1 	1=1 

ao  X 

• 

x? + a1 	1 1 x? + a 2  X 	+ 	+ a X 

• 

0+2  = 1 

• 

x?Y(x.) 	( 3 ) 

	

1 	n 	1 

	

1=1 	1=1 	1=1 	 1=1 	1=1 

• 

• 

• 

	

n 	 n  n 
a
o 
 X xri + 	X 4+1  a2  X xr2  + 	+ a 	

2n 
n  X xi 	X 4Y(x1 ) 

	

'1=1 	1=1 	1.1 	 i=l 	1.1 

Colocando em forma matricial vem: 
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n 	 n 

e 
n 

n 	 1 x, 	1 xg 	 z x? 
i=1 ' 	i=1 1  

x i 	xs 	xs 	xn.+1  
i=1 	 i=1 • 	i=1 	 i=1 1 

xr.11-2  

	

x? 	 y x7+1  

	

i=1 ' 	i=1 • 

n+2 

1
x.;  

=1 ' 

ao 

a2 

• 

an 

i1 	1 
Y(x.) 

=  

x.Y(x.) 
1=1 

(4) 
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Observamos que a matriz quadrada g simétrica. Para chegar 

ãs equações existe uma regra mnemonica, que é a seguinte: 

Tomando o polinomio na sua forma original 

Y(x) = a
o 

+ a l
x + a

2
x2  + 	+ a

n
x
n

, 

escrevendo-o, para melhor visualização da regra mnem6nica, em forma ma 

tricial, temos 

      

X 	X2 • • • x
n

) a
o 

a
1 

a2 = Y(x ) ( 5 ) 

      

Multiplicando a
n
equação (5) pelo seu primeiro elemento que 

g 1 e aplicando a somatgria .E obtemos a primeira equação do sistema 3. 
1=1 

n a
o 

+ a1  y x1 a2 	
x? + 	+a 	I 

1  x
r3 = 	Y(x) 

	

1 	n 
i= 	i=1 

Para obtermos a segunda equação do sistema 3,multiplicamos 

a equação 5, pelo seu segundo elemento que é x e aplicamos a somatgria 

R , 
-1=1 

ao il xi  + a l 	xi + 
a2i1'  + 
	+ an 	0 	1 

+1  = I x.Y(x.) 
1-1 	= 	

1 

Procedendo da maneira anãloga, para obtermos a k-gsima e 

quação do sistema 3, multiplicamos a equação 5 pelo seu k-gsimo elemen 

to e aplicamos a somatéria 2 . 
i=1 

a 	+ a1 
	
+ a 	

k+2 	 p+k _ 	ATkAii r 
2 . x i o . 	1 	1 . 	1 	

+ ao  .1 41 ^ 4  - L 4  
1= 	1= 	 1= 	 I 	i=1 
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3. MÉTODOS DOS MINIMOS QUADRADOS PONDERADOS  

Quando se trata de duas variãveis e de um grande ngmero de 

pontos (x i , yi , z i ), i = 1, n, não g aconselhãvel usar o mgtodo das 

sico de ajustar um polinomio z = f (x,y) de grau muito alto para fome 

cer um ajuste exato em todos os n pontos. Haveria uma dificuldade de es 

pecificar o tal polinomio e, além disso, a superfície resultante seria 

extremamente "dobrada" e "montanhosa". Portanto trataremos do caso de po 

linomios de grau dois. 

Supondo que queremos estimar a superfície f (a,b) no ponto 

(a,b), então temos o polinomio quadrãtico P(x,y) = coo 4. c10 x 
	e01 

e20 x2  "E  91 XV  c02 y
2 , que serí utilizado no sentido do mgtodo u 

sual de mínimos quadrados. A diferença entre o método usual de mínimos 

quadrados e o método presente g que, neste, são necessãrios aqueles pon 

tos (x i ,yi ) proximos ao (a,b) para "carregar mais peso" do que os pontos 

mais distantes. 

O método matemãtico segue abaixo, na mesma sequencia: 

Z (x,y) = e 00  + e lo  x + col  y + clo  X2 4- c ll XY jr c02 Y 2  

Q = 	(Z(x.,y. - Z1 ) 2  w(x.,y.) onde w ia função peso 
i=1 

aQ - O+ I w(x.,y.)(Z-(c oo+c—
iu 	 -x. c v +r v 2+r

11  x i 
 y +c02 i 

y2 )) = O 
ac 	

i  
oo 

aQ - g 	w(x.,Y4)(Z- (c +c x.+c y.+c x?+c x.y.+c ,.y?))x. = O 
ac10 	i=1 
	

oo 10 i 01 i 10 1 11 i i 04 i 

aQ - o -+ = X w(x.,y.)(Z- 	 x2 c 	vcv ziN. 

ac 	i=1 01 
(6) 

a0 
- 0 +Z lw(x. 

'1  
y.)(Z-(cUU 	 11.+cxcvcx2cxv 	wz)) x2 = 0 1 4-  

9c20 
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3Q 	nr  
- v 4 / w(x.,y.)(Z-(cOec lOx i +cOln +c lOx i+cll xin +c02Y1 ))xin = ir.]  âc 11 

2+cll 
x  +c 02-?)Nn 2 - O aQ - O 	/ 

w(x''Y')(Z-(cOec10xi+c--Y- +c lOx  i.1 	 U1 1i 	in 	1 1 I 
ac02 

w(x. ,y. )Z- 	w(x. 	 w(x. ,y.)x.-c,,, 	w(x• ,y • )y•- 1.+1 	 111 	ui
i=1 1 i-1 	 u i=1 

E w(x i  ,yi  )xi2- 	 2 
c ll s/ w(x i 	 woci .Y; 

I w(x. ,y. )x. Z-coo.  w(xi  ,y i  )x i -9 0 1 w(x i  ,y i  i  
1=1 	 1=1 	 -c01 	w(xi 'Yi )x iYi - i=1 

-c20./ w(xi,Yi w(x. ,y. )x?y•-c. 	w(x. ,y. )x.y? = O 1.4. 	1 	-; 	-O 	1 	1 1=1 	 1=1 	 21=1 

2 
W(X 1 gy i lY 1 Z-000 	W(X 1 	)Y1 -90. X W(X 1 9Y 1 )X 1 Y 1 -001 . 	( 1 ,y1 )y _1 1=1 	 1=1 	 1=1 	 1=1 

n „ft  n 	 TI 
 2 

-C20 E n ‘ Xi ,yi  )Xi 

	

2Y -C  X W(X. Y.)X.Y.-0O2.X W(XVY1)31 	
O 1 	1 	1 1 1=1 i=1 

w(x i  ,y1  »4Z-c00  w(xi 	)xf-cio 	w(xi  ,y 1  )x-c01 	w(x i  ,yi  
1=1 	 1=1 	 1=1 	 1=1 

'20.1 w(x i  ,yi  )xi 	 3 
. 1 w(x i 'Yi )x iY -i -c021 w(x i 'Yi ) 44 = 1=1 	 1=1 	 1=1 

(7) 



I w(x i  ,y 1  )x1 y i Z-c00. 1 w(x i  ,y i  )xiyi 	
O. w(xi  ,y 1  

i=1 	 1=1 	 1=1 

2 2_ W(Xi  ,y 1  )xly i -cm / w(x i  ,y1  )x iy i  -cOl i=1 .1 w(x i 	)x i3q-c20./ 

	

1=1 	 1=1 

-cO  / w(x• y. )x.y? = O 
2 i=1 

w(x i  ,y1  )4Z-coo 	(x i  ,y1  )4-c io 	w(x i  ,y i )x 1 y 1 -c01 w(x i  ,yi  )yl 

	

i=1 	 i=1 	 i=1 

w(x. y. )x?Y•- c02./ w(x i'Yi )34 = -c20./ w(x i 'Yi 1=1 	 1=1 	 1=1 

w(x i  ,y i  )c00+9 0  I w(x i  ,yi  )x i +col  ./ w(x i  ,yi  )yi +c20  w(x i  ,y i 	+ 

	

w(x. y. )x.y•+c 	w(x. ,y.)y? = 
i1

w(x i ,yi )Z 11 i=i 	 02. 

	

1=1 	 = 

2  C 	 3 + 2 W(X. ,y. )x. 	o 	w (x i  ,y i  )x i 	 x.y.+c 	v 	- 	. 00 	 +c 1 	1 . 	 it01 	w(x i 'Y 	 w(x.y )x 

	

i ) 	20. 1  

+c11 i 	'y. ) / w(x. 	x?y.+co2 	w(xi  ,y i  )x i4 = 	w(x i  ,y i  )x i Z 

	

=1 ‘1 	i• 

	

i=1 	• 	 i=1 

c 	I 	x. 00. w  ( 'Yi )y1i4c10 I w(x i  ,yi  )x i yi +col  I w(x i  ,y)y? c+ca
0i 

I w(x. y. )x?y.+ 

+c11 1 
I w(x ,y 1 )x1 y?+c

2i  w(x.,y.)y? = 	w(x i  >yi )y i  Z 
=1 	 O .] 	

i=1 
(8) 



x.flyi )xf+9 0. 1 w(x.,y.)0+c.,y. )x?+cv. c00./ w( 	
1 01 w(x 	1.1 201 w(x i ,y i )x? + 

+c 	1 w(x. y.)0y.+c 	1 w(x. y.)x2y? = 	w(x. y.)x?Z 11 i=1 	1' 	O 	V 	i 	1=1 	1' 	1 
2i=1  

2 
COO. W(X l 'yi)xiYi+c10./ w(x i  ,y i  )xfy i +coi 	w(xi 	)xiyi + 1=1 	 1=1 	 1=1 

.n 
+c 	r  w( ,yi)xlyi+clij i w(x i ,y1 )xfyi+c02i=1  20.4 	 l'Yi 1Y1 

	

w(x. 	.)x. ? 
1=1 

i=1 

	

2 2 	 3 
COO. W(X l 'yi )Yi +cl0./ w(xi 'Yi )xiYi +c01./ w(xi .y1 )y 1=1 	 1=1 	 1=1 

22+ X i  ,yi )x iy i 	. 1,  w(x i 	 y?= V 	x. 	? +c 20 . 1W( 	
i3+c02. 11w(x i L 	w( Yi ) 	.4, 	1'y.)yZ 1=1 	 1=1 	1=1 
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Observemos que a matriz quadrada também é simétrica. 	Para 

chegar ãs equações, aqui também, como no caso anterior existe uma regra 

mneménica. 

Tomando o polinémio na sua forma original Z = c00 4. c 10 x  + 

"E c01 Y 4. c20 X2 1. cll xY 1. c
02 Y2 e transformando-o na forma matricial te _ 

mos: 

coo  (1 x y x2  xy y2 ) = Z(x,y) 	 (10) 

c10 

c01 

c20 

cll 

c02 

Então, multiplicando a equação 2.5 pelo seu primeiro elemen 

to, que é 1, e aplicando a 1 21 w(x1 ,y 1 ) obtemos a primeira equação do siste 

ma 7: 

w(x,y)c00-EclOÂ w(xi'Yi )xi +c01.E w(xi'Yi )Yi i.c201 w(x'%M x?  
1=1 	 1=1 	 1=1 

= 	
w(xi,yi)Z(xi,yi) 

	

11 i=1 	
1 1 1 i +c02./ w(xi'Yi )Yf  

	

1=1 	 i=1 

Para obter a segunda equação do sistema 2.3, e multiplicar 

a equação 10 pelo seu segundo elemento que 	x e aplicar a i 2 l w(xi ,y i ) 

r wtv v 10 + C00.1 w(Xi,yi)Xi 	 v 1v2+r 	wfv v 15,  v + 

	

1=1 	 1=1 	 1=1 

+91 E w(x. ,Y-)xY .  +c02i1 	 i= 
Z w(x.,y.)x.y? = I 

1
w(x.,y.)x.Z(x.,y.) 

	

i=1 	 =  
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Procedendo da mesma forma, acharemos qualquer equação do sis 

tema 8. 

Essa regra pode ser aplicada a um polinomio de qualquer grau 

e serve tanto para o mgtodo de minimos quadrados, como para o mgtodo de mi 

nimos quadrados ponderados. 

4. IMPLEMENTAÇÃO  

O algoritmo de minimos quadrados ponderados consiste de uma 

sub-rotina, que ser í chamada do programa principal, no momento da interpo 

laço. 

O objetivo do algoritmo g determinar o valor de Z no ponto 

(a,b), mas antes determinando os coeficientes do sistema 8. 

Aqui segue uma explicaçio mais detalhada do algoritmo. A lis 

tagem da "procedure" de nulos QUADRADOS PONDERADOS esti anexada, no Api: 
dice I. 

real procedure mínimos quadrados ponderados; 

O algoritmo usa uma matriz e (6 x 6) que serve para formar a 

matriz principal da equação 9 e um vetor v(6) que contím os valores do ve 

tor resultante da equação 9. 

Primeiro, o algoritmo zera a matriz e e o vetor v 

Para i =1 até" 6 	v = O; 

Para i = 1 ati 6 

Para j = 1 atg 6 	e = O; 

A partir disso, o algoritmo formar a matriz principal atra 

vís dos pontos x,y,z. 
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Para i = 1 ati n 

inicio 

tirm = w (x,y) 

O w é uma função peso que é.  calculada numa sub-rotina e a variEvel 

term tem o valor de w. 

x tem = x * term 

y tem = y * tem 

x2  tem = x 2  * tem 

y2  tem = y2  * tem 

xy term = x * y * term 

O algoritmo multiplica x, y, x2 , xy pela variEvel tem para 

diminuir o tempo de maquina. 

Nessa parte, o algoritmo preenche a matriz e. Como a matriz 

é simétrica, o algoritmo coloca os valores obtidos somente nos lugares a 

propriados e então farE a obtenção do vetor v. 

z tem = z * term 

✓ 111 = v 111 + z tem 

✓ 121 = v 12! + x * tem 

✓ 131 = v 131 + y * z term 

✓ 141 = v 141 + x 2  * z tem 

✓ 151 = v 151 + x*y* z tem 

✓ 161 = v 161 + y 2  * z term 

fim; 

Neste ponto, o algoritmo jg tem, através dos n pontos de x, 

y e z, o sistema completo. Como no bloco acima a matriz e s6 foi formada 

por alguns elementos, agora os demais elementos da matriz serão preenchi 

dos. 
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Para i = 1 até 5 

Para j = i + 1 atí 6 e 1j,i1 	= e 	li,j1 

Para resolver o sistema, jã existe no INPE uma rotina 

LINEDNIMPRV, que resolve, aplicando o mgtodo de Gauss, as seis 	equações 

lineares fornecendo as seis ind.:ignitas, no caso os seis coeficientes 	no 

vetor coef 11, ..., 61. 

Para calcular z num ponto (a,b): 

minimos quadrados ponderados = coef 111 + q * (coef 121 + b * coef 141 + 

+ a * coef 151) + b * (coei' 131 + b*coef161) 

5. FUNÇA0 PESO 

w g uma função peso que depende de x e y. Hã flexibilidade 

na escolha da função w, dando o peso de um ponto como uma função de qua 

drado da sua distância ao ponto sendo considerado. 

O uso do simples 1/d 2 , ou, para evitar •overflow", aritmgti 

co, (1/(d2  E)para E pequeno, provou não ser satisfat6rio. Isto talvez 

ocorra por terem os pontos remotos de (a,b) muita influindo. As funções 

mais rapidamente decrescentes, como w = 1/(d 2  + E) 4 , tem mostrado dar re 

sultados mais precisos. O mesmo acontece com as funções decrescentes ex 

ponenci ais w = exp (-ad 2 ) para um a constante. Se os pontos estão sujei 

tos a um erro experimental, o uso de tal função exponencial, com um valor 

pequeno de a, talvez leve ã suavização da superfície. Contudo, se os 	da 

dos sio exatos, quando (a,b) estg muito pr6ximo a algum (x i ,y i ) 	deveria 

mos esperar que a suavização dominasse absolutamente; então uma função 

como w = exp ( _ ad2)/(d2 	e) í geralmente melhor e g mais recomendada. 

Damos, a seguir uma explicação mais detalhada de como a fun 

ção peso foi usada no programa. A listagem esté anexada, no Apindice II. 
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A função peso foi colocada como uma sub-rotina, que g chama 

da pelo "proceduren de minimos quadrados ponderados, como vimos no item 3. 

Para usarmos a função w = exp ( _ ad2)/(d2 	e) temos que de 

finir a. Como w depende de x e y, o a tambgm deve ter uma relação com x 

e y. Portanto o a foi definido como sendo o inverso da média aritmética 

da soma das distâncias quadrgticas dos pontos. 

Tendo a este valor, a função peso w influencia bem melhor 

a determinação dos coeficientes, porque a depende da densidade dos pontos 

ou seja, o nGmero dos pontos que estão bem primimos, ao ponto escolhido.0 

valor de u com maior densidade influi na função w, dando assim maior peso 

aos pontos prEximos ao ponto escolhido. 

A determinação de a g feita por uma subrotina: 

real procedure a 

a = O; 

d = O 

Para i = 1 atg n 

inicio 

d = /(a-x) 2  + (b-y) 2  

a = a + d; 

fim 

a = a/n; 

a = 1/a; 

Para implantar esta sub-rotina, usamos uma outra varigvel 

0, como mostrado na listagem, porque o compilador do computador B-6700 

acusa um erro devido ao fato de que a aparenta ser recursiva. 
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Definimos outra sub-rotina w, que é a função de distancias, 

e a, que g o inverso da média aritmética das distãncias quadrãticas dos 

pontos. 

real procedure w 

w = exp ( .. ad2)/(d2 	c ) ;  

Observa-se que o d 2  é a distancia d 2  = (a-x) 2  + (b-y) 2 . 

Também testamos os programas com a sendo a média aritmética 

das distâncias quadríticas dos pontos. Os resultados com a função 	peso 

w = exp (- ad2)/(d2 	e) com este a foram bons, mas com o outro a os resul 

tados foram melhores porque a função peso depende, automaticamente, dachn 

sidade dos pontos. 

Em geral, o "procedurell minimos quadrados ponderados foi u 

sado com quatro funçies peso. 

i) w = 1/(d - e) 2  , onde d g a distancia dos pontos. 

ii)w = exp (-ad 2 )/(d 2  + e), onde d g a distância dos pontos e a, a 

mãdia aritmgtica das distâncias quadríticas. 

iii)w = exp (-ad 2 )/(d 2  + e) 2 , onde d ã a distância dos pontos e a, 

a média aritmetica das distãncias quadrãticas. 

iv)w = exp (- ad2)/(d2  + e), onde d gi  a distãncia dos pontos e a, o 

inverso da média aritmética das distâncias quadrâticas. 

As listagens das quatro funções peso estão anexadás, no A 

pindice II. 

6. EQUAÇDES TESTADAS  

Testamos algumas equações usando as quatro funções peso. Ve 

rificamos que com as tres Gltimas funções peso, as equações mostraram re 

sultados melhores que aqueles obtidos pela primeira função peso. 
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Na maioria dos casos, os valores de x e y foram obtidos 	a 

través da função RANDOM, que fornece valores entre O e 1. O minero de pon 

tos escolhidos foi 500. 

Dependendo da equação da curva, escolhemos uma região propi 

cia para a interpolação. Foram impressos os valores interpolados (t = mi 

nimos quadrados ponderados), valores reais (m = equação da curva nos pon 

tos interpolados), a diferença entre o valor interpolado e o valor real, 

(c = z - m) e o erro (O = n/m). 

Depois de termos verificado a melhoria nos resultados real 

as tres últimas funções peso, fizemos o seguinte, para melhor visualizar 

o resultado: calculamos o erro (0) e extraimos a sua potencia de 10 

(logo  = log (0)). Definimos nove matrizes. Se a potencia de 10 (log
o) fos 

se 1 então a primeira matriz seria preenchida de "******" e o contador de 

primeira matriz teria o valor 1. O mesmo acontece com o resto das matri 

zes, acumulando nos contadores o número de vezes que a potencia ocorreu . 

Se a potencia for O ou maior que 9, o programa continuara normalmente 

sem preencher matrizes. Assim, no final do programa, fazemos imprimir o 

resultado dos contadores para sabermos quantas vezes um erro ocorreu; por 

exemplo, se o contador 3 tiver o ntimero 7, entenderemos que o erro 10-3  o 

correu 7 vezes. Mais ainda, o programa imprime as matrizes para vermos o 

mapeamento da região. 

Em geral foram plotados 500 pontos interpolados sobre 100 

pontos. 

6.1. PARTE DE UMA ESFERA 

A equação da curva é: 

(x - 5,5) 2  + (y - 5,5) 2  + z2  = 65 

o primeiro passo do programa principal é buscar os 500 pontos de x e y e, 

através de x e y, chegarmos a z. 
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Para i = 1 até 500 

inicio 

xtil = 11 * random; 

y ti! = 11 * random; 

z jij = ;k4 - ((x-5,5) 2  + (y-5,5) 2 ) ; 

fim; 

O uso do fator 11 para multiplicar a função RANDOM g 	por 

que esta função nos d5 valores entreOeleoraio da equação 8,0. En 

tão, x e y estão limitados, e fora desse limite a esfera não é definida. 

Se colocarmos valores fora desse limite, poder í ocorrer erros, por exem 

pio, divisão por zero. 

Depois que x, y e z foram plotados, o programa faz interpo 

lação nos 100 pontos. A região escolhida para interpolação foi 

Para i = 1 até 10 

Para j = 1 até 10 

initio 

t = minimos quadrados ponderados (i, j, x, y, z, 500); 

m = 164 - ((i-5,5) 2  + (j-5,5) 2) ; 

n = t - m; 

O = n/m; 

write (t,m,n,0); 

fim; 
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Ainda existe o mapeamento citado no inicio deste capitulo, 

e que não estg descrito acima. 

Usando a primeira função peso w = 1/(d-E) 2 , os 	resultados 

obtidos foram satisfatõrios. Os erros, da ordem de 10 -4 e 10-5  estão bem 

concentrados. Mas nas tres outras funções peso, os resultados melhoraram, 

tanto a sendo a média aritmética da distincia quadrítica dos pontos como 

sendo o inverso da média aritmgtica da distância quadrítica dos pontos,os 

erros sendo concentrados da ordem de 10 -4  e 10-5 . 

6.2. SUBIDA INGREME SAINDO DE UM PLANO 

A equação da curva é: 

z = exp - ((x-5)2  + (y-5) 2 ) 

Essa equação foi testada em tres regiões. Usando w(d) 

= 1/(d-E) 2 . A primeira região apresentou melhores resultados, mostrando 

que a interpolação foi melhor executada. 

O mesmo aconteceu usando as funções peso w=exp(-ad 2 )/(d 2  + 

+ E) e w = exp ( ..adz)/(dz  + E) 2 ,com a sendo a média aritmética da distin 

cia quadrítica dos pontos. Com  essas duas funções peso, a média do erro 

foi de 10-1  , embora aparecendo alguns erros de 10-2  e 10-3 . 

Usando a função peso w = exp( _adz)/(dz 	E) com a 	sendo 

o inverso da mgdia aritmgtica da distíncia quadrítica dos pontos, a pri 

meira região apresentou resultados melhores do que os das outras duas re 

giões. O erro de 10-1  foi o que mais ocorreu, mas erros de 10-2  e 10:i 

tambgm ocorreram. 

As regiões testadas foram: 

Primeira: 

Para i = 4,5 de 0,1 até 5,5 

Para j = 4,5 de 0,1 até 5,5 
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Segunda: 

Para i = 0,1 de 0,1 até 1 

Para j = 0,1 de 0,1 até 1 

Terceira: 

Para i = 1 até 10 

Para j = 1 até 10 

6.3. SUBIDA MENOS INGREME 

A equação da curva g 

1 z = exp - (— (x-5) 2  + (y-5) 2 )) 
4 

A equação tambgm foi testada nas mesmas regiões que 	ante 

riormente. A função peso w(d) = 1/(d-e) 2  não apresentou resultados satis 

fat6rios. 

Primeiro discutiremos os resultados usando a como mgdia a 

ritmgtica das distãncias quadrgticas dos pontos: 

Na primeira região, com a função peso w=exp(-ad 2)/(dz i. e ) , 

a concentração de erros foi em volta de 10 -2 , embora se apresentasse um 

bom minero de erros da ordem de 10-4  com a função peso w=exp( _ad2)/(d2 

+ c) 2  houve uma distribuição melhor, embora a concentração tenha sido em 

erros da ordem de 10-2 . 

Na segunda região, com a função peso w=exp( _ adz)/(dz + e ) , 

a concentração foi em erros da ordem de 10 -3 , de onde concluimos que, nes 

sa região, o algoritmo interpola melhor. Com  a função peso w=exp(-ad 2 ) / 
(d2  + e) 2  a concentração foi em erros da ordem de 10 -4 , o que melhorou 
mais ainda a interpolação. 
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Na terceira região, com a função peso w=exp(-ad 2 )/(d 2  + E), 

o erro de 10-3 , foi o que mais ocorreu. O mesmo aconteceu usando a função 

peso w = exp ( -ad 2 )/(d2  + e) 2 . 

DiScutiremos,a seguir, os resultados obtidos usando a como 

sendo o inverso da mídia aritmgtica das distãncias quadrãticas dos pon 

tos: 

Na primeira região, os erros que mais ocorreram foram da or 

dem de 10-2  mas tambgm aparecendo os erros de 10 -3 . 

Na segunda região a interpolação foi bem melhorada,aparecen 

do maior inimero de vezes os erros de 10-3 . Essa foi a melhor região para 
a interpolação. 

Na terceira região, os resultados foram satisfatgrios, ocor 

rendo mais os erros de 10-2  . Mas ocorreram tambgm alguns erros de 10+ 1  

e 10+3  

6.4. UM PLANALTO E UM PLANO SEPARADOS POR UMA PAREDE INGREME  

A equação dessa curva g 

z = tan h (x + y) + 2 

A equação foi testada com a função peso w=exp(-ad 2 )/(d 2  + 

E), com a sendo o inverso da média aritmgtica da distincia quadrãtica dos 

pontos. 

Nesta, os pontos não foram gerados pela função RANDOM. 

Para i = 1 atg 10 

Para j = 1 até 10 

inicio 
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tt = tt + 1; 

x1241= i; 

yittl= j; 

zittl= tanh(x Itti +ylttl) + 2; 

fim; 

A interpolação foi feita na região: 

Para i = O atg 10 

Para j = O atí 10 

Os resultados foram bons, mas depois de algumas saídas 	o 

correu o erro de "INVAL1D ALOG ARGUMENT" no cálculo de log o 
= log(0). En 

quanto o erro (0) foi impresso os erros eram de 10 -1  , 10-2  , 10-2  ,10-4 , 

10-5  , inclusive chegou-se até a 10 -11 . Logo depois deste Ultimo, ocorreu 

o erro de argumento invalido do logaritmo, porque o erro (0) realmente ti 

zero, ou seja, a interpolação caiu em cima do ponto, de onde concluimos 

que o teste foi muito bom. 

6.5. RELEVO DE TESTE 

Este teste foi muito importante para o presente 	trabalho 

porque se trata de uma superfície irregular e na prgtica, encontraremos 

muitas superfícies desse tipo. O trabalho foi feito, realmente, para que 

as superfícies irregulares sejam bem interpoladas. 

Os dados de x e y não foram gerados pela função RANDOM, mas 

sim lidos. Tinhamos 10.000 pontos. 

Foram criados x e y atravís de 10.000 pontos e atravgs de 

x e y foi criado z . 

Para i = 1 de2 atg 100 

Para j = 1 de2 atg 100 

inicio 
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tt = tt + 1; 

xittl = i; 

Yittl = 

zitti = ZREAL ii,j1 ; onde ZREAL contém os 10.000 pontos lidos 

fim; 

Foi feita a interpolação nos pontos alternados. 

Para i = 2 de 2 até 100 

Para j = 2 de 2 até 100 

inicio 

t = mínimos quadrados ponderados (i,j,x,y,z,2500); 

m = ZREAL 	,j! ; 

n = t - m; 

O = n/m; 

write (t,m,n,0); 

fim; 

Devemos observar que a interpolação foi feita em 2500 pon 

tos e não em 100 pontos, como nas outras superfícies. A função peso usada 

para essa superfície foi w = exp(-ad z)/(dz + e),com a sendo o inverso da 

média aritmítica da distãncia quadrgtica dos pontos. 

Os resultados foram muito bons. A maioria se fixou em erros 

da ordem de 10-2 , tambím apresentou alguns erros da ordem de 10 -2 . 

Essa superfície também foi testada por outra função peso,w= 

=1/(d-e) 2 . Usando esta função, os resultados foram satisfatórios. Neste 

caso os valores de x e y foram criados através da função RANDOM. Primei 

ro foram lidos os pontos e depois foram obtidos x, y e z. 
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Para i = 1 até 500 

inicio 

x ii = 100*RANDOM; 

Y 111 = 100*RANDOM; 

z Iii = ZREAL lx lii ,y lill; onde ZREAL contém os 10.000 pontos li 

dos 

fim; 

A interpolação foi feita em 100 pontos com a região 

Para i = 1 até 10 

Para j = 1 até 10 

Aparecem erros de 10-1  e 10-2 , mas apresentando também er 

ros de 10+ 1 , isso porque os pontos aproximados, com o erro relativo maior 

que 10-1 , são da borda, uniformizada para 10, e altamente descontinua. 

7. CONCLUSDES  

Os resultados obtidos, em média, através desta rotina 	de 

interpolação por MINIMOS QUADRADOS PONDERADOS foram muito bons. O uso ime 

diato desta rotina será na plotagem de curvas de contorno, jã que a inter 

polação através deste trabalho í graficamente aceitível. E perfeita para 

visualização, inclusive servindo para visualizar superfícies em tres di 

mensões. 

Como dito no inicio deste trabalho, nosso objetivo era pro 

duzir rotinas para interpolação apliaveis i regiões com superfícies irre 

gulares. Na prãtica, usaremos este trabalho para cartas nãuticas e mapas 

de menor escala. 
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Nossa futura pesquisa, que começara em breve, ser í o estudo 

da interpolação por séries de Fourier, e a comparação dos respectivos re 

sultados com aqueles obtidos por mínimos quadrados ponderados. 

O produto final, a longo prazo, ser í um "pacote" para traça 

do de cartas convencionais, perspectivas e outras, capaz de receber e tra 

tar convenientemente, a grande parte dos dados científicos deste Institu 

to, bem como aqueles referentes a cartas geogríficas e de navegação. 

No Apindice C estão anexadas as listagens do programa prin 

cipal e os resultados, como exemplo, da equação da parte de uma esfera. 

Também aparece na listagem como foram impressas as matrizes Al até A9. 
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