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14.Resumo/Notas 

Apresenta-se um conjunto de métodos que, dentro da teoria das 
aproximaçães, 	sab englobados dentro de um mesmo contexto, com a denomina 
çao de 	métodos diretos. A característica comum do conjunto é a 	possib7 
lidade de determinar, 	a priori, o trabalho computacional envolvido para 
a obtenção de um resultado desejado, com uma precisão estipulada. Nos me 
todos apresentados, neste volume, a qualidade pode ser avaliada 	direta 
mente pelo limite de erro da aproximação. Este volume consta dos 	capíti.i 
los iniciais da 	terceira 	parte (Análise de Métodos Numéricos) do traba 
lho sobre os fundamentos da Análise Numérica, iniciado com 	a Publicação 
INPE-1937-MD/005 

15. Observações 



ABSTRACT 

Lindar the denomination of direct methods, a set of 
methods are collected in a same context for the theory of 
approximations. lhe set is characterized by the possibility of 
obtaining, a priori, the amount of work required for a derived 
accuracy. In the methods presented, the quality can be detemzined 
directly by the approximated error limits. This volume presents the 
first chapters of the third part of the work "Andlise de Métodos 
Numéricos" (Analysis of Numerical Methods). It started with the 
publication INPE-1937-M0/005. 
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TERCEIRA PARTE  

ANALISE DE METODOS NUMtRICOS 



CAPITULO XIV 

DIFERENÇAS FINITAS  

14.1 - INTRODUÇÃO  

Os métodos numéricos, baseados no cálculo de diferenças 

finitas, mereceram especial atenção na chamada Analise Numérica Clássi 

ca. Cumpre lembrar a publicação de um tratado sobre o assunto,em1860, 

por George Boole, intitulado "A Treatise on the Calculus of Finite 

Differences". 

Com o aparecimento dos computadores eletrônicos, 	esses 

métodos perderam parte de sua importáncia, por várias razões, entre as 

quais se destacam: 

a) a necessidade de um grande número de registros de memaria para 

armazenamento de tabelas; 

b) o processo de subtrações sucessivas, usado no cálculo ccm dife 

renças finitas, acarreta uma perda de digitos 	significativos 

(ver Capitulo XIII) e um rãpido crescimento de erros. 

A aplicação de métodos usando diferenças finitas é mais 

apropriada para o cálculo manual. Em computadores digitais o uso des 

ses métodos requer cuidados especiais, não sendo muitas vezes competi 

tivos. Esses métodos encontram maior utilização, neste caso, na solu 

ção numérica de equações diferenciais. 

Dentre as aplicações especiais, do cálculo com diferen 

ças finitas, destaca-se o teste para determinação e correção de erros 

em tabelas matemáticas. 
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Apresentar-se-ão, neste capitulo, os fundamentos do cãl 

culo com diferenças finitas. Algumas aplicaçêes serão vistas, em cer 

tos métodos numéricos, nos capitulos subsequentes. 

14.2 - OPERADORES LINEARES 

No que se segue, usar-se-á a notação: 

ux 	h = f(x jr h) 

Define-se o operador A, denominado "primeira diferença 

progressiva", pela relação: 

A ux = ux + h - ux 

Dessa relação, segue-se a lei de recorrência que permite 

estabelecer o operador E. denominado "deslocamento": 

ux + h . u
x 
+ Au

x 
= (1 + A) ux = E ux 

de onde a relação 

E = (1 + A) 

Analogamente, define-se o operador v, denominado "primei .  

ra diferença regressiva", pela relação: 

v ux = ux - ux  _ h  

Considera-se o operador "diferença central", dado pela 

relação: 
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u
x 	

ux + h/2 - u
x - h/2 

e o operador "mídia", dado por: 

r  
P U x = 	L 

LIX I- h/2 + Ux - h/2 ] 2 

Usando-se o desenvolvimento de Taylor, define-se o opera 

dor "diferencial" D = h--1— por: 
dx 

	

x 	 h3 	d3u
x  d2u

x  
ux+h 

= u
x 

+ h  du 
	h2  

 

	

dx 	2! 	dx2 	3! 	dx2  

= ux + Dux + — - ux + -
p!- ux  + 2!  

í D2  

	

+ —(11
3 

1- ... 	U
x 

= ep  U
x 2! 	3! 

De onde a relação: 

ux+h . (1 + a) ux = e
D 

ux 

Logo: 

E = (1 + a) 	eD 	e 	D = /n(1 + h) 

Analogamente, define-se um operador integral pela rela 

ção: 

x +h 

J ux = J 	ut dt 
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14.3 - DIFERENÇAS DE ORDEM SUPERIOR  

Podem-se generalizar as definições anteriores, 	criando 

-se os operadores de segunda ordem, terceira ordem e assim por diante; 

o processo é formalmente o mesmo. Assim, o titulo de exemplo, conside 
re-se a extensão do conceito do operador "primeira diferença progressi 

va". O operador de segunda ordem serã: 

A2 ux = A(A u x) =Aux +h-Au = 2u x u  x +2h - x +h Ux 

e o de ordem n, obtido do operador de ordem n-1 por recorrência, ser: 

Anux = a(àn - ux ) 	 n = 1, 2, ... 

14.4 - DIFERENÇAS RELATIVAS  

Para pontos desigualmente espaçados, os conceitos estabe 
tecidos anteriormente não podem ser aplicados. Definem-se, então, as 
diferençasrelativasque, no caso de diferenças progressivas, serão da 

das por: 

f[x o 	= f(x0 ) 

f[xo, x1] - f[x22 - f[x
0 2 

x; - xo 

f[xo, xl, x22 = — 

e assim sucessivamente: 

f[xo, ...,x2 = — 

f[x l , x 2] - f [x o , x i ] 

f Exi , 	x n2 - f Ex o , 	xn  _ 1 2 
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simples mostrar que existe uma relação entre a deriva 

da de uma função e sua diferença relativa em um ponto considerado. Es 

sa relação é: 

Um 
fl(x)  = 	x+0 

fEx, x + Ax] f[x, x] 
A 

E óbvio que.essa relação não possui sentido numericamen 

te, mas sim como resultado de um limite. 

14.5 - TABELAS DE DIFERENÇAS FINITAS 

A tabela de diferenças é uma tabela de duas entradas, em 

que se colocam sucessivamente as diferenças de primeira ordem, segunda 

ordem e assim por diante. Como por exemplo, para a função f(x) = x 3  ob 

tém-se o resultado de diferenças sucessivas, mostrado na Tabela XIV.1. 

TABELA XIV.1  

DIFERENÇAS SUCESSIVAS PARA f(x) 	x3  

X O 1 2 2 4 5 

Y O 1 8 27 64 125 

AY 1 7 19 37 61 

A2y 6 12 18 24 

A3Y 6 6 6 

A4y O O 
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Nota-se que as diferenças de quarta ordem são todas nu 
las quando f(x) = x 3 . Isso não se deve meramente ao acaso. Para Y = x n  

ou Y = y a.l xi obtém-se sempre An T 1  Y = O. A demonstração é simples. 

	

./ =1 	u  
se Y = xn, então: 

AY = (x • h) n  - xn  = x" + I 	0 4  xi - x" = I 	0. 

decaindo, assim, o expoente de x de uma unidade. Analogamente: 

n -1 n-1 	[  
.02Y = 1 	01 (x+h) i  - xi ] = 	y 	S. xJ 	Ti XX y y x l  - xn = 

i r- 0 u 	 j = 0 •3 	1=0 

n -1 	j - 1 	4 	n-2 

	

= 	y 	y 	0. y. x' = 	1 	o N x k  
3=0 1=0 J 1 	k=0 

e assim, sucessivamente, obtém-se: 

O 
AnY = 	ap X/ = ao = constante 

Q =0 ' 

de onde: 

O+ 1Y = ao - ao = O 

14.6 - PROPAGADA° DE ERROS 

As diferenças finitas gozam da propriedade de linearida 
de, assim para tabelas de diferenças finitas, é vãlido o principio de 
superposição de efeitos. Pode-se, portanto, considerar nulos, sem per 
da de generalidade, todos os valores da função e um erro e que afeta 
apenas um valor da função. Para este caso, tem-se a Tabela XIV.2. 
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TABELA XIV.2  

EFEITO DE ERRO EM UM VALOR 

x O 1 2 3456 

Y O O O e000 

isy O O e -e O O 

is2y O e - 2e e O 

a 3y e -3c 3e -e 

Observa-se, na Tabela XIV.2, que os coeficientes do er 
ro e, para uma dada linha considerada, são os coeficientes binomiais 
com sinais alternados. A soma algébrica dos erros é zero para qualquer 

diferença de ordem i 1. 

No caso de dois ou mais erros, devido ã superposição de 
efeitos, a estrutura de coeficientes binomiais é destruida. O conheci 
mento das estruturas de erros é importante para o teste e para a corre 

ção de valores tabelados. 

14.7 - CORREÇÃO DE TABELAS  

As tabelas matemgticas, em geral, são construldas com es 

paçamento entre pontos h suficientemente pequenos, para que a 	função 

possa ser linearizada entre dois pontos consecutivos, x e x + h. 	Para 

que isto aconteça, deve ser satisfeita a relação: 

h2 	"(x) 	< 5 x 10 - 11  
f(x) 1 
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onde n é o número de dígitos significativos usados na tabela. 

Quando a condição de linearidade é satisfeita, é de se 

esperar que as diferenças de ordem superior sejam nulas. Isto permite 

detetar a presença de algum erro de impressão eventualmente existente 

na tabela. 

Por exemplo na Tabela XIV.3 estão colocados os valores 

para f(x) = log(x), onde existe a suspeita da existéncia de um erro. 

Os erros de arredondamento das tabelas, construídas para 

interpolação linear, afetam, no mãximo, em uma unidade o último digito 

significativo da diferença de segunda ordem. 

Calculando-se as diferenças progressiva de primeira e se 

gunda ordens, pode-se notar, nesta última, a estrutura dos coeficien 

tes binomiais: 

c,-2e, c, 

começando no ponto x = 4,04 e propagando-se para x < 4,04. 

Comparando-se com a estrutura de erros da Tabela XIV.2, 

pode-se estabelecer o valor E = 0,0003 e corrigir o valor da tabela pa 

ra: 

f(4,04) -e = 0,6064, 

que o valor correto, o qual deve figurar para log(4,04). 

Os outros erros que figuram na Tabela XIV.3 para a 2,e que 

introduzem uma pequena pertubação na exata configuração E, - 2E, E,são 

erros de uma unidade na última casa decimal, devidos ao processo de ar 

redondamento. 
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Outra aplicação do processo de eliminação de erros, que 

usa tabelas de diferenças finitas, é a correção de valores calculados 

para funçães de grande complexidade, e cujo algoritmo não oferece a ne 

cessaria precisão para alguns pontos específicos. 
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EXERCICIOS 

1. Considerando os desenvolvimentos em série de Taylor. 

f(x) = f(x) 

f(x + h) = f(x) + h f'(x) + -Pf- f 11 (x) + 
2! 

f(x + 2h) = f(x + h) + h f'(x + h) + —
12.2 .
— f"(x + h) + 

determine a relação entre as diferenças progressivas de varias 	or 

dens e as derivadas da função. 

2. Repita o exercido anterior para os casos: 

a) diferenças regressivas; 

b) diferenças centrais. 

3. Usando os resultados dos Exercidos 1 e 2, analise o caso em que 

f(x) é um polinômio de grau n. 

4. Demonstre a propriedade de linearidade das diferenças regressivas. 

Sugestão: use o processo de indução finita para calcular as diferen 

ças de várias ordens da função af(x) + bg(x), onde a e b são cons 

tantes. 

5. Desenvolva Zn (1 + á) em série de Taylor para estabelecer a relação 

entre Dux  e as diferenças progressivas ai u x , i = 1, 2, .... Qual a 

condição de convergência? 
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6. Usando os desenvolvimentos em série de Taylor, verifique se as dife 

renças relativas, definidas na Seção 14.4, possuem a mesma forma es 

trutural encontrada no Exercício 1. 

7. Mostre que: 

f[ xn , 	x0 J = f[ xo , 	x n  

Sugestão: use o método de indução finita. 

8. Demonstre a relação 

fl xo, xl, x2 1 

	 fo 	 fi  

(x0 - xl) (x0 - x2) 	(x1 - xo) (x1 - x2) 

f2 

(x2 -x0)  (X2 - X1) 

e generalize esse resultado. 

9. Estabeleça a estrutura de propagação de erros, para os vãrios casos 

possíveis, quando 2 valores da função estão afetados por erro el e 

E2 numa tabela de diferenças finitas. 

10. Com base no resultado do Exercício 8, discuta a possibilidade de 

detetar a presença de dois erros numa tabela matemãtica. Simule um 

exemplo. 
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CAPITULO XV  

INTERPOLAÇÃO 

15.1 - INTRODUÇÃO  

Um dos problemas mais frequentemente encontrados é o 	de 

conhecer o valor de uma função f(x) para um determinado ponto x, sendo 

desconhecida a função e conhecendo-se apenas o seu valor para um conjun 

to de N pontos {x j } diferentes de x. Deseja-se, portanto, obter uma ex 

tensãodef(x),)(E{x j.}. 

Geralmente o problema pode ser estabelecido da 	seguinte 

forma: 

a) São conhecidos exatamente os valores f(x) para um conjunto de 

N pontos {x.}. 

b) E desconhecida a expressão analitica de f(x). 

c) São desejados valores de f(x) para um conjunto de M pontos {x k }, 

que podem cair dentro ou fora do intervalo definido pelos valo 

res extremos de )( do conjunto {x j  

As variações decorrentes dessa forma são classificados co 

MO: 

a) Interpolação Direta:  Consiste em encontrar um valor f(x) 	para 

	

um particular valor x, dentro do intervalo compreendido 	pelos 

pontos extremos de {x.}. 

b) Interpolação Inversa:  Consiste em encontrar o valor x que origi 

nou um valor f(x) dado. 

c) Subtabulação:  Consiste em encontrar os valores de f(x) para um 

conjunto de K pontos {xk}. 
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c) Extrapolação:  Consiste em encontrar valores de f(x) para x fo 
ra do intervalo compreendido pelos pontos extremos de {x j }. 

Neste capitulo apresentar-se-ão alguns métodos mais co 

nuns de interpolação. 

15.2 - FUNÇÃO INTERPOLADORA 

Por hipétese existe uma função y=f(x) que relaciona y 

com x e que é desconhecida. Admite-se então a possibilidade de caracte 

rizar f(x) por meio de um desenvolvimento do tipo: 

f(x) =! ai  s i (x) 

i=1 

onde s i (x) são funçées conhecidas (usualmente ortogonais). Nessas coa 

dições, considera-se uma aproximação 0(x) para f(x), dada pelo trunca 

mento da série acima: 

f(x) 	$(x) = 	ai  si (x) 

1=1 

Paracalcularos~a.1'  impée-se a condição de que 

•(x) reproduza exatamente f(x) no conjunto de N pontos (x j }, para os 

wwisovalor f(x j.)é conhecido. Então: 

f(xj ) = Exj ) = 	ai  •i (xj ) 

i=1 

Este é um sistema com N equaçaes e M incégnitas. Para mi 

nimizar o erro cometido no truncamento da série equivalente a f(x), de 

ve-se usar o maior valor possivel para M. Então, adotar-se-é M=N, que 

resulta na equação matricial: 

s a =f 
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onde o é uma matriz NxN de elementos o ij  vi (xj ), a é um vetor com 

eleruntosa.,eféumvetorcomelementos fj  ...f(x.). —  

Ovalordoscoeficientesa.gentão obtido de: 

a  . a-1 f 

desde que exista o -1 . Neste caso, chamando-se a o valor do determinan 

te de o e a i , o valor do determinante que se obtém substituindo-se, na 

coluna i, os valores de o ki  por fi , resulta: 

A. 
• = — al 	

a 

A função 0(x) pode então ser escrita como: 

AN Ai •(x) = —A  01(x) + 	 
+ 	s(x) 

Por outro lado, é possível desenvolver o determinante a i  

pelos elementos da coluna i, obtendo-se: 

Ai = ! (-1) 1+k  f(x k) âik  

k=1 

onde6ik são os menores complementares dos elementos da linha k e colu 

na i. Rearranjando-se os termos, pode-se escrever: 

V(x) = 1 f(x 1 ) v i (x) 

1=1 

onde as o i (x) serão combinaçées lineares das 
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Para os pontos x = x segue-se que: 

f(x) = f(x3 ) sj (xj ) + I f(x 1 ) s i (xj ) 

i#j 

de onde resultam as condições que as funções s i (x) devem satisfazer: 

10 i# j 
Si (x.) = 

1 i =j 

15.3 - SISTEMAS DE TCHEBYSHEV  

Foi visto anteriormente que a condição para a existência 

da função interpoladora é que o determinante A não se anule para o par 

ticular conjunto de pontos xj  considerado. 

Existe interesse em usar o mesmo conjunto de funções, 

$ 1 (x), para qualquer conjunto de pontos, (x.1, escolhidos dentro de 
um intervalo [a,b] dado. Para que isto seja possível, é necessário 
que nenhuma combinação linear 

L {S i (x)1 = I C i  S i (x) 

1=1 

possua N raizes diferentes  em E:a,b:i. Os conjuntos de 	funções, 
com essa propriedade são chamados sistemas de Tchebyshev. 

15.4 - TERMO CORRETIVO DA FORMULA INTERPOLADORA  

A função interpoladora, s(x), constitue uma aproximação 
para a função f(x). Para que se possa ter uma fórmula interpoladora, é 

necessária a adição de um termo corretivo, E(x), para a função •(x), 

de modo que: 

f(x) = s(x) + E(x). 
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Para determinar E(x), consideram-se os residuos: 

rk(x) = 
d k 

 —c (f(x) - :P(x)-E(x)), K=0,1,2... 
d x" 

Tomando-se o resíduo r
o
(x), tem-se: 

r0 (x) = f(x) - s(x) - E(x) 

Como 4(x.)=f(x i ), i = 1 ,...,N, segue-se que E(x 1 ) = 

r0  (x) =0. Assim, sem perda de generalidade, o termo E(x) pode ser es 

crito na forma: 

E(x) = K 	(x-x ; ). 
1=1 	' 

Impondo-se a condição de que a férmula também seja exata 

no particular ponto x considerado, x#x i , resulta o valor de K: 

k _ f(x) - .(x)  

ii (x -x.) 

Esta expressão de K é de pouca utilidade, uma vez que 

f(x) é desconhecida. Procurar-se-a, portanto, obter outra expressão 

que, complementada com alguma informação adicional, permita que se te 

nha uma estimativa para E(x). 

No intervalo E:a,b:1, definido pelo conjunto de 	pontos 

o resíduo r0 (x) inulo em N + 1 pontos, a saber: x,x),...,x n .Como (x i 
consequência, pelo teorema de Rolle, r 1 (x) se anula em N pontos no in 

tervalo Ea,b] e assim, sucessivamente, conclue-se que r n (x) se anula 

em, pelo menos, um ponto do intervalo a,b:]. Seja ç esse ponto,entío: 

rN(C)=f (N) (C) - 	- ( ) 	N: K=0 
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Esta última expressão permite escrever: 

lt4 - 	R) K=  ' 
41: 

cuja aplicação subentende que existam as derivadas f (N)  (x) e . (N)  (x) 

para todo x E r- a,bil. Sendo dada a informação adicional de que f(x) 

é limitada em Ea,b] por um valor M, a expressão que limita o temo 

corretivo resulta em: 

(N> 
E(x) < M-4) 	

N 
 n (x-x.) 

15.5 - POLINÔMIOS INTERPOLADORES - CASO GERAL  

E de grande interesse, pela simplicidade de 	implementa 
ção em computadores, o caso em que a função interpoladora, 4(x), é um 

polinémio. 

Nesta seção, tratar-se-ã do problema da determinação de 

um polinémio interpolador, vãlido para todo o intervalo (a,b) conside 

rado. Destacam-se, neste particular, duas opçées principais: 

a) polinémio interpolador de Lagrange; 

b) polinémió interpolado de Newton. 

15.5.1 - POLINÔMIO INTERPOLADOR DE LAGRANGE  

Considera-se a seguinte sequência como o conjunto de fun 

çaes {0 1 (x)}: 

1 ,x,x 2 ,... x1-1  

.1(x),...,  
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As funções deste tipo são linearmente independentes 	em 

qualquer intervalo, uma vez que qualquer polinõmio de grau N-1 tem, no 

máximo, N-1 raizes diferentes. 

Para este caso, o determinante ei terá a forma: 

1 xl x
2  
l 	x 1-1l  

N-1 
1 X2 7( 	X2 

e e e e 

• • e e 

• • e e 

e e e t 

1 x 	x2 	xN-1 

	

N N 	N 

que é o determinante de Vandermond, cujo valor é: 

TI 

	

= n (x 1  -x.) 	 j = 1 ,..., N-1 
 J i=j+1 

Este determinante é diferente de zero, desde que x i 	xi  

para i 

Para encontrar as funções s i (x) basta lembrar que combi 

nações lineares dos * 1 (x), que se anulam para todos os xi  #x i , podem 

ser colocadas na forma: 

	

*1(x) = A(x-x1) 	(x-x. )(x-x. ) 	(x-x ) 1-1 	1+1 	N 

Da condição: 

= 1 

obtém- se o valor da constante A: 

A - 	 •  

(x 1 -x1)...(x 1 -x 1 _ 1 ) (xi-xi+1)...(xi-xN) 

= 
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de onde resulta: 

N (x - .) 
11) 4 (x) = 

j=1 (x 1 -x) 

j#1 

e o polinómio interpolador terá a forma: 

N 	11 	(x -x .) 
Ex) = 	j=1 	J 	f(x1) 

i=1 yi  (x 4 -x) 

_ 

Como c (N) (x) = O para todo x c Ea,b -j, o termo corretivo 

toma a forma: 

e/,‘ N 
E(x) -(N) ' 	"/ 	(x-x 4 ) 	 c[a,b] 

N! 	i=1 	' 

15.5.2 - POLINÔMIO INTERPOLADOR DE NEWTON  

Embora o desenvolvimento anterior possa ser usadoparade 

terminar o polinómio interpolador de Newton, a dedução será feita par 

tindo-se da fórmula de Taylor, para dar ao leitor um método alternati 

vo de desenvolvimento. 

Sendo a fórmula de Taylor exata para um ponto especifico 

x, variando-se x, um termo corretivo deverá ser introduzido. Assim,par 

tindo-se do desenvolvimento linear entre dois pontos xl e x2, tem-se: 

f(x) = f(x 1 ) + (x -x1) f(c1) + E l (x) 	xl < Cl < x2 

onde E 1 (x) é o termo corretivo (ou erro da aproximação). 



CAPITULO XV 

INTERPOLAÇÃO  

15.1 - INTRODUÇÃO  

Um dos problemas mais frequentemente encontrados é o de 

conhecer o valor de uma função f(x) para um determinado ponto x, sendo 

desconhecida a função e conhecendo-se apenas o seu valor para um conjun 

to de N pontos {x j } diferentes de x. Deseja-se, portanto, obter uma ex 

tensão de f(x), xe{x j }. 

Geralmente o problema pode ser estabelecido da 	seguinte 

forma: 

alSãocorillecidosexatamenteosvaloresf(x j.)para um conjunto de 

DiPowtos{xj }. 

b) E desconhecida a expressão analltica de f(x). 

c) São desejados valores de f(x) para um conjunto deM pontos {x k } ' 
que podem cair dentro ou fora do intervalo definido pelos valo 

res extremos de x do conjunto (x j }. 

As varin6es decorrentes dessa forma são classificados co 

MO: 

a) Interpolação Direta:  Consiste em encontrar um valor f(x) 	para 

um particular valor x, dentro do intervalo compreendido 	pelos 

pontos extremos de {x.}. 

h) Interpolação Inversa:  Consiste em encontrar o valor x que origi 

nou um valor f(x) dado. 

c) Subtabulação:  Consiste em encontrar os valores de f(x) para um 

conjunto de K pontos {xk}. 
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Impondo-se a condição da aproximação ser exata para o pon 

to x2 (i.e. E (x2) = O), resulta: 

f (x2) -f( xt) 
f i (E1)= 	  - fExi,xz] 

x 2 - x1 

O erro pode então ser escrito como: 

E 1 (x) = (x -x1) { f: x 1 ,xj -fExi,x2 .1 

Por outro lado, é possível calcular f[xi,x] pela fOrmu 

la de Taylor, como anteriormente, introduzindo-se um termo corretivo 

E2(x). Assim: fEx1,x3 = fEx,x2] + (x-x2) flExi,23+E2(x) 

De onde resulta: 

El(x) = (x - xl)(x - x2) f' Ex3,23 + (x - x1) E2(x) 

e a expressão para calcular f(x) torna-se: 

f(x) = f(xj) + (x -x1) f[xi,x2 -1+ ( x-x 1) (x -x2)•f l Exi, 	+(x-x i )E 2 (x)E z ] 

Impondo-se agora a condição de que o erro E2(x) seja nu 

lo para x =x3, obtém-se novamente f'Ex 1 ,Ç2] : 

f[xi,x3] - f[xl,x2] 
f i [xl,z23 - 	  - fExi,x2,x3] 

x3- x2 

Dessa forma, o erro E 2 (x) valerã: 

E 2 (x) = (x-x 2 ) {fEx i ,x 21x] - f[ xl,x2,x3]} 
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e o termo corretivo E2(x), da fórmula que vale (x-x1) E2(x), torna-se 

E(x) = (x-x1) (x-x2){f[xl,x2,x] -fExi,x2,x3]} 

Assim, através desse procedimento sucessivo,chega-seao 

desenvolvimento: 

N i-1 
f(x) = f(x1) + X n (x-x.) 

i=2 j =1  j  

onde o termo corretivo E(x) = E' -1  (x) vale: N 

— 
N

n (x-x 4 ) 

EN_I = 	n (x -x) 	fr- XI,X2 	XN ,X: 	j-) 	u 	f(N)  N: 
i=1 

15.6 - POLINÔMIOS INTERPOLADORES PARA PONTOS IGUALMENTE ESPAÇADOS  

Em grande quantidade de casos práticos os valores da fun 

çaof(x)saoconhecidosparaun~todepontos xj , .j=1 N  igual 
mente espaçados entre si. Para estes pontos, tem-se: 

- 	= h, 

e fórmulas interpoladoras de menor complexidade podem ser deduzidas. 

Ver-se-ao aqui as principais fórmulas que usam diferen 

ças finitas. 
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15.6.1 - FORMULAS INTERROLADORAS DE NEWTON  

Na fórmula geral deduzida das diferenças relativas 	pra 
gressivas - Seção 15.5.2, considerando-se os pontos igualmente 	espaça 
dos, segue-se que: 

62fi 
f 	xd = — 

2h2  

N-1 
6 	ti 

f 
(N-1): hN -1  

onde o 'índice 1 indica que as diferenças são calculadas com base no pon 
to xl. Assim, a fórmula interpoladora de Newton torna-se 

PI 
6(x) = f(x1) 	En 

i=2 J =I
,  

i-1
fl 

(X-X) 
J 	(i-1): h1-1  

Fazendo-se agora ---- = t resulta a fórmula interpoladora 

para pontos igualmente espaçados: 

N [-1 	 1-1 

E t) = f(x 1 ) + 	(t-j+1)] 	 
(1-1): i=2 j=1  

No caso em que os pontos estão ordenados em ordem decres 

cerflaistuéx.i.n - x.= -h, prefere-se usar diferen — 
ças regressivas. 
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Neste caso, usando-se idãntico desenvolvimento, obtém-se: 

N •[ 	 vi-1 
(1)(t) = f(xj) + 	 (t+J-1) 	fi  

1=2 	J=1 	 (i-1): 

O termó corretivo da fOrmula de Newton torna-se, para o 

caso de diferenças progressivas de pontos igualmente espaçados, em: 

N  n (t-j+1) 

E(x) - j=1  	hN  f (N)  (c) 

e para diferenças regressivas, em: 

(t+j-1) 

E(x) - j=1 	hN f
(N) 

(c) 

15.6.2 - FORMULAS DE GAUSS  

Obtém-se a primeira fOrmula de Gauss a partir da férmula 

geral de Newton, fazendo-se: 

20 
= XI 

x =z +nh 	n=1,..., —N-1  
2n 	o 	 2 

x2n+1 = z
o 
- nh 

A expressão para função interpoladora torna-se: 

•(x) = f(20 ) + (x -z0) f zo' zo+h 	+ 

+ (x-z0 ) (x-z0-h) f[ zo'zo+h'zo-h 	+... 
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Usando-se a propriedade de simetria das diferenças rela 

tivas, obtém-se: 

2fl .r. 

f[ z 	z +nh z -nh] - 	 
o''"' o 	' o 

 

(2n)h2n 

6 2n-1 f 
, 1/2 

f z
o 
	z

o 
+ n h] - 	  

(2n-1 )h2n-1 

	

onde o :índice O indica que a diferença central é calculada no 	ponto 

zo
, e o índice 1/2 indica o cólculo no ponto médio, entre z o 

e z i .Esim 

pies mostrar que, no presente caso, as diferenças centrais dependem ape 

nas dos valores tabelados para f(x). 

Fazendo-se t = (x-z
o
)/h

' 
pode-se finalmente escrever: 

t(t-1)  6 2 f 	t(t2-1)  6 3 f  
•(t) = f(20 ) + t 	f1/2 	 1/2 

2! 	
o 	3! 

t(t2 -1) (t -2)  64 fo  
4! 

Obtém-se, de modo idêntico, a segunda fórmula de Gauss a 

partir da fórmula geral de Newton, fazendo-se: 

= xl zo 
x2n+1 	zo + nh • n=1 ,..., —

N-1 

2 
x =zo 

 - n h 
2n  
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A Unica ressalva a ser feita neste caso é para as dife 

renças relativas assimétricas, que valerão: 

2n-1 
S 	f-1/2  f [ zo ,...,20- n 	- 
(2n-1):h 2n -1  

A expressão para a segunda fõrmula de Gauss resulta em: 

•(t) = f(20 ) + t 6 f_ 1/2  + M1±31 62 fo  + 
2! 

	

t(t2-1)  6 6 f 	4_ t(t2 -1) (t+2 )  64 f 
3! 	

-2/2 	
4! 

O termo corretivo para as fórmulas de Gauss é o mesmo da 

fórmula geral de Newton, da qual derivam. 

No caso de N ser par, o valor 2 n estende-se até N e ova 

lor 2n+1 estende-se até N-1. Nessas condições, não hã perfeita sime 

tria das fõrmulas. 

15.6.3 - FORMULA DE STIRLING 

Obtém-se esta fórmula da média aritmética das duas fõr 

mulas interpoladoras de Gauss. 

De acordo com a definição do operadormédia (Seção 14.2), 
v6K f .1/2 ( 6Kf 1/2 f 6 K f 

-1/2
1,de onde resulta a fórmula de Stirling: o  

Et) = f(20 ) + bp6 f
o  + 
	62 f 	t(t2-1)  p6

3  f + 
2: 	o 3! 	o 

t2 (t 2 -1)  ,y 

	

v  'O 	." 4! 
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O termo corretivo, nestas condições, continua ser o mes 

mo da -Fórmula geral de Newton. 

Ainda neste caso, a férmula interpoladora não requer sub 

tabulação e pode ser obtida facilmente de uma tabela de diferenças cen 

trais. 

15.6.4 - FORMULA DE BESSEL  

Considere-se a expressão para a segunda fórmula de Gauss: 

tet+1)  62 f  lt112_il 
1 " 63  •(t) = f(20 ) + 	df-1/2 	 O 

2! 	 3! 

t(t2-1) (t+2)  ,4 
u f

o + 
4! 

Aplicando-se o operador deslocamento E ao ponto de refe 

rência zo  e lembrando-se que: 

a) E f(z0 ) = f(z 1 ) 

b) E 6i f i  = 4i 

c) E t=t-1, 

obtém-se: 

0(t) = f(z 1 ) + (t-1) 6f 1/2 -E (--- 
t-1) t 62 ti  (t-1) t(t-2)  62f1/2+  

2! 	 3! 

(t-1) t(t-2) (t+1) 	fl 	... 

4! 
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A média aritmética dessa fórmula, juntamente a primeira 

fórmula de Gauss, fornece a expressão da fórmula de Bessel: 

Et) = p f1/2 	(t-1/2) 8 fip+t(t-l) 	62 f1/2  
2! 

t(t-1) (t-1/2)  6 3 f1/2 	... 

3! 

simples verificar que a fórmula de Bessel também não re 

quer uma subtabulação para o seu cãlculo. 

O termo corretivo continua a ser idéntico ao da fórmula 

de Newton, da qual deriva. 

15.6.5 - FÓRMULA DE EVERETT  

Obtém-se esta fórmula do reagrupamento de termos das fór 

mulas de Gauss. Desejando-se apenas diferenças de ordem par, toma-se a 

primeira fórmula de Gauss: 

	

t(t-1)  /x 2 f 	t+1 6 3 f1/2 ) 
Et) = (to + t 6 f1/2) t 	2 	xv 	o 	3  

t(t2 -1)(t-2)  (64 f
o 	

65  f 1 12) + 
 5  4 

que com o uso das relações: 

62K+1 f 112 s  62K f l  - 62K fo  

se transforma em: 

•(t) . (1-t) fo 	
t(t-1) (t-2)  x 2 f  _ 

w 	'o 3! 

(t+1)t(t-1)(t-2)(t-3)  64 s  
' o  - ... + t f l  + 

5! 

(t+1) t(t-1)  62 fl. 	(t+2)(t+l)t(t-1)(t-2)  64 .61 	... 

3! 	 5! 
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Esta última expressão é chamada fórmula de Everett,oupri 

meira fórmula de Everett. Obtém-se a segunda fórmula de Everett reagru 

pando-se os termos da primeira fórmula de Gauss, de modo a reter apenas 

as diferenças de ordem impar. 

, O termo corretivo, como o das outras fórmulas, é o mesmo 

da fórmula de Newton. 

15.7 - EMPREGO DAS FORMULAS INTERPOLADORAS  

Para pontos desigualmente espaçados, as duas formas de 

interpolação de Newton e de Lagrange constituem essencialmente a mesma 

fórmula, escrita diferentemente. 

A fórmula de Lagrange apresenta, do ponto de vista compu 

tacional, a vantagem de poder exprimir cada função p i (x) como o quocien 

te de dois polinómios de grau N-1, escritos na forma de soma de potén 

cias. Evita-se, assim, o problema da perda de dígitos significativos, 

caracteristica das subtrações de números próximos. 

A fórmula de Newton ó preferida nos casos em que se sabe, 

de antemão, que por limitações do computador usado, nem todos os pon 

tos disponíveis poderão ser empregados. Nestes casos, escolhem-se os 

pontos x l  e x2, de tal forma que o ponto x considerado caia no interva 

lo x23, e os demais pontos conhecidos, caiam o menos afastado 

possível do ponto x. E simples verificar que, com este procedimento, 

escolhem-se, para a fórmula de Newton, os termos mais significativos da 

fórmula de Lagrange. 

Para pontos igualmente espaçados, as diferentesformasda 

função interpoladora, derivadas da fórmula de Newton, possuem aplica 

Oes especificas. 
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As fórmulas de Newton, com diferenças progressivas e re 

gressivas, são preferidas, quando o ponto x estiver próximo,respectiva 

mente, do começo ou do fim do intervalo definido pelos pontosdoconjun 

to {xj  

As fórmulas que usam diferenças centrais de 	Gauss, 

Stirling, Bessel e EVerett sio preferidas, quando o pontox estiver pró 

ximo ao centro de intervalo definido pelo conjunto de pontos (x j 1.Quan 

do não se tem idéia da localização do ponto x, as fórmulas que usam di 

ferenças centrais são mais aconselháveis. 

A primeira fórmula de Gauss é vantajosa, quando o ponto 

x estiver no intervalo Eiz o ,zo  + hl], enquanto a segunda fórmula de 

Gauss é mais aconselhada para pontos x dentro do intervalo Ez o ,zo-h]. 

A fórmula de Stirling oferece maior precisão para pontos 

x dentro do intervalo [z 0  -l/2h, zo  + 1/2 h:j. 

A fórmula de Bessel é usada para o ponto x dentro do in 

tervalo Ezo ,zo+h]. Esta fórmula, em relação ã fórmula de Gauss, que 

lhe é equivalente, apresenta a vantagem de possuir os coeficientes ta 

belados. 

Usa-se a fórmula de Everett associada com tabelas de fun 

ções, para as quais, por economia de impressão, são incluidosjuntamen 

te cornos valores tabelados, apenas algumas diferenças de ordem par ou 

ordem impar. Assim, se a tabela incluir as diferenças de segunda e quar 

ta ordens, pode-se com a fórmula de Everett obter uma precisão idénti 

ca ã da fórmula de Guass, com diferenças de até quinta ordem. 

Basicamente, todas as fórmulas de interpolação 	polino 

mial apresentadas constituem formas diferentes de escrever a fórmula 

de Taylor, para o intervalo Ela,b], definido pelo conjunto {x j 1. A di 

ferença entre elas está na escolha do ponto em torno do qual se faz o 

desenvolvimento de Taylor. Assim, o termo corretivo para todaselaspos 

sui a mesma forma estrutural, não havendo, portanto, nenhuma vantagem 

intrinseca que justifique a escolha de uma só formula, válida para to 
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dos os casos. A natureza do problema e o tipo de computador usado serão 

os elementos que ditarão a conveniência da particular frwmula interpola 

dora a ser empregada. 

15.8 - INTERPOLAÇÃO DE FONCDES PERIODICAS  

Quando a função a ser interpolada possui a 	propriedade 

f(a) = f(b), pode-se assumir, para efeito de tratamento, que ela seja 

peri6dica com periodo T=b-a. 

No processamento de funções peri6dicas, 	conveniente 

usar o intervalo E:a,b:], que contém um periodo completo da função. 

Cada função do conjunto que compõe a função interpolado 

ra deve satisfazer a condição a i (a) = a i (b), 1=1,..., N. Como conse 

quéncia, tanto a função interpoladora, como cada uma de suas componen 

tes, s6 pode conter, no intervalo (a,b), um número par de raizes, se 

f(a)=f(b)O. 

Sem perda de generalidade, será aqui considerado o siste 

ma de funções: 

1, senx, cos x, sen 2x, cos 2x,... 

az(x), •a(x), •w(x), •s(x), 

cujo periodo T vale 2w. Funções, com diferentes periodos, requerem uma 

prévia transformação de variáveis para usar o tratamento aqui exposto. 

Será visto no desenvolvimento a seguir que o sistema de funções trigo 

nométricas acima é um sistema de Tchebyshev em qualquer intervalo (a, 

b) de amplitude 2. 

Antes de se passar ao cálculo das funções a i (x), 	serão 

feitas, no sistema de funções trigonométricas, manipulaçães 	algébri 

cas para converti-lo num sistema de mais fácil utilização. 
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Considere-se o sistema: 

1, sen(x), cos(x) 	 sen nx, cos nx. 

Usando-se as relações trigonométricas: 

eiKx - e-iKx 
sen Kx - 

2i 

eiKx + e 
-iKx 

cos Kx - 
2 

obtém-se o sistema: 

e
iNx - e-iNx eiNx + e

-iNx 
1 	 

2i 	 2 

que nada mais é do que uma combinação linear do sistema: 

-iNx 	 eiNx e ,..., 1 , 	 

Colocando-se em evidência o fator 
e-iN( e chamando-se 

z=eix , resulta: 

z-N (1,z,...z 2N). 

O sistema fundamental dentro do parênteses éo sistema po 

linonial, jã discutido quando foi tratado o polinõmio interpolador de 

Lagrange. Este sistema é o sistema de Techebyschev, e a função interpo 

ladora possui 2N raizes para x compreendido no intervalo (0,2u). 

Far-se-ã o alculo das funções q(z) usando-se o quocien 

te de dois determinantes (ver Exercício 4): 

ti(z) 	D:, 
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cada linha dos quais é gerada pelo sistema a que se reduziu o sistema 
trigonométrico. Assim, obtém-se: 

2N+1 D = 	x 
3=1 

-N z 4  
d  

1 

1  

z 1  

• 

Z2M+1 
z2N 
2N+1 

z i 	. 	z 2 N 

o =z  -N 2r1z:o 1 z 	z2N 	linha i 
j=1 J 

_zN 
1 22N+1 	+2N+ 1 

onde: 

z = eixk 

Os determinantes Di e D sio determinantes de Vandermond. 
Assim, as funcées 11, 1 (z) tornam-se: 

= 	
2N+1 (z-z)  

Oi( 2 )  

	

i " 	j=1 	(z.-z.) 1 J 
J0i 

1/2 

	

Colocando-se z. 	em evidencia no numerador e denomina 
-N 	-N — dor dos termos da produt6ria, e englobando-se os fatores z e z. 	na 1 

produtéria, resulta: 

2
( z 1/2 zi - 1/2_ z-1/2z .1/2) 

	

0.(z) - 14+1 	 J 	'  
1 

	

3=1 	( z1/2 z:1/2 _ z:1/2 z k/z) 

	

j 	1 
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de onde: 

x -x 4  

2N+1 sen (---,2-=) 
s i (x) = 	x 

j=1 sen ( 1  J) 
j#1 

O tratamento simplificado aqui adotado, deprezando-se as 

transformações lineares para atingir o sistema polinomial fundamental, 

só foi possível, pois as funções $ i (x) sio combinações lineares das 

. 4 (x), que por sua vez resultaram em combinações linearesdosistema fun 

damental. 

Quando a função f(x) é par, prefere-se usar o sistema de 

funções: 

1, cos x, cos 2 x,... 

Quando a função f(x) é ímpar, prefere-se usar o sistema: 

sen x, sen 2x,... 

Nestes dois últimos casos, o mesmo desenvolvimento aqui 

adotado é aplicável. 

Quando os pontos forem igualmente espaçados, as fórmulas 

interpoladoras tornar-se-ão mais simples. Este problema será tratado 

posteriormente no Capitulo XVIII. 

O alculo do termo corretivo para interpolação de funções 

periódicas é bastante laborioso, devido i complexidade das derivadas 

das funções t i (x). 

Pode-se mostrar facilmente que as derivadas das 	funções 

t i (x) podem ser colocadas na forma: 

0.1 13 ) (x) = r i,p (x) 4:1(x), 
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onde as funções F. (x) são calculadas pelo esquema de recorrência: 
1 ,P 

2N+1 
F,i (x) = 1/2 = cot ( ---=) 

	

K=1 	2 
KOi 

. i x) = F,p-11! 	(x) + F. 1  (x) F,p-1 . 	(x), 	p>2 1, 	1  

Neste caso, o calculo do termo corretivo, E(x), pode ser 

efetuado da seguinte maneira: 

f( 2N) (0_ 0 (2N)(0 \ E(x) - 	  2N+1 , v _x.  

	

(2N): 	1 :1 	1 /  

15.9 - INTERPOLAÇÃO INVERSA 

O problema de interpolação inversa consiste em encontrar 
o valor x do argumento que produziu o valor v=f(x) da função. Quando 

existem vários argumentos x v i=1,...,n, que produzem o mesmo valor v, 
o problema não admite solução única. A Figura 15.1 esquematiza o pro 

cesso. 

Fig. 15.1 - Interpolação inversa. 
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No caso de multiplicidade de argumentos, para o mesmo va 

lor da função, hã uma perda de informação quando se faz o mapeamento 

X V. Para que o mapeamento inverso seja possível, informações adido 

nais devem ser acrescentadas, a fim de que se possa identificar ó par 

ticularvalorde.,que produziu v. 

Resolve'-se o problema da interpolação inversa,dividindo-

se o conjunto X em partições disjuntas, X i , cujos mapeamentos V i  estio 

em correspondência biunivoca, Vi subconjuntos do conjunto V. Formal 

mente, escreve-se: 

X = U X. i  

i=1 	n 

V = U V. 
i 	- 

x. n  x. 	4„ 
1 	J 

Pela prõpria natureza do problema, segue-se que: 

vi n  V2 n 	n  Vn  

Para que exista correspondência biunivoca entre uma par 
dv 

tição X.

l 

 e seu mapeamento V.

l

, é necessãrio que a derivada ai  não mude 

de sinale se anule no máximo em um único ponto, quando x E X. 

Em toda a partição X i  de correspondência bionivoca com 

um mapeamento V i , a interpolação inversa possui solução única. As téc 

nicas de interpolação direta, aqui apresentadas, podem então ser usa 

das, bastando considerar os valores do argumento como função, e os va 

lores da função como argumento. 
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A interpolação inversa pode também ser efetuada pelos mé 

todos para solução de equaçaes, que serão apresentados nos Capitulos XX 

e XXI. 

15.10 - EXTRAPOLAÇÃO 

O problema de extrapolação caracteriza a necessidade de 

determinar valores de f(x) para x fora do intervalo Ea,b:], definido 

peloconjuntodeporaos.}, para os quais se conhece f(x.). Ixj  

Examinada do ponto de vista de uma extensão do problema 

de interpolação, a extrapolação pode ser considerada como o problema de 

determinar a f5rmula de Taylor para a função f(x), dados f(x j ). Assim, 

as férmulas interpoladoras são também a solução para o problema de ex 

trapol ação. 

Alguns cuidados são necessãrios para obter resultados sa 

tisfatérios em extrapolação. As indicaçóes abaixo auxiliam neste aspec 

to: 

• Quando a função f(x) é periOdica, deve-se usar a função interpo 

ladora trigonométrica da Seção 15.8. 

• Quando x<a, devem-se usar fórmulas de interpolação de maior pre 

cisão no inicio do intervalo. 

• Quando x>b deve-se usar a férmula de maior precisão no fim do 

intervalo. 

• Quando não se tem idéia da posição relativa de x com respeito ao 

intervalo E:a,b], devem ser adotadas as fórmulas de maior pre 

cisão no meio do intervalo. 

• Para sequências temporais, em que outras informaçóes sobre o sis 

tema são conhecidas, o problema se inclue num contexto mais ge 

neralizado com o nome de "previsão", para a qual foram desenvol 

vidas técnicas particularizadas. Este assunto não serã discuti 

do no presente trabalho. 
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15.11 - INTERPOLAÇÃO GENERALIZADA - CONCORDÂNCIA 

Definição - Diz-se que duas curvas, C 1  e C2, estão em con 

com:inch num ponto xc , quando elas se encontram em xc , e a transição de 

C 1  para C2 e vice versa no é abrupta em x c . A Figura 15.2 ilustra esta 

definição. 

xQ: C2 

Fig. 15.2 - Curvas em concordância. 

Matematicamente, o conceito de concordância se formula de 

urna maneira simples. Considere-se a curva C 1  descrita por um relaciona 

mento v=f 1 (x), e a curva C2 descrita por v=f2 (x). Diz-se que há concor 

dãncia das curvas num ponto xc  se: 

a) ti(xc ) = f2 (xc ) e 

b) fi (xc ) = f (xc ) 

A extensão desta formulação para identidade,noponto x c • 

das derivadas de ordem superior generaliza o conceito de concordíncia. 

15.11.1 - INTERPOLAÇÃO POR FUNÇÕES CONCORDANTES  

Existem dois casos de especial interesse para a interpola 

ção por funOes concordantes: 

1) A função f(x), que se deseja interpolar, é conhecida, bem como 
algumas de suas derivadas para um conjunto de pontos {x i }perten 

centes a um intervalo E:a,b:]. 
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2) A função f(x), que se deseja interpolar,õconhecida para umcon 

juntodepontos {xjdpertencentes a um intervalo E:a,b:], e a 

função interpoladora +(x) é dada pela união de uma coleção 

definidasemintervaloshdisjuntos entre si, mas cuja 
1 

união é o intervalo E:a,b:I. 

No primeiro caso, destaca-se pela sua importância o poli 

nõmio interpolador de Hermite. 

No segundo caso, as funções interpoladoras por trechos, 

concordantes entre si nos pontos x j  e conhecidas pelo seu nomeem inglès 

"Spline", constituem uma solução de destaque. 

15.11.2 - POLINÔMIO INTERPOLADOR DE HERMITE  

Considerem-se os valores das funções e suas 	derivadas 

atéaordemm.-1,paracadaianclospontosx.deumconjunto{.}, xj  

j=1,...;N. Deseja-se determinar a função interpoladora 4(x), que repro 

dia exatamente a função f(x) e suas derivadas para os pontos ,  do conjun 

A função interpoladora •(x) é" a combinação de funções 
•1 (x) pertencentes a um sistema Tchebyshev, podendo-se determinar ou 

tras combinações lineares 0ki (x), tais que: 

N mi-1 	„, 
•(x) = E E 	f(k ) 	(x i ) *Ki (x) 

i=1 k=o 

onde + ki (x) satisfaz: 

ou 
I k#r 

tv 
Tki 	,-j 1  = 	1 i=j e 

k=r 
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Pela sua utilização em computadores, apresentar-se-ã o 

caso em que a função • é um polinômio conhecido pelo nome de polinõ 

mio de Hermite. 

1)Construção do polinômio interpolador  

A primeira consideração sobre a construção do polinômio 

interpolador de Hermite diz respeito ao grau do polinômio. Consequente 

mente, esse grau, o maior que cada uma das funções y ki (x) pode ter é: 

m = ( E mi ) - 1 
1.1 

Para satisfazer o primeiro conjunto de restrições sobre 

Siki (x), ou seja: 

	

= O, 	r=1 	 mj  
ki 

deve-se ter a forma: 

. 
Vki(x) = 	ff (X-X4)

m  
 

	

j =1 	4 	"11 I  

onde P 1(x) é um polinômio de grau m 1 -1. 

Para satisfazer o segundo conjunto de restriç3es sobre 

(x), ou seja: Ski 

(r) 	O se Or 

Ski (x i )  = 
1 se k=r 

condições serão impostas ao polinômio Pfli_1(x). 
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Para r<k, a condição *R. ) (x) =0 ser5 satisfeita, 	se o 
polinamio P 	(x) for colocado na forma: 

Pm ...1(x) = (x-x i ) k mP .-k-1(x). ' 	 i 

Para satisfazer a 	condição 0(x 1 ), O , o 	polinémi o 
POOnãopodeseanularparax=-..Esse polinémio ser5 	represen mi-k-1 	 xl 	 — 
todo por: 

Pmi _ k_ 1 (x) = ao  +...+ ami _ k_ 1 (x-x i )mi -X-1 	com a0#0. 

Para determinar 	usada a notação: aj  

x
m (x) = (x-x l ) m l (x-x l )m2... (x-xN )mN, 

de onde se obtém: 

wm(x) 
*ki(x) 	(x_xi 	Prri -1c-1 ( x ) 

Assim, Pm i _ k _ 1 (x) pode ser escrito como: 

. (x-x.)m  1 	(x) 
1 	*ki  

Pm.-k-1(x) = 1 	wm(x) 	( )(- ')1< 	' xl  

e os coeficientes a. serio calculados por: 

i  a. = 	lim di 	(x -xi)m i *ki (x)  —  
3. 	dxJ 	wm(x) 	(x- x i  .) k  x..x. 1 
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O coeficiente a
0  pode ser imediatamente calculado e vale: 

m. 
: 	 lp

Ki
(x) 

a lim -r (x-x."   1  0 	
E] , 

L 1Tm (x) 	.1 	x.x. [ (x -x.) 1 	1 xe . x l  

onde o limite é obtido pela regra de l'Hôpital, resultando em: 

a 

m• 
()N.) ,  x l  

- 1  [ 	 O 

	

m (x) 	Jx= • x l  

Para efetuar o cãlculo dos outros coeficientes, a função 

dentro dos colchetes ser ã decomposta em duas parcelas: 

m. 
") 1  

(x -x 1  
e 

X
m
(x) 

41<i (x)  
f2(x) = 

As derivadas serão obtidas, usando-se a regra Leibnitz: 

L r 
s L dx 	

fi(x) f2(x) I = 

Gi,
p [fl(x)] (P)  Efz(x)] (i-P)  

P=0  

As derivadas de f1(x) são todas continuas no ponto x=x i . 

Assim: 

	

[f1(x)](P) = 
r

i 	
)mi (p) 

xii(x) 
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Para calcular o limite das derivadas de f 2 , quando x+x., 

basta lembrar que u ki (x) é exatamente divisível por (x-x 1 )
k
, pela pr6 

pria forma em que foram construídas. Então: 

f2(x)--  Qm_ 1( (x), 

onde: 

Qm-k(x) é um polinémio de grau m-k, podendo ser escrito como: 

Qm_ k(x)= 13 0  +...+ bm_ k (x-x i )m•k  

Então, o limite das derivadas de f 2 (x), quando x+x i , va 

le: 

um 	f2(x) : (5-12)  = (j -P): bi_p  
x+x. 

Paraencontrar.basta observar que: ba_p  

um (x)= bo (x-x i )
k 
+...+ bm_ k (x-xi)m , 

de onde: 

* (k+i 	(xi ) = (k+j -p)! b. 
J -P 

como: 

(r) 	1 se r=k 
* 	(x4) = 	O se r0k 

assim, o único coeficiente não-nulo ocorre quando p=j e vale: 

1 b 
0 	k: 
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Dessa maneira: 

Um [ f2(x) ] ( -13)  = 
k! x.x i  

e, finalmente: 

[ (x- ) i 	(j ) 

j:k! 	wm(x) 

Então, a forma completa para a função * ki (x) torna-se: 

m,k-1 
1 	um(x) 	1 	1r (x -xin  1(j) tki (x) - 	m k / 	Ir  L 	(x.-r x,i 
k: (x-x.)-i -  j=0 	-* 	w

m
(x) 	-I 1 	 x=x. 1 

A função interpoladora de Hermite serã dada por: 

m-1 N  
*(x) = I 1 	V("

1,) 

	

 (xl ) 	(x) 

k=0 

2)Termo-corretivo do polinómio interpolador  

As mesmas considerações feitas para estabelecer o termo 

corretivo da fórmula interpoladora (Seção 15.4) são vãlidas no caso da 

interpolação generalizada. Assim, pode-se escrever a fórmula interpo 

ladora de Hermite da seguinte forma: 

f(x) = n(x) + 

onde: 

e(x) 	K 
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O valor de K, determinado da mesma maneira que na Seção 

15.4 ser: 

s(m+1) (0  
K= 	 ' 

(m+1): 

15.11.3 - FUNÇOES CONCORDANTES POR TRECHOS - "SPLINES" 

Considerem-se conhecidos os valores de f(x) para um con 

junto de pontos {x.1, j=1, 	N 	Para cada intervalo [x.,x. ] dese 
1+1 

ia-se interpolar f(x) por meio de um polir -Sio de grau m<N-1. 

Impõe-se, ainda, a condição de que os polinamios 	sejam 

concordantes entre si. A solução para este problema são as funçaes 

"Spline". 

As funç5es "Spline", S(x), de grau m, são caracterizadas 

por duas propriedades: 

S(x) é dada nos intervalos [x 1 ,x i4.1 1 1=0,...,N, sendo x0=-- e 

xN+1 = +0., por meio de algum polin5mio degraumenorouigual a m. 

S(x) e suas derivadas de ordem 1,...,N-1 são continuas em (-w,+0.). 

Uma função "Spline" de grau impar, 2K-1,é dita "natural", 

se, além das duas condiçiies anteriores, satisfazer a seguinte condição 

adicional: 

S(x) reduz-se a um polinamio de grau K-1, em cada um dos intervalos 

e (xn ,...). Os polin5mios de grau K-1 são, em geral, diferen 

tes para cada um desses dois intervalos. 
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1) Determinação da função interpoladora  

Tratar-se-á somente do caso da "spline" de terceiro grau, 

por ser ele o de maior utilidade prática. Impor-se-á a condição do poli 

nómio ser uma "spline" natural". Assim, fora do intervalo x i ,x N  ] , de 

ve-se ter um polinómio do primeiro grau. 

Chamando a "spline" de s(x), pela condição de continuida 

de da segunda derivada, tem-se: 

s"(xl) = s" (xN ) = O, 

pois, fora do intervalo [x i ,x N  n, o polinómio é do primeiro grau. 

A imposição de s(x) reproduzir f(x) para o conjunto de 

pontos(x fornece: 3  

s(x) = f(x i ) 	i=1 	N 

A fórmula de Newton para interpolação linear no interva 

lo [x1,x1+1  . 	] é: 

5(x)=s(x 1 ) + (x-x.) s 1  1[x. ,x. +1 	1 ] + (x-x.) (x-x1+1.  ) s[x. 1 ,x. +1 ' x ] 1 	 1  

Nesta fórmula, o último termo é a correção da interpola 

ção linear. Neste termo, não se conhece o valor de s[x 1 ,x 1+1 ,x].Para 

determinã-lo, desenvolve-se s(x) em série de Taylor a partir de 

obtendo-se: 

(x-x 1  
(x.), 5°0 	.) + (x-x.) s'(x.) + 

(x-x1)2 	 1s"( .) + - SI" 1 	2! 	
xl 

3! 	1 

pois sendo s(x) um polinómio do terceiro grau, s (4)  (x) = O. 
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As fórmulas de diferenças relativas permitem escrever a 

expressão acima da seguinte forma: 

(x-x.) (x-x 1 )2 
s , : 	x ] = 5(x 1 ) + 	 s xi' 	

2: 	
'( .) + 	 

3! 	
s' (x.) 

Como s(x) ó um polinômio do terceiro grau, s"(x) í 

near e pode ser expressa pela fórmula de interpolação de Newton, para 

o intervalo
'  [x.1 x.1+1  ] como: 

+5"(x) = s'( x 1 ) 	(x-x.) s"Ex.,x. 	1 1+1 

de onde: 

s'" (x) = s" [x1 .,x1.+1  ] = constante. 

O desenvolvimento de Taylor transforma-se, então, em: 

st: ..„x] = s'(x.) +1  (x-x.)  +1 (x-x 1 ) 2  so E x.,x. 
1
] 

2 	6 	 1+ 

Para x=x1+1,  segue-se que: 

1 s[x.,x..]=.~+.1(x.~ — (x. x.) s a [x.,. 1 1+1 	1 	21 	
xl 	

6 	
1+1- 	 x 

i 	1+1 

A diferença entre estas duas últimas equações fornece o 

valor de s[x1.,x.1+1'  x ] desejado: 

	

s[ x. , x 1. +1 ,xj.-- 
1 
 s

„
(x.)+.1[(x-.)+ (x. -x.2 s"[x.,x. 	] 1 

2 	1 	6 	
xl 	1+1 1 	1 1+1 
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Usando-se a expressão de s"(x),obtém-se: 

s[x.rxii.,,x]=Is"(.)-1- 
1
- 	s"(x) - s"(x 1 ) +s"(x1+1  ) - s"(x.) ] 

2 

	

6 	 ' 

e reagrupando-se os termos, tem-se: 

s 	] 	(x) 	s"(x.) 	s"(x.i.n ) ] 
6 	 1 

Nesta expressão sio desconhecidos os valores de 

s"(xj+1 ). Para obtê-los, retoma-se o valor de s[x 1 ,x j+1  ] , que pode 

ser escrito usando-se a expressão linear de s"(x), como: 

(x. 	-x.) 1+1 1  

sEx1'x1i-1]=s1(x1" 	
[2s"().1u"sil(xl-H 6  

Para o intervalo anterior E x1-1' 	' x.] usando-se a rela 1  

	

ção de simetria das diferenças relativas, escreve-se essa 	expressão 

da seguinte forma: 

	

1 - 1 	1 
s[x11 . ,x. ] =s( x 1 ) + (x. 	x.)  [2s"(x.)+s"(x. ) I 1- 

	

6 	 1 	1-1 

Multiplicando-se as duas últimas expresses por 6 e sub 
traindo-as membro a membro, segue-se que: 

s1124 	""" "I" 1 	1+ 1 	 1-1' x  1 j 	i 1-1 	
xi_l 

	

2(x.1+1x-1 -. ) s"(x. 	1) + (x.+11  -x.) sx " 1+1 

	

( . 	) 1 	1  

1 =2 	 N - 1 
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O lado esquerdo da equação acima pode ser facilmente cal 

culado a partir dos valores da função f(x), para os pontos x i , para os 

quais f(x 1 ) é conhecido, uma vez que foi imposta a condição: 

s(x) = f(x 1 ) 

Assim, tem-se um sistema de N-2 equações, cujas incégni 

tas são os s"(x.), 1 =1,...,N. A matriz A de coeficientes é simétrica 1 
e tridiagonal. Pode-se decompa-la em duas matrizes: A = D + C , onde D 

é uma matriz diagonal e C é o complemento. O sistema do tipo A u = d 

transforma-se, então, num sistema do tipo: 

u =-Bu +g , 

onde fi = D-1 C e g = D -1 d. Este sistema é conveniente do ponto de vis 

ta computacional e facilmente resolvido pelos métodos de iteraçãooude 

relaxação. Como se tem N-2 equações e N incégnitas é necessario encon 

trar mais duas equações para que o sistema admita solução. Conforme 

mostrado anteriormente, 5"(x 1 ) = s"(xN ) = O completa o sistema. 

Deter~ososvaloresdes"(.), 1=1 N  que são os 
únicos elementos remanescentes na indeterminação de s[x i ,x i+ ,,x], a 

fórmula interpoladora de Newton para o intervalo [x 1  ,x11  ] esta com 

pleta. 

A função interpoladora cp(x) para o intervalo Ea,b] 	é 

dada pela união das s(x), definidas para os intervalos 	disjuntos 

1+1 —' 

2) Erro Máximo do Método 

O calculo do erro introduzido pelo uso da função "spline" 

envolve a prévia demonstração de um teorema e de um lema. 
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Teorema  - Se f e g possuem derivadas de segunda ordem em I: a,b ] , 
s é a função solina de f com s"(a) = s (b) = O e g(x 1 ) = s(x 1 ) = 

f(x 1 ) para i =1,...,N, então: 

i a 
(g") 2  dx =

a 
(g"-s") 2  dx + 

ja 
(s") 2  dx 

Prova  

(b 
(g") 2  dx = 

ja 
(g"-s") 2  dx + 2 1.

a 
(g"-s")s" dx+ Ia 	(s") 2  dx 1: 

Integrando-se por trechos: 

x. 1 1+1 

	

a s"(
9
"-s") dx = 	 s" (g"-s") dx 

i=1 ix i 

Usando-se a integração por partes em cada intervalo, resulta: 

x. 
1+1 fx1+1 _ 

(g"-s") dx = (g'-s') s" 	
x

(g'-s') s"'dx 
• 	. 1 

Mas, como s"(a) = s"(x l ) = s"(b) =s"(xm ) = O: 

N-1 	 x.144 

y (g' -s') s" 	= O 
x i  

i=1 

Por outro lado, s m  é constante em cada intervalo, logo: 

lx.

: +1  

x. 
(g'-s') s'" dx = 	• 	 C.1  dx. 	Ig -si 1+1 	O, 

x J 	
• 	 xi 
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pois g(x11 ) = s(x 1+1 ) e g(x 1 ) = s(x 1 ) 

logo: 

jab 
(g") dx = j (g " - s") 2  dx + j (s") 2  dx 	(s") 2  dx , 

a 	 a 	 ia 

que mostra a propriedade da função spline ser a mais harmoniosa, no sen 

tido de menor quadrado da derivada de ordem K (no caso de ordem 2). 

Lema - Seja g uma função que possui pelo menos um zero em Ea,bJ 

e g continua em [a,b], então: 

Max Ig(x) 	[ 1b-al I (g') 2  dt1 1/2  

	

[a,b] 	
a 

Prova - A função g(x) pode ser escrita como: 

g(x) = I 	g'(t) dt 
Co 

onde c o  é o ponto tal que g(W = O. 

Pela desigualdade de Schwarz, segue-se que: 

íx 	 x 1 1 / 2  
g(x)1 5. 	19 1 (t)Idt 5. [1 [g 1 (t) 2  dt fdt 	s 

Co 	 Co 	 Co 

ii/z 

	

s [ 1b-al 	(g') 2  dt 
a 
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Cílculo de erro  

Considere-se primeiramente a expressão que permite calcu 
lar a segunda derivada da função "spline": 

(x.1 -x.1-11)s"(x.-11)+2(x.+11-x. -1 ) s'(x 1 ) +
1  (x.+111 -x.) s" (x. 	) = +1 

= 6 [sEx i ,x in  ] - s [x 1 _ 1 ,x 1  ] ] 

Para a dedução dessa expressão são conhecidos os s(x 1 ) = f(x i ). Por ch: 
tro lado, se nessas expressEes forem impostas s(x) = f"(x i ),resultam 
osvaloresdes(.)diferentes dos valores de f(x 1 ). Chamando-se de 
y(x) a função "spline", para a qual y"(x i ) = f"(x i ), tem-se que a fun 
ção s(x) - y(x) í a "spline" interpoladora para a função f(x) - y(x). 
Pelo teorema anterior, segue-se que: 

x. 1+1 	 1+1 	 fx.i.14 
(f"-y") 2  dx . 	(f"-s") 2  dx + I 	(s"-y") 2  dx a 

I:1 	 1 	 1. 	 x. 	 jx. 

/x1+1 
(f"-s") 2  dx 

.  

A função y" pode ser considerada como o polinômio inter 
polador de Lagrange de f" em [x 1 ,x 1+1 ]. Como mostrado para o caso de 
interpolação de Lagrange, o erro f"-y" deve ser nulo para x.x i  e x--x i+1 , 
tendo assim a forma: 

= k (x-x 1 ) (x-x 1.1.1 ) 

e, mais ainda, sendo y" linear, o valor de k serí dado por: 

k = f(4)  ()  , 	c xi 	] 
2 
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Logo: 

x. if (4) (x)12 	1+1 
(f"-y" ) 2  dx s 	Max 	

.
1(x- .) (x-x 1+1  ) 2dx 

[x1xi+1 ] 	
4 	x. 1  

If(4) (0 	Chamando-se M = 	Max 	 , tem-se: 
[ x is xi+1 ] 	2 

/x

ii. , 

	

xi 	
(f"-y") 2  dx s M2  r 	

30 
(x1+1-xi  

4
l L  

de onde: 

x1+1  (f
1
-s") 2  dx < 

1 

	

x. 	
(f"- ") 2  dx < -MI (x 14.  

120 	
1-xi)5 

	

1 	 1 

Comos(x i  .)= f(x 1 ) e s(x1.+11  ) = f(x. +1  ), pelo teorema de 
Rolle, (f'-s') anula-se em pelo menos um ponto para cada intervalo 
[x.1,x1+1 . ]. Aplicando-se o lema para cada intervalo, tem-se: 

	

Max 	1V-si < 	(x. -x.)l ,n-zu 	1+1 1 

segue-se que: 

	

l. 	(f'-s') 2  dx s-- 
x1   120 	1+1 1 
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=Como s( x 1 ) 	f(x.), a função f-s anula-se pelo menos uma vez 	em 

Ex1 , x1 +1  2. Logo, aplicando-se novamente o lema, resulta: 

Max 	if(x) - s(x)I   (x. 	-x.) 1+ 
9 

E X.,X• 	

1+1 i 

I+1 

que é °limite do erro procurado. 
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EXERCÍCIOS  

1. Pela definição de extensão de uma função (Capitulo II, Exercício 2), 

se •(x) é uma extensão de f(x), qual a condição que deve satisfazer 

o resíduo: 

r(x) = •(x) - 

para todo x pertencente ao conjunto comum ãs duas funçães? 

2. Se cada ponto do conjunto de N pontos (x j } constitui uma proprieda 

de de um espaço vetorial, serão necessãrio pelo menos N vetores 

v., 1=1,... ,N para caracterizar o espaço vetorial. Em termos das com 

ponentes15.(x.),05~ v .serão dados por 
j 	 ) 

v i 	4.1(xl) R1+...+ 4, 1(x N ) RN  

= .N (x l )  21+—+ t4 (xN ) RN 

Estabeleça a condição para que os vetores sejam linearmente independen 

tes, e compare os resultados com a condição da Seção 15.2. 

3. Generalize o resultado do Exercício 2 para o caso em que os x j 	Po 

dem assumir qualquer valor dentro de um intervalo (a,b). Compare o 

resultado com a condição da Seção 15.3 para sistemas deTchebyshev. 

4. Mostre que: 
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onde: 

ol(xl) 	4N(x1) 

D. 	: 

01(;N)  

linha i 

5. Demonstre a identidade dos polinamios interpoladores de Newton e de 

Lagrange. 

6. Mostre que para pontos igualmente espaçados: 

N-1 
-  A f l  

(N-1):11 N-1  

7. Mostre que o termo corretivo da fórmula de Newton torna-se 

N 	. fml  
E(x) - J -1 	 h" f 1/4 " ) 	(C), 

para o caso de diferenças progressivas e pontos igualmente espaçados. 

8. Usando a simetria das diferenças relativas, mostre que: 

óznfo  
f E z

o 	
z
o 
+nh

' 
z0-nh - 	 

(2n): h2m 
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15 2n-1  f1/2  fEz 	+nh] - 
o 	0 	(2n..1): h2r1-1 

1 
fE20 ,...,20  -nh ] - OO- 
	f1/2  

(2n-1 )!h2n-1 

9. Determine a forma do termo corretivo para as duas fõrmulas de Gauss. 

10. Determine a forma do termo corretivo da fórmula de interpolação de 

Stirling. 

11. Senod t=(x-zo )/h, mostre que: Et = t-1 

12. Determine a forma do termo corretivo de Bessel. 

13. Usando um desenvolvimento anãlogo ao da primeira fõrmula de Everett, 

determine a expressão da segunda fõrmula de Everett. 

14. Os valores de uma função f(x) sio conhecidos em 5 pontos igualmente 

espaçados x1,...,x5. Dado um ponto x, cujas distãncias aos 	pontos 

. obedece a ordem crescente: 

1x -x s 1 , 1x-xv 1 	1x-x21 	1x-x 5 1 	1 x-xi 1 

escolha apenas 3 pontos para utilizar na farmula de Newton, de modo 

que os termos considerados sejam os mais significativos. 

15. Dada a tabela de valores de uma função f(x), que se sabe ser perla 
dica no intervalo (0,2v) 

x (rd) f(x) 

0.60 0.68414 
0.61 0.69892 
0.62 0.71391 
0.63 0.72911 
0.64 0.74454 
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encontre a fõrmula interpoladora para f(x), e calcule a estimativa do 

termo corretivo. 

16. Repita o exercício anterior com interpolação polinomial, desprezan 

do, assim, a informação de que a função é periõdica. Dé uma estima 

tiva do termo corretivo e compare com o exercício anterior. 

17. Mostre que a derivada da função j) 1 (x), para o caso de interpolação 

periódica, vale: 

2N+1 	(x-xk)  
= 1/2 E cot 

2 
k=1 
kOi 

18. Mostre que, seo i ( P ) (x) = F. 

	

	(x) s i (x), então F. (x) é dada pe 1,p 
la recorrincia: 

F
1
. 

,
(x) = F

,p- 
. 	1 (x) + F ie -1 (x) Fi,p_1(x). 

p 	1 

19. Mostre que, quando f(x) = sen x, para interpolação inversa, o nome 

ro de partições num intervalo infinito é também infinito. 

20. Escreva a função interpoladora de Hermite sabendo que, para um con 

junto de N pontos x l ,...,xN , os valores da função e de sua primei 

ra derivada são conhecidos. 

21. Estabeleça a forma do termo corretivo para a função interpoladora 

do exercido anterior. 

22. Discuta a diferença do ponto de vista de erro das funções interpo 

ladoras: de Newton e de splines para o mesmo grau. 
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cAptrui fl XV! 

DERIVAÇÃO NUMtRICA 

16.1 - INTRODUÇÃO  

Caracteriza-se o problema de derivação numérica pela ne 
(K1 	 — cessidade de determinar a derivada f , , (x) de uma função f(x), da qual 

se conhecem os valores para um conjunto de pontos (xi 1, 1= 1, ..., N. 

A solução para o problema é dada indiretamente, supondo 

-se que as derivadas da função interpoladora para f(x) sejam uma boa 

aproximação para as derivadas de f(x). Essa hip5tese nem sempre é ver 

dadeira, o que constitui uma limitação intrínseca para a derivação nu 

mérica. O método de diferenças finitas, não sendo um processo direto, 

i equivalente ao uso de uma previa interpolação. 

Os erros de arredondamento, de menor importãncia no caso 

da interpolação, também assumem papel de destaque no calculo numérico 

de derivadas. 

Apresentam-se, neste capitulo, apenas algumas formas de 

obtenção da primeira derivada. A extensão para derivadas de ordem su 

perioN bem como o uso de diferentes métodos de interpolação, pode ser 

obtida adotando-se o mesmo procedimento aqui exemplificado. 

16.2 - MÉTODO DE LAGRANGE PARA DERIVAÇÃO  

Chamando-se de L(x) a função interpoladora de Lagrange e 

de E(x) o seu termo corretivo, pode-se escrever: 

f(x) - 1(x) + E(x) 

COM : 
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N 	N 	(x - xj) 
L(x) = 	1 	H   f(x1) 

1=1 j = 1 (xi - xj) 
j#i 

e: 

E(x) 	[ H 	(X - xi) I 	f(N)()  
i= 1 	 N: 

sendo a derivada de f(x) dada por: 

f'(x) = L'(x) + E'(x) 

e: 

N 	E N 	 N 	(x - xj)  I 
1  L'(x) = 	1 	 f(x1) 

1=1 	k=1 	(xi - xk) 	= 1 	(xi - xj) 
k i 	 j&i 

k 

O calculo de E'(x) é mais complexo, uma vez que o valor 
de c depende do particular valor de x considerado, lembrando-se, entre 
tanto, que: 

f (N) () 	N! f[ xl , 	xN , 	] 

tem-se: 

f(N + 1)
(n)  1 	d 	0(c ) 	, 	xN, x, x ] 

N: 	dx 	 (N + 1): 

onde n é um valor compreendido no intervalo definido pelo conjunto de 
pontos {x 1 }, i =1, 	N, então: 
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N 	
f(M) 

E'(x) = [ y 	
N 
H 	(x - xi) 

[1=1 j 1 
j# 

f(N+1) (n)  + 	n 	(x - x i ) 
1=1 	 (N + 1)! 

16.3 - METODO DE NEWTON PARA DERIVAÇÃO  

Analogamente ao caso anterior, chamando-se de N(x) o po 
linõmio interpolador de Newton e de E(x) o termo corretivo, escreve-se: 

f(x) = N(x) + E(x) 

f'(x) = N'(x) + E'(x) 

onde: 

N 	i - 1 
N(x) 	

[
n  X 	(x - xj) 	f[ x1, 	x1] 

i =1 	J. 1 

E(x) = 	H 	(x - xi) f[ x1. ..-$ XN ,  X 	= 
i = 1 

= 	H 	(x - Xi) 	f(N)(g)  

	

[ i1 	 Nif 

então: 

N 	1-1 1-1 
N'(x) = 	y 	n 

k 	
(x - xj) I 	E xl, 	xi ] 

i =1 	=1 j=1 
j k 
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e: 

E I (x) =[ I 
N 	N 

n 	(x _ x4 ) 	f(N) (E)  
k=1 i =1 	1N: 

k 

1‘  

[ 	

] 	ç (N+1),  N  
-1 	1: 	(X - Xi) 	I 	‘ 91  

1=1 	 (N + 1): 

que é o mesmo termo corretivo do método de Lagrange. 

16.4 - MÉTODO DAS "SPLINES" PARA DERIVAÇÃO 

Viu-se no capítulo anterior o processo de 	interpola 
cão que usa as funçées "spline". Especificamente, para o caso de uma 
"spline" cébica no intervalo [x1, x1. 4  ], obteve-se: 

S(x) = 5(x1) + (x - xj) SExi, 	+ 

+ (x-xi) (x-xi +1 ) S[xi, xi 1, x] 

COM : 

S[xi, xi + 1 , x 	= 	[ S"(xi) + S"(xi i) + 5 11 (x)] 
6 

e: 

s"(x) = S"(xi) + (x - x j) S"[ xi, 	+1 ] 

Derivando-se S(x), resulta: 
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S I (x)=S[x.x.]+[(x-.1 	. 	] S[ + (x - x 	) 	x.,x. 	+ 1' 1 +I 	xi 	+1 	+I' 

+ (x-xi ) (x-xisi ) S'Ex. x. 	x ] 

	

is 	+1.' 

sic x., x. 	x ] 	S"(x)   - + 6 

S"[ x 1 , x. 1  ] 1+ 

6 

tem-se: 

h'(x) = SCx' 	+1 	 + 
. x. 	] + [2x - ( x +x 1 	)] 	

is 1 
x. +1'  x] + 1 	1 	 1 	1 	1  

(x-. xi )(x - x. 1  ) +  S"Ex. x. 	] 1' 	+1 6 

Do mesmo modo que para o caso de interpolação, obtém-se 
o valor dos 5"(x 1 ) resolvendo-se um sistema de N equaçées simultâneas. 
Conhecidos os s"(x i ), o valor de s[x i , x i +1 ,x] está determinado, e a 
expressão para s'(x) pode ser calculada. 

O erro da expressão acima foi calculado no Capitulo XV, 
sobre interpolação, e é limitado por: 

Max 	I f l (x) -S'(x) Iz 	 (x s i 1  - x i ) 3  
[x i  , x i s  1] 	 [120'' 

16.5 - CALCULO DA DERIVADA COM O USO DE DIFERENCAS FINITAS 

A derivada também pode ser calculada usando-se uma tabe 
la de diferenças finitas. Para isto, por exemplo, basta lembrar a rela 
ção entre o operador D h —SI— e o operador A, assim: 

dx 
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D = /n(1 +a) 

hu'
X 

= Du
X 

= [In(1 +.5) ju k  

de onde, desenvolvendo-se /n(1 +a) em série de Taylor, tem-se: 

hu'
x 	

[á - 62 	1- 	A3 	 U
x 

	

2 	3 

O erro no cãlculo da derivada, neste caso, é dado 	pelo 

truncamento da série acima e vale: 

16.6 - ERROS INTRODUZIDOS PELO COMPUTADOR  

A execução do cálculo das derivadas em computador intro 

duz, adicionalmente aos erros dos métodos, erros de arredondamento, os 

quais neste caso assumem considerével importãncia. 

Para que o leitor possa visualizar melhor o problema, as 

fórmulas de derivação sio reescritas numa forma mais conveniente. As 

sim, tem-se: 

a) Fórmula de Lagrange 

L'(x) - 	 1  	L(x). 
k=1 	(x- xk ) 

b) Fórmula de Newton 

N 	1 	 
N'(x) = 	 N(x). 

k = 1 	(x- xk) 
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Calculados numericamente, L(x) e N(x) são afetados por 

erros de arredondamento ou truncamento, passando a: 

L(x) + R(x) e N(x) + 

onde: 

R(x) reflete o efeito nos cálculos da limitação do numero de digitos 

do computador. Representando-se simbolicamente por R'(x) esse efeito 

no cálculo das derivadas, pelas fórmulas acima, resulta a relação: 

R'(x) = 	 1  
k=l 	(x-x k ) 

que mostra claramente a amplificação do erro R(x), quando x estã próxi 

mo de um particular valor xm . 

A "spline", sendo derivada da farmula de Newton para ca 

da intervalo, obedece ã mesma regra de amplificação de erro. 

No caso da derivada ser calculada com o uso de diferen 

ças finitas, o fator l/h é responsável pela amplificação dos erros. 

A escolha da familia para derivação requer a minimização 

dos erros introduzidos pelo computador. Neste caso, espera-se que afOr 

mula de Lagrange apresente ligeira vantagem sobre as demais, quando 

suas parcelas forem calculadas na forma de quociente de dois polin6 

mios. Esta vantagem desaparece, se a farmula de Lagrange for calculada 

na forma de produtos de diferenças. 
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EXERCICIOS 

1. Encontre a fórmula de Newton para derivação, usando diferenças pro 

gressivas e pontos igualmente espaçados. 

2. Compare o resultado do Exercido 1 com o resultado do método de di 

ferenças finitas, apresentado na Seção 16.5. 

3. Usando o polinõmio interpolador de Hermite, encontre a fórmula de 

derivação de Hermite, 

4. Usando f(x) = sem x e cinco pontos igualmente espaçados no interva 

lo [O, ], verifique a diferença entre as fórmulas de Newton e de 

Lagrange, para uma derivação numérica executada num computador. Use 

o ponto x = 1,01u/2 para o teste. 

5. Encontre a derivada numérica de funções periódicas, usando-se a fun 

ção interpoladora para funções periódicas. 
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CAPITULO XVII  

INTEGRAÇÃO NUMERICA 

17.1 - INTRODUÇÃO  

A integração numérica foi uma necessidade verificada des 

de o aparecimento do cãlculo integral. Isto porque os métodos analiti 

cos são bastante complexos, mesmo no caso em que a função a ser integra 

da é relativamente simples. 

O problema bãsico consiste em determinar-se o valor da in 

tegral de uma função f(x), conhecida para um conjunto de ponto {x 1 }, 

1=1 N  Neste caso, uma possível solução é dada pela integral da fun 
ção interpoladora. Este tipo de solução, que apresenta restrições no ca 

so de derivação numérica, é altamente conveniente no presente caso,pois 

apenas o comportamento médio da função tem interesse para a integral. 

Para a integração numérica não existe um ônicométodo que 

possa ser aplicado sem restrições para todas as situações. Por essa ra 

ião apresenta-se, aqui, um conjunto dos métodos mais comumente encontra 

dos nas aplicações praticas. Envidaram-se esforços no sentido de tornar 

este conjunto expressivo, uma vez que, dada a extensão do assunto, uma 

exposição significativa da grande quantidade de métodos existentes tor 

na-se impraticãvel. 

17.2 - mrows BASEADOS NO POLINÔMIO INTERPOLADOR DE LAGRANGE  

Usando-se a mesma notação do Capitulo XVI, a função f(x), 

pode ser substituída por L(x) + E(x) no cãlculo da integral. Assim, ob 

tem-se: 

 jb jb 
f(x) dx = 	L(x) dx + 	E(x) dx 

a 	a 	a 
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A primeira integral fornece a aproximação desejada, e a 

segunda dá a estimativa do erro. Estas integrais serão analisadas sepa 

radamente. 

A integral da função interpoladora de Lagrange pode ser 

escrita como: 

b 	
N 	

b 	(x..x.)  

	

J N 	
N 

1 L(x) dx . J 	dx = 1 	Ci  f(x j ), 1 f(x)  j 
(x.-x.) 	1=1 

.1.1 	a j#i 	1 j a 

ondeos~deC.dependem do número de pontos e de sua distribui — 
ção, mas são integrais calculáveis analiticamente. 

No caso de distribuição uniforme com os pontos igualmente 

espaçados, os C i  são chamados "números de Cotes". 

No que diz respeito aos limites de integração, supondo-se 

os x. ordenados de modo crescente, existem duas alternativas: 

a) limites de pontos, quando a = x; e b=x N ; 

b) limites externos ao conjunto de pontos, quando a <xj e b> x N . 

No primeiro caso, as fórmulas obtidas sio ditas fechadas 

e, no segundo abertas. Para pontos igualmente espaçados e fórmulas aber 

tas, é de importãncia prática o caso em que: 

a .xl -h 	e b. xN  +h 

Uma estimativa do erro do método de integração é dada pe 

la integral do temo corretivo da fórmula interpoladora. Assim, obtém-

se: 

jb 
E(x) dx 

= b 	 s(N) (c)  
(x-x i ) 	' 	 dx 

a 	 a 
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m  ib [ar1 
	1 

N (x-x.) I dx, 1=  
(51: 	a 

onde M é o limite superior para 

i f(N) (g) 1, g c(a,b) 
17.2.1 - mrom DE NEWTON-COTES 

Este método usa a fórmula interpoladora de Lagrange para 

pontos igualmente espaçados. Assim, sendo h o espaçamento entre pontos, 

pode-se escrever: 

ax. = +(i-1)h , i=1,...,N 

x = ai-(y-1 )11 

para fórmulas fechadas, e: 

.= a+ih, i=0,...,N+1 

x = a+hy 

para fórmulas abertas. 

Com essa notação, os "números de Cates" tornam-se: 

	

fN 	(y-1)...(y-i+1) (y-i-1)...(y-N) 	dy  
C1 	1  

para fórmulas fechadas, e: 

N+1  
= h 	

(y-1)...(y-i+1)(y-i-1)...(y-N)  dy  
C.  
1 

para fórmulas abertas. 

Mostra-se que os "números de Cates" são iguais para pon 

tos simétricos, em relação ao centro do intervalo de integração. Pode-

se, então, escrever que: 

El+K = Cm_K  • K=0 	N/2 
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No caso de N ser impar, a variação de K vai até (N-1)/2. 

Esta relação é de grande utilidade, pois reduz ã metade  o número de 
coeficientes C., que necessitam ser calculados para uma particular for 

ma de integração. 

Em particular, se f(x) é constante dentro do 	intervalo 

53,b1, o erro de integração é nulo, não importando o número de pontos 

(W) empregados na fórmula de interpolação. Resulta dal que asomados 

números C. é igual ao comprimento b-a do intervalo de integração. 

As Tabelas XVII. e XVII.2 mostram os valores dos coefi 

chnrtesC l  . para férmulas abertas e fechadas, respectivamente, sendo 

Ns5. 

TABELA XVII.1  

FORMULAS ABERTAS  

N Cl C2 C3 Cy C5 

2 h/2 h/2 

3 2h/3 -h/3 2h13 

4 llh/24 h/24 h/24 llh/24 

5 11h/20 -14h/20 26h/20 -14h/20 11h/20 
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TABELA XVII.2  

FÓRMULAS FECHADAS  

N Cl C2 C3 Cy C5 

2 h/2 h/2 

3 h/6 4h16 h/6 

4 h/8 3h18 3h18 h/8 

5 7h/90 32h/90 12h/90 32h/90 7h/90 

Na Tabela XVII.2 podem-se identificar facilmente, 	para 

N=2, os coeficientes da regra do trapézio e, para N=3, os coeficientes 

da regra de Simpson. 

O termo corretivo para as fõrmulas fechadas de Newton - C6 

tes assume a forma: 

h 	
N+1 N 

E 	 0" /  ( g) / (Y-1 ) dY 
NI 	J1 	 i=1 

Para calcular o valor do termo corretivo, considere-se a 

função Auxiliar: 

1' N 	• 
qN  (y) = 	.n (u-1) du 

o  1=1 

Primeiramente, considera-se o caso em que N é impar. Nes 

tas condições q N (1) = q(N) = O, pois a função q N (y) é simítrica em 

relação ao ponto médio, para o qual i vale (N+1)2. 
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A integração por partes transforma a expressão para o ter 

mo corretivo em: 

hN+1 	
) dY 

	

JN 	d f (N)  E = - 	
ciN(Y) 	(C 

N: 	1 	 dy 

Para aplicar o teorema do valor médio a esta integral, 

deve-se provar que q N (y) não muda de sinal no intervalo (1,N). Como 

qN(y) é simétrica, basta apenas mostrar que não há mudança de sinal no 

intervalo (1,(N+1)/2). Isto será feito mostrando-se que para os pontos 

extremos, dados por q N(i), a relação qN (i+1)/qN (i) é sempre positiva. 

Desenvolvendo-se q(i+1), obtém-se: 

qN (i+1) = qN (i) + 	x (y-j) dy 

i 

e a relação torna-se: 

/1+1 N 
w (Y-A dY 	1. qN(i+1) 	Ji 	j 	i 	 - 1 + 	=1 	- 1 +  

q(i) 	ji171 (Y-j) dY 	
q(i)

1 3=1 

i =2 ..... (N-1)/2 

Assim, qN (i+1)/q N (i) será positiva, desde que a relação das 	integrais 

do segundo membro tenha valor absoluto menor do que 1. Isto ocorre sem 

pre e pode ser mostrado por indução finita. 

Primeiramente, é necessário determinar a relação 	entre 

1 1+1 e I. Usando-se a transformação de variável y=z+1, pode-se escre 

ver: 
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1+1 N-1 	2 	N = 	v 	(z-j) dz =   v (z-j) dz I i+1  

	

j=0 	 . 	z-(N) 	j=1 1 

Como a produtãriamantémo mesmo sinal no intervalo (1,i+1),pode-se apli 
car o teorema do valor médio, obtendo-se: 

6i 
1+1   I. 	" 

i< C i  <i+1 

Para o intervalo (1,(N+1)/2), o valor de a i  é limitado por: 

I 	(N+1)/2  
I 	(N+1)/2-N 	I 

O processo de indução finita é agora imediato.Supondo-se 

que: 

< 1  I  q(i) I 

segue-se que: 

i 	11+1 	aiIi 	I a -  I I 	< 1 
I ciN (i+1) I 	I 	(1)I 	

I 	2 

Para completar a indução finita, basta considerar a primeira 	relação, 

que vale: 

I 	12 	1 . 1 1 2 1 . 1 al 	1  
I gN (2) I 	I 	I 

Para aplicar o teorema do valor médio na expressão do ter 
mo corretivo, torna-se necessário primeiramente recordar o capitulo 
anterior (Seção 16.2), em que: 
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1 	d f 
	(g) = 
(N) 	h 	(N+1) 

(n) 
(NA): 

Aplicando-se o teorema do valor médio, resulta: 

h 	N+2 Er- 	f(N+1) 	(
N 	

(.11 d. 
(N+1)! 	

j i  mie,/ .7 

Finalmente, integrando-se por partes a expressão para o 

termo corretivo, quando N é impar, ela se torna: 

E hN+2 	7m,IN 
r ir" )  (n) IN  Y 111r (Y-i) dY = 

(N+1)! 	 1 	1=1 

Pode-se notar pela expressão do termo corretivo que poli 

radas até grau N são integrados de maneira exata, quando N é impar. Is 
to constitui um "bónus" em relação ã fórmula interpoladora usada. 

Considere-se agora o caso de N par. Para utilizar o resul 

tado jã obtido para N impar, emprega-se a relação entre a diferença re 

lativa e derivada da função, apresentada na Seção 15.2, que é: 

f(N)() = N:f 	..... xN ,xj 

A expressão do termo corretivo é então reescrita como: 

E= fil  f[i ..... N,y3 	i1 (y-i) dy 

Decompondo-se a integral em duas, uma para o intervalo (1,N-1) e outra 

para o intervalo (N-1,N), 	obtêm-se: 
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N-1 

	

N 	• 
E l  =

1 	
N  y 	( 

= 	y-1) dy 
1=1 

E2 = r  fE, 	N  yi 	N (y-1) dy 
N-1 	 1=1 

Desenvolve-se a primeira dessas expressées, utilizando-se 

a relação da Seção 14.4: 

- N) f[ 1 ,...,N,y: = 	,...,N-13] - 

Então, a expressão para E l  torna-se: 

N-1 
El= 

 j
f[1,•••,N-1,Y3 v (ri) dY, 

1 	 i=1 

pois a outra parcela se anula porque envolve a integral de q N „ i (y), num 

intervalo que contém um número impar de pontos. 

Pelo resultado anterior, para um número impar de pontos, 

El pode ser reescrita como: 

N-1 
h
N 

c(N)( 	
) 

r 	N-1 I 	.% 
El = --- I 	lçl 	Y v (y-1 ) uY 

N! 	 1=1 

Na expressão de E2, a aplicação do teorema do valor médio 

é imediata, pois os zeros da produtOria estão todos fora de um interva 

lo de integração, assim: 

h
N e(N) 

E2= 	 142 / 	N  n (y-1) dy 
N! 	 i=1 

N-1 

Para adicionar as duas expressées, deve-se notar que o in 

tegrando na expressão de E2 é negativo para todo o intervalo de integra 
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ção. Por outro lado, como qN _ 1 (y) mantém o sinal na integração de E l , e 

o integrando no intervalo [1,2] é positivo, segue-se que El e E2 têm 

o mesmo sinal, podendo ser adicionadas numa única expressão: 

N-1 
E= - 	f

(N) 
(ç) [I1 	y 	v 

N-1 	
N-1 

(y-i) dy - 1 	(y-i) dà] 

	

1 	i=1 	 1=1 

Note-se que não se observa, no caso de N par, o mesmo 

"bónus" do caso de N impar. 

Para o caso de fórmulas abertas, obter-se-á resultado se 

melhante para o termo corretivo. 

Em virtude de erros de arredondamento introduzidos pelo 

computador, as fórmulas de Newtun-C6tes só apresentam vantagens prãti 

cas para N,5. Isto ocorre principalmente porque, no processo de integra 

ção, a importíncia individualizada cai com o aumento do número de pon 

tos. Como o erro de arredondamento aumenta com o número de pontos, a per 

da do valor individual contribui mais para o aumento do erro do que para 

a convergéncia do valor da integral. 

17.3 - MÉTODOS BASEADOS NO POLINÔMIO INTERPOLADOR DE HERMITE 

Chamando-se de H(x) o polinómio interpolador de Hermite, 

a função f(x) pode ser substituida por H(x) + E(x), onde E(x) é o termo 

corretivo. A integral de f(x) torna-se: 

j
b 
f(x) dx = 	H(x) dx + 1 E(x) dx 

a 	 a 	 a 

A integral de H(x) fornece a aproximação desejada, e a in 

tegral de E(x), a estimativa do erro. 
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17.3.1 - INTEGRAÇÃO DO POLINÔMIO DE HERMITE 

Considera-se, aqui, apenas o caso em que f(x) e f'(x) são 

conhecidas para o conjunto de pontos {x i }. O polin6mio interpelador de 

Hermite torna-se: 

,N 
H(x) = X 	(x) f(x 1 ) + Sli(x) 

i=1 

e o termo corretivo E(x) vale: 

r( 2M)(r) 
E(x) - I 	 W (x-x 4 ) 2  

(2N): 	1=1 	' 

A expressão do valor aproximado da integral se simplifica 

bastante, quando: 

*1i (x) dx = O, 1=1 	N  

a 

Neste caso, a aproximação para o valor da integral torna- 

se: 

j
b 
H(x) dx= I f(x i ) 	Soi  (x) dx = X a i  f(x 1 ) 

a 	i=1 	a 	 1=1 

importante notar que, com este procedimento, o emprego 

de N pontos permite integrar, exatamente, os polinémios até o grau 2N-1. 

Lembrando-se que o método de Newton-C6tes permite, com N pontos, a inte 

gração exata de polinamios até o grau N, no caso de N impar, vê-se que 

o procedimento em questão apresenta maiores vantagens. 

As fórmulas de integração que, com N pontos, permitem in 

tegrar exatamente polin6mios até o grau 2N-1, são chamadas genericamen 

te fórmulas de integração de Gauss. 
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Examinar-se-g agora a condição em que: 

fb 
01-1 (x) dx = 0, i=1 ..... N. 

a 

Essa condição g dada pelo seguinte teorema: 

Teorema:  A condiçio necessgria e suficiente para que: 

f tri(x) dx=0, 1=1 	N  

a 

é que a função: 

w (x) = .w (x-x.) 1=1 	1 

seja ortogonal a todos os polinõmios de grau N-1. 

Prova: t simples mostrar que a função tii (x) pode ser colocada na 

-forma: 

* i i (x) = l
xi
x )  

,) 	 1  

onde as t i (x) sio as funções auxiliares da interpolação de Lagrange. 

Para que a integral de 1 1 j(x) se anule, serg necessgrio 

que: 

1 
7-rTry 	w(x) *i (x) dx = 0, 	i=1 ..... N. 

' V a  

Como as funções t i (x) são polinõmios de grau N-1, que de 

pendem da distribuição dos x i  dentro do intervalo {a,b), a fim de que 
a integral se anule para qualquer t i (x), é necessgrio e suficiente que 
ela seja zero para todos polinõmios de grau N-1. 
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Recordando-seo que foi exposto no Capitulo III, um poliria 

mio de grau K pode ser interpretado como o vetor soma de vetores ele 

mentaresU aj  .xj R, j=0 KeIR versor da direção. Assim, P
K
(x) pode 

ser escrito como: 

U P
K(x) R = 	U a.;  xi R 

j=0 

Da mesma forma, a função Ir(x) é interpretada como o vetor 

U w(x) R, e a condição acima se escreve como: 

<U1T(x) R, U 	(x) R >=0 . 

Sendo o produto escalar zero, esses vetores são chamados 

ortogonais. Em particular, Uu(x) R deve ser ortogonal a todos os veto 

res elementares que compéem U P_ 1 (x) R, o que completa a prova. 

Mostrou-se no decorrer desta seção, que a condição sufi 

ciente para uma fórmula de N pontos integrar exatamente os polinamios 

até o grau 2N-1 é ortogonalidade entre u(x) e qualquer polinémio de grau 

N-1. 

Verifica-se, também, que esta condição é necessãria. Para 

isto, basta tomar um polinémio de grau 2N-1 e colocã-lo na forma espe 

cial: 

P2N-1(x) = w(x) N-1(x) 

Como, por hipétese, 

fb 
Sli(x) dx = O 

a 

para essa particular forma do polinémio, segue-se que: 

fb 	 b 	 N 
f(x) dx = f w(x) PN-1 
	i1 
(x) dx = Z a. f(x 1 ) = O, 

= 	
1 	1 

a 	 a 
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pois os x i  sío as raizes do polinômio w(x). Isto mostra a necessidade de 
w(x) ser ortogonal a  

17.3.2 - GENERALIZAÇÃO DA INTEGRAÇÃO  

O que fei exposto para a integral de f(x) aplica-se tam 

bãm para o caso em que f(x) é separadaCOMO produto de duas funções: 

f(x) = w(x) g (x) 

A função w(x)0 chama-se função peso. Este procedimento 
tem a vantagem de permitir o uso de resultados conhecidos para determi 

nação das abcissas x i ; no entanto, em contrapartida, ele é mais comple 

xo, se os resultados conhecidos não puderem ser utilizados. 

Da mesma forma que anteriormente, o ponto de partida é a 

função interpeladora de Hermite, obtendo-se, assim: 

w(x) g(x) dx = 	a. g(x.) + E, 	w(x) ?. O, 

a i=1 	1 	1  

onde E é o termo corretivo e a função w(x), construída com as abcissas 

x., satisfaz agora a condição de ortogonalidade expressa por: 

ir (x) 5 , 	w(x) (4,1 _ 1  (x) 5b.4, 

onde ON _ 1 (x) é um polinômio de grau N-1, pertencente a um conjuntodepo 

Una:lios ortogonais entre si, TO K (x)), em relação ã função peso w(x). 

Pela própria forma como foi construída a função w(x), se 
gue-se que: 

w(x) =
1

Q. (x), 
b
N 

" 
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onde b
N é o coeficiente do termo em x N  de QN(x). Esta relação permite 

identificar o valor dos xi  que serão as raizes do polin5mio QN (x), valo 

res estes em geral tabelados. Mesmo não sendo tabeladas, as raizes de 

QN (x) podem, em geral, ser facilmente encontradas. 

A determinação dos valores a i  baseia-sena importante iden 

tificação de Christoffel-Darboux (Ver Apêndice B): 

	

N 0r(x) 0K(Y) 	0N+1(x) ON(Y) - QN (x)  QN+1 (Y )  
X " 	 

K=0 	'K 	 aN YN (x-Y )  

onde b
K 
é o coeficiente de x K em Q

K(x) e: 

bK+1 
aK = 

(b 
YK = j w(x) Q(x) dx. 

a 

Como a farmula de integração é exata para polin5mios até 

o grau 2N-1, a função W i (x), em particular, é exatamente integrãvel, ob 

tendo-se: 

w(x) $i(x)  dx = a i  

a 

Mas 	
w(x)  

(x-x.) 1r 1 (x 1 ) 

assim, 

a. _ 	1 	f bm ( x ) 2_21 dx 
I 

	

QN (x i )  a 	x-x. 
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Para calcular essa integral, faz-se y=x i  na a-mula 	de 
Christoffer-Darboux, obtendo-se: 

QN+1 (x i ) QN(x) N-1 Q ic(x) QK(xi ) 

aN  yN 	x-x 1  K.0 	YK 

pois QN (x i ). O. Multiplicando-se ambos os lados por w(x) Q 0(x) e 	inte 
grando-se em Ea,b:], resulta: 

	

Qn.1.1 (xi ) fb 	Q0(x) QN (x) 
-  " 	w(x) 	 dx - O 

"N Y14 	a 	x-x1 

pois os polinamios Q 1((x) são ortogonais. Levando-se em conta que 0 0(x)i 
uma constante, obtém-se finalmente: 

w(x) Qm(x) 
dx 

	

-2-- 	-  aN YN  
x-x •  a 	 N+1 

de onde os valores desejados dos coeficientes a i  sio: 

aN YN  

QN+1(xi) Q(x1) 

Aplicando-se o teorema do valor medi°, o termo corretivo 
E, obtido pela integração do termo corretivo da firmula de Hermite, va 
le: 

b E  = 4 w(x) 9 (2N),,, 
x;; 	w

z(x) dx - 9(2N)(1.11yN 

a 	(2N): 	 (2N): 	bN2  

O desenvolvimento acima mostra a simplificação que se ob 
tira no cãlculo dos valores dos x. e a., quando os polinômios ortogonais 

Sio usados. Ver-se4, a seguir, o método geral aplicivel a todos os ca 
sos. 
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17.3.3 - DETERMINAÇÃO DOS COEFICIENTES E ABCISSAS  

A expressão para integração pelo método de Gauss é escri 

ta como: 

fb 
w(x) g(x) dx= y a u  g(x) + E 

K=1 " a 

Esta expressão possui E= O se g(x) é um polinõmio de grau 

menor ou igual a 2N-1. Assim, integrando-se os polinõmios hx,x 2 , 

x2N-1 resulta um sistema de 2N equações, que permite encontrar o valor 

dasabcissas,S=1,...N. 
1 

Usando-se a notação 

.= 	w(x) x i dx, MI  

a 

o sistema de equações não-lineares será: 

M = a +a + 	+ aN 

M I  = a i x i  + a2x2  + 	+ aN  xN  

• 211-1 	2N-1 	 2N-I 
M2N-1 = Aixa 	4-  a2x2 	+ 	aN  xN  

Obtém-se a solução desse sistema, construindo-se o polina 

mio w(x), dado por: 

w(x) 	(x-x 1 ) = kI0  CK xK
il 

que se anula para x=x i , i=1,...,N. 
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No sistema acima multiplicando-se, a primeiraequaçãopor 

C a segunda por C 1 , a terceira por C2 e assim sucessivamente e,emse 
O' 
guida, adicionando-se as equações multiplicadas poressescoeficientes, 

tem-se: 

P1 	N 
CK MK = 	ai  n(x 1 ) =O 

k=0 	1=1 

Procedendo-se da mesma forma, mas começando-se amultipli 

car por Co  a segunda equação, por C1 a terceira equação e assim suces 

sivamente, obtém-se por adição das equações multiplicadas poressescoe 

ficientes: 

X  k0 CK M
K+1 = i1 	.1 

X a. x. ir(x) = O 
==  

Repetindo-se o processo, mas começando-se na terceira, 

equação, quarta, etc., de um modo geral, resulta: 

y 	em ..0 
k=0 K K+j 

que é um sistema linear homogéneo deN+1 eguaOes, com 	incOgnitas 

CK' 
K=0 	N  Este sistema possui solução fazendo-se C N = 1 e encon 

trando-se os outros valores C., i=0 	N-1, dependentes de CN . 	Para 

que isto seja possivel, o determinante dos M
K+j 

j=0 	N.  K=0,. .,N 

não pode ser nulo. 

Uma vez determinados os coeficientes C K' 
encontram-se os 

valoresdasraizesx,i=1,...,N do polinEmio u(x). Determinados os va 

lorlos de x- tomam-se N eguaçaes do sistema inicial ,constituindo-se as — 
sim um sistema de N equações lineares com incOgnitas a i . A solução des 

te sistema completa o calculo. 

Para completar o m5todo geral, resta determinar o termo 

corretivo. Isto é simples, pois neste caso o teorema do valor médio po 

de ser aplicado, obtendo-se: 
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(2N), 
E = 	1 	fbw(x) 1i2 (x) 9 (2N)  (C) dx 	g 	1/421) 	w(x) v2 (x) dx 

(2N): -L 	 (2N): a  

Este método geral é usado principalmente para w(X) =1. Ou 
tros valores de w(X) 56 são comumente usados em conjunção com poliria 
mios ortogonais, quando então se aplica o método anterior. 

17.3.4 - CASOS PARTICULARES DA INTEGRAÇÃO DE GAUSS  

De acordo com a função peso e o intervalo de integração,a 

integral de Gauss recebe denominaçées especiais. ATabelaXVII.3 mos 
tra os casos mais utilizados. 

TABELA XVII.3  

DENOMINAÇÃO DA INTEGRAL DE GAUSS 

FUNÇÃO E PESO mous NOME DO METODO 

1 (-1,1) Gauss-Legendre 

e-x (0,-) Gauss-Laguerre 
-X2 e 

 
(-`°*+') Gauss-Hermite 

1/ ii:P-  (-1,1) Gauss-Tchebyschev 

(1-x)" 	(1+x) 13  ( -1 , 1 ) Gauss-Jacobi 

O segundo nome do método corresponde ao polinômio ortogo 

nal. Apresentar-se-ão, a seguir, algumas relaçées que envolvem esses po 
linamios, as quais sio de interesse para integração de Gauss: 
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a) polinômio de Legendre P(x) 

- forma explicita: 

1  (n/2) 
P(x) 	

( 2n-2m) xn-2m 
2 m=0 

- fator de normalização: 

2 Yn = 
2n+1 

- coeficiente de xn : 

b n 	n , 

b) polinômios de Laguerre L(x) 

- forma explicita: 

L(x) = 	(-1)m n 	1  in 
m=0 	■n-mi 	, m. 

- fator de normalização: 

yn = 1 

- coeficiente de x n : 

bn 
= (-1)n  

n: 

c) polinômios de Hermite Hn (x) 

- forma explicita: 

n/2 Hn ( x ) = n ! y (..1) n 	1  (2x) n-2m  
m=0  
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- fator de normalização: 

nn r-- 
yn 	y 	n. 

- coeficiente de xn : 

bn  = 29 

d) polin6mios de Tchebyschev T(x) 

- forma explicita: 

n/2 
T1, (x) = 2L 	y (-1) n (n-m-1)1  (2x) n-2m  

2 m=0 	m!(n-2m)! 

- fator de normalização: 

ir 
Y = - 

2 

- coeficiente de x n : 

b = 2n-1 

e) polinamios de Jacobi J n (x) 

- forma explicita: 

1 	 . .n+0 
J(x) = - 	

m0 
W- 	

(n+d  
m ) ( n-m )  2 	= 

(x-1) n-m  (x+1) m  

- fator de normalização: 

2a1-844  	r(n+a+1) r(a+0+1)  
Yn 

2n+d+0+1 	n! r(n+d+0+1) 
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- coeficiente de x
n

: 

1 	2n+a+0 
b = 	I 	n  ) 
n  2n  

Nos casos mais comuns, o método de Gauss-Tchelyschev apre 

senta um particular interesse, pois, como pode ser facilmente verifica 

do, nesse método, todos os a i  são iguais. Esta propriedade é altamente 

conveniente, pois minimiza o erro de arredondamento, uma vez que todos 

os pontos participam igualmente para melhoria da aproximação; desta for 

ma evitando o uso de pontos pouco importantems quais contribuem mais 

para o aumento do erro de arredondamento do que para a melhoria da apro 

ximação. 

17.3.5 - APLICAÇÃO DO METODO DE  GAUSS 

Com o intuito de reduzir os erros de arredondamento, 	a 

primeira idéia que ocorre é a do uso de um menor número de pontos para 

obtenção da mesma precisão. Neste particular, as fórmulas de Gauss pare 

cem, ã primeira vista, constituir a solução ideal. Na prática, entretan 

to, isto não é necessariamente verdade, pois sendo as abcissas números 

irracionais, quando f(x) é dada por valores tabelados, essa vantagem 

perdida. 

As fórmulas de Gauss apresentammaiorvantagem, quando a 

expressão analitica de f(x) é conhecida. 

A fórmula de Gauss-Tchebyschev apresenta, adicionalmente, 

a vantagem de minimizar o erro, por atribuir igual importância a todos 

os pontos. 

Devido quantidade de operaçóes necessárias, o método ge 

ral para determinação das abcissas e coeficientes perde um pouco de sua 

importância. A aplicação do método de Gauss adquire, então, maior impor 

tãncia nos casos em que polinamios ortogonais podem ser usados. 
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A integração pelo método de Gauss pode ser estendida 	pa 

ra o caso de integrais impróprias, onde se isola a singularidade numdos 

extremos de integração. Como os pontos extremos não são abcissas de in 

tegração, a obtenção de um resultado é garantida nesses casos. 

17.4 - FORMULAS COMPOSTAS PARA INTEGRAÇÃO  

As fórmulas de integração j5 apresentadas possuem algumas 

caracterlsticas comuns: 

O erro é proporcional a alguma potência da amplitude, b-a, do in 

tervalo de integração. 

O erro depende de derivadas de ordem superior, que nem sempre de 

crescem em amplitude com o aumento da ordem. 

O aumento do número de pontos, via de regra, contribui mais para 

o aumento de erro de arredondamento do que para melhoria da apro 

ximação. 

Como consequência, nos métodos j5 apresentados, o aumento 

de números de pontos não é aconselhãvel para Na5. A alternativa para 

grandes intervalos de integração é a divisão em intervalos menores e a 

integração por trechos da função. As fórmulas resultantes são denomina 

das compostas. 

Apresentar-se-ão, a seguir, os elementos para a composição 

de fórmulas e de seu respectivo erro. 

A forma mais elementar de composição consiste em dividir 

o intervalo (a,b) em M intervalos disjuntos Ez i ,z il1 ii=1 N  Para 
cada intervalo Ez i ,z i+, I aplica-se uma fórmula de integração com n pon 

tos. A integral I no intervalo Ea,b] ser í dada pela soma das integrais 

I. nos intervalos Ez i ,zw :]. Para o célculo do número N de abcissas, 

necessgrias em Ea,b:], devem-se distinguir dois casos: 
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a) Fórmulas abertas - neste caso não existem abcissas comuns a dois 

intervalos de integração consecutivos; nestas condições N=n M. 

b) Fórmulas fechadas - neste caso existirão M-1 pontos comuns,pois 

o limite superior de integração de cada intervalo coincide com 

o limite inferior de integração do intervalo subsequente; 	nes 

tas condições N=nM-M+1. 

O erro E da fórmula de integração composta será dado pela 

somadoserrosE.de cada intervalo. 

17.4.1 - REGRA DO TRApEzio  

A forma mais simples de composição emprega n=2 e o méto 

do de Newton-Cõtes em cada subintervalo. Usando-se a fórmula fechada pa 

ra pontos igualmente espaçados, obtém-se: 

Z. = X. 
1 	1 

M = N-1 

N-1 

	

I = —
b-a 	

1/2 rf(xl) + f (xN )] + 	f(x4 ) 

	

N-1 	— 	 i=2 

b-a 3 	
.1 	N-1 

E = - (---) —  
N-1 	12 i=1 

A regra do trapézio, pela sua simplicidade, é largamente 

utilizada nos casos mais triviais. 

17.4.2 - REGRA PARABOLICA 

Esta regra utiliza n=3 e o método de Newton-ates em cada 

subintervalo. 
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Usando-se a fórmula fechada para pontos igualmente espaça 

dos, resulta: 

z.1  = X2j..j  , 	i=1 ..... M+1 

N-1 m 
2 

11 	 ti 
I = 12.:1 { 1/3 [if(x l ) + f(xN ) 	+ 4/3 	f(x2) + 2/3 	f(zi )). 

N-1 

	

	 1=1 	 1=2 

M „x 
E = - (

12:a
)
5 	

/ f''' (N) 
N-1 	90 i=1 

Pode-se notar que a regra parabúlica Sã apresenta flutua 

Oes nos coeficientes dos valores da função. Por essa razão, os erros 

computacionais serio maiores do que os introduzidos pela regra do tra 

pézio. 

Valores maiores do que n=3 são pouco usados nas regras de 

composição. 

17.4.3 - INTEGRADA° DAS "SPLINES" 

Considerar-se-í, aqui, apenas o caso da "solina" cúbica, 

apresentada no Capitulo XV. Esta "spline" é integrível exatamente, emca 

da subintervalo, pela regra de Simpson, que usa n=3• Para isso, é neces 

sério dispor-se do valor do ponto médio, para cada subintervalo. 

Usando-se a fúrmula desenvolvida no Capitulo XV, obtém-se: 

1 
=1/2Es(xl  .)+ s (x11  )J )3 - 	(x1  -x.) 2  ES"(Xi ) + 1 

16 	
+1 1 

+ s"  1+1 
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Aplicando-se a regra de Simpson para cada subintervalo 

resulta: 
1+1 

.1 	N-1 
s(x) dx = 	I (x. 	- x.) [is(x.) + s(x. +1 

 )1 _ 
1+1 	 1 

a 	 2 i=1 

N-1 1 	1(x.-x.P[s"(.)+ s" (x. )] 
24 	i=1 	1+1 	.1 	

xl 	1+1 

O erro pode ser estimado pela integral do limite do erro 

da função "spline", em cada subintervalo. 

Usando-se a mesma notação da Seção 15.11.3, item 2, resul 

ta: 

N-1 
Es 	 (x. 'Tm 1 .1 	1+1 
	5 

> 

onde: 

M = Max 	I f(4)  (x)I  
Ea,b] 	2 

Este método só apresenta vantagens práticas guando jã se 

dispõe dos valores de s"(x i ), i=1,...,N. 

17.4.4 - MrODO DE ROMBERG 

Este método aumenta a precisão do cálculo da integral, pe 

lo processo de redução gradativa do erro. A redução gradativa do erro é 

conseguida, combinando-se valores aproximados da integral, obtidos pelo 

métodotrapezoidal,e usando-seváriasamplitudesparao espaçamento en 

tre os pontos. 
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Como passo inicial, deduzir-se-á a fórmula 	de Euler- 

MacLaurin para a somatória. Esta fórmula mostra que o erroda integração 

trapezoidal depende das potências pares da amplitude, dx, do espaçamen 

to entre pontos. 

1) Fórmula de Euler-Maclaurin para a somatória  

Esta fórmula relaciona 	f(t+jh) com o valor da integral 

'Nb 	 i=0 
f(t+y) dy.  

O 

Primeiramente, definir-se-Ho os polinómios eosnúmeros de 

Bernoulli. 

Definição:  Os polinómios de Bernoulli, de ordem K, B K(t), são defi 

nidos pela identidade: 

	

k 	r tx ,-r 

	

1 B
K
(t) x 	_ xLe - L_L  

k! 
k=0 	

ex  -1 

O cálculo desses polinómios é simples, basta multiplicar 

ambos os lados desta expressão por e x-1, em seguida desenvolver exeetx  

da equação acima, em série de Taylor e igualar os coeficientes de potên 

cia idênticas de x. 

Definição:  Os números de Bernvilli, de ordem K, B K , são definidos 

pela identidade: 

x
k 

_ 	x  

k=0 	k: 	ex  - 1 

Os números de Bernoulli são calculados do mesmo modo que 

os polinómios de Bernoulli. 
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Usando-se essas definições, mostra-se que: 

B
k
(0) 	O 	 k 	O 

B
k
(1) = 0 	 k > 1 

Bà(t) = 2k 82k_ 1 (t) 	k > 1 

Blk+1(t) = (2k+1) [B2k(t) 	B2k] k a O 

SerS agora introduzida a integral S
k' definida por: 

h  
1 

S k  = ----7 f -2K ( - R L 	Y  1 f (2k)  (t+y) dy 
(2k). 	0 	h 

Para k>l, integrando por partes, tem-se: 

h 
1 	1 	R 	iy.  I f (2k-1) 

(t+y) dy S k 	 -2k-1 (2k-1)! 	h 10 	h 

pois, como B2k(0) = B2k(1)= O, para k>l, o primeiro termodaintegração 

por partes se anula. 

Integrando-se novamente por partes, resulta: 

1 	1 	h  
= 	 B2k-I ' 	( 	) f( 2k-2 ) (t+y) dy Sk 

(2k-1)! 	h2 	 h O 

6ik-2 ( 11-  ) = (2k-1)[18 2" ( ) +  
h 
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tem-se: 

1 	 
Sk = 	

1 r- 1h II 	1 y_ ,(2k-2 ) (t+y) dy + 
(2k-2): h 2  LIo 2k-2 ( h  j I  

+ B2k 	

h

-2 f f(2k-2) (til) dy] 
O 

de onde: 

1 s  _ 	s 	+ 1 	82k-2  [f(2k-3) (t+h) - f
(2k-3)  (t)] k 	k- h2 	h2  (2k-2): 

finalmente: 

B
2k-2 	 _ f (21(-3) (t) ] = h2Sh  - 	 [f(2")  (t+h)  

2k-2): 

Analogamente, usar-se-ã a integração por partes, para re 

solver o caso k=1, assim: 

1 h 
SI = 	f B2 (X1 f" (t+y) dy 

2O 	h )  

Substituindo-se B2 (L) por seu valor, obtértse: 
h 

h [: “2 
= —

1 	
- 	f" (t+y) dy 

2 O 	h2 	h 

Integrando-se por partes: 

rh 

= 	L 
r- 

y 	1 	f ,
(t+y) dy 

SI   h 2 	h o 
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Integrando-se novamente por partes: 

1 	 h 
51 = - 	[f(t+h) + f(t) I

-1 
 + — 	f(t+y) dy, 

2h 	 J h2 0 

de onde: 

fh 
f(t+y) dy = A [f(t+h) + f(t)1 + h 25 1  

2 0 

Usando-se a relação de recorrência entre S k _ i  e Sk ,segue- 

se que: 

= h 252  - kpf (t+h) - f(t)1 
2! 

S2 = h2S3 - 	[f"(t+h) _ 	( k)] 

4! 

e assim por diante. Desse modo, a integral acima pode ser escrita da se 

guinte maneira: 

h 
f(t+y) dy=—

h 
[f(t+h) + f(t)1 - 

O 	 2 - 

	

2 	B kh2k  r-,(2k_,) (t+h) _ f (2k-1) to ] 	h2(m+1) s 

	

y 	2  

m+1 

	

k=1 	(2k)! L 

Fazendo-se, agora, t valer sucessivamente x,x+h,x+2h 	 

x + (N-1) h e adicionando-se as integrais elementares, obtém-se o valor 

de I, dado pela fórmula de Euler-MacLaurin. 

Nh 
I = 	f(y) dy=T(h) - T p2e,11! r- f (2k-1, ),k+Nh) _ f (2k-1) (x)i+E  

O 	 k=1 (2h)! L 	 M' 
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onde: 

T(h) = 	[f(x) + 2f(x+h) + 2f(x+2h) +...+ f(x+Nh) 
2 

é a aproximação trapezoidal com espaçamento h, e: 

N-1 	h2(m+1) 	fh 
E
m 

= I 	 B2M+2 ( 11- ] f(21"2)  (x+jh+y) dy 
j=0 	(2m+2): 	o  

é o erro da farmula. 

Supondo-se 
f(2M+2) 

(x+jh+y) continua, pode-se usar o teo 

rema do valor médio para calcular as N integrais do erro E m . Tem-se, en 

tio, pelo teorema do valor médio, que: 

	

h (h
• 

B
2M+2 

(-11 f(2M+2)  (x+jh+y) dy=f (2"2)  (C•) I 
h 

	B21•2  (11 dy 

	

J ) 2Mt2 	h  
0 	 0 

= - B
2M+2 	

132M+1  B2M+2 	
h 	 (2m+3) 

Integrando-se esta expressão, tem-se: 

Jh 	 h 	 h B' 	HY) 
62111+2  (JL] dy = - f B2M+2 dy + I 	2"3  " 	dy 

h 	 O 	 ) 0 	(2m+3) 
0 

A segunda integral é nula, pois B2m+3 (1) = B2m+3 (0) = O. 

logo: 

h 

fo B 	
d Y 1 y 	h B2m+2 

	

2M+2 ( h 	- = 
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Desse modo, obtém-se: 

N-1 	h2m+3 
E = - I 

  N 	f(m+z) 
Em 
	j=0 	(2m+2): 	

201+2 	(tj) = 

hun+i 	 N-1 
- 	- 	

jO f(

21114-2 ) ír . x 

(2m+2): 
B2M+2 	 lçj/ 

Como f
(2M+2) 

(X) é contínua 	em Ea,b:], existe um valor 

E c la,b1, tal que: 

N-1 	, 	, y 	fk2M+2)  

3=0 	

= 	f(2M-1-2) 
tçj ) 

Então: 

Hhzm+3 
Em  - 	" 	 B2M+2 

f (2M+2) (c)  

(2m+2): 

O produto Nh B21,11.2 
f(mn+z) 

 () não se altera, se N h 	é 

constante, pois: 

N-1 [h  
Nh 2M+2f(2ni+z) (c) 	y 

j=1:1 10 

02m+, (-11-1 (2m-i-2) (x+jh+y) dy = 
h 

Nh . 
 I

n 
2m+2 

 [ Nh 	
f(x+y) dy u  

O 	b-a- 

Assim, o valor E depende apenas do produto Nh, e não do 

valor particular de h. Utilizar-se-ã este resultado na demonstração do 

método de Romberg para integração. 
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2) Cálculo aproximado da integral  

Tomar-se-á como ponto de partida a fórmula de Euler- 

MacLaurin: 

I = T(h) + 	C. h 2i 	Em  (h), 
i =1 	' 

ondeoscoeficientesC.dependem apenas do valor de i e do valor da fun — 
ção e suas derivadas, nos pontos a e b extremos do intervalo de integra 
ção. Fazendo-se h = 2m  âx, tem-se: 

I = T(2m AX) + I 	C
1  
. 22M1  (AX) 2i + Em ,m ' i=0  

onde E 	=Em  (2max). m,m  

Chamando-se de D 	= I-T (2
m ax), tem-se: 

1,M 

DI,m = ! 	Ci  22mi  (Ax) 21  + E 
i=1 	' 	 m,m 

D 	= 	C. 22(m-1)1  (ax) 21 
+ E ,m-i 	 m,m-i 

Constrói-se, então, 02,m_ 	COMO: 

D
21M-1 

= D
1,m 

 - 22 D1,m-1 

Logo: 

[221 -g -122 011-.W.(5x)21  + Em,m  - 2 2  Em,m_, C l  D2,m-i 	• 1=4 
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Chamando-se: Ai, '  = [1221 - 21 , tem-se: 

= 	O. 	C. 22 (m-1 ) 1  (Ax) 21  + (E 	-22E 2,111- 1 	1,1 1 	 M,M 	M M- 1 
1=1 

Por outro lado: 

(2MAx) 2M+2 [ 
N(2

m
Ax) B

2M+2 
f
(2M+2) (d] m,m 	

(2m+2): 

sendo a expressão dentro dos colchetes invariante. 

Fazendo-se N=1, com h = 2mAx = b-a, segue-se que, 	para 

h = 2m-l Ax = (b-a)/2, tem-se N=2, então: 

Emm 	(2mAx) 2m+2  [ m 2  Ax 8
2M+2 

f(2M+2) ( c )11 , 
(2m+2): 

(9m-l Ax) 2M+2 [ 	m_i  f (201+2) ) ] E 	- -  	2(21" Ax) B21.1.2M,M-1 
(2m+2): 

De onde: 

E 	. 22M+2 E  
M,M 	111,M-1 

Logo: 

) + 	E y 0. 	. 22071-1)i (Ax
zi 

y D2,M-1 	1 .2  1,1 c 	 m,1 m,m-1 

onde: 

(2
2M•2 - 22 ) M,1 
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A expressão para D2,m_ i  tem a mesma forma que a expressão 

para D, apenas com duas constantes multiplicativas adicionais. Po 

	

1,m-1 	 — 
de-se, então, construir D 	= D 	- 24 D2,M-2 	Logo: 3,M-2 	24- 1 	 . 

i= 	[1221  .29 	Ci  22(M-2)i  (AX) 21  +y 	E 

	

D3,M-2 	1=3 	 M,2 M,M-2 2  

onde: 

11112 = (22m+2 - 24) yM,1 

Pode-se reescrever essa expressão como: 

= 	s. 	c. 22011-2)i  (dx) 21  + y 	E 

	

3,M-2 	1=3 	1,2 1 	 M22 M-M-2 2  

COM: 

131,2 = F22 i- 241 81,1 

O processo pode ser repetido até a completa eliminação da 

somatéria, ou seja, até 0m+1,0  ym,m  Em,o . O valor de ym,m  é calcula 

do pela férmula de recorrência: 

( ,2M+2 	22kx 	
k.1,2 	m Tm,k 	1/4 ' 	 1  Tm,k-1 

Tm,0 = 1  

Relacionando-se agora o valor de Duns°  com o valor da in 

tegral 1, tem-se: 

D1,M = I - T(el  tx) = ali - FI,m 
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onde a l = 1 e Fim = T(2m tx); logo: , 

= D 	- 220 	= al [ 1-22 ] 	 EF 	- 2 2F 	3 = 2,M-1 	1,M 	1,M - 1 	 141 	1,M-1 

= 412 I - F2 ,m_i 

e assim, sucessivamente, resulta: 

. 	Ge. 	I - F. 	 j=1 	m , j+1,m-j 	j+1 	j+1,m-j 

com as fórmulas de recorrência: 

= El - 22i] ai  

j=1 	m 

Finon_j  = 	 Fisnfrj  

e : 

a l  = I, Fim  = T(2M  àx), F I,m_i  = T(2m-1 6x) 

Assim, para j=m, tem-se a relação procurada: 

011+1,0 = «m+1 I - Fm+1,0 = Ym,m Em,0 ' 

e o valor da integral pode ser escrito como: 

Fm+1 O  + :AIA_ 	E I = 	 m,0 aM+1 M+1 
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Nesta fórmula, é possível identificar o primeiro termo co 
mo sendo o valor aproximado da integral, e o segundo, como o erro da 
aproximação. 

3) Precisão do método 

Desenvolvendo-se o termo do erro e usando-se as fórmulas 
de recorrência para ymm  e. m+1  , resulta: 

M

• 

,M [22"2- 22m ] [2211+2  - 22(M-1)] 	 E
22m+2_ 22] _ 

M• +1 	 [1 - 22m ] [1 -22(m-0 ] 	 [1 - 2 2  ] 

Invertendo-se a ordem dos termos no numerador, tem-se: 

ym,m 	22M+2 22] 	 [22111+2_22(M-1)] p2M+2_22M1 [  

aM+1 	 El - 22m] 	 El-24 1 El-22 ] 

Colocando-se em evidência, no numerador, 2 2  para o primei 
ro termo, 24  para o segundo, e assim por diante, segue-se que: 

Tm ,m _ 22  1: 22m  - 1 1 	2 2( m -1)  t:24-1 2 22m 122_1J 

R

• 

EI 	1:1 - 22m] 	 E:1_24] [:1 _223 

De onde obtém-se: 

225 = (-1)m  22  x 24  x 	x 22m = (-1) m  2m(m+1)  
M• +1 

O erro valera, então: 

E = (-1) m  2m(m4.1)  Emeo 
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Por outro lado: 

Em,0 - 	

(Ax 	

L 
) 2m+2 	tx B 	f(2m+2) ( c )] 

2M+2 
(2m+2):  

Gomo 2m  âx b - a, segue-se que: 

E 	

22M(M+1) 
	  [(b-a) B2lf2 f

(2M+2) 
(E) I 

(2M+2): 

e o erro valerá: 

E = (-1)
M+1 	(b-a)2m+3 	B

2M+2 f
("+2) (0  

201.1.1)  (2m+ 2): 

O método de Romberg é de grande utilidade prática, devido 

ã sua simplicidade de execução e ao fato de o erro diminuir com o aumen 

to da ordem 2m+2 da derivada da função. Para o caso m=0, o método re 

duz-se ã.  regra trapezoidal e para o casom=1, ométodo reduz a regradeSimpson. 

17.5 - INTEGRAIS SINGULARES  

Integrais singulares são asquepossuem descontinuidade no 

integrando, ou que tem, pelo menos, um dos limites de integração não - 

finito. Devem-se distinguir trés casos: 

a) Integrando com descontinuidade finita e limites finitos de inte 

gração. 

b) Integrando infinito em um ou mais pontos dentro dos limites fi 

nitos de integração. 

c) Integrando finito, mas limites infinitos de integração. 
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O primeiro caso não oferece maior interesse, uma vez que 

a singularidade pode ser isolada, dividindo-se o intervalo de integra 

ção. Para cada subintervalo usa-se, então, qualquer dos métodos jã apre 

sentados. 

O segundo caso é o de maior interesse prãtico, por 	isto 

será visto com maiores detalhes. 

O terceiro caso pode ser reduzido ao segundo por uma con 

veniente transformação de variãveis, ou calculado usando-se métodos co 

mo o de Gauss-Laguerre ou de Gauss-Hermite. 

Apresentar-se-ao, a seguir, os métodos para resolução do 

segundo caso. 

17.5.1 - INTEGRAÇÃO PELO mropo DE GAUSS  

Considere-se o problema de integrar a função f(x) num in 

tervalo E:a,b:], sabendo-se que, para um ponto C desse intervalo, o in 

tegrando f(x) não é finito. 

Sem perda de generalidade, pode-se considerar apenas uma 

vizinhança de raio 6>0 do ponto C, uma vez que fora desse intervalo, os 

métodos jã apresentados são aplicáveis. 

O intervalo EC-6,C+6] é então dividido em dois subinter 

valos, [C-6,C) e (C,C+6:1. Para cada um desses subintervalos,aplica-se 

uma das férmulas de integração de Gauss. Como essas -Pó-mulas não envol 

vem os valores dos pontos extremos, a obtenção de um resultado é sempre 

garantida. Como nem sempre a integral é convergente, reduzindo-se o va 

lor de 6, pode-se determinar a confiabilidade do resultado. 

Se a integral converge, tem-se que, para 6 suficientemen 

te pequeno, os valores de I e 21 2  devem ser aproximadamente iguais,quan 

do I e 12 são dados, respectivamente, por: 
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C 
11 = 	f(x) dx 

C-o 

e 
C 

12 = 	f(x) dx 

C-02 

Resultado semelhante deve ser obtido para o outro intervalo de integra 

ção. 

17.5.2 - DECOMPOSIÇÃO DO INTEGRANDO COMO PRODUTO DE FUNÇOES  

O intervalo de integração Ea,b1 é separado em duas par 

tes Ea,c) e (c,b:j. 

A função f(x) é decomposta como o produtodeduas funções: 

f(x) = g(x) w(x), 

com as restrições: 

w(x) >0 em Ea,b] , e g(x) 

uma função limitada com um número suficiente de derivadas continuas. A 

função w(x) é considerada como uma função peso para a integração. A se 

guir aplicam-se os métodos de Gauss aos dois intervalosde integração. 

Este tipo de decomposição é mais usado guando, porumacon 

veniente mudança de variáveis, cada subintervalo í transformado no 	in 

tervalo (-1,1) e a função peso pode ser colocada nas formas para 	inte 

gração de Gauss-Tchebyschev ou de Gauss-Jacobi. 

Outro tipo de decomposição do integrando, como produto de 

funções, exige a forma particular: 

f(x) = (x-c) a  g(x) , co-1, 
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onde g(x) pode ser representada em Ea,bj por uma f6rmula de Taylor 

com poténcias de (x-c). 

A função f(x) pode, então ser reescrita como: 

f(x) = (x-c)= 	ÁLE/ g (K) ( c ) 
k=0 	K! 

()(c)"  [g(x) 	 g(K)  (c)] 

A primeira parcela da decomposição acima é uma série de 

potências integráveis, sem qualquer dificuldade. Na segunda parcela, a 

expressão entre colchetes anula-se para x=c e possui todas as derivadas 

até ordem m, identicamente nulas para este ponto. Consequentemente, seu 

produto por (x-c) a  não apresentara singularidade no ponto x=c. 

Assim, a primeira parte da decomposição possui 	solução 

analítica, e a segunda pode ser integrável pelos métodos numéricos já 

apresentados. 

A transformação do produto de funçaes em adição de duas 

parcelas, uma integrável analiticamente e outra pelos métodos numéricos 

convencionais, sugere outra alternativa para a integração de funções sin 

guiares, que será apresentada a seguir. 

17.5.3 - DECOMPOSIÇÃO INTEGRANDO COMO SOMA DE FUNÇÕES  

Este método baseia-se na decomposição da função f(x) 	em 

soma de duas funções: 

f(x) = 91 (x) + 92 (x) 

onde g 1 (x) 	integrável analiticamente e g2 (x) não apresenta singulari 

dade, sendo integrável pelos métodos numéricos apresentados 	anterior 

mente. 
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Em geral, aplica-se esta solução, quando f(x) é de fícil 

decomposição. O desenvolvimento por série de Taylor, apresentado na Se 

ção 17.5.2, mostra uma alternativa para o emprego deste método, nos ca 

sos menos triviais. 

17.6 - INTEGRAIS MÚLTIPLAS  

As virias soluçées alternativas para a integração de fim 

ção de uma variãvel deram ao leitor uma idéia da complexidade do proble 

ma. Para a integração de funçies de virias variáveis, esta complexida 

de cresce exponencialmente com o número de variivels. 

Na impossibilidade de uma abordagem satisfatúria sobre o 

assunto, optou-se neste trabalho pela extensão das fórmulas para a in 

tegração em uma dimensão. Esta aproximação deve ser, portanto, encarada 

apenas como uma possível solução para o problema. 

Para que o leitor possa avaliar a dificuldade de obtenção 

de uma solução otimizada, basta lembrar que, no caso de uma variável, 

a escolha conveniente da distribuição das abcissas melhora consideravel 

mente a qualidade da aproximação. A escolha dos pontos convenientes pa 

ra a integração, num espaço n - dimensional, requer previamente a gene 

ralização dos polinémios ortogonais para virias variáveis, no momento 

inexistente. 

17.6.1 - FORMA GERAL DAS FORMULAS UNIDIMENSIONAIS  

As fórmulas mais usadas para calcular aintegral definida, 

de uma função real de uma variivel, podem ser colocadas na forma: 

fb  a  o(x) f(x) dx= 	a. f(x) 1 	1 
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O intervalo de integração Ea,b1 pode ser finito ou infi 

nito. A função peso m(x). O para x E Ea,b3 é escolhida deacordocom 

aconveniência.0scoeficientesa.1 
 eas abcissas x.

1 
 sio determinados de 

tal forma que a integração seja exata para todos os polinõmios de grau 

m, onde m í um inteiro previamente escolhido. 

As fõrmulas para dimensões maiores serão generalizadas a 

partir da forma padrão de fõrmulas unidimensionais. 

17.6.2 - INTEGRAIS MOLTIRLAS EM CUBOS N-DIMENSIONAIS  

Sem perda de generalidade, os intervalos de 	integração, 

para cada variãvel, serão considerados todos iguais a E-1,+1 -1. Nessas 

condições, a extensão da forma padrão da Seção 17.6.1 torna-se: 

/+1 	/+1 

1
-1 	J-1 m(x 
	z) f(x 	z) dx 	dz 

il 	k1 	1 
a. ... a k  f(x i 	zk) , 

.  

com m(x,...,z) = m i (x) 	mn (z)• 

fãcil mostrar que polinõmios até grau m são integrãveis 

exatamente pela fõrmula acima. De fato, considerando-se: 

f(x 	z) = x'...z7  , 

segue-se que: 

+1 	+1 

1 _, 	1_, 	W(X,...Z) 	 dx...dz = 

+1 	 +1 
= 	mi(x) x" dx n

(z) 	dz = y a. x? ... 
k=1 

a zY = 
-1 	 -1 	

i=1  i 1 	 k k 
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= í a a. ... a x. 	zY 
k 	k 1=1 	k=1 	1  

Respeitada a restrição: 0,a , 	yEM, cada uma das fórmu 

las unidimensionais integra exatamente o seu polinómio correspondentede 

grau m. Assim, a fórmula generalizada integra exatamente um polinómio 

de grau até m. 

Pela sua forma, essa fórmula para integração n - dimensio 

nal é chamada "fórmula de produto cartesiano". 

Para utilização da fórmula aqui apresentada, é previamen 

te necessãrio fazer a conversão do problema para coordenadas cartesia 

nas e as transformações de de variãveis, para reduzir cada um dos inter 

valos de integração em  

A fórmula de produto cartesiano é particularmente útil, 

quando se substitui a função f(x,...,z) por um polinómio interpolador 

n - dimensional. 
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EXERCÍCIOS  

1. Para o método de integração de Newton-Ctes, mostre que: 

C 1+K = C
N-K ' 

K=0 	 N/2 , no caso de N par e, 

C 	= C
N-K ' 	'"' 

K=0 	(N-1)/2 no caso de N impar 1+K  

2. Mostre que, para o método de Newton-C6tes: 

y c1  = b-a, i=1  

onde b-a é o comprimento do intervalo de integração. 

3. Encontre os coeficientes C 1  listados nas Tabelas XVII. 1 e XVII.2 pa 

ra o método de integração de Newton-Côtes. 

4. Mostre que a função q N (y), definida na Seção 17.2.1, é simétrica: 

Sugestão:  Use a tranformação de variãvel 	y=N-z. 

5. Justifique por que q N (i), i=1,...,N 	são pontos extremos da função 

(Y). 

6. Detalhe as consideraçSes que permitem concluir a relação apresentada 

na Seção 17.2.1: 

11+1 	
<1 

I ciN (i+1)  

7. Integrando por partes, mostre que: 

P1 	 P1 

1 

	

dy =
1 	

y 0.1  (y-i) dy. 
ri 
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8. Determine a relação entre fEx i ,...,xn ,x] e fE1,...,N,y] ,resul 

tante da transformação de variãveis usada na Seção 17.2.1. 

9. Na Seção 17.2.1, justifique por que o integrando de E2 é negativo no 

intervalo [N-1, N], 	e o integrando de E l  é positivo no intervalo 

El, N-1]. 

10. Determine a expressão do erro do método de Newton-Côtes para N=2,3, 

4,5, nos casos de fórmulas tanto abertas, quanto fechadas. 

11. Encontre o erro do método de integração de Newton-Cõtes, usando f5r 

mulas abertas. 

12. Determine o erro de arredondamento num processo de adiçõoes sucessi 

vas de quantidades exatas. Usando-se esse resultado, e supondo-se 

que num processo de integração a importância individualizada de ca 

da ponto varia na forma 1/N, estabeleça a curva resultante do efei 

to aditivo destes dois fatores. 

13. Mostre que a função auxiliar do polinômio interpolador de Hermite, 

y l i(x), pode ser escrita na forma: 

oli (x) 	w(x) 	* I (x), 
w e (x1) 

onde t i (x) é a função auxiliar do polinômio interpolador de Lagrange e 

w(x) 	dada por: 

w(x) = 	(x-x 1 ). 

14. Mostre que a função auxiliar de Hermite, 0 01 (x), relaciona-se com a 

função do polinômio interpolador de Lagrange por: 

Oi (n) = Oí(x). 
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15. Usando-se os métodos das Seções 17.3.2 e 17.3.3, determine os coefi 

cientes e abcissas para a interpolaçãopelométododeGauss-Legendre, 

usando N=3. Compare os resultados obtidos e discuta a validade do 

uso deste método em lugar do processo geral da Seção 17.3.3. Verifi 

que a propagação de erros nos dois casos. 

16. Mostre que na integração pelo método de Guass-Tchebyschev todos os 

coeficientes são iguais. Discuta essa propriedade como minimizadora 

de erros computacionais. 

17. No caso de N=3, determine os coeficientes da integração de 	Gauss- 

Tchebyschev, usando o método da Seção 17.3.3. Verifique se os erros 

computacionais não afetam a propriedade de identidade dos coeficien 

tes. 

18. Considere a fõrmula composta da regra do trapézio e a firmula 	de 

Newton-Cõtes para 11=5. Compare-as com relação aos seguintes 	aspec 

tos: 

a - Precisão. 

b - Erros computacionais (arredondamento). 

19. Compare a fõrmula composta da regra do trapézio com a fõrmula de 

Gauss-Tchebyschev, para 11=6, do ponto de vista de erros computacio 

nais. 

20. Para 11=3, determine a expressão para a integral da "spline" cúbica 

e compare o resultado com a regra de Simpson, do ponto de vista de 

precisão. 

21. Para N=5, compare o método de Gauss-Tchebyschev com o método de 

Romberg, do ponto de vista de erros computacionais. 
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22. Usando fórmulas de Gauss com N=2, determine o valor da integral: 

23. Decompondo o integrando como produto de funçóes, e utilizando N=4, 

integre: 

	

/+1 	dx  

1_1 (l_x4)1/2 

24. Usando a identidade: /n senx= /nx+/n senxe  o método de Romberg, 

para N=3, integre: 

f 2  ti sen x dx 

o 

25. Usando N=5 e a fórmula de produto cartesiano para integral a múlti 

pia, calcule: 

L
(X2

1 f+1  
+y2-1) 1/ 2  dx dy 

	

1 	-1 
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CAPITULO XVIII 

TEORIA DAS APROXIMAÇOES 

18.1 - INTRODUÇÃO 

A resolução de problemas matemáticos implica, em geral, 

o aparecimento de uma solução f(x) continua, num intervalo (a,b). Es 

sa função constitui um vetor de infinitas componentes, definindo num 

espaço euclidiano de infinitas dimensões (ver Capitulo TI!). 

Os computadores digitais não permitema representação de 

entidades infinitas. Por essa razão, toda a solução numérica obtida 

por esses computadores implicar uma aproximação, resultante da contra 

ção do espaço euclidiano, de infinitas dimensões E, num espaço eu 

clidiano finito, E N . Assim haver& necessariamente uma perda de informa 

ções,•expressas por um erro dado pela diferença entre o valor desejado 

e aproximação obtida. 

O estudo do erro, acima mencionado, é um dos 	objetivos 

da teoria das aproximações, que será apresentada neste capitulo. 

18.2 - MATRIZ DE CONVERSÃO DE UM SURESPAÇO DO E. PARA UM SUCESPAÇO DO 
EN 

A contração de um subespaço do E. para um subespaço do 

E
N 
escreve-se como: 

U f(x) R. 	C U f(x) R i 	11= x 

Verifica-se facilmente que a matriz C vale: 

C = U U 8(x - x.) R R.. 
1 i X 
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De fato, a contração dada pelo produto matricial 	torna 

-se: 

C U f(x) 2= U < U 60( - 	U f(x) R >2. = U f(x 1 ) 
= x 	i x 

Uma primeira constatação g que o único autovetorda trans 

formação, dado pela relação: 

C v= Xv 

ocorre para f(x) = C = constante. Assim, exceto o caso trivial em que 

f(x) é constante, todos os outros casos implicarão uma única perda de 

informação em virtude da contração. Isto acontece devido ã inexistén 

cia de outros invariantes da transformação. 

A primeira vista, pelo exposto acima, pode parecer que 

soluções exatas não poderão ser obtidas, usando-se o espaço N-dimensio 

nal no lugar do espaço de infinitas dimensões. Entretanto,isto não ocor 

reemvirtude da arbitrariedade com que pode ser escolhida a base do es 

paço L. O teorema a seguir justifica este fato. 

TEOREMA:  toda função s(x), expressa como combinação linear de N 
outras funções s i (x), g um invariante da transformação 

acima, desde que escolhida convenientemente a base do es 

paço E.. 

PROVA: considere 4(x) dada por: 

$(x) = 	c. s. (x). 

i=1 

Nessas condições, 

U •(x) 2=U U c. • 1 (x) R= U c. U • 1 (x) 2 = U c. u.. 1 -1 
x i 	 i lx 
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Definindo-se os novos versores do espaço como: 

u. = U . 1 (x) R, 
-1 

segue-se que a matriz de transformação, neste caso, é umamatriz A, tal 

que: 	7 

U (15(x.) R. = AU c. u.• 
J J = 	-1 

Usando-se a notação: 

	

A 	U U a.. u. R. 

	

= 	 1,3 	j 

e impondo-se a restrição: 

11, se i = K 
< u

1
.
' 
 u > = . 

- 	 óik 
10, se i 	K, 

a realização do produto matricial leva ã seguinte identidade: 

a.. c. = 	c1  çb.(x.). 

	

i=1 	 1=1 

Esta identidade revela dois pontos importantes: 

a) os elementos da matriz A são dados por: 

a.
ij =   j 

b) qualquer combinação linear das ,i(x) é autovetor da transforma 

ção, com auto valor igual a 1. 



- 322 - 

Este teorema é de grande importância, pois justifica fa 

tos já verificados nos capítulos anteriores, como a possibilidade de 

integrar extamente os polinlimios, usando-se métodos numéricos. 

18.3 - METRICA DO ESPAÇO VETORIAL DE FUNÇOES  

A avaliação do erro de uma aproximação requer o estabele 

cimento de uma relação de ordem. Para isso é necessãrio associar ao es 

paço vetorial de funçEes uma métrica. 

Considerem-se dois vetores, v i  e m2 , do espaço vetorial. 

A esses vetores será associada um número real d(vi, v2), chamado dis 

tãncia de v l  a 22 , tal que: 

a) d (v i  y2 ) > O se v 1 # v2  

b) d (vi, vi) = 

c) d (vt , y2 ) = d (1/2, v l ) 

d) d (v1, y2) E d (vi, v3) + d (22, v3), 

para vl, 1,2, v 2  pertencentes ao espaço vetorial. 

E fácil mostrar que o m6dulo da diferença entre dois ve 

tores satisfaz as condiçOes acima. Assim, aqui será adotada a distãn 

cia dada por: 

d(v 1 , 22 ) 	 iv i  - v2 ;. 

18.4 - APROXIMAÇÃO ÓTIMA 

Mostrou-se na seção 18.2 que, escolhida uma base com ve 

toras: 
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u. = U • (x) 

fica definido um subespaço, 5 , do E., dado por vetores: 

v = U c. u., 1=1, 	N _ 	. i 

invariantes por amostragem no EN • Assim, v e $ pode também ser pos 
to na forma: 

✓ U Ex.) R.. _ . 
1 

Considerando-se agora um vetor w do E., expresso como: 

w U f(x) — x 

mostrar-se-a que existe em 5 um vetor!,  tal que a distancia d(v, w) é 
mínima. Esse vetor é chamado aproximação 6tima de w em S, ou projeção 
de w em S. 

TEOREMA:  dado w vetor do E e um subsespaço 5 do E. existe 	um 
único vetor!  C S, tal que a distancia (v, w), é mínima. 

PROVA DA EXISTÊNCIA:  considere um vetor qualquer s C S. A distãn 
cia d (w, s) ser a dada por: 

d(w, s) = + 	< w - s, w - s > I  

Aqui interessa apenas caso em que w O 5, pois o caso 
wCSétrivial. Paraocasow05, d(w, s) não se anula. Então exis _ _ 	 _ _ _ _ 
te um supremo dos limites inferiores, do conjunto de valores d(w, s). 
Seja v > O esse supremo. 

Tomando-se uma sequência de vetores s n  C S, tal que: 

	

um 	d(w, s ) 	v 
n w 	—11 
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deve-se mostrar que essa sequência converge, uma vez que a sequência 

e valores d(w, sm ) também converge. 

Considere-se primeiramente a sequência convergentedeva 

lores jw - s 1 2 , cujo limite é v 2 . Para esta sequência, dado e > O, é 
— —4 

possível encontrar um N, tal que: 

1 W - S 12  < V 2  1-  E 
- —n' 

para todo n > N. Seja M > N, então vale a relação: 

j(w - sw ) + (w - $m )1 2  + 1(w - sw ) - (w - sm ) 1 2  

2: w  _ !,1 12 	21 v, _ _$[12 < 4(v 2  4. E). 

Reagrupando-se esta relação tem-se: 

i s - s 1 2  < 4(v2  +- 41w - 1/2 (s + 	s )1 2  
--n 	 —n —m 

Como vetor 1/2 (sm  + sm) pertence ao espaço vetorial S 

pela definição do supremo dos limites inferiores, vale a relação: 

jw - 1/2 (s + s )1 2  ?, v2  
-A 

Assim, o maior valor para o lado direito da desigualda 

de reagrupada vale 4e, de onde: 

Is - s j 2  < 4e 
L-E1 -A 

o que mostra a convergência da sequência de vetores sw . O limite v 

dessa sequência pertence a S. 
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Prova da Unicidade:  para o vetor v G S, tem-se a igualdade: 

Iw - v 1 2  = v2 . 

Suponha-se agora que exista outro vetor u 	S, para o 

qual a mesma igualdade é satisfeita, ou seja: 

jw - u1 2 = v2 . 

Segue-se que : 

jw - v1 2 	1w - u 1 2 , 

de onde v = u. 

18.5 - ORTOGONALIDADE DO ERRO DA APROXIMAÇA0 ÓTIMA 

O teorema abaixo relaciona o erro da aproximação ótima 

com os vetores do subespaço S. 

Teorema:  o erro da aproximação ótima é ortogonal a todos vetores 
do subespaço S. 

Prova:  usando-se a mesma notação da seção anterior, o erro será 
dado pelo vetor w - v. Tomando-se um vetor qualquer s G S 

e considerando-se a um escalar, pode-se escrevera relação 

Iw - v; 2  E 1(w - v) + asj 2  = 1w - v1 2  + 2a < w- v,s > + 

a2 i s 12 

de onde segue que: 

a2  I s 1 2  + 2a < w - v, s > E O 
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Usando-se: 

a = 
I s 1 2  

resulta: 

( < w - v, s > ) 2  
	  j ; 0, 
1 	I s 

o que implica necessãriamente: 

< w - v, s > = O 

18.6 - TEOREMA DE KHAAR GENERALIZADO  

Uma versão particularizada do teorema abaixo foi demons 
trado por Khaar, para o caso em que as funções V i (x), 1 = 1, N 
são polinõmios. Aqui, o que interessa éo caso geral. 

Teorema: para que a aproximação ótima seja única, as funçóes 
da seção 18.2 devem constituir um sistema de 

Tchebyschev. 

Prova: primeiramente, deve-se mostrar a ambiguidade da aproxima 
ção ótima para o caso em que 

T(x) = I 	
1  

c. V 4 (x) 

possui N zeros no intervalo (a, b). 

Considere-se a aproximação ótima dada por: 
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determinada a partir do teorema da Seção 18.2, usando-se os 	valores 

conhecidos de f(x) para um conjunto discreto de pontos {x i }, i =1,..., 

N. 

Supondo-se agora que os N zeros da função T(x) 	sejam 

extamente os pontos x i , para os quais f(x) é conhecida, então: 

Us.(x.)Tc.=UET(x.)-1- $(x i ) ] 
j 	1 	1 	1 

de onde segue-se que os coeficientes que expressam $(x), como combina 

ção linear das s i (x), não serão univocamente determinados. 

Uma vez que nenhuma combinação linear das s i (x) pode pos 

suir N zeros no intervalo (a, b), então as s i (x) constituem um siste 

ma de Tchebyschev. 

18.7 - DETERMINAÇÃO DA APROXIMAÇÃO OTIMA 

A determinação da aproximação ótima é feita, em geral, 
utilizando-se a relação de ortogonalidade do erro: 

< wv, s > = O, s C S. _ _ _ 	_ _ 

Considerando-se que: 

w = U f(x) R, e v = U •(x) R, 
x 

e tomando-se a base de vetores u., resulta da relação de ortogonalida — 
de: 

f(x) $ i (x) dx = í $(x). s i (x) dx. 
a 	 a 

O caso em que as s i (x) formam um conjunto ortogonal 5 de 
grande interesse. Quando isto acontece, os coeficientes c i  da expres 

são de .(x), em termos das s i (x) valem: 
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1 	fb 
c - 	 j fb

a í(x) dx 	

a f(x) • I (x) dx. 
i 

18.8 - APROXIMAÇÃO POLINOMIAL OTIMA  

Quando se tem o cojunto de funções: 

. i (x) = x 1-1 , i = 1, 	N 

e f(x) conhecida para um conjunto de pontos {x i }, a aproximação 'ótima 

serã obtida quando: 

/ f(x) .1(xj) = 	•(xj ) 

j= 1 	 j=1 

que é satisfeita quando f(x)  

Neste caso, o polir-Sio interpolador de Lagrange é a 

aproximação &Lima. 

18.9 - APROXIMAÇÃO TRIGONOMETRICA OTIMA-APROXIMAÇÃO.DE FOURIER  

Quando a função f(x) pode ser transformada por mudança 

de variável numa função peri6dica, de período 2y, um conjunto conve 

niente de função • 1 (x) í: 

•1(x), 4)2(x), iss(x), t(x) 

1 • senx , cos x, sen 2x ... 

E simples mostrar que este conjunto de funções ortogo 

nais, no intervalo (-w, w) 
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Supondo-se que f(x) seja inteiramente conhecidahointer 

	

valo (-w, 	os coeficientes c i  serão dados por: 

	

1 	
'Ir

ci = 	 f(x) dx 
2w i-w 

1 	In  
C2k + 1 = 	f(x) cos k x dx 

-n 
k= 1,2, ... 

c2k = 	f(x) sen k x dx 

-w 

Supondo-se que f(x) seja conhecida apenas para umconjun 

to discreto, contendo N = 2n + 1 pontos igualmente espaçados no inter 
valo (-w, w), pode-se demonstrar que a ortogonalidade não é destruido 

e oscoeficientesc.neste caso, tornam-se: 

f (x • ) 
2n j=1 

N 
C2k+1 = 	f(x.) cos k x. 

n 	j=1 
k = 1, 2, ... 

1 
C2k = 	f(x.) sen k x. 

n j=1 

18.10 - APROXIMAÇÃO EXPONENCIAL UMA 

Supondo-se que o conjunto de funções 0. 1 (x) é dado por: 

* 1 (x) = exp (k i  x), j,=  1, 	N 
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e que f(x) é conhecida para um conjunto de ponto {xj}, a aproximação 

õtima ser ã obtida quando; 

f(x) = 

A determinação dos coeficientes c i , que expressam • (x) 

como sendo combinação linear das • 1 (x), é feita, usando-seo método de 

Prony. 

18.10.1 - MÉTODO DE PRONY  

Primeiramente, supõe-se que uma transformação linear de 

variável tenha sido feita, a fim de que o conjunto de pontos {x.}, pa 
J 	— 

ra os quais f(x) g conhecida, seja o conjunto dos inteiros: 

(0, 1, 2, ..., N-1). 

Introduzindo-se a notação z i  = exp k i , i = 1, 	N, o 

sistema que permite determinar os coeficientes c i  torna-se: 

cl + c2  + 	+ cn  = f(0) 

ci zi 	cN ZN = 

c i z i  + 	+ z
m = f(m). 

No caso em que o valor dos k i  não é prefixado, será ne 

cessário o conhecimento de f(x) para 2N pontos: O, 1, 2, ..., 2N-1. 

Quanto os k. são conhecidos, o sitema acima é um siste 

ma linear de N equações, com N incognitas: c l , cn. Neste caso 

m = N-1. 
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Quando os k i  não são conhecidos, o sistema acima é 	um 

sistema não-linear de 2N equações, com 2N incognitas: 

cN , z l , 	zN; Neste caso m = 2N-1. 

A determinação dos c i  e k i  do sistema não linear é fel 
ta, usando-se o método jã apresentado no capitulo anterior, Seção 
17.3.3. O polinômio auxiliar, neste caso, será: 

w(z) = n (z - z.) = I 	a. ri 

	

1=1
j 	• j=0 

A técnica de concentrar a não-linearidade do sistema no 

polinômio w(z) é chamada método de Prony. 

18.11 - MELHORIA DA APROXIMAÇÃO POLINOMIAL ÔTIMA PELA ESCOLHA DAS AB  
CISSAS 

Quando o valor de f(x) é conhecido para um conjunto de 
pontos(.1, o polinomio interpolador de Lagrange consititui a aproxi xj  
mação polinomial étima, que pode ser escrita na forma: 

(N) 
f(x) = G(x) + f  	w(x), 

onde 

TrN =11 0(-X l .  
j=1 	3 

Neste caso, não se tem controle sobre o erro que estã 
univocariflninadopelovalordasabcissas.epela natureza xj  

da função f(x). 



- 332 - 

Quando, entretanto, o valor de f(x) é conhecido para to 

dos os pontos do intervalo (a, b), a férmulainterpoladorade Lagrange 

podesermelhoradapelaescolhaconvenientedasabcissasx.,como mos 

trado a seguir. 

Uma vez que a natureza da função f(x) não é conhecida a 

priori, o único elemento de controle que se dispõe no termo correti 

vo é w(x). Usando-se a notação: 

M = I 	 
e(N) ()  

N! 

o erro mãximo da aproximação será descrito pelo vetor: 

w -v=UMw(x) R, 

cujo valor :ninho ocorre quando é satisfeita a relação de ortogonalida 

de, como respeito aos vetores da base vetorial: 

th=114).(x) R= U x 1-1  g 
-1 

o que leva ã relação: 

b 
w(x) x 1-1  dx = O. 

a 

Considerando-se, para maior generalidade, o produto es 

calar ponderado por uma função peso w(x) > O, esse resultado é trans 

formado em: 

-1 f: w(x) w(x) x i 	dx = O. 
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Lembrando-se do que foi exposto na Seção 17.3.2, vé-se 

que esta relação é satisfeita quando u(x) pertence ao conjunto de fun 

ção ortogonais em (a, b), com relação ao peso u(x). 

Considerando-se agora o aspecto do erro individualizado, 

interessa saber, dentre os vários conjuntos de polinémios ortogonais, 

qual deles minimiza o máximo valor absoluto da amplitude de +(x)R. Re 

solve-se este problema pelo teorema de Tchebyschev.. 

Teorema (Tchebyschev): dentre todos os polinamios de grau N, com 

coeficiente de x unitario, o polinOmio de Tchebyschevde 

grau N, multiplicado por 1/2 N-1 , oscila com minima ampli 

tude máxima no intervalo (-1,1). 

Prova: primeiramente considere-se a expressão do polinémio de 

Tchebyschev de grau N: 

TN (x) = cos (N cos -1  x), 

que possui N zeros em: 

x = cos 	(2j 1. 1)w 	O, ..., N-1 
- 	2N 

e N + 1 pontos extremos (máximos e minimos), com amplitu 

de unitãria em: 

( 	1 	. 
x = cos 	 j = 0, ..., N. 

N ) 

Tomando-se em seguida: 

w(x) = 2 -(N-1)  TN(x), 
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resulta que w(x) possuirá N + 1 pontos extremos,comamplitudes  

no intervalo (-1, 1). 

Para provar por contradição, considere-se a existência 

de outro polinômio -77(x), com coeficiente de x N  unitário e cujo máximo 

valor absoluto, no intervalo (-1, 1), é menor que 2. Então, o po 

linEimio dado pela diferença: 

D(x) = iF (x) — 1,(x) 

é negativo para os mãximos de T N (x), e positivo para os mínimos deste 

polinômio. Como TN (x) assume valores extremos em N + 1 pontos, no in 

tervalo (-1, 1), a diferença D(x) deve anular-se em N pontos desse in 

tervalo. Mas, por MO-teses, o coeficiente de x N , dos polinômios ir (x) 

e -17 (x), é unitário, de onde se segue que D(x) é um polinômio de grau 

N-1. Logo, D(x) não pode possuir N zeros no intervalo (-1, 1); assim, 

chega-se á contradição. Então, w(x) é o polinômio que possui mínima am 

plitude máxima no intervalo (-1, 1). 

18.12 - INTERPOLAÇÃO DE TCHEBYSCHEV 

Uma vez que os polinômios de Tchebyschev satisfazem 	á 

condição de mínimo erro, tanto do ponto de vista de distribuição, como 

do aspecto individualizado, a escolha desses polinômios para a base do 

espaço vetorial E N , parece lõgica. 

Tomando-se os vetores base como: 

b.=11. 1. 1 _ 1  (x) R, 	i = 1, 	N, 

a função interpoladora de Lagrange, •(x), passará a ser expressa como: 

N-1 
cp(x) = 	d i  T.(x). 

i=0 	1 
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Generalizando-se o polinémio interpolador, para o caso 
em que f(x) é conhecida para todos os pontos do intervalo (-1,1), e 
usando-se a condição de ortogonalidade do erro, os coeficientes d i  se 
rão dados por: 

	

1 	1 1  f(x) T0 (x)  dx  d - 
0j 1  (1 - x2)1/2 v 

r1 

	

2 	i 	f(x) Ti(x)  dx, 	i = 1, ..., N-1 i 	v 	j 	(1_x2)1/2 -1 

Analogamente ao caso da aproximação de Fourier, demons 
tra-se facilmente que, no caso discreto, a ortogonalidade não é perdi 
da e, neste caso, os coeficentes d i  serão calculados por: 

	

N 	j=1 

	

d.=-- - 	 I 	f(x.) T. (x.), 	1 = 1, ..., N-1 j 

	

N 	j=1 

O erro da aproximação é facilmente calculado, valendo: 

.41 (N) 

	

E(x) - 1 	II f 	(z) TN(x)  dx1TN ( x ) 
2N u 	(1..x2)1/2 	j 

=1 

para o caso continuo, e: 

ft 

	

E(x) - 	
(N)() 
	 TN (x) 

	

2 	NI! 

para o caso discreto. 
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Cumpre ressaltar que se f(x) é conhecida para todo inter 

valo (-1, 1), então ela poder ã ser expressa exatamente por uma série 

infinita de polinómios de Tchebyschev. A necessidade de truncamento no 

polinómio de grau N aparece apenas no caso discreto, devido ã limita 

ção do conhecimento de f(x), a um conjunto de N pontos {xj}. 

18.13 - REDUÇÃO DO NUMERO DE TERMOS NAS SERIES DE POTÊNCIA  

A implementação das funçães "intrínsecas", nos compilado 

res das vãrias linguagens de programação, deu origem ao problema de en 

contrar o menor número de termos de uma série de potências, para apro 

ximar uma função dada com um erro estipulado. 

Como mostrado na Seção 18.12, o polinamio de Tchebyschev 

é o que minimiza o mãximo erro de f(x) para x e (-1, 1). Assim, a solu 

ção desse problema torna-se simples, bastando exprimir f(x) em série 

de Tchebyschev, determinando-se o menor valor de N, tal que: 

1 	f(N)(g) 	TN(x) 	< e, 
2N 

onde c í o méximo erro estipulado e, em seguida, determinar a série de 

potências, usando-se uma tabela de conversão de polinómios de Tchebyschev 

em série de potência. 

18.14 - APROXIMAÇÃO POR FUNÇOES RACIONAIS  

Este tópico é também concernente ao problema de implemen 

tação de funçées intrinsicas em computadores. 
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A idéia que serã aqui desenvolvida, é a de aproximar não 

f(x), mas •b(x) f(x), por meio de uma função 0 a (x). Então, escreve-se 

a equação bãsica, como: 

+b(x) f(x) = .a (x ) 	E(x ), 

onde isa(x)  e 41) (x) sio expressos como sendo combinação linear dos veto 

res de uma base do espaço N dimensional. 

Como nos casos precedentes, o menor erro ocorre quando 

as funçães +a (x) e +1,(x) são expressas como sendo combinação lineardos 

polinémios de Tchebyschev: 

n
Sa(x) = 	a1 Ti(x) 

i=0 

.b( x ) 7Jo  bj ,;( x )  

sendo m + n = N - 2. 

Os coeficientes ai e bi são calculados, impondo-se que o 

vetor do erro, U E (x) R, seja ortogonal aos vetores da base do espaço 

N dimensional, dados por: 

uk = 	Tk-i (x)  2' 	k = 1, 	N, 
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resultando assim as relações: 

1 

b 	
f(x) Ti(x) To (x) 

.  
J.o 	J 	(i_x2)1/2 	

- "a0  

b. 

1 
f(x) i ii(x) T i (x) 

a.i= 1, ..., n 
j.0 	fi 	(1 -x2 ) 1 / 2 	2 

1 
! 	b.  ( 	f(x) Ti(x) 71(x) 	o  i = n + 1, ..., N-1 
L 	 (1 -x2 ) 1 /2  

Esta Ultima relação mostra que os coeficientes b. são de 

terminados por um sistema homogéneo de equações linerares. Assim, pode 

-se admitir, pelo menos, um valor arbitrário, por exemplo b m  = 1. De 

tern~osb.pelas duas relações anteriores, os a. são facilmen 
g' 	 — 

te determinados. 

Uma vez determinados todos os coeficientes, a aproximação 

racional, s(x), para f(x) é escrita como: 

s(x) 	'a(x)  
s
b
(x) 

Uma critica a este tipo de aproximação é que nem sempre 

as integrais, que envolvem f(x), são facilmente calculáveis analitica 

mente. Por essa razão, muitos algoritmos têm sido desenvolvidos, visan 

do contornar esse problema. 

O erro da aproximação racional é determinado por anelo 

gia, com a farmula interpoladora de Lagrange, e vale: 

C  
E(x) 	

f(x) s b(x) j (N) 	TN(x) 

—N=r- 
.b ( x ) 	"I S(x) 	 2 
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Embora os valores de n e m possam ser quaisquer, apenas 

o caso em que os valores de n e m diferem, no mãximo de uma unidade, 

apresenta interesse pratico. 
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EXERCÍCIOS 

1. Detalhe a obtenção da identidade: 

	

a.. 	= 	C. C.
1 	1 

•.(x.). 
i=1 	1J 	i=1  	1 	J 

2. Usando o teorema da Seção 18.2, mostre que para determinar completa 

mente um polinômio de grau N, é necessãrio o conhecimento dos valo 

res do polinômio para N + 1 pontos distintos. 

3. Mostre que Iv i  -22 ; satisfaz a definição de distãncia entre vetores. 

4. Demonstre a relação 

+ I(w - s ) - (w - s )1 2  = 
— —n 	— —m 

2Iw 	sfl I 2  + 2Iw - $m l 2 . 

5. Mostre que o critério usado para a determinação da aproximação ai 

ma (Seção 18.4) é equivalente ao critério dos resíduos 	ponderados 

(Seção 4.2). 

6. Mostre que o teorema da Seção 18.2 aplica-se ao conjunto de funções 
1-1 0 1 (x) = x 	, 	i = 1, 	N, embora a simplificação de ortogo 

nalidade dos vetores base não possa ser usada. 

7. Demonstre a ortogonalidade das funções: 1, sen x, cos x,sen2x 

no caso discreto. 

8. Mostre que o método de Prony pode ser usado para a determinação do 

período de f(x), quando f(x) = cos (2v/T)x. 

(Sugestão:  expresse o cos através de uma combinação linear de expo 
nenciais). 
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9. Detalhe o procedimento para determinação dos c i  e k i  no método de 

Prony. 

10. Mostre que a métrica associada ao produto escalar ponderedo satis 

faz a definição da distância. 

11. Mostre que os polinômios de Tchebyschev estão associadas ao crité 

rio minimax (Seção 4.3). 

12. Desenvolva cos(x) em séries de Tchebyschev e de Taylor em torno do 

ponto zero. Compare o número de termos necessãrios para uma preci 

são e = 0,001. 

13. Converta a série de Tchebyschev, do exercício anterior,emsérie de 

potências, Verifique o menor número de termos desta, em relação ã 

série Taylor. 

14. Mostre que a função f(x) = cos - lx pode ser aproximada, por funções 

racionais, conforme o método da Seção 18.14. 

(Sugestão: mostre que as integrais para determinação dos coeficien 

tes possuem solução analítica). 
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cAPITulo XIX 

AJUSTE DE FUNÇOES  

19.1 - INTRODUÇÃO 

Quando se trabalha com resultados experimentais, nem sem 

pre a solução desejada f(x) é obtida, conhecendo-se apenas uma aproxima 

ção g(x) para ela. Via de regra, a diferença entre essas funções é uma 

flutuação aleatória indesejável, devendo, portanto, ser removida para 

conveniente interpretação do resultado. 

Em geral, a relação funcional f(x) é também desconhecida, 

usando-se para ela uma aproximação •(x), dada pela combinaçãodefunçóes 

mais simples s i (x). 

O problema da determinação de 0(x), quando se dispõe de 

uma medida, g(x), para f(x) serã objeto deste capitulo. 

19.2 - PRINCIPIOS DOS MINIMOS QUADRADOS DE LEGENDRE 

O principio de Legendre í obtido do critério dos resíduos 

ponderados, usando-se como função peso, w(x), o valor: 

m(x) = q(x) r(x) , 

onde q(x) é um valor relativo ã qualidade da medida, e r(x) é o resíduo 

dado pela diferença: 

r(x) = q(x) - 

O erro, c, da aproximação é dado por: 

c= < U r(x) R, U w(x) R > q(x) r2  (x) dx. 
a 

No caso discreto a integral reduz-se a uma somatória. 
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O princípio de Legendre estabelece como melhor aproxima 

ção aquela que minimiza o valor de e acima. 

A utilização do método dos resíduos ponderados, neste ca 

so, é mais conveniente, uma vez que os erros aleatórios, presentes em 

g(x), invalidam o significado isolado do valor para um ponto particula 

rizado x. 

Para conveniência de notação, será usada a simbologia: 

{qr2} = < Ur(x) i,Uw  

e o resultado do produto escalar é chamado "agregado" da expressão entre 

chaves. 

19.3 - AJUSTE LINEAR PARA VALORES EXATOS 

Este caso é de pouco interesse prático, mas possui impor 

tãncia teórica, pois relaciona o princípio de Legendre com os critérios 

de minimização de erro do capitulo anterior. 

Considere-se a situação ideal em que g(x) = f(x).Tomando-

se +(x) como combinaçãolineardeumconjuntodefunções • i (x), i.1   

o agregado pode ser escrito como: 

{qr2 } = 	q [f - y a.(1).] 2.1 

cujo mínimo ocorre quando todas as derivadas parciais em relaçãoaoscoe 

ficientes a i  forem nulas, isto é: 

-

a 

aa K 

{qr2 ). 	- 2q [if  - 
i=1 

&l ei) ;  
I 	I  

S K 	= 	{2qrs K). 	= O 

= K l N  
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de onde: 

	

I ai {ci *i • K  } = {cl 41 1c  f 	 K= 
1=1 

Pode-se notar que esta relação coincide com a relação da 
Seção 18.7, generalizada para a determinação dos coeficientes. Assim, o 
principio de Legendre nada mais é do que a utilização da ortogonal ida 
de do erro da aproximação ótima (Seção 18.5). 

O sistema de equações lineares em a i  pode ser escrito em 
forma matricial como: 

P a = b , 

onde at = (a l ,...a m), Pé uma matriz com elementos P iK= 
{
qq, i () K} e bt = 

com bi  = {c-10 1  f 	. 

Ovalordoscoeficientesa.édado pela solução.: 

a t p-I b  

Para medir a qualidade da aproximação, usa-se o erro mé 
dio quadrático definido por: 

E2 _  "2  }  

{ q  

19.4 - AJUSTE LINEAR NA PRESENÇA DE ERROS  

O caso de maior interesse prático é aquele para o 	qual 
g(x) difere de f(x), por um erro experimental s(x), dado por: 

s(x) = g(x) - f(x). 
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O ajuste é feito para a função g(x) e deseja-se obter uma 
estimativa do efeito que isto acarreta na aproximação para f(x). 

Nesta seção, tratar-se-á do problema em que a função apro 
ximadora 3(x) é uma combinação linear de um conjunto de funções 3 1  (x), 

i=1,...N. Examinar-se-ão duas possibilidades: 

ser conhecida uma estimativa, nr, do valor médio quadrático do 
erro. 

. não ser conhecido o valor de C-171. 

19.4.1 - AJUSTE LINEAR COM VALOR DO ERRO MEDIO OUADRATICO CONHECIDO 

Supõe-se que a variável aleatória s(x) seja gaussiana,com 
valor médio nulo. Admite-se também que seja conhecido o valormédioqua 
drático desta variável, q s 2 . Seja: 

3(x) = I ã. 
i=1 " 

a função aproximadora que se obtém, usando-se g(x) no lugar de f(x). De 
seja-se calcular uma estimativa do erro médio quadrático para cada coe 
ficiente: 

(ã.-a 	' 	1"'.)2 i=1 	N 1 1 	" 

onde os a 1  são os coeficientes que seriam obtidos se s(x) = O para to — 
do x. 

Os valores dos ã i  são obtidos como na Seção 19.2, usando-

se o residuo r(x), dado por: 

r(x) = g(x) - 3(x) 

e vale: 

= p-1 6 
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onde: 

-t 	- a = (ai,..., ãN'  ) 6t   — 

e 6.= {q f s. } 

a matriz P é a mesma jã determinada na Seção 19.3. 

O vetor serã decomposto em duas partes: 

g i  = 	s i 	(f+s) s i } = 

{q f s i } + {ci s s i } = b i  + s i  , 

sendoos.os mesmos valores definidos para o caso linear sem erro. As 
sim, resulta: 

: =c'  (b+s) 

sendo s o vetor com elementos s. = {q s s.} 

Então, escrever-se-ã o vetor diferença como: 

ã - a = P -1  s 

Chamando-seos elementos da matriz P -  , pode-se es 
crever: 

ã . - a. . 	d. s k=1 jk k 
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O erro médio quadrático é dado pelo valor esperado de 

J 	J 

N N 
= I 	y d.. d., 17—  áT 

*3 	i=1 k=1 	.1K 	K  

Desenvolvendo-se o lado direito desta igualdade, tem-se: 

N N 

1=1 k=1 
y 	

j 
d.. d.

k 	
{cissb i } {q ss k} 

J 	.3 	 ji  

Para calcular o valor esperado do segundo membro, deve-

se explicitar a variável para cada agregado. Assim: 

{g s  Si} {g s  Sk} = {{q (x) s(x)  $i (x) cl ( Y ) s(Y )  Sk (Y ) }y}x 

O tratamento do caso continuo envolve o processamento ana 

légico do erro, fugindo assim aos escopos do curso. Oferece maior inte 

resse o caso discreto, em que a amostragem é feita de tal forma que a 

separação entre os pontos elimina a correlação dos erros. Para este ca 

so resulta: 

{{q(xm) s(xm ) (p i (xm ) q(x) s(xn ) çi( (x n )}m}n  

= {q(xm) s i (xm ) • k (xm ) q(x) s2(xm)}n 
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Pode-se agora dispensar a variível dentro do agregado e 

escrever a expressão do erro como: 

NN y 
k  I  1 

 d. 	
J 1 

. d.
k 
 { q 	q s2  

	

3 	i=1 = 	3 	1 k 

A função peso, q(x), é escolhida de modo que qs 2  tenha o 

mesmo valor, qualquer que seja o ponto x escolhido. Com  esta escolha 

tem-se: 

N N 
(à.- a .) 2  = qs2  I 	I 	d.. d. 	{ q (1). 	} 

J 	J 	i=1 k=1 	Ji jk 	
1 k 

Por outro lado, para g(x) = (p i (x) deve-se ter ã i  =1 eão1=0 

para mi. 

Então, segue-se que: 

= 	 mi -
_  I 	d 	{ci 4. 4, }— fs •{ 1 se m=1 

k=1 	 - 	O se Or 

Substituindo-se este resultado na expressão acima, obtém: 

= gs2 	.1 	d . . 6 .. , 	s2 

	

J J 	 1=1 	ji  

que é o valor desejado do erro médio quadrítico, para cada coeficiente 

j=1 ..... N. aj  

19.4.2 - AJUSTE LINEAR COM VALOR DO ERRO rirmo QUADRATICO DESCONHECIDO 

A situação típica, que ocorre nos problemas de ajuste de 

funçées, é aquela em que se necessita determinar, além dos coeficientes 

da função interpoladora, o valor de uma estimativa parars-7. 



-350- 

Partindo-se da expressão do residuo para o ajuste linear 

com erro, pode-se escrever: 

r(x) = g(x) - ã(x) = 

f(x) + s(x) - E ã. •.(x) 
1=1 " 

que, por sua vez, pode ser reagrupada como: 

s(x) - r(x) = 	(5.-a.) •.(x) = i=1  

14 	N 
y 	

3 
s 1 (x) E d

1
.. {qs.s} , 

1=1 	j=1  

que é a expressão bãsica para o desenvolvimento do presente caso. 

Multiplicando-se a expressão bãsica por gre calculando-

se o agregado, obtêm-se: 

{qrs}-{qr2 ). = E {grs.} 	d.. {ci s s i } 
1 	j=1 	13  

Como pelo principio de Legendre jã foi 	mostrado que 

O, 1=1 	N 	então: 

{qrs} = {qr2  } 

Por outro lado, multiplicando-se a expressão bãsica 	por 

q s e calculando-se o agregado, resulta: 

{qs2 }-{ qrs} = 

{qso} 	y d
1  
.. {cis

.3
o.). 

1=1 	j=1 	3  
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Usando-se o valor {q rs} , obtidos acima, tem-se: 

{(1 52 	
N 	N 

	

-{q r2  = y 	y 	d.. fq s. sl 4 4,,5 s } 
1.1 J.' 	' 3  I 	1  

Tomando-se o valor esperado de ambos os lados resulta: 

N N p}_ Fr2  = 	d {q (p i  s} {q s} 
i=1 j=1 

Usando-se o resultado da Seção 19.4.1, pode-se escrever 

j=1 1 J { 	} {g 4b i 	óii g 52  

de onde segue-se que: 

N 
{q s 2  } - {q r2  = y q s2 	J = Nq s 2  1 ) i=1 

Considerando-se apenas o caso discreto, pois o caso conti 

fluo apresenta as mesmas restriçóes discutidas na Seção 19.4.1, o agrega 

do torna-se uma somatória. Assim: 

	

5 2 (x„) - 	r2 (x k ) = 	Nq (x) s2 (x) , 
k=1 	 k=1 

onde M é o numero de pontos observados. 

Na hipótese de que o valor esperado seja o mesmo para to 

dos os pontos, tem-se: 

M — 
g s2  = 	 qr2  

M-N k=1 
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Esta expressão mostra que o número di 

M, deve ser maior que o número de parãmetros, N, a 

Quando o número de observaçúes cresce muito dentro 

tado, a expressão acima pode perder a validade, se 

pontos diminuir de tal modo que a correlação entre 

tante. 

pontos observados, 

serem determinados. 

de um intervalo limi 

a distãncia entre 

erros torne-se impor 

19.5 - AJUSTE NÃO-LINEAR  

Por vezes a expressão analítica da função a ser aproxima 

da é conhecida, mas depende de uma forma não-linear de um conjunto de 

parâmetros a i , 1=1 N  O problema, neste caso, é a determinação do 
conjunto de parâmetros, baseado no resultado de medidas experimentais. 

Represente-se por f(x,a) a expressão analítica da função 

dependente de um vetor de parâmetros a. Seja g(x,a) a medida experimen 

tal para f(x,a). O problema da determinação do vetor a pode apresentar 

um dos aspectos: 

forma redutiva para o caso linear; 

forma não-redutiva para o caso linear. 

19.5.1 - FORMA REDUTUEL PARA O CASO LINEAR 

Neste caso, a expressão analítica f(x,a) pode ser trans 

formada numa dependência linear dos a i  por meio de uma transformação T. 

Pode-se então escrever que: 

T[f(x,a)] = 	ai  4, i (x) 

A aproximação é obtida, transformando-se as medidas expe 

rimentais pela relação T. O resíduo r(x) torna-se então: 

r(x) = T [g(x,ã)] - 	ã, 0 4 (x) 
i=1 " 
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A aplicação dos métodos da Seção 19.4 é então imediata pa 

ra a função transformada. 

19.5.2 - FORMA NÃO-REDUTIVEL PARA O CASO LINEAR 

O procedimento neste caso consiste na linearização da fun 

ção f(x,a), usando-se o desenvolvimento de Taylor em torno de um vetor 

a 	admitido como solução, Obtém-se assim: —o ,  

f(x,a) = f(x,a 0 ) + < d o , La o  > , 

onde do é o vetor das derivadas parciais, calculadas para o vetor ao. 

O resíduo é então calculado por: 

r(x) = g(x,ã) - f(x,a 0 ) = < d o , Aa o  > = 	d 0 	a01, 
1=1 

sendo as incégnitas os valores Aaoi. Recai-se, assim, no caso do ajuste 

linear, e o vetor Aao será a solução dada por: 

Aa o  =  

onde os elementos da matriz P são p ik  = {g d oi dok} e os elementos do ve 

torbsãobHgrdoi} . 

Determinando-se o valor de eia,»  estabelece-se a recorrèn 

cia do processo de relaxação, tomando-se: 

ara 	ao  + AZO 

como uma melhor aproximação para o vetor a. Repete-se então todo o pro 

cesso, desde o desenvolvimento em série de Taylor, para a obtenção de 

um vetor correção Aa i . 

O cglculo das estimativas de erros éomesmodo caso linear. 
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ExERcluos  

1. Mostre que quando g(x) = f(x) é conhecido para um conjunto discreto 

de pontos, a relação 

{qr2 } = 

pode ser satisfeita. Discuta também a impossibilidade dela ser satisfei 

ta quando f(x) é conhecida para todo intervalo (a,b). 

2. Demonstre a relação: 

{q1.2 }= {cif2 } - X a k  {gf4 k} 
k=1 

no ajuste linear, quando g(x) = f(x). 

3. Mostre que, se os polinémios são ortogonais no caso de ajuste linear 

com g(x)=f(x),í válida a relação: 

{g h-2  = 4c1f2  - 	{q qqc  
k=1 

4. Usando-se q(x) =1, calcule o "agregado" da aproximação da função 

f(x)=sen x, por meio das funçíes •1(x)=x e 42(x) = x 3 , com os coe 

flcientes al =1 e a2 =1/6 no intervalo (-v/2, v/2). Usando 	ainda 

41(x)=x e •2(x) =x 3  encontre os coeficientes a; e a2 pelo método 

da Seção 19.3. Qual a diferença observada e qual o valor do agregado 

neste caso? Qual o erro médio quadrático cometido em cada caso? 

5. Repita o exercido anterior para f(x) = sen x, dada por: 

a) 5 pontos igualmente espaçados em (-v12, v/2); 

b) 11 pontos igualmente espaçados em (-v/2, v12). 

Verifique o que acontece quando o número de pontos aumenta. Compare os 

resultados dos dois exercidos. 
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6. Em um aparelho foram registrados os valores, abaixo, para x e g(x). 

x 0,00 0,09 	0,18 0,24 0,30 0,36 0,42 0,48 

g(x) 1,00 1,01 . 1,03 1,06 1,09 1,13 1,18 1,23 

Sabe-se que g(x) g uma estimativa truncada a duas decimais 

de f(x) = 1+x2 , e os valores de x são exatos. Então: 

a) Encontre uma estimativa para o erro de truncamento com peso uni 

i.e. q(x)=1 para todo x, calculando o valor esperado,co 

mo na Seção 19.4.2. 

b) Supondo-se que f(x) seja desconhecida, calcule os valores de gl 

e ã2 para aproximar f(x) por Si •1(x)+ 12  •2(x), onde 4, 1 (x)=1 e 

2 (x) =x 2 . Use o valor de q(x)s 2 (x), calculado na primeira 

parte. Calcule (g., -a 1 ) 2 , 1=1,2, usando 4 pontos da tabela e 8 

pontos da tabela. Qual o efeito do aumento de númerodepontos? 

c) Supondo f(x) e q-C-(T—S-T(Z) desconhecidas, calcule q(x) s 2 (x) 	e 

compare como o valor obtido no item a. 

7. No ajuste linear as funções 11(x) podem pertencer a um conjunto de 

funções ortogonais como no caso de aproximação de funções (Capitulo 

XVIII). Considere, em particular, o problema de aproximar uma função 

•(x), dada por: 

0(x) =a1 senx+ a 2  cos >c, 

sendo conhecidos os valores experimentais da tabela abaixo. 

x 0,00 1,57 3,14 

g(x) 0,49 ' 1,01 -0,49 
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8. Chamando R(x) o resíduo: R(x)=9(x,ã) -f(x,a) e r(x) o 	resíduo: 

r(x) =T [9(x,)] -T Ef(x,a)], mostre, usando o desenvolvimento 

de Taylor, que para resíduos pequenos r(x)=R(x) df( a)  [f(x,a)1, 

e assim o ajuste de g(x,ã) para f(x,a) com g(x) .1 , pl 7.a todo x, 	é 

equivalente a um ajuste T [9(x,ã) -1, para T Ef(x,a)], com peso 

q(x) = 
	

d  	T E:f(x,a)]. 
df(x,a) 

9. São conhecidos os resutlados experimentais dados pela tabela abaixo 

x 0,0000 0,9000 1.8000 2.7000 3.6000 

g(x,ã) 1,0000 0,6216 -.2272 -.9041 -.8968 

Sabendo-se que eles correspondem a medidas da função 

f(x,a)=cos a x, determine a aproximação ã para a. Empregue os dois 

processos de ajuste não-linear. Discuta os resultados. 
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APÊNDICE A 

DISTRIBUIÇOES*  

A.1 - INTRODUÇÃO 

Na busca pelo indivisível, uma das primeiras formas, na 

Fisica, foi a criação do conceito de densidade, como a quantidade de 

massa contida numa unidade de volume. Este conceito foi generalizado 

posteriormente, no campo da Fisica, e assimilado pela Matemática. 

Se por um lado o conceito de densidade permitia uma quan 

tificação, por relações matemáticas (integral, derivada, etc.), das 

grandezas fisicas, por outro lado criava um impasse, quando se tratava 

do relacionamento de grandezas discretas ideais, como uma carga pon 

tual. Assim, não existia nenhuma densidade que integrada reproduzisse 

uma carga pontual ideal. 

Tambám na matemática semelhante impasse aparecia, quando 

se trabalhava com a transformada de Fourier, definida pelas relações: 

+. 
F(m) 	 f(t) e-iwt  dt 

f(t) =-1- r a.  F(w) eiwt  dm 
21T 

Para que estas relações tivessem sentido, era necessário que 

f(t) = 	f(x) .J__ 	el(t-x1w dmdx 
)_. 	21, 

admitisse solução, o que exigia da integral: 

* Este Apêndice complementa o 19 volume deste trabalho, ao qual perten 
ce. 
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+- 

e 
1 	 i(t -x)co dw,  

I  

vista como função de x, as seguintes características: 

a) a função deveria anular-se para todos os pontos, exceto x= t; 

b) a integral, em relação a x, deveria ter valor 1 para qualquer 

intervalo de integração, incluindo o ponto t. 

A solução desses problemas sé teve resultado 	satisfat6 

rio com a criação da teoria de distribuições. 

A.2 - FUNÇÃO DENSIDADE  

Definição:  Denomina-se densidade i medida local, de uma proprieda 
de escolhida, associada ao elemento unitário do espaço 

de observação. 

costume representar a densidade por um relacionamento 

funcional, p(s), indicando que se trata de uma medida associada ao pon 

to s, do espaço de observação S. 0 "conteúdo", R, da propriedade esco 

lhida, presente no espaço 5, é dado pela integral: 

R=

i 

 p(5) ds 

Assim, pode-se falar em: densidade numérica de 	parti-eu 

las, para indicar o número de partículas contidas numa unidade de volu 

me; densidade de probabilidade, indicando a probabilidade associada a 

cada ponto do espaço, etc. 
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A função densidade quantifica a forma de °distribuição" 

da propriedade escolhida, dentro do espaço. Assim, aparece a primeira 

noção de "distribuição". 

Os espaços para os quais o valor p(s) é o mesmo, 	para 
qualquer ponto s G S, são chamados homogêneos, para a propriedade esco 

lhida. Caso contrãrio, o espaço é chamado não-homogêneo. 

A.3 - ASSOCIAÇÃO GEOMÉTRICA AO ESPAÇO VETORIAL DE FUNÇOES 

Considere-se a função f(x) definida no intervalo Ea,b]. 

Tomando-se cada posição de x como uma propriedade distin 

ta, constroi-se um espaço vetorial infinito, cujos vetores são simboli 

camente representados por: 

!ff U f(x) 3. x C [a,b] 

Sendo cada posição x considerada como uma 	propriedade, 

distinta das demais, um vetor elementar, f(x) R, será sempre ortogonal 
a outro vetor elementar, f(y) 2, para x 96  y. 

Pode-se então considerar o produto escalar entre dois ve 

tores: 

v = U f(x) R, 
x e La,b] 

u = U g(x) R 
— x 

cujo resultado, pelo exposto acima, vale: 

< v, u > = U f(x) g(x) 
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Aqui, a união não pode ser tomada no sentido individuali 

zado, pois o resultado da somatória dos infinitos elementos, contidos 

em [a,b], ser ã ilimitado. 

Lembrando-se do conceito de plano, estabelecido na geome 

tria elementar, infinitos segmentos de retas adjacentes constituem uma 

írea. Este resultado permite associar uma "medida" do produto escalar 

por: 

U f(x) g(x) 	J 	f(x) g(x) dx 

a 

A forma de coleci‘ mar segmentos de reta, adjacentes ou 

não, para unidos produzirem uma ãrea, constituem o fundamento de inte 

graça° de Lebesque. 

Portanto, é neste sentido que deve ser considerada a in 

tegral acima. E fãcil verificar que, para funções continuas, a inte 
gral de Lebesque coincide com a de Riemann. 

A.4 - FUNÇÕES GENERALIZADAS  

A "medida" introduzida na seção anterior apresenta uma 

séria restrição, quando o vetor contém apenas um número finito de com 

ponentes não-nulas, no intervalo Ea,b]. Pelo sentido da geometria ele 

menta'', esses vetores teriam medida nula. 

Para resolver o impasse, faz-se necessária a criação de 

uma "função densidade", inteiramente concentrada em um ponto particu 

lar, anulando-se para todos os outros pontos num intervalo (-4.,+-) e 

cuja integral possua valor unitírio. Tal função, denominada delta de 

Dirac, deu inicio ã chamada teoria de distribuições. 

As funções, cujo valor para pontos individuais "não apre 

sentam inportãncia prítica, mas que quando integradas possuem resulta 
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dos bem definidos, foram primeiramente chamadas "funções simbõlicas". 

A razão deste nome derivou do fato delas serem usadas apenas pelos re 

sultados de sua integral. Posteriormente, tais funções .foram engloba 

das dentro de um contexto mais geral, com o nome de "funções generali 

zadas" ou "distribuições". 

A.4.1 - FUNÇÃO DELTA DE DIRAC  

A função delta de Dirac foi criada para que fosse satis 

feita a relação: 

f(x1) = 
	

d(x-x) f(x) dx, 

para qualquer função continua f(x). 

Nenhuma função matemãtica possui essa propriedade, mas 

pode-se imaginar uma sequência de funções, com ffrea unitãria, que se 

estreite progressivamente nas vizinhanças do ponto xi, aumentando inde 

finidamente o valor neste ponto. No limite, esta sequência teria a pra 

priedade acima estabelecida. 

Existem infinitas sequências, satisfazendo a condição pa 

ra definir a função delta. Assim, pode-se impor maiores restrições, 

exigindo-se que essa função possua derivada de todas as ordens. 

Para estabelecer a equivalência das múltiplas sequências, 

será convencionado que duas sequências distintas constituem a mesma 

função generalizada, somente quando o resultado da integral, usado pa 

ra a definição da função, for o mesmo em ambos os casos. Elimina-se,as 

sim, o problema de ambiguidade, necessitando-se portanto encontrar uma 

sequência para definir cada função generalizada. 
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Pode-se mostrar facilmente que a sequencia: 

exp C - n(x -xi) 2  ] = o n(x) 
Ir 

define a função 6(x- xi). Para isto basta considerar a integral: f +. 
(-2-) 1/2 exp - n(x -xW ] f(x)dx 

ir 

para f(x) continua e derivãvel no ponto xi. Pode-se escrever que: 

1 +0°  e -n(x-xi) 2  (0 101/2 f(x)dx 

L

i Leo   

= 1 	e-n(x-xi) 2 	1/2 f x - f x- (n/w) 	C ( ) 	( 	] dx  

1 "  

	

max 1 f'(x) I 	I x

) 	

-xi I e-n(x-x1)2  (n/w) 1 /2  dx 

- 

( nn)-1/2 mex  I v( x ) I ,  

	

cujo limite, quando n 	-, é zero. Assim, a integral tende para f(x1) 

quando n • 

A.4.2 - OUTRAS FUNÇÕES GENERALIZADAS  

Definidas por limites de sequência, as funções generali 

zadas possuem derivadas, na medida em que a sequência também seja der! 

vivei. 
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Por construção escolhem-se sequências de funções conti 

nuas, com derivadas de qualquer ordem, para definir uma função genera 

lizada. Sendo as integrais convergentes, as funções da sequência devem 

anular-se nos extremos infinitos de integração. Dai decorre o relacio 

namento entre a função generalizada e sua derivada 

+. 	 +. 

UmI 	0:1(x) f(x) dx = - lim j 	(41 (x) f'(x) dx, 
n-mo 

em virtude da validade da regra de integração por partes, paracadafun 

ção si da sequência. 

Do que foi estabelecido, dada ã presença passiva de uma 

função f(x) continua, com derivadas continuas de todas as ordens e que 

se anule fora de algum intervalo finito, pode-se estabelecer a valida 

de de uma sequência para definir uma função generalizada. As funções 

f(x), com essas caracteristicas, foram por isso chamadas "funções tes 

te". 

Resumindo-se, na construção de funções generalizadas tem 

-se os seguintes passos: 

a) estabelecimento da regra de operação simbõlica; 

b) escolha de uma sequência de funções continuas, com derivadas 

continuas de todas as ordens, que no limite satisfaça a regra 

de operação simb6lica. 

c) definição da função generalizada, por meio da sequência encon 

trada no item anterior. 
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EXERC/CIOS  

1. Discuta o problema da identidade simbalica: 

v = [
jb 
 f(x) dx ] f. 

a 

Tendo em vista o fato de que a identidade v = O não possui solução _ _ 
univoca, mostre a impropriedade de tal definição para caracterizar 

o vetor v. 

2. Considerando-se "a medida" no sentido geomarico, estabeleça a 	ne 

cessidade de definir os vetores no sentido de distribuição, ou seja, 

pela relação: 

v = U f(x) R = 	[f f(t) 6(t-x)dx jx  
— x 	x a  

3. Mostre que: 

+00 

15 1 (x) f(x) dx = -f(0) 

4. Discuta o comportamento da função 

U(t) = I 	6(x) dx 
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APENDICE 

POLINOMIOS ORTOGONAIS  

B.1 - INTRODUÇÃO 

As funções e os polinômios ortogonais ocupam lugar de 

destaque em Anãlise Numérica. Isto se deve ao fato de eles simplifica 

rem significantemente o desenvolvimento da teoria de aproximações. 

O tratamento completo sobre a teoria de conjuntos de fun 

ções ortogonais é bastante extenso e não pode ser aqui abrangido em su 

ficiente detalhe. Optou-se por isso pela apresentação do minimo mate 

ria l para compreensão do texto. 

B.2 - RELAÇÃO DE ORTOGONALIDADE  

Dado um conjunto de funções Fi(x), i = O, 1, 2, ..., diz 

-se que ele é ortogonal num intervalo (a, b) relativamente a uma fun 

ção peso w(x) > O, se forem satisfeitas as condições: 

1)< U Fk(x) 2, w(x) U F(x) 2>= O, k 91= j; 
x 

2) o grau de Fk(x) é exatamente k, quando Fk(x) é um polinanio. 

Se, além dessas condições, ainda for satisfeita a condi 

ção adicional: 

3) < U Fk(x) R, w(x) U Fk(x) 2 > = 1, o conjunto de funções orto 

gonais é denominado ortonormal. 

Os conjuntos de funções ortogonais são determinados a me 

nos de uma constante multiplicativa arbitr5ria. Quando a condição de 

ortonormalidade também é satisfeita, o conjunto fica univocamente de 

terminado. 
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O conjunto de pontos, para os quais as funções Fi(x) são 

consideradas, pode eventualmente ser um conjunto discreto de pontos xm, 

m = 1, N, contido no intervalo (a, b). 

8.3 - CONSTRUÇA0 DE CONJUNTOS DE POLINÔMIOS ORTONORMAIS 

Apresentar-se-ã, aqui, o tratamento para o caso 	cond.  

fluo. A extensão para o caso discreto pode, entretanto, ser facilmente 

desenvolvida de maneira anãloga. 

Resolve-se o problema de construção de polinõmios ortogo 

nais, em particular, obrigando-se o polinémio Qk(x) ser ortogonal em 

(a, b) a todos os polinamios de grau inferior a k. 

B.3.1 - FORMULA DE RECORRÊNCIA DE 3 PARCELAS 

Considere-se o conjunto de polinémios ortogonais, (11(x), 

i = O, 1, 2, ... e note-se primeiramente que: 

Ak 
 

A 	
x0k _ i (x) 

é um polinémio de grau mãximo k- 1, sendo Ai o coeficiente do temo em 

xi do polinémio Qi(x). 

Chamando-se: 

Ak 

ak = —Ak - 

a diferença acima pode ser representada como combinação linear dos po 

linõmios Qi(x), na forma 

k -1 

(1k(x) 	x Ok_ 1(x) = 	I 	Ci Qi(x) 
i =0 
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Os polinõmios do lado esquerdo da expressão acima são or 

togonais a todos os poliria-dos de grau inferior a k- 2, portanto,omes 

mo devendo acontecer na somatória ã direita da igualdade. Para que is 

to seja possivel, todos os Ci, i = O, k-3 devem ser nulos. A ex 

pressão acima torna-se então: 

Qk (x) -.k _ I x Qk_ 1 ( x) = Ck _ Qk _ i (x) + Ck _ 2  Qk _ 2(x) 

que reagrupada produz a forma de recorrência de 3 parcelas: 

Qk(x) = (e k _ 1 x + Ck _ 1 ) Qk- 1(x) + C k _ 2  Qk- 2 (X) 

Tomando-se o produto escalar ponderado da expressão aci 

ma por Q k(x), Ok_ 1 (x) e Ok_ 2(x), resultam as relações: 

Yk = ak- 1 fa  w(x)xQk (x) Q k _ 1 (x) dx 

(b 
O = a k- 	j a  w(x) x Q1,2(  _ 1 (x) dx + Ck  _ Y 

1 ' k- 1 

O =.k _ 	fa  w(x)xQk _ 1 (x) Qk _ 2(x) dx + C k _ 2  yk _ 2  

onde: 

yi  = í 	w(x) Q(x) dx 
a 

A completa determinação do sistema acima exige que leis 

de formação sejam estabelecidas para o cãlculo de dois parâmetros im 

portantes, que são A i  e yi, que por sua vez estão ligados entre si. Pa 

ra determinar a relação entre A i  e yi  basta desenvolver Qi(x), obtendo 

-se: 
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y. 	fb 
w(X) Q(x)  C Aixi +•] dx, 1 	a 

mas sendo Q(x)  ortogonal a todos os polinômios de grau inferior a i, 
resulta a relação: 

yi  . Ai f 	w(x) xi Q(x)  dx. 
a 

O cálculo de A i  é feito mais facilmente pela utilização 
da função geratriz, que ser ã discutida a seguir. 

B.3.2 - EQUAÇÃO DIFERENCIAL E FORÇA° GERATRIZ  

Para a determinação do polinômio ortogonal O k(x) será im 
posta a condição de que ele seja ortogonal a P k _ 1 (x), um polinômio ar 
bitrãrio de grau k - 1 ou menor. Primeiramente será introduzida uma fun 
ção geratria Gk(x), tal que: 

k w(x) cik(k)  _  d Gk(x)  

d xk 

A condição de ortogonalidade torna-se então: 

f b 	(k) Gk 	(x) Pk _ 1 (x) dx = O, 
a 

que integrada por partes, k vezes, resulta: 

r k I lb 

L F. 	(-1) i  G' 1  (x) d i) ,(x) 	= o, 
i = 0 	 a 

como P k- 1 (x) é arbitrária, segue-se que esta equação s6 será satisfei 
ta quando: 

(1) 	(1) 	- O 	• - O Gk  (a) = G k  (h) - , 	- , „., k-1  



Por outro lado, sendo O k(x) um polinémio de grau k,afun 

ção geratriz satisfaz a equação diferencial: 

d
k+ 	1 	dkGk(x) 	0, 

dxk + 1 	[ w(k) 	dxk 

com as condições de contorno, acima determinadas, de todas as deriva 

das até ordem k-1, nulas nos extremos de integração. 

Uma vez determinada a função geratriz, é simples 	calcu 

lar o valor de A k . 

5.3.3 - CALCULO DOS COEFICIENTES DA FORMULA DE RECORRENCIA, UTILIZANDO  
A FUNÇA0 GERATRIZ  

O uso da função geratriz pode facilitar o alculo 	dos 

coeficientes da férmula de recorréncia. Para isto, tomando-se o valor 

de 

yi 	Ai  f w(x) xi 
Qi (x) dx = A i  f xl  GY ) (x) dx 

a 	 a 

e integrando-se por partes, i vezes, consideradas as condições de con 

torno da função geratriz, chega-se a: 

.(-1) i  i! A. f b
a 
 G1 (x) dx Y1  

Usa-se o mesmo processo para o cãlculo das outras 	inte 
grais que permitem determinar Ck _ e Ck  _ 2

• 
Assim: 
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(b 	 - 
j m(x) x Q k  _ i (x) Qk  _ 2(x) dx = Ak  _ 2  f w(X) Xk 	Qk  _ i (x) dx 
a 	 a 

J8 
x 	1  

b k 
 " c( k  " 

	

'k - 
1) (x) dx = (-1) k -1  (b - `' 	(b  A 

	

1). 	j
a 

Gk _ i (x) dx 
k - 2 j 

A outra integral implica considerar o desenvolvimento de 
(x) até o segundo termo. Seja: nc-1 

k - 
Qk - i (x)  = Ak - v 
	+ B k - x

k - 2 
" 

então, tem-se: 

m(x) 	QI2c _ 1 (x) dx = A k  _ 1 	m(x) xk(x) dx + k - a 	 a 

b 
m(x) xk - 

Qk- j a 	
Qk 1 (x) dx = 

( _ 1 .k- ) 	(k - 1): A k  _ 	x "_ 1 (x) dx + 
a  

() -1' k-1   (k-1): Bk _ i  i Gk  _ 1 (x) dx 
a 

Os coeficientes determinados a partir da função geratriz 
escrevem-se como: 

Ak 
k- = 

k- 1 



ak- 1 
 (-1)- 

1
k 	(k- 1): Ak _ 	x Gk  _ 1 (x) dx + 

k- 
Yk- 1 	 " ' a 	" 

(b 
(-1' k- 1  ) 	(k- 1): B k _ 1  j

a 
Gk  _ i (x) dx ] 

b 
Ck- 2 - 	

ak- 1  [ 
(-1)- 

1
k 	(k- 1): Ak _ 2 '

a 	" 
Gb  _ 1 (x) dx ] 

Yk - 2 

Para completar a construção do conjunto de polinémios or 

togonais, resta determinar os dois primeiros componentes de cada con 

junto. 

B.3.4 - DETERMINAÇÃO DOS DOIS PRIMEIROS POLINÔMIOS ORTOGONAIS  

Os dois primeiros polin8mios ortogonais podem ser escri .  

tos formalmente como: 

130(x) - Ao 

C11(x ) = Aix + B )  

O valor da constante A o  é escolhido arbitrariamente, ex 

ceto guando a condição de ortonomalidade é imposta. 

A condição de ortogonalidade entre 01 (x) e po (x) fornece 

a relação: 

f 0(x) dx 
a 	 

Al  = 	 B)  

W(X) x dx 
a 



Não sendo imposta nenhuma outra condição, o valor de B I  

pode ser escolhido arbitrariamente, sendo em geral escolhido B I  = Ao. 

Esta escolha favorece a extensão da VÁ-mula de recorrência de 3 parce 

las para todos os polinõmios do conjunto. 

Outra forma de determinar os primeiros polinõmios é usar 

a função geratriz e as relações: 

Qo(x) =
1 G o (x) 

w( x) 

1 	e 

	

(11(X) — 	G(x) 
w(x) 

B.3•5 - EXEMPLOS ILUSTRATIVOS  

Considere-se a determinação dos conjuntos ortogonais de 

Hermite, cujas limitações são: 

a) função peso: 

w(x) = exp(-a 2  X2); 

b) intervalo de integração: 

(a, b) =(-00, +00). 

A função geratriz deve satisfazer a equação diferencial: 

d
k + 1 

[ e"2 X
2  dk Gk(x)  

- O, 

	

dx
k+ 1 	 dxk 

com a condição de contorno das k-1 primeiras derivadas, nulas nos ex 

tremos de integração. 



- B.9 - 

Verifica-se facilmente que a função: 

Gk (x) = Ck  exp(-,2 x2) 

satisfaz esses requisitos para a função geratriz. 

Na forma clíssica dos polincimios de Hermite sio usados 

Ck = (-1)
k 

e =2  = 1. Para esses valores tem-se as seguintes integrais 
auxiliares: 

1+ c0  e

-X2 dx =w1 /2  

1 +  c° x e-X2 dx = O 
A expressão formal do polinímio de Hermite torna-se: 

Hk(x) = (-1)" e 
	

Ak e-x2  
^ " 	 

dxk 

de onde determina-se facilmente o valor de A k como: 

Ak = (-1)
k 

(-2)
k 	2k 

Pode-se então determinar a k  e yk  como: 

N =2  

1/2 
- 2k k' 

'k 

Pode-se mostrar por indução finita que B k _ 1  = O, 	para 

todo valor de k, no polinímio de Hermite. 
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Dai decorre que: 

C 	= O 
k- 1 

Ck- 2 = -2(k - 1) 

Com esses valores determinados, a fórmula de recorrência 

torna-se 

Hk(x) = 2x H k _ 1 (x) -2(k-1) Hk _ 2 (x) 

A determinação dos dois primeiros polinômios, feita a par 

tir da função geratriz, conduz a: 

Ho(x) = 1 

142(x) = 2x 

8.4 - RELACAO DE CHRISTOFFEL-DARBOUX PARA POLINÓMIOS ORTOGONAIS 

Usando-se a primeira equação do sistema para determina 

ção dos coeficientes da fórmula de recorrência de 3 parcelas (Seção 

8.3.1), tem-se: 

(b 
yk _ 1  = .k _ 2  j a  m(x) x Qk  _ 1 (x) Qk 2(x) dx, 

e o valor de Ck- 2 resultante da terceira equação é: 

- 	
5c- 1 Yk- 1  Ck-2  

5c- 2 Yk- 2 

Eliminando-se esta constante na férmula de recorrincia 

de trés parcelas, resulta: 
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ak- 1 Yk- 1 	f u N 
Qk(X) = (tk _ 1 X 	Ck 1 ) Qk _ 1 (x) - 	  

n 
- 2)^i 

ak - 2 Yk- 2 

Para eliminar a constante C k _ 2 , multiplica-se essa rela 

ção por Qk _ 1 (y), obtendo-se: 

Qk(x) 0k_ 1 (Y) = (=k_ I x 	Ck _ I ) Qk _ 1 (x) Qk-, 1 

a  
k-i Yk - 

Qk - 2 (X)  Qk -1 ( Y )  
ak - 2 Yk - 2 

Trocando-se de posição x com y nessa relação e subtrain 

do-se membro a membro, uma da outra Ck- 1 é eliminado, obtendo-se: 

Qk (x) 

 

k- i' 	Qk(Y )  Qk- i (x)  = (x- Y) ak -I Qk- 1 (x)  Qk- 1 (Y ) 4-  

"k-1 Yk" 1   r n 	n 	n 	t 	n 	(1.1 n 
L 	IX" k- 2 ( ' ) 	1 01' k- 2 (x 

ak- 2 Yk- 2 

que pode ser reescrita na foma mais conveniente: 

(x-y) 
Qk- 1 (x)  Qk- 2(Y)  = Qk (x)  Qk- 1 (Y )  - Qk ( Y )  Qk- 1( x ) 

Yk- 	 ak- Yk- 

k -2 Yk - 

Usando-se, para efeito de simetriadas f6rmulas,Q_1(x) E O 

e efetuando-se a somatória para k = 1, m + 1, em virtude do can 

celamento de termos consecutivos no segundo membro, resulta: 
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m+1 	Qk(x) Qk(y) 	m 	Qk(x)  Qk (Y )  

k 	
/

=1 	Yk 	 k=0 	
Yk 

Qm i (x) Qm(Y) - Qm (x) 	1 (Y) 

cc Y (X Y) m m 

conhecida como identidade de Christoffel Daboux. 

8.5 - OUTRAS PROPRIEDADES DOS POLINOMIOS ORTOGONAIS  

1) O polinômio ortogonal Q k (x), relativo a uma função peso w(x) >0, 

x e (a, b), possui k zeros, todos dentro do intervalo (a, b). 

Prova: considere-se primeiramente a integral: 

f m(x) Qk(x) Q0(x) dx = JA0 f m(x) Qk(x) dx = O 
a 	 a 

para k 	1. Como w(x) não muda de sinal em (a, b), Qk (x) deve anular 

-se, pelo menos uma vez, nesse intervalo para k 	1. 

	

Sejam zl, 	zj , j < k, os zeros reais de Qk (x) de mul 

tiplicidade impar e que estão dentro do intervalo (a, b). Segue-se que 

o produto: 

(x - 21) (x-z2) 	(x- 2j ) Qk (x) 

não muda de sinal em (a, b). Mas a "produtaria" dos zeros 	um polinO 

mio de grau j < k e, pela relação de ortogonalidade, resulta: 

f w(x) (x-z1) (x-2) Qk (x) dx = O, 
a 
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que é uma contradição. Então, deve-se ter j= k e assim todas as raizes 

reais em (a, b). 

m 	C 	Qk(x ) :1 2 1 	, 
2) 	 L.Qm+I (x) Qm(x) 	Q(x)  Qm+1 (x) 

k=0 	yk 	a y 
m m 

Prova: Basta fazer y • x na identidade de Christoffel Darboux. 
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EXERCICIO5 

1. Mostre que o conjunto de funções: 

F 1 (x) = cos ix, 	i = O, 1, ... 

é ortogonal. 

2. Usando a função geratriz mostre, por indução finita que B k..1  = 

no polin5mio de Hermite para todo valor de K. 

3. Usando o desenvolvimento de Taylor, mostre que cos k e pode ser ex 

presso exatamente por um polin5mio de grau K em cos e. 

4. Encontre a f5rmula de recorrência de 3 parcelas para os polinamios 

Tchebyschev, com as seguintes características: 

o intervalo de integração (-1, +1) 

1  
• função peso w(x) - 

(1 - x2 )I/ 2  

Mostre que, neste caso, g mais simples encontrar diretamente a for 

ma do polinOmio ortogonal T k (x),.usando-se a transformação variã 

vel de x = cos e. 

5. 	Determine a fórmula de recorrência de 3 parcelas para os 	polin5 

mios de Legendre, com as seguintes características: 

▪ intervalo de integração (-1, +1), 

• função peso w(x) = 1. 

6. 	Detalhe o cancelamento de termos na somatória que leva identida 

de de Christoffel-Darboux. 
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