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ABSTRACT

Under the denomination of direct methods, a set of
methods are collected in a same context for the theory of
approximations. The set is characterized by the possibility of
obtaining, a priori, the amount of work required for a derived
accuracy. In the methods presented, the quality can be determined
directly by the approzimated error limits. This volume presents the
first chapters of the third part of the work "Analise de Metodos
Numéricoe" (Analysis of Numerical Methods). It started with the
publication INPE~1937-MD/00S.
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TERCEIRA PARTE

ANRLISE DE METODOS NUMERICOS




CAPITULO XIV

DIFERENCAS FINITAS

14.1 - INTRODUCAC

0s metodos numericos, baseados no calcule de diferencas
finitas, mereceram especial atengdo na chamada Analise Numerica Classi
ca. Cumpre lembrar a publicagao de um tratado sobre 0 assunto, em 1860,
por George Boole, intitulado "A Treatise on the Calculus of Finite
Differences".

Com o aparecimento dos computadores eletronicos, esses
metodos perderam parte de sua importancia, por varias razoes, entre as
quais se destacam:

a) a necessidade de um grande numero de registros de membria para
armazenamento de tabelas;

b) o processo de subtragGes sucessivas, usado no calculo com dife
rengas finitas, acarreta uma perda de digitos significativos
{ver Capitulo XIIT) e um rapido crescimento de erros.

A aplicacdo de metodos usando diferencas finitas & mais
apropriada para o'calculo manual. Em computadores digitais o uso des
ses métodos requer cuidados especiais, nao sendo muitas vezes competi
tivos. Esses métodos encontram major utilizagao, neste caso, na solu
¢ao numerica de equagoes diferenciais.

Dentre as aplicacOes especiais, do calculo com diferen
cas finitas, destaca-se o teste para determinagao e corregao de erros
em tabelas matematicas.
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Apresentar-se-3o, neste capitulo, os fundamentos do cal
culo com diferengas finitas. Algumas aplicagoes serao vistas, em cer
tos metodos numericos, nos capitulos subsequentes.

14.2 - OPERADORES LINEARES

No que se segue, usar-se-a a notagao:

u, = f(x)

u = f(x + h)

X+ h

Define-se o operador &, denominado "primeira diferenga
progressiva”, pela relagao:

Dessa relagao, segue~se a lei de recorréencia gque permite
estabelecer o operador E, denominado "deslocamento":

Uy g = Y tbuU, = {1 + 8) u, = Eu

X
de onde a relagao

E = (1 +4)

Analogamente, define-se o operador v, denominado “primei
ra diferenga regressiva™, pela relagao:

Considera-se o operador "diferenga central®, dade pela
relagao:
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§Uy = Uansz T Y% - h/2
e o operador "media", dado por:
u, = - [u + U ]
H 8x > x + h/2 x = h/2

Usando-se o desenvolvimento de Taylor, define-se o opera
dor "diferencial" D = h—ﬁL- por:

dx
Up o = Uyg * h Y + n* + dzux + h? d3ux + =
dx 2! dx2 3! dx?
= U, + Dux + 2. u, + 2: u, + =
=ji1+D+ 2: + -2%— + . u, = eD uy

De onde a relacgao:

ux+h=(1+a) ux=eDux
Logo:
A -
E=(1 +4)=c¢e e D = &n(1 + &)

Analogamente, define-se um operador integral pela rela

X+h
Ju = J Uy dt
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14.3 - DIFERENCAS DE ORDEM SUPERIGR

Podem-se generalizar as definigoes anteriores, criando
-se 0s operadores de segunda ordem, terceira ordem e assim por diante;
o processo & formalmente o mesmo. Assim, o titulo de exemplo, conside
re-se a extensao do conceito do operador "primeira diferenga progressi
"va". 0 operador de segunda ordem sera:

2u + U

2 = - - = -
AUy = A Uy) =AUy T AUy Uy g T By T Y
e o de ordem n, obtido do operador de ordem n-1 por recorréncia, sera:

n

n
Ay = A{A Uy ) n=1, 2, ...

14.4 - DIFERENCAS RELATIVAS

Para pontos desigualmente espacados, os conceitos estabe
lecidos anteriormente nio podem ser aplicados. Definem-se, entao, ‘as
diferencas relativas que, no caso de diferencas progressivas, serao da

das por:
fxo ] = f(xo)
Flx1] - f{xo]

Xy = Xp

f[Xo’ X] ] =

f[x1s x2] = Flxe» 1]

X2 = Xp

f[xﬂs Xy Xz] =

e assim sucessivamente:

'F[Xl,...,)(n] - f[)(o, avey Xn_lj

(xp = Xo)

f[xo, -.-,Xn] =
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E simples mostrar que existe uma relagdo entre a deriva
da de uma fungao e sua diferenca relativa em um ponto considerado. Es
sa relacao &:

f'{x) = l;"lo fx, x + axJ = fx, x]

E obvio que.essa relagao nao possui sentido numericamen
te, mas sim como resultado de um limite.

14.5 - TABELAS DE DIFERENCAS FINITAS

A tabela de diferencas & uma tabela de duas entradas, em
que se colocam sucessivamente as diferencas de primeira ordem, seg‘unda
ordem e assim por diante. Como por exemplo, para a fungao f(x) = x3 ob
tem-se o resultado de diferencas sucessivas, mostrado na Tabela XIV.1,

TABELA XIV.1

DIFERENCAS SUCESSIVAS PARA f(x) = x3

X 0 1 2 2 4 5
Y o 1 8 27 64 125
sy | v 7 19 31 6l
A2y 6 12 18 24
a3y 6 6 6
A"y 0 0
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Nota-se que as diferengas de quarta ordem sao todas nu

las quando f(x) = x3. 1sso n3o se deve meramente ao acaso. Para Y =x"
n .
ouY= } aij obtém-se sempre A"t 1! Y = 0. A demonstragio @ simples.
=1
se Y = xN, entao:

AY = (x + h)n -x" = X" .Z Bj x) - X" = I B, xj,
i=0 j=

decaindo, assim, o expoente de x de uma unidade. Analogamente:

n-1 . . n-1 . j-1 . .
8%y =} B.[(x+h)3 -xJ] = Y B [x‘]-r 7 Y1X1-XJ:| =
j=0 J j=0 J i=o
ni] Ji] . niz K
= B Y X = O, X
j=0 =0 J 1 k=0 K
e assim, sucessivamente, obtém-se:
0
A = % ap it = ug = constante
£=0
de onde:

AN+ ly = g4 - ag = 0

14.6 - PROPAGACAD DE ERROS

As diferencas finitas gozam da propriedade de linearida
de, assim para tabelas de diferencas finitas, € valido o principio de
superposicao de efeitos. Pode-se, portanto, considerar nulos, sem per
da de generalidade, todos os valores da fungao e um erro e que afeta
apenas um valor da funcao. Para este caso, tem-se a Tabela XIV.2.
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TABELA XIV.2

EFEITO DE ERRO EM UM VALOR DE y

X 0 1 2 3 4 5 6
y 0 0 0 e 0 0 O
Ay 0 0 e - 0 O

a2y 0 e -2 e 0

ady e =3¢ 38 -¢

Observa-se, na Tabela XIV.2, que os coeficientes do er
ro e, para uma dada 1inha considerada, sao os coeficientes binomiais
com sinais alternados. A soma algebrica dos erros & zero para qualquer
diferenca de ordem i > 1.

No caso de dois ou mais erros, devido a superposicao de
efeitos, a estrutura de coeficientes binomiais & destruida. 0 conheci
mento das estruturas de erros e importante para o teste e para a corre
¢ao de valores tabelados.

14.7 - CORRECAO DE TABELAS

As tabelas matematicas, em geral, sdao construidas com es
pacamento entre pontos h suficientemente pequenos, para que a fungao
possa ser linearizada entre dois pontos consecutivos, x e x+h. Para
que isto aconteca, deve ser satisfeita a relagao:

_hi— 'F"(X)
2! f(x)

< 5x10°",
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onde n € o numero de digitos significativos usados na tabela.

Quando a condicdo de linearidade e satisfeita, € de se
esperar que as diferencas de ordem superior sejam nulas. Isto permite
detetar a presenca de algum erro de impressao eventualmente existente
na tabela.

Por exemplo na Tabela XIV.3 estao colocados os valores
para f{x) = Tog(x), onde existe a suspeita da existencia de um erro.

0s erros de arredondamento das tabelas, construidas para
interpolacao linear, afetam, no maximo, em uma unidade o Ultimo digito
significativo da diferenga de segunda ordem.

Calculando-se as diferencas progressiva de primeira e se
gunda ordens, pode-se notar, nesta Ultima, a estrutura dos coeficien
tes binomiais:

€y~ 28, €,

comecando no ponto x = 4,04 e propagando-se para x < 4,04,

Comparando-se com a estrutura de erros da Tabela XIV.2,
pode-se estabelecer o valor ¢ = 0,0003 e corrigir o valor da tabela pa
ra:

£(4,04) - = 0,6064,
que & o valor correto, o qual deve figurar para log(4,04).
0s outros erros que figuram na Tabela XIV.3 para A2 eque
introduzem uma pequena pertubagdo na exata configuragao =, -2¢, ,5a0

erros de uma unidade na Ultima casa decimal, devidos ao processo de ar
redondamento,
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L000°0-| 0000°0 | 1000°0| 2000°0| 9000°0~|£000°0 | 0000*0 | L1000 2V

0L00°0 | L1000 | LLOD°0 | 0L00°0| 800°0] #L00°O0 | L1000 | LLOO®O | 0100°0 v

L1190 | £019°0 ] 9609°0 | $809°0 | S£09°0 | £909°C | £509°0 |2v09°0 | 1£09°0| 1209°0] (x)3

607 80| L0'v| 90°v| S0°F| -v0'v| €0t | 2o'%| 10°%F| o0O°‘t X
(x)boy = (x)4 vyvd y13avl

€ AIX Vi3dvl
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Qutra aplicacac do processo de eliminagao de erros, que
usa tabelas de diferencas finitas, € a correcao de valores calculados
para funcoes de grande complexidade, e cujo algoritmo nac oferece a ne
cessaria precisao para alguns pontos especificos.
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EXERCICIOS

1. Considerando os desenvolvimentos em série de Taylor.

f(x) = £(x)

f{x + h) = f(x) + h f'(x) + f ' {x} + ...

h2
]

f(x + 2h) = F(x + h) +h £'(x + h) + D

f"(x +h) + ...

determine a relagao entre as diferengas progressivas de varias or
dens e as derivadas da fungao.

2. Repita o exercicio anterior para 0s casos:

a) diferencas regressivas;

b) diferengas centrais.

3. Usando os resultados dos Exercicios 1 e 2, analise o caso em que
f(x) & um polindmio de grau n.

4, Demonstre a propriedade de linearidade das diferengas regressivas.
Sugestao: use o processo de indugaoc finita para calcular as diferen
cas de varias ordens da fun¢do af(x) + bg(x), onde a e b sdo cons
tantes.

5. Desenvolva £n (1 + A) em série de Taylor para estabelecer a relagao
entre Duy e as diferengas progressivas Al Uy, T = 1, 2, .... Qual a
condicao de convergencia?
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6. Usando os desenvolvimentos em série de Taylor, verifique se as dife
rengas relativas, definidas na Secao 14.4, possuem a mesma forma es
trutural encontrada no Exercicio 1.

7. Mostre que:

flXps eves Xg ] = FL Xgs covs Xp J

Sugestao: use o metodo de indugdo finita.

8. Demonstre a relagdo

fo f1
fl Xgs X1s X2 | = + +
(xg - x1) (%o -x2) (X3 -%0) (X1 -x2)

s

+
(x2 = %0) (X2-x1)

e generalize esse resultado.

9. Estabelega a estrutura de propagacdo de erros, para 0S varios €asos
possiveis, quando 2 valores da funcdo estd3o afetados por erro e, e
€5 nhuma tabela de diferencas finitas.

10. Com base ne resultado do Exercicio 8, discuta a possibilidade de
detetar a presenca de dois erros numa tabela matematica. Simule um
exemplo.
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¢) Extrapolacac: Consiste em encontrar valores de f(x) para x fo
ra do intervalo compreendido pelos pontos extremos de {xj}.

Neste capitulo apresentar-se-ao alguns métodos mais co
muns de interpolagao.

15.2 ~ FUNCAO INTERPOLADORA

Por hipotese existe uma fungao y = f(x) que relaciona y
com x e que & desconhecida. Admite-se entao a possibilidade de caracte
rizar f(x) por meio de um desenvolvimento do tipo:

F(x) = L ag 85(x)
i=1

onde ¢i(x) sao fungoes conhecidas (usualmente ortogonais). Nessas con
digoes, considera-se uma aproximacao ¢(x) para f(x), dada pelo trunca
mento da série acima:

M
f{x) = $(x) = E ai 4’1()‘)
i=1

Para calcular os valores a5, impoe-se a condicao de que
¢(x) reproduza exatamente f(x) no conjunto de N pontos {xj}, para oS
quais o valor f(xj) & conhecido. Entao:

M
f(xj) = ¢(Xj) =.Zl a; ¢.i(xj) j=ls...N
1=

Este & um sistema com N equacoes e M incognitas. Para mi
nimizar o erro cometido no truncamento da série equivalente a f(x}, de
ve-se usar o maior valor possivel para M. Entdo, adotar-se-a M=N, que
resulta na equagao matricial:

2 a=f
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onde ¢ & uma matriz NxN de elementos 55 = ¢i(xj)’ a € um vetor com

elementos a5, e f @ um vetor com elementos fj==f(xj).
0 valor dos coeficientes a, @ entao obtido de:

a=glf
desde que exista ¢~1. Neste casc, chamando-se A ¢ valor do determinan
tede ¢ e Ai’ o valor do determinante que se obtem substituindo-se, na
coluna i, os valores de ¢y ; por fi’ resulta:

A,
a'i=_1
A
A fungdo ¢(x)} pode entado ser escrita como:
A by .
$(x) = == 1(X) + +enen. + —%- byy(X)

Por outro lado, e possivel desenvolver o determinante Ai
pelos elementos da coluna i, obtendo-se:

N .
A= 1 (N)Hor(x) 8y,
k=1

onde A;, s3o os menores complementares dos elementos da linha k e colyu
na i. Rearranjando-se os termos, pode-se escrever:

N
¢(x) = E f(xi) wi(x)
i=1

onde as y.(x) serac combinacoes lineares das ¢5(x).
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Para os pontos X =xj segue-se que:

f(xj) =.f(xj) wj(xj) +] f(xi) wi(xj)
i#]

de onde resultam as condigoes que as fungdes ¢1(x) devem satisfazer:
A

L4 (Xj) =

15.3 - SISTEMAS DE TCHEBYSHEY

Foi visto anteriormente que a condig¢ac para a existencia
da fungao interpoladora & gue o determinante A ndo se anule para o .par
ticular conjunto de pontos X3 considerado,

Existe interesse em usar o mesmo conjunto de fungoes,
.¢i(x), para qualquer conjunto de pontos, {xj}, escolhidos dentro de
um intervalo [[a,b’] dado. Para que isto seja possivel, & necessario
que nenhuma combinacao linear

N
L {45(x)} =1 C; ¢:(x)
i=1
possua N raizes diferentes em [ a,b]. Os conjuntos de fungoes,
{¢i(x)}, com essa propriedade sao chamados sistemas de Tchebyshev.

15.4 - TERMO CORRETIVO DA FGRMULA INTERPOLADGRA

A fungao interpoladora, ¢{x), constitue uma aproximagao
para a fungao f(x). Para que se possa ter uma formula interpoladora,
necessaria a adicao de um termo corretivo, E(x), para a funcdo ¢(x),
de modo que:

f(x) = o(x} + E(x).
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Para determinar E(x), consideram-se os residuos:

k
r(x) = diE (F(x) - o(x) ~E(x)}s K=0,1,2...
X

Tomando-se o residuo ro(x), tem-se:

ro(x) = f(x)} - ¢{x} ~ E{x)

Como ¢(x;) = (x5}, i=1,...,N, seque-se que E(xi) =
r‘o(xi) =0. Assim, sem perda de generalidade, o termo E(x) pode ser es
crito na forma:

E() = KT (x-x;)-
j=1

Impondo-se a condigao de que a formula tambem seja exata
no particular ponto x considerado, x#xi, resulta o valor de K:

Esta expressao de K & de pouca utilidade, uma vez que
f(x) & desconhecida. Procur.r-se-a, portanto, obter outra  expressio
que, complementada com alguma informacao adicional, permita que se te
nha uma estimativa para E(x).

No intervalo [[a,b”], definido pelo conjunto de pontos
{x;}, o residuo r (x) & nulo em N+1 pontos, a saber: x,X;,...,x,.Como
consequencia, pelo teorema de Rolle, r;(x) se anula em N pontos no in
tervalo [Ca,b7] e assim, sucessivamente, conclue-se gue r (x) se anula
em, pelo menos, um ponto do intervalo [ a,b’}. Seja £ esseponto,entao:

ry(8) = £ M(e) - M) - we k=0
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Esta Ultima expressdao permite escrever:

e

cuja aplicagao subentende que existam as derivadas f(N) {x) e ¢(N) {x)
para todo x ¢ [ a,b’]. Sendo dada a informagao adicional de que f(N)(x)
é limitada em [a,b”] por um valor M, a expressao que limita o termo
corretivo resulta em:

NY
E(x) < !1::E%§1L§l §1(x-xi)
rois

15.5 - POLINOMIOS INTERPOLADORES - CASO GERAL

E de grande interesse, pela simplicidade de  implementa
cao em computadores, o caso em que a fungao interpoladora, ¢(x), & um
polinomio.

Nesta secao, tratar-se-a do problema da determinacao de
um polindmio interpolador, valido para todo o intervalo (a,b) conside

rado. Destacam-se, neste particular, duas opgées principais:

a) polinomio interpolador de Lagrange;

b} polinomio interpolado de Newton.

15.5.1 - POLINOMIO INTERPOLADOR DE LAGRANGE

Considera-se a seguinte sequéncia como o conjunto de fun
coes {o5(x)}:

Taxsx2,... xN'],...

21(K)seves By(X)seo.
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As fungoes deste tipo sao linearmente independentes em
qualguer intervalo, uma vez que qualquer polinomio de grau N-1 tem, no
maximo, M-1 raizes diferentes.

Para este caso, o determinante A tera a forma:

1 x; X2 x?']
\ N-1
] X2 Xa Xo
1 [ i §
A=, ' ' 1
] ] ] [}
' ' ' '
2 N-1
1 xy Xy XN

que € o determinante de Vandermond, cujo valor &:

!
A=1 (x5 -x;) J=1,..., N1
i=j+1 J

Este determinante & diferente de zero, desde que xiaé X3
para 1#].

Para encontrar as fungoes vy (x) basta lembrar que combi

nagoes 11neares dos ¥ (x}, que se anulam para todos os X5 #3( »  podem
ser colocadas na forma

wi(x) = A{x-X1) ... (x-x )(x x1+1) (x-xN)

Da condigao:
vi(x3) =1
obtem- se o valor da constante A:

]

(xg7%2) e e {X37x5_y ) (%5750} (X5%y)

A=
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de onde resulta:

N (X*Xj)
py(x) =1 —I-
J#i

e o polinomio interpolador terd a forma:

0x) = 3 |51 —2 | x,)
it {i#i (%7%5)

Como q:(N)(x) =0 para todo xe ["a,b’], o termo corretivo
toma a forma:

N
E(x) = %ﬂ ﬁl(x-xi) gela,b]]
togs

15.5.2 - POLINOMIO INTERPOLADOR DE NEWTON

Embora o desenvolvimento anterior possa ser usado para de
terminar o polinomio interpolador de Newton, a dedugao sera feita par
tindo-se da formula de Taylor, para dar ao leitor um metodo alternati
vo de desenvolvimento.

Sendo a formula de Taylor exata para um ponto especifico

X, variando-se x, um termo corretivo deverd ser introduzido. Assim,par
tindo-se do desenvolvimento linear entre dois pontos x; e xp, tem-se:

f(x) = f(x1) + (x-x1) f'(E}) + Ep (x) Xp <& < Xp

onde E;(x) & o termo corretivo (ou erro da aproximagao).



CAPTTULD XV

INTERPOLAGAO

15.1 - INTRODUCAO

Um dos problemas mais frequentemente encontrados &€ o de

conhecer o valor de uma funcao f(x) para um determinado ponto x, sendo

desconhecida a fungao e conhecendo-se apenas o seu valor para um conjun
to de N pontos {xj} diferentes de x. Deseja-se, portanto, obter uma ex
tensao de f(x), XE{Xj}.

forma:

mo:

a)

by

Geralmente o problema pode ser estabelecido da  seguinte

Sao conhecidos exatamente os valores f(xj) para um conjunto de
N pontos {xj}.

E desconhecida a expressao analitica de f(x).

S3o desejados valores de f(x) para um conjuntodeM pontes {x,},
que podem cair dentro ou fora do intervalo definido pelos valo
res extremos de x do conjunto {xj}.

As variagoes decorrentes dessa forma sao classificados co

Interpolacdo Direta: Consiste em encontrar um valor f(x) para

um particular valor x, dentro do intervaio compreendido pelos
pontos extremos de {xj}.

Interpolacao Inversa: Consiste em encontrar o valor x que origi

nou um valor f(x) dado.

Subtabulacao: Consiste em encontrar os valores de f(x) para um
conjunto de K pontos {xk}.
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Impondo-se a condigao da aproximagao ser exata paraopon
to x, (i.e. E (x2) = 0), resulta:

f(x2) - f(x1)
f'(&;) = IRRLLC f x15%2]
Xs = X3

0 erro pode entao ser escrito como:

E {x) = (x-x;) { Fx1,x ] = F x1s%X2 ]

Por outro lado, & possivel calcular f[ x;,x ] pela formu
la de Taylor, como anteriormente, introduzindo-se um termo corretivo

Ea(x). Assim: f[ xy,x ] = F[x,x2 | + (x-xz) f'[x3,82 ] +Ea(x)
De onde resulta:
Ex(x) = (x=x1){x=x2) f'[x1.82 ] + (x=x1) E2(x)
e a expressao para calcular f(x) torna-se:

f(x) = f(x3) + (x=x3} FOx1,%2 ]+ (x-%1) (x-%2} F' X158z ] +(x=X1)E2(x)

Impondo-se agora a condigao de que o erro Ep(x) seja nu
lo para x = X3, obtém-se novamente f'[ x;,&; [:

[ x1.x3 ] = FLx15%2]
f'[xl,gzj = = f[XI,X2,X3j
X3~ X2

Dessa forma, o erro Ex{(x) valera:

Ea{x) = (x-x2) {f[xl,x;g,xj - fl:Xth,XB:]}
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e o termo corretivo E5{x), da formula que vale (x-x;) E5{x), torna-se

E3(x) = (x-x1) (x-xz){f[xl.xz,xj -f[xl,xz,xsj}

Assim, atraveés desse procedimento sucessivo, chega-se ae
desenvolvimento:

N -1
f(x) = f(x;) +§ "n (x-xj) f[xl,...,xij + E(x),
j=2|3=1

onde o termo corretivo E{x) = Eﬁ_](x) vale:

N
N jg] (x-xj)
N-1 S ‘.1'[ (X'Xj) f[xlsXZ’“"xN’xj =

: N:
J=1

AR

15.6 - POLINOMIOS INTERPOLADORES PARA PONTOS IGUALMENTE ESPACADOS

Em grande quantidade de casos praticos os valores da fun
gao f(x) sdao conhecidos para um conjunto de pontos x., j=Tl....,N,igual

J
mente espacados entre si. Para estes pontos, tem-se:

[x = h,

IR

e formulas interpoladoras de menor compiexidade podem ser deduzidas.

Ver-se-ao aqui as principais formulas que usam diferen
¢as finitas.
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15.6.1 - FORMULAS INTERPOLADORAS DE NEWTON

Na formula geral deduzida das diferencas relativas pro
gressivas - Se¢ao 15.5.2, considerando-se os pontos igualmente espaga
dos, segue-se que:

Af
f [Xl,)(2] = "il—l"
ﬁzfl
f [Xl,XZ, ng = on?
C ) . AN-1 £,
T X1seeaaX = ?
TR PP

onde o indice 1 indica que as diferengas sao calculadas com base no pon
to x;. Assim, a formula interpoladora de Newton torna-se

. N I-'-i-] &1-1f1
= i - . ——

i=2[3%1

X=X

Fazendo-se agora = t resulta a formula interpoladora

para pontos igualmente espacados:

§-1 1 2t ¢,

N -
o(t) = f(x)) + I | m (t—jmj =y

i=2 |3=]

No caso em que os pontos estdo ordenados em ordem decres
cente de valor relativo, isto € X541 ~ %5 © -h, prefere-se usar diferen
¢as regressivas.
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Neste caso, usando-se identico desenvolvimento, obtem-se:

N »
o{t) = f{x1) + 122 |:ng (t‘h]"])} ..(_._..._._

0 termd corretivo da formula de Newton torna-se, para o
caso de diferengas progressivas de pontos igualmente espacados, em:

N (t-j41)
=1

e para diferengas regressivas, em:

B (te5-1)

i

E(x) = QfL_____,__hN f(N) (£)

15.6.2 - FORMULAS DE GAUSS

Obtém-se a primeira formula de Gauss a partir da formula
geral de Newton, fazendo-se:

Z°=xl

N-1
Xon = 2 ¥ nh . n=1,...,-—5~
Xone1 = %o ~ NP

A expressdao para fungao interpoladora torna-se:

8(x) = £(z5) + (x-2,) FLz,02,+h] +

+ (x-2) (x-z,-h) fLz .z th,z-h ] +...
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Usando-se a propriedade de simetria das diferengas rela
tivas, obtéem-se:

Gznf
f[z gooo,z +nh Z -nh]= _—P_
° o "o (2n) 'h2n
62n—1 f3
/2

fl Z . s3e..52_+nh] =
L2 0"t (2n-1)!h2n-1

onde o Tndice 0 indica que a diferenca central & calculada no ponto
z,» e 0 indice 1/2 indica o cdleulo no ponto médio, entre z_ e z;. Esim
ples mostrar que, no presente caso, as diferencas centrais dependem ape

nas dos valores tabelados para f(x}.

Fazendo-se t = (x-zo)/h, pode-se finalmente escrever:

g...z 2.
o(t) = f(z,)) +t 8 f1p0 + t t.] 82 f + 313_7_1 83 fipo +
2. 3.

o HE21) (622) gu g
4: o

Obtém-se, de modo idéntico, a segunda formula de Gauss a
partir da formula geral de Newton, fazendo-se:

Z°=X1

- _ N-1
Xonel = %o * nh n=1,..., —
X.. =2 =nh
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A Unica ressalva a ser feita neste caso € para as dife
rencas relativas assimetricas, que valerao:

52n-1f /
flz ,...z -nh] = =1/2
0 ° (2n-1)h2n-1

A expressao para a segunda formula de Gauss resulta em:

o(t) = f(zg) + tof_

2t t(;T] 82 fo

 HED) o Fop* B(E2-1) (t42) qu e o ..,
3! / 4! °

0 termo corretivo para as formulas de Gauss € o mesmo da
formula geral de Newton, da qual derivam.

No-caso de N ser par, o valor 2 n estende-se ate N eova
lor 2n+1 estende-se ate N-1. Nessas condigcoes, nao ha perfeita sime
tria das formulas.

15.6.3 - FORMULA DE STIRLING

Obtém-se esta formula da media aritmética das duas for
mulas interpoladoras de Gauss.

De acordo com a definicdo do operador média (Segdo 14.2),
uek £ =1/2 (6K £y, + 6K £_ ),de onde resulta a formula de Stirlting:

"1/2
- 2 2 t(t?-1 3
¢(t) = f(zo) + tué fo + -2_‘- 8 fo + . ué fo +

» B2 g f+ e
4!
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0 termo corretivo, nestas condigoes, continua ser o mes
mo da formula geral de Newton.

Ainda neste caso, a formula interpoladora nao requer sub
tabulagao e pode ser obtida facilmente de uma tabela de diferengas cen

trais.

15.6.4 - FORMULA DE BESSEL

Considere-se a expressao para a segunda formula de Gauss:

2 _
¢(t) = f(zo) +t Gf-]_/z + EL;—?J-)— §2 fo + HtB—.'I—)- 83 f-lfz +

, HE2-1) (t+2)
4!

G+ ...

Aplicando-se o operador deslocamento E ao ponto de refe
réncia z. e lembrando-se que:

0
a) E f(zo) = f(z;}
b) E &3 £y =8 Fi
¢c) E t=t-1,
obtem-se:

§(t) = F(z1) + (t-1) 8F 175 + !"—]ZLE 52 fﬁl&);ﬂﬁ) 63 15 +

o L8 8(E2) (B41) o gy
4!
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A média aritmética dessa formula, juntamente a  primeira
formula de Gauss, fornece a expressao da formula de Bessel:

o(t) = u frpo + (2-1/2) 6 frpa4t(t-1) | 42 fiyz +
2!

L 2D (4-1/2) 5
3!

1/2 + ..

E simples verificar que a formula de Bessel também ndo re
quer uma subtabulacado para o seu calculo.

0 termo corretivo continua a ser identico ao da formula
de Newton, da qual deriva.

15.6.5 - FORMULA DE EVERETT

Obtém-se esta formula do reagrupamento de termos das for
mulas de Gauss. Desejando-se apenas diferencas de ordem par, toma-se a
primeira formula de Gauss:

s(t) = (fo4.t 8 f1/n) + Elg:ll (&2 fo + Eil 83 fi/2) +

+ t(tz-l)(_t-Z) (64 fo + ,-t%l 65 f]_/Z) + ..

que com 0 uso das relacoes:

2K+1 - &2k - 52K
$ f1/2 §<h £, 8 fO

se transforma em:

o(t) = (1-t) £, - HED 1E2) o ¢ .
3!
(BHE(-1) (£-2) (£-3)
5!

P LD HED) o e (BN e,
3! 5!

&% fO ~ s + T fl +
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Esta Ultima expressdo € chamada formula de Everett, oupri
meira formula de Everett. Obtem-se a sequnda formula de Everett reagru
pando-se 0s termos da primeira formula de Gauss, de modo a reter apenas
as diferencas de ordem Tmpar.

0 termo corretivo, como o das outras formulas, & o mesmo
da formula de Mewton.

15.7 - EMPREGO DAS FORMULAS INTERPOLADORAS

Para pontos desigualmente espacados, as duas formas de
interpolacao de Mewton e de Lagrange constituem essencialmente a mesma
formula, escrita diferentemente.

A formula de Lagrange apresenta, do ponto de vista compu
tacional, a vantagem de poder exprimir cada'fungio wi(x) como o quocien
te de dois polinomios de grau N-1, escritos na forma de soma de poten
cias. Evita-se, assim, o problema da perda de digitos significatives,
caracteristica das subtracGes de numeros proximos.

A formula de Newton @ preferida nos casos em que se sabe,
de antemao, que por limitagoes do computador usado, nem todos os  pon
tos disponiveis poderao ser empregados. Nestes casos, escolhem-se os
pontos x; e Xx», de tal forma que o ponto x considerado caia no interva
10 [ x1, X2 |, e os demais pontos conhecidos, caiam o menos afastado
possivel do ponto x. [ simples verificar que, com este procedimento,
escolhem-se, para a formula de Newton, os termos mais significativos da
formula de Lagrange.

Para pontos igualmente espagados, as diferentes formas da
funcao interpoladora, derivadas da formula de Newton, possuem aplica
¢oes especificas.
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As formulas de Newton, com diferencas progressivas e re
gressivas, sdo preferidas, quando o ponto x estiver proximo,respectiva
mente, do comego ou do fim do intervalo definido pelos pontos do conjun
to X-}.

¢ J

As formulas que usam diferencas centrais de Gauss,
Stirling, Bessel e Everett sdo preferidas, quando o ponto x estiver pro
ximo ao centro de intervalo definido pelo conjunto de pontos {xj}.QuaE
do nao se tem ideia da localizagao do ponto x, as formulas que usam di
ferencas centrais sao mais aconselhaveis.

A primeira formula de Gauss & vantajosa, quando o ponto
x estiver no intervalo [:zo,zo-+h:], enquanto a segunda formula de
Gauss @ mais aconselhada para pontos x dentrodo intervalo [zo,zo-h:[.

A formula de Stirling oferece maior precisao para pontos
X dentro do intervalo [:zo-'IIZh, zy+1/2 h].

A formula de Bessel @ usada para o ponto x dentro do in
tervalo [z ,z +h7]. Esta formula, em relagdo a formula de Gauss, que
lhe @ equivalente, apresenta a vantagem de possuir os coeficientes ta
belados.

Usa-se a formula de Everett associada com tabelas de fun
¢oes, para as quais, por economia de impressao, szo incluidos,juntamen
te com os valores tabelados, apenas algumas diferencas de ordem par ou
ordem impar. Assim, se a tabela incluir as diferencas de segunda e quar
ta ordens, pode-se com a formula de Everett obter uma precisao identi
ca a da formula de Guass, com diferengas de até quinta ordem.

Basicamente, todas as formulas de interpolagao  polino
mial apresentadas constituem formas diferentes de escrever a  formula
de Taylor, para o intervalo [ a,b’], definido pelo conjunto {xj}. A di
ferenca entre elas esta na escolha do ponto em torno do qual se faz o
desenvolvimento de Taylor. Assim, o termo corretivo para todas elas pos
sui a mesma forma estrutural, nao havendo, portanto, nenhuma vantagem
intrinseca que justifique a escolha de uma s& formula, valida para to
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dos os casos. A natureza do problema e o tipo de computador usado serdo
os elementos que ditarac a conveniencia da particular formula interpola
dora a ser empregada.

15.8 - INTERPOLACAO DE FUNCOES PERIDDICAS

Quando a fungao a ser interpolada possui a  propriedade
f(a) = f(b), pode-se assumir, para efeito de tratamento, que ela seja
periodica com periodo T=b-a.

No processamento de fungoes periodicas, &  conveniente
usar o intervalo [ a,b’], que contém um periodo completo da fungao.

Cada funcao do conjunto que compoe a funcao interpolado
ra deve satisfazer a condicao ¢;(a) = ¢i(b)’ i=1,..., N. Como conse
quencia, tanto a funcdo interpoladora, como cada uma de suas componen
tes, s& pode conter, no intervalo (a,b), um nimero par de raizes, se
f{a)=f(b)#£0.

Sem perda de generalidade, serd aqui considerado o siste
ma de fungoes:

1, senx, coS X, sen 2x, CcOS5 2X,...
¢1(x)s ¢2(x)s ¢3(x}s u(x)s ¢5{x)s «..s

cujo periodo T vale 2n. Fungoes, com diferentes periodos, requerem uma
prévia transformacao de variaveis para usar o tratamento aquj exposto.
Sera visto no desenvolvimento a sequir que o sistema de fungoes trigo
nométricas acima & um sistema de Tchebyshev em qualquer intervalo (a,
b) de amplitude 2x.

Antes de se passar ao calculo das fungoes ¢i(x), serao
feitas, no sistema de fungoes trigonométricas, manipulacoes  algebri
cas para converte-1o num sistema de mais facil utilizagao.
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Considere~se o sistema:
1, sen(x), cos{x)s..., sen nx, €os nx.

Usando-se as relagoes trigonometricas:
oTKx _ omiKx
24

sen Kx

e1Kx + e-1Kx

2

cos Kx

obtém-se o sistema:

2i 2
que nada mais & do que uma combinacao linear do sistema:

=-iNx TNx
e ’OOO’I’IDC,e

Colocando-se em evidencia o fator e'1Nx e chamando-se

z=e'X, resuita:
z'N(l,z,...zzN).
0 sistema fundamental dentro do parénteses &osistema po
1inonial, ja discutido quando foi tratado o polinomio interpolador de

Lagrange. Este sistema é o sistema de Techebyschev, e a fungao interpo

ladora possui 2N raizes pava x compreendido no intervalo (0,2m).

Far-se-3 o calculo das fungoes y;(z) usando-se o quocien
te de dois determinantes (ver Exercicio 4):

'p-i(z) = '9'1)
D
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cada Tinha dos quais & gerada pelo sistema a que se reduziu o sistema
trigonométrico. Assim, obtem-se:

2N
12 z)
D - 2%?] ZTN
=t Y
1z . 22N
2N+} 2N+1
] Z, . Z%N

D=z N My 2 L. 22N | Tinha i

T
J#i
' 2
1 Zo4r - z2“4—1
onde:
_ ix
2, =€ k

0s determinantes Di e D sao determinantes de Vandermond.
Assim, as fungbes y.(z} tornam-se:

-N - (z-z.)
2z 2N+
¢i(z) = ..N .111 __‘;l_
Z; J“. (zi'zj)
J#i
1/2 - .
Colocando-se zj em evidencia no numerador ¢ denomina
N -N T

dor dos termos da produtdria, e englobando-se os fatores z = e z;"
produtoria, resulta:

1/25 -1/2_5-1/25 1/2
_ o (21/22;71/2-2-1/22,1/2)
o 1/2 z=1/2 2 z21/2 71/2)
g#} (z1 Z3 z3 23 .)

¢i(z)
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de onde:
s
2 sen
NP i

- Xi=X1
g#} sen (—lz—l)

0 tratamento simplificado aqui adotado, deprezando-se as
transforma¢oes lineares para atingir o sistema polinomial fundamental,
s0 foi possivel, pois as fungdes ;(x) sao combinagdes lineares das
¢;{x), que por sua vez resultaram em combinagbes 1ineares do sistema fun
damental.

Quando a fungao f(x) € par, prefere-se usar o sistema de
fungoes:

T, COS X, COS 2 X,...

Quando a fungao f(x)} € impar, prefere-se usar o sistema:
sen x, sen 2x,...

Nestes dois ultimos casos, o mesmo desenvolvimento  aqui
adotado & aplicavel.

Quando os pontos forem igualmente espagados, as formulas
interpoladoras tornar-se-ao mais simples. Este problema sera  tratado
posteriormente no Capitulo XVIII.

0 calculo do termo corretivo para interpolacao de funcoes
periodicas € bastante laborioso, devido a complexidade das derivadas
das fungoes i (x).

Pode-se mostrar facilmente que as derivadas das  fungoes
wi(x) podem ser colocadas na forma:

WP () = Fy o0 (00,
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onde as fungoes Fs p(x) sao calculadas pelo esquema de recorréncia:
]

. 2N+1 X=Xy
Fi y(x) =1/21=  cot (—)
i K=1 2
K#i
) S
Fi,p(x) = ;,p_1(x) + Fi’}(x) Fi,p-l(x)’ p>2

Neste caso, o calculo do termo corretivo, E(x}, pode ser
efetuado da seguinte maneira:

#M (£)-p(2M)(e) o
(2N) ! i=1

E(x) = (x=x4)

15.9 - INTERPOLACAO INVERSA

0 problema de interpolagac inversa consiste em encontrar
o valor x do argumento que produziu o valor v=f(x) da fungao. Quando
existem varios argumentos xi,i=1,...,n, que produzem o mesmo valor v,
o problema n3ac admite solugao unica. A Figura 15.1 esquematiza o pro
cesso.

Fig. 15.1 - Interpolagao inversa.
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No caso de multiplicidade de argumentos, para o mesmo va
lor da fungdo, ha uma perda de informagao quande se faz o mapeamento
X + V. Para que o mapeamento inverso seja possivel, informagoes adicig
nais devem ser acrescentadas, a fim de que se possa identificar 0 par
ticular valor de X;s Qque produziu v,

Resolve-se o problema da interpolacdo inversa,dividindo-
se o conjunto X em particoes disjuntas, Xi, cujos mapeamentos Vi estao
em correspondéncia biunivoca, V5 subconjuntos do conjunto V. Formal
mente, escreve-se:

X=UX,
.i'l
P
Xi = Vi i=1,...,N0
V= UV.
i v

X;n xj = ¢, 1#]
Pela propria natureza do problema, segue-se que:
Vl ann...nVn#q:.

Para que exista correspondencia biunivoca entre uma par’
tigao X; e seu mapeamento V., € necessario que a derivada g¥- nao mude
de sinal e se anule no maximo em um Unico ponto, quando X ¢ Xy

Em toda a partigao X; de correspondéncia biunivoca com
um mapeamento V., a interpolagdo inversa possui solugao uUnica. As téc
nicas de interpolacdo direta, aqui apresentadas, podem entao ser usa
das, bastando considerar os valores do argumento como fungdo, € 05 va
Tores da fungao como argumento.
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A interpolagao inversa pode também ser efetuada pelos me
todos para solugao de eguagoes, que serdo apresentados nos Capitulos XX

e XXI.

15.10 - EXTRAPOLAGHO

0 problema de extrapolagao caracteriza a necessidade de
determinar valores de f(x) para x fora do intervalo [a,b7], definido
pelo conjunto de pontos {xj}, para 0s quais se conhece f(xj).

Examinada do ponto de vista de uma extensdao do problema
de interpolagao, a extrapolacao pode ser considerada como o problema de
determinar a formula de Taylor para a fungao f(x), dados f(xj). Assim,
as formulas interpoladoras sdo também a solugao para o problema de ex
trapolacio.

Alguns cuidados sd3o necessarios para obter resultados sa
tisfatorios em extrapolagao. As indicacoes abaixo auxiliam neste aspec
to:

. Quando a funcao f(x) & periodica, deve-se usar a fungdo interpo
ladora trigonometrica da Secao 15.8.

. Quando x<a, devem-se usar formulas de interpolagdo de maior pre
¢isao no inicio do intervalo.

. Quando x>b deve-se usar a formula de maior precisioc no fim do
intervaio.

. Quando nao se tem ideia da posigao relativa de x comrespeitoao
intervalo [:a,b:], devem ser adotadas as formulas de maior pre
cisao no meio do intervalo.

. Para sequencias temporais, em que outras informagoes sobreosis
tema sdo conhecidas, o problema se inclue num contexto mais ge
neralizado com o nome de "previsao", para a qual foram desenvol
vidas técnicas particularizadas. Este assunto ndo serd discuti
do no presente trabalho.
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15.11 - INTERPOLACAO GENERALIZADA - CONCORDANCIA

Definicdo - Diz-se que duas curvas, C, e C,, estdo em con
cordancia num ponto quando elas se encontram em Xes ea transicao de
C, para C, e vice versa nao & abrupta em Xc- A Figura 15.2 ilustra esta
definigao,

Ca

Fig. 15.2 - Curvas em concordancia.

Matematicamente, o conceito de concordancia se formula de
uma maneira simples. Considere-se a curva C, descrita por um relaciona
mento v=f;(x), e a curva C, descrita por v=f,(x). Diz-se que ha concor

dancia das curvas num ponto x_ se:

a) f1(x,) = f2 (x.) e

b) i (xo) = 3 (x.)-

A extensdo desta formulagao para identidade, no ponto Xe+
das derivadas de ordem superior generaliza o conceito de concordancia.

15.11.1 - INTERPOLACAO POR FUNCDES CONCORDANTES

Existem dois casos de especial interesse para a interpola
cao por fungoes concordantes:

1) A fungao f(x), que se deseja interpolar, €& conhecida, bem como
algumas de suas derivadas para um conjunto de pontos {xj}perteg
centes a um intervalo [a,b7].
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2} A fungdo f(x}, que se deseja interpolar,e conhecida para umcon
Junto de pontos {xj} pertencentes a um intervalo [a,bj, ea
fungao interpoladora ¢(x) & dada pela uniac de uma colegao
¢i(x), definidas em intervalos I disjuntos entre si, mas cuja
uniao & o intervalo [ a,b7].

No primeiro caso, destaca-se pela sua importancia o poli
nomio interpolador de Hermite.

No segundo caso, as fungoes interpoladoras por trechos,
concordantes entre si nos pontos X5 e conhecidas pelo seu nome em ingles
"Spline", constituem uma solucao de destaque.

15.11.2 ~ POLINOMIO INTERPOLADOR DE HERMITE

Considerem-se os valores das fungoes e suas derivadas
ate a ordem mj-l, para ;ada um dos pontos xj de um conjunto {xj},
J=1,...,N. Deseja-se determinar a funcao interpoladora ¢(x), que repro
duz exatamente a fungao f(x) e suas derivadas para os pontos do conjun
to {xj}.

A fungdo interpoladora ¢(x) € a combinagao de funcoes
¢i(x) pertencentes a um sistema Tchebyshev, podendo-se determinar ou
tras combinagoes lineares wk_i(x), tais que:

N mj-1 (k)

o(x) = L L f (%5) ¥y;(x)

i=1 k=0

onde ¥ (x) satisfaz:

(0 i#j ou
") kK#r
r -
AU I
k=r
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Pela sua utilizacao em computadores, apresentar-se-a o
caso em que a fungao ¥ & um polinomio conhecido pelo nome de  poling
mio de Hermite.

1)Construcao do polinomio interpolador

A primeira consideragao sobre a construcao do polinomio
interpolador de Hermite diz respeito ao grau do polinomio. Consequente
mente, esse grau, o0 maior que cada uma das funcoes wki(x) pode ter e:

N
m= (7 m)-1
i=1

Para satisfazer o primeiro conjunto de restrigoes sobre

wki(x), ou seja:
oMxg) =0, 43, e, m,
Ki J

deve-se ter a forma:

i (0 = | ¥ (xex)™s Pg-1 (305
j#

j=1

j#1

onde P _1(x) & um polinomio de grau ms-1.
;]

Para satisfaZer o segundo conjunto de restrigoes sobre
¢ki(x), ou seja:

0 se k#r
o5 (xq) -
1 se k=r

condigoes serao impostas ao polinomio Pmi_l(x).
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Para r<k, a condicao $£¥)(x)==0 serd satisfeita, se o
polinomio P _3 (x) for colocado na forma:
i

Pmi_](x) = (x-x}-)k Pmi-k-l(x)-
Para satisfazer a condigao wél;)(xi);!o , 0 polinomio
Pi.<k-1{X) nao pode se anular para x=x;. Esse polinomio serd represen
tado por:

m_i -k']

Phi-k-l(x) = ag +...t ami—k-l(x'xi) com a47#0.

Para determinar os coeficientes aj; sera usada a notagao:

nm(x) = (x-xl)m1 (x-x1)M2, ., (x-xN)mN,

de onde se obtem:

T { X)

Wit TS Tk )

Assim,'Pmi_k_](x) pode ser escrito como:

(x-x; )™ gy (x)

) (xexp)®

H

Pmi-k-}(x) =

e os coeficientes a; serao calculados por:

a. = ..l. 1im dq (X'X.i)m'i l]—'k1()()
J j-' dx‘] ‘ﬂ'm(x) (X-x-i)k

+X s
XX_I
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0 coeficiente a pode ser imediatamente calculado e vale:

a. = (X-Xi)mi lim wKi(X)
0 [ m (%) } XX [(x-x-)“] ’
m X=x i i

i

onde o Timite & obtido pela regra de 1'Hopital, resultando em:

1 (x-x.)mi
Rl el B
. 1rm )(-X.i

Para efetuar o calculo dos outros coeficientes, a funcao
dentro dos colchetes sera decomposta em duas parcelas:

(x=x; ™
fl(X) = e
ﬂm()()
£)(x) = wki(x)
’ (x-x; )'E'

As derivadas serdo obtidas, usando-se a regra Leibnitz:

% [ F100 £200 ] =

X

PG DR3P [0 16D

p=0
As derivadas de fy(x) s3ao todas continuas no ponto X=X
Assim:
(x=x;)™ ()
[ ] - [0

X=X3 nm(x) X=X4
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Para calcular o limite das derivadas de f,, quando XX
basta lembrar que wki(x) e exatamente divisivel por (x-xi)k, pela pro
pria forma em que foram construidas. Entao:

f2(x)= Qm-K(x)’
onde:
Qi (%) e um polinomio de grau m-k, podendo ser escrito como:

-k
Q- (X) = by +...+ bm_k(x-xi)m

Entao, o limite das derivadas de fo(x), quando x»x., va

i)
le:

tim [ 200107 < (5p)t b,
X"tx i

p

Para encontrar bj- basta observar que:

p

¢Ki(x) = bo(x-xi)k +o. .4 bm_k(x-xi)m s

de onde:

s () = Gedep)? by
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Dessa maneira;

Tim [:fz(x):](j-p) -1

ke
XXy

e, finalmente:
/
M. .
L [ (x-x )™ ](3)
Jooojke

nm(x) X=X3

Entao, a forma completa para a fungao ¢ki(x) torna-se:

oo o L mEK“ L peeaia@
kit =T Tk Lo FT ["""——] X

ke (x-x.)"1 7 §=0 (%) X=X,

A func@o interpoladora de Hermite sera dada por:
o(x) = 1T I % (x5) #py (X)

i=1 k=0

2)Termo- corretivo do polinomio interpolador

As mesmas consideracoes feitas para estabelecer o termo
corretivo da formula interpoladora (Secdo 15.4) sao validas no caso da

interpolagdo generalizada. Assim, pode-se escrever a formula
ladora de Hermite da seguinte forma:

f(x) = ¢(x) + e(x),

onde:

e(x) =K nm(x).

interpo
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0 valor de K, determinado da mesma maneira que na Segao
15.4 sera:

¢ < £ ()
(m+1):

15.11.3 ~ FUNCOES CONCORDANTES POR TRECHOS - "SPLINES™

Considerem-se conhecidos os valores de f(x) para um con
Jjunto de pontos {xj}, J=1,...,N. Para cada intervalo [:xi;xi+4 ] dese
ja-se interpolar f(x) por meio de um polindmio de grau m<N-1.

Impoe-se, ainda, a condicdo de que os polinomios sejam
concordantes entre si. A solugao para este problema sao as fungoes
"Spline".

As fungoes "“Spline", S(x), de grau m, sao caracterizadas
por duas propriedades:

S(x) @ dada nos intervalos [xi X501 Js i=0,...,N, sendo Xg=== e
Xngy= o por meio de algum polinomio de graumenor ou igual a m.

S(x} e suas derivadas de ordem 1,...,N-1 s3o continuas em (-«,+=).

Uma fungao “Spiine" de grau impar, 2K-1, edita "natural®,
se, além das duas condigoes anteriores, satisfazer a seguinte condigao
adicional:

S(x) reduz-se a um polinomio de grau K-1, em cada umdos intervalos
(==,X1) € (X,,*}. Os polinomios de grau K-1 sdo, em geral, diferen
tes para cada um desses dois intervalos.
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1) Determinagdo da funcdo interpoladora

Tratar-se-a somente do caso da "spline" de terceiro grau,
por ser ele o de maior utilidade pratica. Impor-se-2 a condigao do poli
nomio ser uma "spline" natural". Assim, fora do intervalo [:xl,xN ], de
ve-se ter um polinomio do primeiro grau.

Chamando a "spline" de s(x), pela condigao de continuida
de da segunda derivada, tem-se:

s"(xy) = s" (xN) = 0,
pois, fora do intervalo [:xl,xN 1, o polinomic € do primeiro grau.

A imposicao de s(x) reproduzir f(x) para o conjunto de.
pontos {xj} fornece:

s(x;) = fx;) i=1,...,N

A formula de Newton para interpolagao linear no interva

lo [ x45x5,7 ] &
S(x)=s(x1‘)+(x'xi) s[x.i,x1-+1]+(x-xi) (X*X;541) SI‘_'xi,X]-_I_l,X]o

Nesta formula, o Ultimo termo € a corregac da interpola
¢ao linear. Neste termo, n3do se conhece o valor de s[xi,x“l,x].Para
determina-lo, desenvolve-se s(x) em sé@rie de Taylor a partir de X=X o
obtendo-se:

x-xi)2 (x-xi)3
sls(xi) + — g™ (x'i)’

s{x) = s(xi) + (x-xi) s'(xi) +

-

pois sendo s{x) um polinomio do terceiro grau, s(“) (x) = 0.
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As formulas de diferencas relativas permitem escrever a
expressao acima da seguinte forma:

00 ey » S0

s[x,i,x] = s'(x;) + s™ (x;)

Como s(x) & um polinomio do terceiro grau, s"(x) & 1i
near e pode ser expressa pela formula de interpolacao de Newton, para
o intervalo [ xi,X;,, ], como:

" J— - n

s (X) =5 (Xi) + (X X,i) s [x.iax.i+1]s
de onde:

$* (x) = s" [ x;,%;,, ] = constante.

0 desenvolvimento de Taylor transforma-se, entao, em:
‘ 1 1
sCx;ox] =5 (x;) + > (x-x5) +E (x=x3)2 s" [xax5,, 1

Para X=X5. s SeQue-se que:

' ' 1 " 1 ' "

A diferenca entre estas duas ultimas equagées fornece o

valor de s[[x;,x. ,,x ] desejado:

i+

1

sCxgxgyyx ] = 7 S ) +}]§ L Oexg) # (g %30 8" Dxgoxgyy
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Usando-se a expressdo de s"(x),obtém-se:

s[xi, x1.+1,x] = % s*{x;) + 1; [s"(x) - $*(x;) +5"(xy,,) - 5"(x;) 1s

e reagrupando-se os termos, tem-se:

-

s{xuxg x ] = -Z:—‘ [s"(x) + s"(x;) + s"(x4,,) ]

Nesta expressao sao desconhecidos os valores de s"(xi)'e
s"’(xiﬂ). Para obte-los, retoma-se o valor de sl:xi,xi_"1 7, que pode
ser escrito usando-se a expressaoc linear de s"(x), como:

(X:,,"%Xs)
SEx.i ’x'“'l :I = s‘(x'i) + ‘—1'+; L [zs"(x'i) + s“(x'i'l'l) :|

Para o intervalo anterior [ x;_,,x; ], usando-se a rela
cao de simetria das diferencas relativas, escreve-se essa expressao
da seguinte forma:

(xi-1'

'I) [23"(X.i)+5ll(x-i_l)i|

sCx_yoxs J=s'(x;) +

Multiplicando-se as duas ultimas expressoes por 6 e sub
traindo-as membro a membro, segue-se que:

5|:SE"1”‘1+1] = sLxgpx ]}("1"‘1-1) s"(x_y) +

¥ 2AxgpyXgaq) STXG) (X %g) $" (X 4)

i=2,...5 N-1
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0 lado esquerdo da equagao acima pode ser facilmente cal
culado a partir dos valores da fungao f(x), para os pontos X;» para os
quais f(xi) & conhecido, uma vez que foi imposta a condicdo:

s(x;) = fx;)

Assim, tem-se um sistema de N-2 equagdes, cujas incogni
tas sdo os s"(x;), 1=1,...,N. A matriz A de coeficientes & simétrica
e tridiagonal. Pode-se decompo-la em duas matrizes: A=D + L , onde D
e uma matriz diagonal e C @ o complemento. O sistema do tipo Au = d

transforma-se, entao, num sistema do tipo:
u=-Bu+g,

onde B=D1C eg =D ld. Este sistema & conveniente do ponto de vis
ta computacional e facilmente resolvido pe]ds métodos de iteracdo ou de
relaxacao. Como se tem N-2 equagbes e N incdgnitas & necessdrio encon
trar mais duas equagoes para que o sistema admita solugdo. Conforme
mostrado anteriormente, s"(x;) = s"(xN) = 0 completa o sistema.

Determinados os valores de s"(x.i), i=1,...,N, que sao os
unicos elementos remanescentes na indeterminagdo de s[xi,xiﬂ,x], a
formula interpoladora de Mewton para o intervalo [ x;,x; . ] estd com
pleta.

i+1

-

A fungao interpoladora ¢(x) para o intervalo [a,b] @
dada pela uniao das s(x), definidas para os intervalos disjuntos

Cxgotie, 3

2) Erro Maximo do Metodo

0 calculo do erro introduzido pelo usoda funcao "spline®
envolve a previa demonstracaoc de um teorema e de um lema.
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Teorema - Se f e g possuem derivadas de segunda ordem em [ a,b ],
s & a fungao spline de f com s"{a) = s"(b) =0 e g{x;) = s(x;) =
f{x;) para i=1,... N, entao:

b b [b
[a (gll)2 dx __; a (gll_s||)2 dx + Ja (513)2 dx

Prova

b rb 1} uy2 b 1 " L b 1ty 2
Ia {g")? dx = Ja {g"~s")2 dx +2 Ia (g"-s")s" dx + Ja {s")2 dx

Integrando-se por trechos:

b TS
Ia g (_g""S") dx X J sﬂ(gﬂ_sll) dx

Usando-se a integracaoc por partes em cada intervalo, resulta:

Xi41 X541 (Xin
sll(gll__sil) dx = (gl_sl) sll - (gl_sl) slll dx
x‘i x.i x,i
Mas, como s"(a) = s"(x;) = s"(b) = s"(xy) = O:
N-1 Xin
! (g'-s')s" =0
. Xy
i=1

Por outro lado, s™ € constante em cada intervalo, logo:

X541 Xi43 X
(gs_sn) ™ dx = C1 (g'_s') dxzci |g-S| i+l = 0,
X.

%3 %3 i
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pois g(xi-l-l) = s(x'i+1) € g(x-;) = S(X_i) s

logo:

b b b b
J (") dx = J (g" -s")2. dx +f (s")2 dx 3 ! (s")2 dx ,

a a a a

que mostra a propriedade da funcao spline ser a mais harmoniosa, no sen
tido de menor quadrado da derivada de ordem K (no caso de ordem 2).

Lema - Seja g uma funcao que possui pelo menos um zerc em [a,b]
e g' continua em [ a,b |, entdo:

b
Max [g(x) [[b-a! J (g')2 dt]”2
Ca.b] 2

Prova - A funcao g{x) pode ser escrita como:

X
g(x) = J g'(t) dt
€0

onde £4 & 0 ponto tal que g{(gg) = O.

Pela desigualdade de Schwarz, segue-se que:

X X _ x |1/2
l9(x)| SJ lg'(t)]dt < H Ca'(t) ]2 dt [dt} <
Eo Ep

£

b 1/2
£ [lb-al [ (g')? dt}
a
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Calculo de erro

Considere-se primeiramente a expressao que permite calcu
lar a segunda derivada da fungao "spline":

(3705000 870010+ 2005, xq0)) S7065) + (kg mx) ™ (xgy,)) =

=6 [s[xvx“q] -5 [M-rxi]]

Para a dedugao dessa expressdao sao conhecidos os s{x;) = f(x;). Por ou
tro lado, se nessas expressoes forem impostas s"(xi) = f"(xi),resultam
os valores de s{x;) diferentes dos valores de f(xi). Chamando-se de
y{x) a funcao "spline", para a qual yi(x4) = f“(xi), tem-se que a fun
cao s{x) - y(x) & a "spline" interpoladora para a funcio f(x) - y(x).
Pelo teorema anterior, segue-se que:

X Xi41 Yin
(Frog')? 0= | sz a |ty 0

X3 3

Xi41
(-5")2 dx

A funcao y" pode ser considerada como o polinomio inter
polador de Lagrange de f" em [:Xi’xi+1 ]. Como mostrado para o caso de
interpolagao de Lagrange, o erro f'-y" deve ser nulo para X=X4 € X=X4 00
tendo assim a forma:

fll_y" = k (X"xi) (x-xi-]-l)

e, mais ainda, sendo y" 1inear, o valor de k sera dado por:

()
f‘
= e elnn,
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Logo:

Xi+1 (4) » {Xia1

(f"-y")2 dx ¢ Max -[LfiU—J (x=x3} (x=x4,,)%dx
X *i

JX; Cx; %5403 !

(%)
Chamando-se M = Max Lf———iilL, tem-se;
2

[ x3:%54,

X _ 5
J ey ax M [ i) ]
4

de onde:

Xi+1 Xi+1 M2
(f"~s")2 dx < (FU-y")2 dx £ —— (x;,,-%;)°
120 i+
% R
Como s(xi) = f(xi) e s(xi+l) = f(x1+1), pelo teorema de
Rolle, (f'-s'}) anula~se em pelo menos um ponto para cada intervalo
L %4s%;4, J- Aplicando-se o Tema para cada intervalo, tem-se:

1 L M
Max [f'-s*] (X:,017%5)°%
Exi’xi+1]
segue-se que:
X
i+1
1 [} MZ 7

[x- (f'-s')2 dx = 170 (X5,17%5)

i
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EXERCICIOS

1. Pela definicao de extensao de uma fungdo (Capitulo II, Exercicio 2),
se ¢(x) € uma extensdo de f(x), qual a condicao que deve satisfazer
0 residuo:

r{x} = ¢(x} - f(x},
para todo x pertencente ao conjunto comum as duas fungoes?

2. Se cada ponto do conjunto de N pontos {kj} constitui uma proprieda
de de um espaco vetorial, serao necessario pelo menos N vetores
¥i» i=1,...,N para caracterizar o espago vetorial. Emtermos das com
ponentes ¢i(xj)’ 0s vetores v, serao dados por

-
1

= ?1(x1) §1+...+ d)I(XN) )?N

¥y = oy(x1) X1+, ..+ oy (%) Xy

Estabeleca a condigdo para que os vetores sejam linearmente independen
tes, e compare os resultados com a condigao da Secao 15.2.

3. Generalize o resultado do Exercicio 2 para o caso em que oS Xy PO

dem assumir qualquer valor dentro de um intervalo {a,b}. Compare o
resultado com a condigac da Secac 15.3 para sistemas de Tchebyshev,

4, Mostre que:

*i(x) = ﬂ_
D
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onde:
$1(x1) ... ¢y(x1)
0e . .
¢1(XN) ..o ¢N(XN)
$1(x1) ... oy(x1)
Di= o1(X) .. ¢N(X) linha i
¢1(XN) cee ¢N(XN)

5. Demonstre a identidade dos polinomios interpoladores de Newton e de
Lagrange.

6. Mostre que para pontos igualmente espagados:

[ -0
XiseeesXy ] = -
: N- 7 -1y th

7. Mostre que o termo corretivo da formula de Newton torna-se

N .
j!](t'3“1) hN f(N) (

Ne

E(X) = 5)9
para o caso de diferencas progressivas e pontos igualmente espacgados.

8. Usando a simetria das diferencas relativas, mostre que:

§2nf
f{z,...,z. 4nh, 2z -nh } = =0
L2gseneazg ¥y zgn ] (20)! h2n
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62"-1' f1f2
(2n-1)! h20-1

flzgs.. 0z 400 ] =

A £ V7
(2n-1)th2n-1

flzgs+-4s2, -nh ] =

9. Determine a forma do termo corretivo para as duas formulas de Gauss.

10. Determine a forma do termo corretivo da formula de interpolagao de
Stirling.

11. Senod t= (x-zo)/h, mostre que: Et=t-]
12. Determine a forma do termo corretivo de Bessel.

13. Usando um desenvolvimento analogo ao da primeira formula de Everett,
determine a expressao da segunda formula de Everett.

14. 0s valores de uma fungao f(x) s3ao conhecidos em 5 pontos: igualmente

espacados Xjy,...,Xs. Dado um ponto x, cujas distancias aos pontos
X; obedece a ordem crescente:

[x=x3]s [x=xu[s [x-x2], [x-x5] > [x=x1},

escotha apenas 3 pontos para utilizar na formula de Newton, de mode
que os termos considerados sejam os mais significativos.

15. Dada a tabela de valores de uma funcao f(x), que se sabe ser perid
dica no intervalo (0,2r)

X {rd) f(x)

0.60 0.68414
0.61 0.69892
0.62 0.71391
0.63 0.72911
0.64 0.74454
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encontre a formula interpoladora para f(x}, e calcule a estimativa do
termo corretivo.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Repita o exercicio anterior com interpolagao polinomial, desprezan
do, assim, a informagado de que a fungdo & periddica. De uma estima
tiva do termo corretivo e compare com o exercicio anterior.

Mostre que a derivada da fungao ¢1(X)’ para o caso de interpolagao
periodica, vale:

2N+1 (x-xk)
¢%(x) =1/2 }_ cot

k=1

k#1

Mostre que, se wi(p)(x) = F, b (x) (%), entao F. (x) e dada pe:

- . i,p
la recorrencia:

Fi,p(x) =‘Fi;p_1(x) + Fi’](x) Fi,p-ltx)‘

Mostre que, quando f(x) = sen x, para interpolagao inversa, o niime
ro de partigoes num intervalo infinito & tambem infinito.

Escreva a fungao interpoladora de Hermite sabendo que, para um con
junto de N pontos X1sesesXys 08 valores da fungao e de sua primei
ra derivada sao conhecidos.

Estabeleca a forma do termo corretivo para a fungao interpoladora
do exercicio anterior.

Discuta a diferenca do ponto de vista de erro das fungoes interpo
ladoras: de Newton e de splines para o mesmo grau.
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CAPITULO XVI

DERIVACAG NUMERICA

16.1 - INTRODUCAO

Caracteriza-se o problema de derivacao numerica pela ne
cessidade de determinar a derivada f(K)(x) de uma funcao f(x), da qual
se conhecem os valores para um conjunto de pontos {xj 1}, i=1,..., N

A solugao para o problema e dada indiretamente, supondo
-se que as derivadas da fungao interpoladora para f(x) sejam uma  boa
aproximacao para as derivadas de f(x). Essa hipdotese nem sempre & 'veg
dadeira, o que constitui uma limitacao intrinseca para a derivagao nu
merica. 0 metodo de diferengas finitas, nao sendo um processo direto,
£ equivalente ao uso de uma prévia interpolagao.

0s erros de arredondamento, de menor importancia no caso
da interpolagao, tambem assumem papel de destaque no calculo numerico
de derivadas. '

Apresentam-se, neste capitulo, apenas algumas formas de
obtencdo da primeira derivada. A extensdo para derivadas de ordem su
perior, bem como o uso de diferentes métodos de interpolagao, pode ser
obtida adotando-se o mesmo procedimento aqui exemplificado.

16.2 - METODO DE LAGRANGE PARA DERIVAGRO

Chamando-se de L{x) a fungao intérpo]adora de Lagrange e
de E(x) o seu termo corretivo, pode-se escrever:

f{x) = L{x) + E(x)

com:



- 260 -

N N
E(x)=[-n] (X -~ x3) } RGN

i

sendo a derivada de f(x) dada por:

f'(x) = L'(x) + E'(x)

0 calculo de E'(x) & mais complexo, uma vez que o valor
de £ depende do particular valor de x considerado, lembrando-se, entre
tanto, que:

f(N)(E)'= NS F[ X35 ves Xps X ]

tem-se:

f(N + ])(n)
(N + 1)

] d [ N
. —— f(E)] - f XI, “me gy X F] X, X =
N! dx [ ’ N ]

onde n € um valor compreendido no intervalo definido pelo conjunto de
pontos {x;}, i=1, ..., N, entao:
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i N N N
E'(X)'—' .I .]-[ (x-x'i) i)_('E_L +
i=1 j=1 N
- J#i
i N N+
+ I (x - x;) AMMRICY
i=1 (N + 1)!

16.3 - METODO DE NEWTON PARA DERIVAGAO

Analogamente ao caso anterior, chamando-se de N(x) o po
1inomio interpolador de Newton e de E(x) o termo corretivo, escreve-se:

f{x}

N(x} + E(x)

'(x)

N'(x} + E'(x)

onde:

N[
N(x) = [ 1_11 (x-xj):l L X1a cves X5 ]

E{x) = o (x - xl)‘f[ X1s s XN» X ] =
1=
N N
= [ I (x - X3) ] f( )(g
i=1 N:
entao:
N i-14-1 } C ]
] - L - L] LI Y X"

N'(x) iz1 [kz gl (x - x5} X1 i
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e
B N
0 s | Lom (e | e,
k=1 4=1 N
: i#k
s
N N+1

#m (x - x3) ARG

i=1 (N + 1)

que € o mesmo termo corretivo do método de Lagrange.

16.4 - METODO DAS "SPLINES" PARA DERIVAGAD

Viu-se no capitulo anterior o processo de interpola
¢ao que usa as fungoes "spline", Especificamente, para o caso de uma
"spline" cubica no intervalo [ x5, Xj4+ ], obteve-se:

S(x):= S{x3) + (x-x7) S[xj>%j41)+
+(x=%5) (x=%541) S{x55 %5 415%]

com:

s xis xiens x| o =[50 # $"(xga0) + 5700 |

S = 500+ 0 ) 5 K x|

Derivando-se S(x)}, resulta:
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SUx) = SLxg xgy T4 Dlemxg) + (cmxg ) I8Dwgaxy o xT
F(xmxg) (xmxg ) ST D xge X540 X ]
como:

S“[Xi’ Xi+1 ]

o SMx) _
Sl[x.is X.i+1, X]— 6—) = 6

tem-se:
(%) = SO xg T D2x- (x4, )T STxgaxy 4 s x] +

(X"X.i) (X-x-i+l)
* e $"[x50 %54, ]

Do mesmo modo que para o caso de interpolacido, obtem-se
o valor dos s"(xi) resolvendo-se um sistema de N equagOes simultaneas.
Conhecidos os s"(x;), o valor de s[xi, Xi 417 X ] esta determinado, e a
expressae para s'(x) pode ser calculada.

0 erro da expressdo acima foi calculado no Capitulo XV,
sobre interpolacao, e & limitado por:

] 1 M
Max |f(x)-S(x)Iﬁ—-—]-E(—]-—(xi+l-x1.)3
RIS SR

16.5 ~ CALCULO DA DERIVADA COM O USO DE DIFERENGCAS FINITAS

A derivada tambem pode ser calculada usando-se uma tabe

1a de diferencas finitas. Para isto, por exemplo, basta lembrar a rela

cao entre o operador D = h Fd_ e 0 operador A, assim:

X
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D = £n{1 +4)

hu', = Du, = [£n(1+a) Ju,

de onde, desenvolvendo-se £n{1+4) em serie de Taylor, tem-se:

2 3
hu' = [:a -2 + A L. ] u
X 5 3 X

0 erro no calculo da derivada, neste caso, & dado
truncamento da serie acima e vale:

n
- AUX
nh

16.6 - ERROS INTRODUZIDOS PELO COMPUTADOR

A execugao do calculo das derivadas em computador

pelo

intng

duz, adicionalmente aos erros dos métodos, erros de arredondamento, os

quais neste caso assumem consideravel importancia.

Para que o leitor possa visualizar melhor o problema, as
formulas de derivagao sao reescritas numa forma mais conveniente. As

sim, tem-se:

a) Formula de Lagrange
N
L'(x) = ]
k=1
b) Formula de Newton

_........'.'I_...... N(x)’

1 (X"xk)

122

N'(x) =
k



- 265 -

Calculados numericamente, L(x)} e N(x) sao afetados por
erros de arredondamento ou truncamento, passando a:

L{x) + R{x) e N(x) + R(x),
onde:

R(x) reflete o efeito nos calculos da limitagdo do nimero de digitos
do computador. Representando-se simbolicamente por R'(x) esse efeito
no calculo das derivadas, pelas formulas acima, resulta a relacdo:

1

R'(x) = —1
1 (X‘Xk)

R(x}),

nr~3122

k

que mostra claramente a amplificacdo do erro R(x), quando x esta proxi
mo de um particular valor X

A "spline", sendo derivada da formula de Newton para ca
da intervalo, obedece a mesma regra de amplificagao de erro,

No caso da derivada ser calculada com o uso de diferen
cas finitas, o fator 1/h 2 responsavel pela amplificacao dos erros.

A escolha da formula para derivacao requer a minimizacao
dos erros introduzidos pelo computador. Neste caso, espera-se queaafﬁg
mula de Lagrange apresente ligeira vantagem sobre as demais, quando
suas parcelas forem calculadas na forma de quociente de dois po1‘in§
mios. Esta vantagem desaparece, se a formula de Lagrange for calculada
na forma de produtos de diferengas.
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EXERCICIOS

. Encontre a formula de Newton para derivacao, usando diferengas pro
gressivas e pontos iguaimente espacgados.

. Compare o resultado do Exercicio 1 com o resultado do metodo de di
ferencas finitas, apresentado na Segao 16.5.

. Usando o polinomio interpolador de Hermite, encontre a formula de
derivacao de Hermite,

. Usando f(x) = sem x e cinco pontos igualmente espagados no interva
To [0, n ], verifique a diferenca entre as formulas de Newton e de
Lagrange, para uma derivagao numérica executada num computador. Use
o.ponto x = 1,01 n/2 para o teste.

. Encontre a derivada numérica de fungdes periodicas, usando-se a fun
¢ao interpoladora para fungoes periodicas.
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CAPTTULO XVII

INTEGRACAQ NUMERICA

17.1 - INTRODUCAO

A integracdo numérica foi uma necessidade verificada des
de o aparecimento do calculo integral. Isto porque os metodos analiti
cos sao bastante complexos, mesmo no caso em que a funcao a ser integra
da e relativamente simples.

0 problema basico consiste em determinar-se o valor da in
tegral de uma fungdo f(x), conhecida para um conjunto de ponto x;ts
i=1,...,N. Neste caso, uma possivel solucao & dada pela integral da fun
¢ao interpoladora. Este tipo de solugdo, que apresenta restrigoes no ca
so de derivagdo numerica, € altamente conveniente no presente caso,pois
apenas o comportamento medio da fungao tem interesse para a integral.

Para a integracdo numérica nao existe um Unicometodo que
possa ser aplicado sem restricOes para todas as situagoes. Por essa ra
zao apresenta-se, aqui, um conjunto dos metodos mais comumente encontra
dos nas aplicagoes praticas. Envidaram-se esforcos no sentido de tornar
este conjunto expressivo, uma vez que, dadé a extensao do assunto, uma
exposicao significativa da grande quantidade de wmétodos existentes tor
na-se impraticavel. |

17.2 - METODOS BASEADOS NO POLINOMIO INTERPOLADOR DE LAGRANGE

Usando-se a mesma notacdo do Capitulo XVI, a fungao f(x},
pode ser substituida por L{x) + E(x) no calculo da integral. Assim, ob
tem-se:

be(x) dx = IbL(x) dx + IbE(X) dx
a a 2
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A primeira integral fornece a aproximacac desejada, e a
segunda da a estimativa do erro. Estas integrais serao analisadas sepa
radamente.

A integral da funcao interpoladora de Lagrange pode ser
escrita como:

b b

N (~X 1 N
IL(x) dx =} f(x,) Jjﬁ] 55 - I ¢, fix),
a i1 a e %) =1

onde os valores de Ci dependem do numero de pontos e de sua distribui
¢ao, mas sao integrais calculaveis analiticamente.

No caso de distribuigao uniforme com os pontos igualmente
espagados, 0s- Ci sao chamados "numeros de Cotes”,

No que diz respeito aos limites de integragao, supondo-se
0s X, ordenados de modo crescente, existem duas alternativas:

a) limites de pontos, quando a=x; e b=xN;
b) limites externos ao conjunto de pontos, quando a <x; eb> XN
No primeiro caso, as formulas obtidas sao ditas fechadas

e, no sequndo abertas. Para pontos igualmente espagados e formulas aber
tas, & de importancia pratica o caso em que:

a=x;-h e b=xN+h

Uma estimativa do erro do método de integragao & dada pe
1a integral do termo corretivo da formula interpoladora. Assim, obtém-
se:

Jb E(x) dx = Ib I:ig] (x-x.i):l fi"ﬁ);gl dx
a

a
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A

a

onde M & o limite superior para
lf(N) () |, g ¢(a,b)

17.2.1 - METODO DE NEWTON-COTES

Este metodo usa a formula interpoladora de Lagrange para

pontos igualmente espagados. Assim, sendo h o espagamento entre pontos,
pode-se escrever:

x; = a(i-1)h , i=1,....N
x=a+(y-1)h
para formulas fechadas, e:

x5 = a+ih, 1i=0,...,N+]
X = a+hy
para formulas abertas.

Com essa notacdo, 0s “numeros de Cotes"” tornam-se:

N , - _
cy = [y rhlelmith) O Doy,
(i-1)...(1)(-1)...(3i-N)
para formulas fechadas, e:

o= o eyt (W) g
(-1). . (1) (-1). .. (i-N)

para formulas abertas.

Mostra-se que os “niimeros de Cotes" sdo iguais para pon

tos simétricos, em relacao ao centro do intervaloe de integracao.

Pode~
se, entio, escrever que:

cl-]-K = CN"K . K=0’ e gN/Z
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No caso de N ser impar, a variagao de K vai até (N-1)/2.
Esta relacao e de grande utilidade, pois reduz a metade o niumero  de
coeficientes C;» que necessitam ser calculados para uma particular for
ma de integracdo.

Em particular, se f(x) & constante dentro do intervalo
{a,b}, o erro de integragao e nulo, nao importando o numero de pontos
(N>2) empregados na formula de interpolagao. Resulta dai que a soma dos
numeros C; e igual ao comprimento b-a do intervalo de integracao.

As Tabelas XVII.1 e XVII.2 mostram os valores dos coefi
cientes Ci para formulas abertas e fechadas, respectivamente, sendo
N<5.

TABELA XVII.]

FORMULAS ABERTAS

N C1 : Cz Cg CQ C5

2 h/2 h/2

3 2h/3 -h/3 2h/3

4 11h/24 h/24 h/24 1Th/24

5 11h/20 -14h/20 | 26h/20 | -14h/201 11h/20
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TABELA XVII.2

FORMULAS FECHADAS

N Cy C, Cs Cy, Cs

2 h/2 h/2

3 h/6 4h/6 | h/6

4 h/8 3h/8 | 3h/8 h/8

5 7h/50 | 32h/90 [12h/90 | 32h/90 | 7h/90

Na Tabela XVII.2 podem-se identificar facilmente,

N=2, os coeficientes da regra do trapezio e, para N=3, os coeficientes
da regra de Simpson.

0 termo corretivo para as formulas fechadas de Newton - CO
tes assume a forma:

N+ N
- [ #N) (e .ﬂ (y-i) dy
1 i=l

| 2
N.

Para calcular o valor do termo corretivo, considere-se a
fungao auxiliar:

Y
ay ¥) = g 2 e

Primeiramente, considera-se o caso em que N & Tmpar. Nes
tas condigoes qN(I) = qy(N}y = 0, pois a fungao ay(y) 8 simetrica em
relacao ao ponto médio, para o qual i vale (N+1)2.
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A integragao por partes transforma a expressdao para o ter
mo corretivo em:

E=-

N+T (N (N)
| o) 4y

. ] qN(y)

Para aplicar o teorema do valor médio a esta integral,
deve-se provar que qN(y) nao muda de sinal no intervalo (1,N). Como
gy} & simétrica, basta apenas mostrar que nio ha mudanca de simal no
intervalo (1,(N+1)/2). Isto sera feito mostrando-se que para os pontos
extremos, dados por qy(i), a relacgao au{i+1)/qy(1) e sempre positiva.

Desenvolvendo-se qN(i+1), obtem-se:

i+l N
(1) =y« [ B ) gy

i 7
e a relagao torna-se:
i+ N (5-3)
. y-3j) dy
qy(i+1) J T I
N =14+ T Ul =1+
qN(") J" ﬁ (y-3) dy qN(")

§=2,...,(N-1)72

Assim, qy(i+1)/gy(1) sera positiva, desde que a relacao das  integrais
do segundo membro tenha valor absoluto menor do que 1. Isto ocorre sem
pre e pode ser mostrado por indugao finita.

Primeiramente, & necessario determinar a relagao  entre
I.;1 e I;. Usando-se a transformagao de variavel y=z+1, pode-se escre
ver:
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(z-j) dz = (2-3) dz

i+1 N-1 i+l 2 N
e [ _r_
i j=0 5 z-(N) J=1

Como a produtdoriamantémo mesmo sinal no intervalo (i,i+1),pode-se apli
car o teorema do valor meédio, obtendo-se:

I b I I
. . — . = 0al:y
i+l £.-(N) i i

i< £y < i+1
Para o intervalo (1,(N+1}/2), o valor de a; e limitado por:

(N+1)/2 q
(N+1)/2-N

0 processo de indugao finita @ agora imediato.Supondo-se
que:

segue-se que:

< 1

<

I Lin l

| u.iI
ay(i+)

%3
qN(i)q-Ii 2

Para completar a indugao finita, basta considerar a primeira relagao,
que vale:

1 I
Iqﬂtz) M

Para aplicar o teorema do valor médio na expressao do ter
mo corretivo, torna-se necessario primeiramente recordar o capitulo
anterior (Segao 16.2), em que:

<1

o
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I T () RPN S (2 ) R

N dy (N+1):

Aplicando-se o teorema do valor medio, resulta:

) hN+2 N

= f("”)
E n q d
(N+1)! {(n) J.I N(.V) Y

Finalmente, integrando-se por partes a expressao para o
termo corretivo, quando N & impar, ela se torna:

N+2
__h (N+1) N
E=-1 ___ f

(N+1}! (n) J1 Y

(y-i) dy

h3=2
-

i

Pode-se notar pela expressdo do termo corretivo que poli
nomios até grau N sao integrados de maneira exata, quando N & impar. Is
to constitui um "bonus" em relagdo a formula interpoladora usada.

Considere-se agora o caso de N par. Para utilizar o resul
tado ja obtido para N impar, emprega-se a relacao entre a diferenca re
lativa e derivada da funcdo, apresentada na Secao 15.2, que &: '

f(N)(E) = N'f [xl,...,xN,Xj

A expressdo do termo corretivo € entao reescrita como:

N
£E= IT f[],...,N,y: -i:] (y-i) d.y

Decompondo-se a integral em duas, uma para o intervale (1,N-1) e outra
para o intervalo (N-1,N), obtém-se:
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N-1 .
E, = L FL10eealay] '¥1 (y-i) dy
1=
N .
£, = JN Fl1seessNy ] T (y-i) dy
M-1 i=1

Desenvolve-se a primeira dessas expressoes, utilizando-se
a relacao da Segao 14.4:

(y-N) F0, 0Ny ] =f[ 1, 0=,y ] - f[1,...,N7]

Entao, a expressao para E; torna-se:

N-1
El =J] .f[]gooa.aN-]!yj .Tr] (y-..i) d‘y,
1=

pois a outra parcela se anula porque envolve a integral de qN_](y), num
intervalo que contém um niimero impar de pontos.

Pelo resultado anterior, para um numero Tmpar de pontos,
E1 pode ser reescrita como:

N N-1

h - )

£y = - fMge)) L y 'f'v] (y-1) dy
N. i=]

Na expressdo de E,, a aplicacao do teorema do valor medio
e imediata, pois os zeros da produtdria estio todos fora de um interva
1o de integragao, assim:

N N
s 2t M) [T 8 ) gy
N: N1 =3

Para adicionar as duas expressoes, deve-se notar que © in
tegrando na expressao de E, & negativo para todo o intervalo de integra
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gdo. Por outro lado, como qy_;(y) mantém o sinal na integragao de E,, e
o integrando no intervalo [[1,27] & positivo, segue-se que Ey e E; tém
o mesmo sinal, podendo ser adicionadas numa iinica expressao:

N N-T g N-1
- M) (g U y M -1 dy-j ¥ o0 d{[
N 1 i=1 N i=1

Note-se que nao se observa, no caso de N par, o mesmo
“bonus" do caso de N impar.

Para o caso de formulas abertas, obter-se-a resultado se
melhante para o termo corretivo.

Em virtude de erros de arredondamento introduzidos pelo
computador, as formulas de Newton-Cotes so apresentam vdntagens prati
cas para Ng5. Isto ocorre principalmente porque, no processo de integra
¢30, a importancia individualizada cai com o aumento do nimero de pon
tos. Como o erro de arredondamento aumenta com o niumero de pontos, a per
da do valor individual contribui mais para o aumento do erro do que para

a convergencia do valor da integral.

17.3 - METODOS BASEADOS NO POLINOMIO INTERPOLADOR DE HERMITE

Chamando~se de H(x) o polinomio interpolador de Hermite,
a fungdo f(x) pode ser substituida por H(x)} + E(x}, onde E(x) & o termo
corretivo. A integral de f(x) torna-se:

b b b
l f(x) dx = i H(x) dx + i E{x) dx

A integral de H{x) fornece a aproximagao desejada, e a in
tegral de E{x), a estimativa do erro,
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17.3.1 - INTEGRACAO DO POLINOMIO DE HERMITE

Considera-se, aqui, apenas o caso em que f(x) e f'(x) sao
conhecidas para ¢ conjunto de pontos {xi}. 0 polinomio interpolador de
Hermite torna-se:

N
£
H(x) =1 wgp (x) Fxq) + h14(x) £'(x;),
i=1
e o termo corretivo E{x) vale:

(2N)
E(x) - L.J.Q. ¥ (x-x_i)z
(2N)! i=1
A expressao do valor aproximado da integral se simplifica
bastante, quando:

b
[t 00 ax=0, o1,
d

Neste caso, a aproximacao para o valor da integral torna-
se:

b N b N
I H(x) dx==_z f(xi) I Vo3 (x) dx = } a; f(xi)
a i=] a i=]

E importante notar que, com este procedimento, ¢ emprego
de N pontos permite integrar, exatamente, os polinomios ate ograu 2N-1.
Lembrando-se que o método de Newton-Cotes permite, com N pontos, a inte
gragdo exata de polinomios até o grau N, no caso de N impar, vé-se que
o procedimento em questao apresenta maiores vantagens.

As formulas de integragdo que, com N pontos, permitem in
tegrar exatamente polinomios até o grau 2N-1, sao chamadas genericamen
te formulas de integracac de Gauss.
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Examinar-se-a agora a condigao em que:

b
Iwn- (x) dx=0, 1i=1,...,N.
a

Essa condigao @ dada pelo seguinte teorema:
Teorema: A condigac necessaria e suficiente para que:

b
fum(x) dx=0, i=1,....N.
a

€ que a fungao:
= N s
7 (x} = i3y (x xi)
seja ortogonal a todos os polinomios de grau N-1.

Prova: £ simples mostrar que a fungao v, (X} pode ser colocada na
~forma:

i (X) = —edy ¥5(x)s
1

onde as wi(x) sao as funcoes auxiliares da interpolacao de Lagrange.

Para que a integral de v;i(x) se anule, serd necessario
que:

T X,

1 P .
J n(x) wi(x) dx = 0, i=l,... 0.
! a

Como as funcoes wi(x) sdao polinomios de grau N-1, que de
pendem da distrituigao dos X; dentro do intervalo {a,b}, a fim de que
a integral se anule para qualquer wi(x), 2 necessario e suficiente que
ela seja zero para todos polinomios de grau N-1.
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Recordando-se o que foi exposto no Capitulo III, um polind
mio de grau K pode ser interpretado como o vetor soma de vetores ele
mentares U a; xJ X, 3j=0,...,Ke 1% versor da direcao. Assim, PK(x) pode

J
ser escrito como:

K .
UP(x)Xx=7 Ua, xIX
K =0 J

Da mesma forma, a funcao n(x) & interpretada como o vetor
U %(x} X, e a condigdo acima se escreve como:

<Un({x) X, U Py-g (%) x>=0,

Sendo o produto escalar zero, esses vetores s3ao chamados
ortogonais. Em particular, Ur(x) X deve ser ortogonal a todos os veto
res elementares que compoem U PN_](x) X, 0 que completa a prova.

Mostrou-se no decorrer desta segdo, que a condigao  sufi
ciente para uma formula de N pontos integrar exatamente os polinomios
até o grau 2N-1 & ortogonalidade entre n{x) e qualquer polinomio de grau
N-1.

Verifica-se, tambem, que esta condic3ao € necessaria. Para
isto, basta tomar um polinomio de grau 2N-1 e coloca-lo na forma espe
cial:

PZN_](X) = m{x) PN-](X)

Como, por hipotese,

b
I P1i(x) dx=0
a

para essa particular forma do polinomio, segue-se que:

b b N
I f{x) dx = J w(x) Py_y(x) dx = a; f(x;) = 0,
a a i=]
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pois os X; sac as raizes do polinomio w(x). Isto mostra a necessidade de
w(x) ser ortogonal a PN_‘(x).

17.3.2 - GENERALIZACAO DA INTEGRACAO

0 que foi exposto para a integral de f(x) aplica-se tam
bem para o caso em que f(x) & separada como o produto de duas funcoes:

f(x) = w(x) g (x)

A funcdo w(x) 20 chama-se fungao peso. Este procedimento
tem a vantagem de permitir o uso de resultados conhecidos para determi
nagao das abcissas X;3 no entanto, em contrapartida, ele e mais comple
x0, se 0s resultados conhecidos nao puderem ser utilizados.

Da mesma forma que anteriormente, o ponto de partida e a
fungao interpoladora de Hermite, obtendo-se, assim:

b N
I w(x) g{x) dx = § a; g(xi) + E, w(x) = O,
3 i=1

onde E & o termo corretivo e a funcdo w(x), construida com as abcissas
X35 satisfaz- agora a condicao de ortogonalidade expressa por:

<Yn(x) X, § a(x) Qpy (x) %=0,
onde QN_](x) e um polinomio de grau N-1, pertencente a um conjunto de po

linomios ortogonais entre si, {Qu(x)}, em relacao a fungao peso w(x).

Pela propria forma como foi construida a fungao n(x), se
gue-se que:

1
TI(X) = — QN (X),
by
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onde bN & o coeficiente do termo em X' de QN(x). Esta relagao permite
identificar o valor dos x; que serdo as raizes do polinomio Qu(x)}, valo
res estes em geral tabelados. Mesmo nao sendo tabeladas, as raizes de
QN(x) podem, em geral, ser facilmente encontradas.

A determinagao dos valores a; baseia-sena importante iden
tificacao de Christoffel-Darboux (Ver Apéndice B):

g QK(X) QK(.Y) QNH (x) QN(}') —Q_N(X) QN+] (y)

K=0 Tk ay Yy (x-y)
onde bK & o coeficiente de xX em Qu(x) e:
e Dk
K™ b

K

b
Yy = J w(x) Q(x) dx.
a

Como a formula de integracdo & exata para polinomios ate
0 grau 2N-1, a fungao v;(x)}, em particular, € exatamente integravel, ob
tendo-se:

b
Jw(x) r,b.i(x) dx = a,

a
Mas . (x) = n(x)
(x=x;) #'(x;)
assim,
b
a, ! w(x) QN(X) dx

1 Q (x50 3 XX3
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Para calcular essa integral, faz-se y=x; na formula de
Christoffer-Darboux, obtendo-se:

. QN.H(X-') QN(X) =N§| QK(X) QK(X'I)
AN TN X-X. K=0 Yk

?

i

pois QN(xi)==0‘ Multiplicando-se ambos oS lados por w{x) Qo(x) e inte
grando-se em [“a,b’], resulta:

Q .} (b X X
- _ﬂilgill [ w(x) EQE_I_EEE_l dx = Qp(x;),
GN YN a X-Xi

pois os polinomios QK(x) sao ortogonais. Levando-se em conta que Qo(x)é
uma constante, obtem-se finalmente:

.
J w(x) QN(X) dx = _M .
a X=X Qe (%5)

de onde 05 valores desejados dos coeficientes 3, $ao:

*N N
a, = - .
! QN'I'] (Xi) Q,:](x-l)

i=1,...,N

Aplicando-se o teorema do valor meédio, o termo corretivo
E, obtido pela integragdo do termo corretivo da formula de Hermite, va
le:

0 desenvolvimento acima mostra a simplificagao que se ob
tém no calculo dos valores dos X; e ag, quando os polinomios ortogonais
sao usados. Ver-se-a, a seguir, o método geral aplicavel a todos os ca
50S.
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17.3.3 - DETERMINACAO DOS COEFICIENTES E ABCISSAS

A expressdao para integracao pelo método de Gauss € escri
ta como:

b N
f w(x) g{x) dx=} a, g(x;) +E
A K=1

Esta expressao possui E=0 se g(x) & um polinomio de grau
menor ou igual a 2N-1. Assim, integrando-se os polinomios 1,Xx,x2, ...,
x2N-1 pesylta um sistema de 2N equagoes, que permite encontrar ¢ valor
das abcissas X; e dos coeficientes a5y i=1,...N.

Usando-se a notacao

b .
Mi = I w(x) x'dx,
a

0 sistema de equagoes nao-lineares sera:

Mg = a1+az + ... + 3y

il

+ + L N +
Ml ar xp doXa aN XN

’ 2N-1 2N-1 2N-=1
M2N—l = a1X + @sXp + ... BN XN

Obtém-se a solugdo desse sistema, construindo-se o polino
mio n(x), dade por:

N
(%) =1EI (x-x{) =kzo ¢, X,
i=1,...,N.

que se anula para X=Xi,



- 286 -

No sistema acima multiplicando-se, a primeira equagao por

CG’ a segunda por C,, a terceira por C, e assim sucessivamente e, emse

guida, adicionando-se as equagoes multiplicadas por esses coeficientes,
tem-se:

N

N
C, M, = a, #(x;) =0

Procedendo-se da mesma forma, mas comecando-se amuitipli
car por C0 a segunda equacdo, por C, a terceira equacac e assim suces
sivamente, obtém-se por adicdo das equagoes multiplicadas por esses coe
ficientes:

N

N
kZO Ck Mg = 1.21 a; X3 m(x3) =0

Repetindo-se o processo, mas comegando-se na  terceira,
equacdo, quarta, etc., de um modo geral, resulta:

N

0 j=0,....N,

que & um sistema linear homogeneo de N+1 equacdes, com incognitas.
Cys K=0,...,N. Este sistema possui solucdo fazendo-se Cy=1e encon
trando-se os outros valores Ci’ i=0,...,N-1, dependentes de CN’ Para
que isto seja possivel, o determinante dos M, . j=0,...,N; K=0,...,N

_ K+J
nao pode ser nuio.

Uma vez determinados os coeficientes CK’ encontram-se 0s
valores das raizes xi,i=1,...,N do polinomio n{x}. Determinados os va
lores de x., tomam-se N equagOes do sistema inicial,constituindo-se as
sim um sistema de N equacdes lineares com incognitas a;. A solucao des
te sistema completa o calculo.

Para completar o método geral, resta determinar o termo
corretivo. Isto & simples, pois neste caso o teorema do valor médic po
de ser aplicado, obtendo-se:
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b ZN b
E= 4 J w(x) w2(x) g(ZN) () dx = QE—-liﬂl J w(x) w2(x) dx
(2N): () 2

Este método geral & usado principalmente para w(x)=1. Ou
tros valores de w(x) so s3o comumente usados em conjungao com  poling
mios ortogonais, quando entao se aplica o meétodo anterior.

17.3.4 - CASQOS PARTICULARES DA INTEGRACEO DE GAUSS

De acordo com a funcdo peso e o intervalo de integragao,a
integral de Gauss recebe denominagoes especiais. ATabela XVII.3 mos
tra os casos mais utilizados.

TABELA XVIT.3

-DENOMINACAC DA INTEGRAL DE GAUSS

FUNGRO E PESO | [NTHEERBG | NOWE DO METODO
1 (-1,1) Gauss-Legendre
e X (0,=) Gauss-Laguerre
S (~eoy4e0) Gauss-Hermite
17 /1-x2 (-1,1) Gauss-Tchebyschev
(1-x)* (1+x)B (-1,1) Gauss-Jacobi

0 segundo nome do método corresponde ao polinomio ortogo
nal. Apresentar-se-do, a sequir, algumas relagoes que envolvemesses po
linomios, as quais sdo de interesse para integracao de Gauss:
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a) polinomio de Legendre P_(x)
- forma explicita:

(n/2)
m=0

(_1)m (;) (Zn;Zm) xn-2m

N1

1
Palx) = o
- fator de normalizagao:

Y, = 2
N 2n4]

- coeficiente de x":

2n)!
b =
" 2M(ni)2

b) polinomios de Laguerre L _(x)

- forma explicita:

n .
L) = L (D" () ;‘- X"

»

- fator de normalizagdo:

Yo = 1

- coeficiente de x™:

n
p =41}

n n!

c) polinomios de Hermite Hp (%)

- forma explicita:

/2
H(x)=nt 5 ()P —1 (g2
m=0 m:{n-m).
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fator de normalizagao:

Yn=2n>‘1r n.
- coeficiente de x":
_ AN

bn =2

d) polinomios de Tchebyschev T, (x)

- forma explicita:

Tn(x)=-:— )j (1“L——L‘“" (2x)"2m

m. (n-2m

- fator de normalizacao:

™
Y=——_
2
- coeficiente de xM:
_ o=l
bn = 2

e) polinomios de Jacobi I3, (%)

- forma explicita:

n
Jn(x) - E%' Z (n+u) (n+6)

(x-1)*™ (x+1)"
- fator de normalizagao:

guthtl r(n+a+!) T(a+p+l)

2n+o+B+1 n. T{nta+B+l)

Ty ©
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- coeficiente de Xp

1 2n+atp
bn Eﬁ_ ( n )

Nos casos mais comuns, o método de Gauss-Tchelyschev apre
senta um particular interesse, pois, como pode ser facilmente verifica
do, nesse metodo, todos os a, sdo iguais. Esta propriedade € altamente
conveniente, pois minimiza o erro de arredondamento, uma vez que todos
os pontos participam igualmente para melhoria da aproximacao; desta for
ma evitando o uso de pontos pouco importantes,os quais contribuem mais
para o aumento do erro de arredondamento do que para a melhoria da apro

ximacao.

17.3.5 - APLICACAQ DO METODO DE GAUSS

Com o intuito de reduzir os erros de arredondamento, a
primeira ideia que ocorre € a do uso de um menor nimero de pontos para
obtencao da mesma precisao. Neste particular, as formulas de Gauss pare
cem, a primeira vista, constituir a solucao ideal. Na pratica, entretan
to, isto ndo e necessariamente verdade, pois sendo as abcissas nimeros
irracionais, quando f(x) e dada por valores tabelados, essa vantagem @
perdida.

As formulas de Gauss apresentammaior vantagem, quando a
expressao analitica de f{x) € conhecida.

A formula de Gauss-Tchebyschev apresenta, adicionalmente,
a vantagem de minimizar o erro, por atribuir igual importancia a todos
0s pontos.

Devido 3 quantidade de operagbes necessarias, o método ge
ral para determinagcao das abcissas e coeficientes perde um pouco de sua
importancia. A aplicagdo do metodo de Gauss adguire, entdo, maior impor
tancia nos casos em que polinomios ortogonais podem ser usados.
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A integragao pelo método de Gauss pode ser estendida pa
ra o caso de integrais improprias, onde se isola a singularidade numdos
extremos de integragdo. Como os pontos extremos nao sdo abcissas de in
tegragao, a obtengao de um resultado & garantida nesses casos.

17.4 - FORMULAS COMPOSTAS PARA INTEGRACAO

As formulas de integragao ja apresentadas possuem algumas
caracteristicas comuns:

. 0 erro @ proporcional a alguma potencia da amplitude, b-a, do in
tervalo de integracao.

. 0 erro depende de derivadas de ordem superior, que nem sempre de
crescem em amplitude com o aumento da ordem.

. 0 aumento do numero de pontos, via de regra, contribui mais para
0 aumento de erro de arredondamento do que para melhoria da apro
ximagao.

Como consequencia, nos metodos ja apresentados, o aumento
de numeros de pontos nhao € aconselhavel para Nz5. A alternativa para
grandes intervalos de integracao € a divisao em intervalos menores e a
integracao por trechos da funcdo. As formulas resultantes sao denomina
das compostas.

Apresentar-se-3o, a seguir, os elementos para a composicao
de formulas e de seu respectivo erro.

A forma mais elementar de composicao consiste em dividir
o intervalo {a,b) em M intervalos disjuntos [:zi,zi+]:],i=1,...,N. Para
cada intervalo Ezi’zi-ﬂ'] aplica-se uma formula de integragao comn pon
tos. A integral I no intervalo [ a,b”] sera dada pela soma das integrais
I; nos intervalos [ z,,z; 7]. Para o calculo do nimero N de abcissas,
necessarias em [a,b”], devem-se distinguir dois casos:
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a) Formulas abertas - neste caso ndo existem abcissas comuns adois
intervalos de integragdc consecutivos; nestas condigoes N=n M.

b) Formulas fechadas - neste caso existirdo M-1 pontos comuns,pois
o limite superior de integragao de cada intervalo coincide com
o limite inferior de integracao do intervalo subsequente; nes
tas condigaes{N=nM-M+l.

0 erro E da formula de integracao composta sera dado pela
soma dos erros Ei de cada intervalo.

17.4.1 - REGRA DO TRAPEZIO

A forma mais simples de composicao emprega n=2 e 0 meto
do de Newton-Cotes em cada subintervalo. Usando-se a formula fechada pa
ra pontos igualmente espacados, obtém-se:

z, =X,
M= N-1
N-1
b-a {
I =— {1/2 fx)+fx]+ f(x.)}
N-1 [ ta Owd |+ L, F
3.3 N-1
e=-3° L 5 s
N-1 12§91

A regra do trapézio, pela sua simplicidade, & largamente
utilizada nos casos mais triviais,

17.4.2 - REGRA PARABOLICA

Esta regra utiliza n=3 e o método de Newton-Cotes em cada
subintervalo.
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Usando-se a formula fechada para pontos igualmente espaga
dos, resulta:

Zi = Xzi-l F] i=]gooo,M+]

M=N1
1 =02 { 1/3 I:f(xl) + f(x )] + 4/3 !f f(x29) + 2/3 }ff(Z-)}
N-1 " i=1 =2

M
E = -09'3)5 1 .z f(”) (“i)
N-1 90 =]

Pode-se .notar que a regra parabdlica ja apresenta flutua
coes nos coeficientes dos valores da fungdo. Por essa raziao, 0s  erros
computacionais serdao maiores do que os introduzidos pela regra do tra
pezio.

Valores maiores do que n=3 sao pouco usados nas regras de
composigao.

17.4.3 - INTEGRAGAO DAS "SPLINES"

Considerar-se-a, aqui, apenas o caso da "spline” cibica,
apresentada no Capitulo XV. Esta "spline" & integravel exatamente, emca
da subintervalo, pela regra de Simpson, que usa n=3. Para isso, & neces
sario dispor-se do valor do ponto medio, E}, para cada subintervalo.
Usando-se a formula desenvolvida no Capitulo XV, obtém-se:

s('fi) =1/2 [:s(xi) +S (x1.+1):[ - % (x1.+1—x1.)2 [s-.(xi) +

+ 8" (%5,,)]
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Aplicando~se a regra de Simpson para cada subintervalo

[xi 'xi+1] resulta:

N |-

b N-1
Ia s() dx =2 b (yyy - %) [S(Xi) + 5("1+1)] -
;N

S L O TP [805) 57 () ]

0 erro pode ser estimado pela integral do limite do erro
da fungao "spline”, em cada subintervalo.

Usando-se a mesma notagao da Secao 15.11.3, item 2, resul
ta:

onde:

M = Max lffiz_iﬁll .
[a,b7] 2

Este meétodo sO apresenta vantagens praticas quando ja se
dispoe dos valores de s"(x;5), i=1,...,N.

17.4,4 - METODO DE ROMBERG

Este metodo aumenta a precisao do calculo da integral, pe
lo processo de reducao gradativa do erro. A redugao gradativa do erro €
conseguida, combinando-se valores aproximados da integral, obtidos pelo
metodo trapezoidal, e usando-se varias amplitudes parao espagamento en
tre os pontos.
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Como passo inicial, deduzir-se-a a formula de Euler-
MacLaurin para a somatoria. Esta formula mostra que o erro da integragao
trapezoidal depende das poténcias pares da amplitude, Ax, do espagamen
to entre pontos.

1) Formula de Euler-MaclLaurin para a somatoria

N
Esta formula relaciona ) f{t+jh) com o valor da integral
j=0

JE" F(tey) dy.

Primeiramente, definir-se-3o os polinomios e os nimeros de
Bernoulli.

Definicao: Os polinomios de Bernoulli, de ordem K, BK(t), sao defi
"nidos pela identidade: '

g 2 o ]
=0

0 calculo desses polinomios € simples, basta multiplicar
ambos os lados desta expressdaoc por e*-1, em seguida desenvolver exeetx
da equagdo acima, em série de Taylor e igualar os coeficientes de potég
cia idénticas de x.

Definicao: 0s numeros de Bernouili, de ordem K, By sao definidos
pela identidade:

E 8 < ; X
k=0 K k! & -3

0s numeros de Bernoulli saoc calculados do mesmo modo que
os polinomios de Bernoulli.
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Usando-se essas definigoes, mostra-se que:

B, (0) = 0 k30
B (1) = 0 K> 1

Bik(t) = 2k B, _ () k> 1

Boxs1{t) = (2k+1) [sz(t) + sz] k:0
Serd agora introduzida a integral Sy» definida por:

h
5, = —— J By [%] £(2%) (tayy dy

Para k>1, integrando por partes, tem-se:

h
Sg=-—— | B, [l] £2K1) vy dy
(1) h h

pois, como Byk(0) = Boi(1) = 0, para k>1, o primeiro termo da integracio
por partes se anula.

Integrando-se novamente por partes, resulta:

h
= 1 1 1 Y (2k-2) ;
S, =——0—o L | B Y1 ¢ t+y) d

K (k1) w Jo 2 [h] (o) &y

como:

Blyo [%] = (2k-1) [sz_z [%] " sz_z:l :
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tem-se:

h

N 1 J [y] (2k-2)

S, = —_ B =t f t+v) dy +
k (2k-2): h2 Lo 2k-2 (t4) dy

h
+ Bypas JO f(Zk-z)(t+y) df} ,
de onde:

_1 1 Pk [ o(2ke3) _ £(2k=3)
S Sy_ +hz 2k-2)? ’:f (t+h) - f (t):[

finalmente;

B
- h2 _2k-2 (2k-3} {2k-3)
S = 1Sy - 2L [f (tsh) - £ (t)]

Analogamente, usar-se-a a integragao por partes, para re
solver o caso k=1, assim:

51 = Io [i-] " (t+y) dy

Substituindo-se B, [XJ por seu valor, obtem-se:
h

h 2
5, =1 f [Y_ - l] £ (tay) dy
2 /0 h2 h
Integrando-se por partes:
h .
51=“J L—-‘L—-]—:l f'(t+y) dy
hz h

0
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Integrando-se novamente por partes:

_. 1 TLaM
S = o1 [f(t+h) + f(t)_l + 2 J f(t+y) dy,

0

de onde:

h
I f(t+y) dy = —-2— |:f(t+h) + f(t)] + h2s;

Usando-se a relagao de recorréncia entre Sg.1 © Syssegue-

se que
S, = h2s, - B2 [ £ (teh) - f'(t)]
2! L
S, = h2s, - Bu f"(t+h) - (t)] :
4!

e assim por diante. Desse modo, a integral acima pode ser escrita da se
guinte maneira:

J;f(tw) dy=2 [ e(eam) + 1(1) | -

- krf] -————Bi'z‘:jk [f(Zk']) (t+h) - £(26T) (t)] +h2(ml) s

Fazendo-se, agora, t valer sucessivamente x,x+h,x+2h,...,
x+ (N-1) h e adicionando-se as integrais elementares, obtem-se o valor
de I, dado pela formula de Euler-MacLaurin.

N
- j fly) dy=T(h) - § Bakh? [f (k=) siny - £(2K-1) (x)1+E
0 k1 (20):
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onde;

T(hy = |:f(x) + 26(x+h) + 2F(x+2h) +...+ f(x-i-Nh)]
2

€ a aproximacao trapezoidal com espacamento h, e:

N-1 1 h
A L R

M j=0  (2m+2)! 0 m
€ o erro da formula.
Supondo-se f(2m+2) (x+jh+y} continua, pode-se usar o teo

rema do valor médio para calcular as N integrais do erro E,- Tem-se, en
tao, pelo teorema do valor medio, que:

h h
[J) B, [-L] FP™M2) (agheyy dy = £2M2) (¢ Jf By (-3’_] dy

h 0 h
como:
B Y
B [L]:—B + 2
2m+2 h 2m+2 (2m+3)
Integrando-se esta expressio, tem-se:
h h (h B! Y
B [-‘Y—]dy=-J B dy + amts (B dy
j am+2 |y g 2mk2 JO (2me3)
0
A segunda integral € nula, pois Bnesll) = B,n43(0) = 0.
logo:

h

Y) gy = -
j Bmt2 ['E‘J dy =-h Boms2
0
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Desse modo, obtém-se:

N-1 20+3
£ = - h B f(2m+2) (£5) =
p2Mm+3 N-1

oy B jzo g(2me2) (g5)

Como f(2Mm2) (x) & continua em [a,b ], existe um valor
£ e |a,b], tal que:

N-1

-Zo f(2m+2) (Ej) - N f(2m+2) £(z)
J:

Entao:
P oo MM fl2m2) (o)
M (omiz)r 22 ¢

0 produto Nh B, £{2™2) () 135 se altera, se Nh @
constante, pois:

h

N-1

Nh Boper £M2) () - p) [ Bome2 ['!L] £2™2) (xeihey) dy =
3=0 Lo h

Nh
Nh
= B [—_I fxty) dy
[0 ame2 | L |

Assim, o valor ¢ depende apenas do produto Nh, e nao do
valor particular de h. Utilizar-se-3 este resultado na demonstragao do
metodo de Romberg para integragao.
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2) Calculo aproximado da integral

Tomar-se-a como ponto de partida a formula de Euler-
MacLaurin:

L=Thy+ 3 ¢ h¥ +E ()
IR = m
onde os coeficientes Ci dependem apenas do valor de i e do valor da fun

gao e suas derivadas, nos pontos a e b extremos do intervalo de integra
¢io. Fazendo-se h=2" ax, tem-se:

m . .
I=T(Max)+ § € 2™ (ax)*'+ E

§=0 m,m
onde E. = E_ {2"ax).
m,m m
Chamando-se de D1 m = I1-T (Zm Ax), tem-se:
0 omi 21
D] " = 1§] C,i 2 (Ax) + Em’m
m . .
_ 2(m-1)i 21
Dy -1 izl C; 2 ()"0 + By
Constroi-se, entao, Dz,m-l como:
= Y
DZ 3fM=1 Dl oM 2 Dl SJM=1
Logo:
m 2i 2 2(m-1)i 23 >
= - m- -
Dz,m-1 iZZ [:2 2 :] 2 1C, (8x)°" + Em,m 2 Em’m_1
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Chamando-se: Bj,) = [:221 - 2%] s tem-se:

- 22

m +
= . 2(m-1)1i 21
D DBy, € 22(m ) ax)® 4 1)

( %]

Por outro lado:

£ _ (2 Myx) 22 [: N(2"ax) B, . (2me2) (E):] ,

mm " (2m+2) !

sendo a expressao dentro dos colchetes invariante.

Fazendo-se N=1, com h=2"ax = b-a, segue-se que, para
h=2""1ax= (b-3a)/2, tem-se N=2, entdo:

: 1_2._)% [ 8, #2™2) ()]
m+2}.

| (zm-lﬂx)2m+2

Bt = ) l:z(gm-lﬁx) B, £(2m+2) (s)]
De onde:

Em,m - 22m+2.Em,m-—1
Logo:

m

Dz,m-l ) 122 Bia C 22(m-1)7 (ax)"'4 Ym,1 Fmomer
onde:

y (22™M2 _ 92y
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A expressao para D tem a mesma forma que a expressao

2, ,m~1
para D1 m-1 * apenas com duas constantes multiplicativas adicionais. Po
R o4
de-se, entao, construir D =D - 24 . Logo:
: ’ UIr Ys m-2 = Y2,m D, m-p- L090

m . .
= 21 _o4f g 2(m~2)1 24
D3,!TI"2r 123 [2 2_ 6]’1 C_! 2 (ﬁX) 1 '|"Ym’2 EITI,ITI""2

onde:
+2
= 22“1 _ o4
Y2 = ( 2*) Yo
Pode-se reescrever essa expressao como:
T 2{m-2}1 24
= . ., 2=\0" +
D3, m-2 123 Bi,2 O (8x) m,2 Emem-2
com:

= 27 Ol
Bi,z rz -2 :] Bi,l

L
0 processo pode ser repetido ate a completa eliminagao da
somatoria, ou seja, até D E e calcula

M m+1,0 - Ym,m
do pela formula de recorrencia:

0 valor de o

I'ﬂso. sM

2m+2 2k, - _
(2 - 2°7) Ym, k=1 k=1,2,...,m

ol
3
-
o
i}

Relacionando-se agora o valor de D_ ., o com o valor da in
tegral I, tem-se:

D, o= 1-T(2" ax) = oyI-F,
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onde a;=1¢e F, m - T(2m ax); logo:
L]

- - 922 - 29277 - - 92 _
D?.,m-l - Dl,m 2 Dl,m-l ! E] 22 1 l:F1,m 2 Fl,m-lj -

= > I - F2,|'Il"1

e assim, sucessivamente, resulta:

D. =q,,  I-F

J+l,m-3 J+l J+1,m-j AR

com as formulas de recorrencia:

03
54y = I:'!-Z J:[ oy

1l
—
-
.

,j oo’m

=F, . -223F
Fj+1,m-j Fa,m-(J~1) 2 FJ,m-J

oy =1, F, = T(2"ax), F o= (2" ax)

1, 1,m

Assim, para j=m, tem-se a relacao procurada:

D

mt1,0 = %me2r L F

m+1,0 = Ymm ©

m,0 °

e o valor da integral pode ser escrito como:

F Y
[ = _M+i,0 m,m E

+ m,0

a

m+1 a

m+1



- 305 -
Nesta formula, & possivel identificar o primeiro termo co
mo sendo o valor aproximado da integral, e o sequndo, como o erro da

aproximagao.

3) Precisao do metodo

Desenvolvendo-se o termo do erro e usando-se as formulas

de recorrencia para Yo.m e resulta:
“‘m,m : [22!TI+2_ 22]'!1] ]:22m+2 _ 22(['1"‘1)] ........ [:22II'I+2_ 22]
2 e
1 ]:1 - 22m:| [:1 -2 (m 1)] ........ M -22:[

Invertendo-se a ordem dos termos no numerador, tem-se:

Tom 2Rl 227. L [2*™+2 . 22(“1'1); 222 _ pomT

M1 [1-2"7 ..., [1-247 [1-227]

Colocando-~se em evidencia, no numerador, 22 para o primei
ro termo, 2% para o segundo, e assim por diante, segue-se que:

Y _ 22 C22"-17..L.L. 22(M=1) ouy 7 M [22-17]
%m+ [1-277 ... [1-2¢7 [1-227]

De onde obtem-se:

Y
Bl ()™ 22 x 2% x Ll x 22 = ()" gn(m1)

Olm+1

0 erro valera, entao:

E = (-1)0 om(m+1) Em,D
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Por outro lado:

2m+2
_ _ (ax) m (2m+2)
Em,O - (2m+2)! I:Z ax Bzm+2 £ (E)]

Como 2™ ax =b -a, Segue-se que:

2m+2
PR ) -2 By, ™) ()

m0 o 2m{mF) (on2):

e o erro valera:

_ m+1 (b-a)2m+3 (2m+2
E={-1) ) (on s 2): Bomez T ) (

£)

0 método de Romberg & de grande utilidade pratica, devido
a sua simplicidade de execucao e ao fato de o erro diminuir com o aumen
to da ordem 2m+2 da derivada da funcao. Para o caso m=0, o metodo re
duz-se a regra trapezoidal e para o casom=1, o método reduz a regrade Simpson.

17.5 - INTEGRAIS SINGULARES

Integrais singulares sao as que possuem descontinuidade no
integrando, ou que tem, pelo menos, um dos limites de integracao nao -
finito. Devem-se distinguir trés casos:

a) Integrando com descontinuidade finita e limites finitos de inte
gragao.

b) Integrando infinito em um ou mais pontos dentro dos limites fi
nitos de integracao.

¢) Integrando finito, mas limites infinitos de integragao.
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0 primeiro caso nao oferece major interesse, uma vez que
a singularidade pode ser isclada, dividindo-se o intervalo de integra
¢ao. Para cada subintervalo usa-se, entdo, qualquer dos metodos ja apre
sentados.

0 segundo caso & o de maior interesse pratico, por isto
sera visto com maiores detalhes.

0 terceiro caso pode ser reduzido ao segundo por uma con
veniente transformagdo de varidveis, ou calculado usando-se métodos co
mo o de Gauss~Laguerre ou de Gauss-Hermite.

Apresentar-se-ao, a seguir, os metodos para resolucao do
segundo caso.

17.5.1 - INTEGRACAO PELO METODO DE GAUSS

Considere-se o problema de integrar a funcao f(x) num in
tervalo [:a,b:], sabendo-se que, para um ponto C desse intervalo, o in
tegrando f(x) nao & finito.

Sem perda de generalidade, pode-se considerar apenas uma
vizinhanca de raio 6>0 do ponto C, uma vez que fora desse intervalo, os
metodos ja apresentados sdo aplicaveis.

0 intervalo ["C-6,C+67] & entdo dividido em dois subinter
valos, [:C-G,C) e (C,C+6:]. Para cada um desses subintervalos,aplica~-se
uma das formulas de integragdo de Gauss. Como essas formulas nao envol.
vem os valores dos pontos extremos, a obtencao de um resultado & sempre
garantida. Como nem sempre a <integral € convergente, reduzindo-se o va
lor de &, pode-se determinar a confiabilidade do resultado.

Se a integral converge, tem-se que, para & suficientemen
te pequeno, os valores de I, e 2, devem ser aproximadamente iguais,quan
do I, e I, sao dados, respectivamente, por:
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C
I =J f(x) dx
C-o

C
I, = J f(x) dx
C-a0/2

Resultado semelhante deve ser obtido para o outro intervalo de ‘integra
¢ao.

17.5.2 - DECOMPOSICAO DO INTEGRANDO COMO PRODUTQ DE FUNCOES

0 intervalo de integragao [“a,b”] & separado em duas par
tes [a,c) e (c,b7].

A funcao f(x) € decomposta como o produto de duas funcoes:

f(x) = g(x) w(x),

com as restrigoes:

w(x) >0 em [a,b] , e g(x)

uma funcao limitada com um numero suficiente de derivadas contjnuas. A
fungao w(x) & considerada como uma fungao peso para a integragao. A se
guir aplicam-se os métodos de Gauss aos dois intervalos de integragao.

Este tipo de decomposicao & mais usado quando, por uma con
veniente mudanca de variaveis, cada subintervalo € transformado no in
tervalo (-1,1) e a fungao peso pode ser colocada nas formas para inte
gragao de Gauss-Tchebyschev ou de .Gauss-Jacobi.

Outro tipo de decomposicao do integrando, como produto de
fungoes, exige a forma particular:

£(x) = (x-¢)% g(x) , w1,
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onde g{x) pode ser representada em [a,b’] por uma formula de Taylor
com potencias de (x-c).

A fungao f(x) pode, entao ser reescrita como:

flx) = (xc)® § Lx€) oK) g
=T

m K
+ (x-c)® [g(X) - kzoix'_c)_ gtk (C)]

K.

A primeira parcela da decomposigao acima & uma serie de
potencias integraveis, sem qualquer dificuldade. Na segunda parcela, a
expressdo entre colchetes anula-se para x=c e possui todas as derivadas
ate ordem m, identicamente nulas para este ponto. Consequentemente, seu
produto por (x-c)® nao apresentara singularidade no ponto x=c.

Assim, a primeira parte da decomposigao possui solucao
analitica, e a segunda pode ser integravel pelos metodos numericos ja
apresentados.

A transformacao do produto de fungoes em adigcao.-de duas
parcelas, uma integravel analiticamente e outra pelos métodos numericos
convencionais, sugere outra alternativa para a integracao de fungoes sin
gulares, que sera apresentada a seguir.

17.5.3 - DECOMPOSICEO INTEGRANDO COMO SOMA DE FUNCOES

Este metodo baseia-se na decomposigao da fungao f(x) em
soma de duas funcoes:

f(x} = g1 (x) + g2 (x}

onde g;{x) & integravel anatiticamente e g,(x) nao apresenta singulari
dade, sendo integravel pelos metodos numéricos apresentados anterior
mente.
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Em geral, aplica-se esta solugao, quando f(x) & de facil
decomposicao. 0 desenvolvimento por serie de Taylor, apresentado na Se
cao 17.5.2, mostra uma alternativa para o emprego deste metodo, nos ca
s0s menos triviais.,

17.6 - INTEGRAIS MOLTIPLAS

As varias solugoes alternativas para a integracdo de fun
¢ao de uma variavel deram ac leitor uma id@ia da complexidade do proble
ma. Para a integragao de fungbes de varias variaveis, esta complexida
de cresce exponencialmente com o numero de variaveis.

Na impossibilidade de uma abordagem satisfatdria sobre o
assunto, optou-se neste trabalho pela extensdo das formulas para a in
tegragao em uma dimensao. Esta aproximagao deve ser, portanto, encarada
apenas como uma possivel solugao para o problema.

Para que o leitor possa avaliar a dificuldade de obtencao
de uma solugao otimizada, basta lembrar que, no caso de uma variavel,
a escolha conveniente da distribuicao das abcissas melhora consideravql
mente a qualidade da aproxima¢ao. A escolha dos pontos convenientes pa
ra a integragdo, num espago n - dimensional, requer previamente a gene
ralizagao dos polinomios ortogonais para varias variaveis, no momento
inexistente.

17.6.1 - FORMA GERAL DAS FORMULAS UNIDIMENSIONAIS

As formulas mais usadas para calculara integral definida,
de uma fungao real de uma variavel, podem ser colocadas na forma:

[b (x) Fx) dx= § a, F(xo)
wi X X = a. X.
a g i=1 1 1
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0 intervalo de integra¢do [ a,b | pode ser finito ou infi
nito. A fungdo pesc w(x)z O para x ¢ [ a,b”] & escolhida deacordo com
a conveniencia. 0s coeficientes a; e as abcissas x, sao determinados de
tal forma que a integracdo seja exata para todos os polinomios de grau
3 m, onde m @ um inteiro previamente escolhido.

As formulas para dimensdes maiores serao generalizadas a
partir da forma padrao de formulas unidimensionais.

17.6.2 - INTEGRAIS MOLTIPLAS EM CUBOS N-DIMENSIONAIS

Sem perda de generalidade, os intervalos de  integragao,
para cada varidvel, serao considerados todos iquais a [ -1,+17]. Nessas
condicoes, a extensio da forma padrao da Segao 17.6.1 torna-se:

+1 +1
I ces [ W(XyooesZ) FXyoony2z) dx ... dz
-1 -1

N
Z] ;oo 3y Fxgee0052))

ir
ft 122

.i
com wi(Xsee-s2) = wi{x) ... wn(z).

E facil mostrar que polindmios até grau m sao integraveis
exatamente pela formula acima. De fato, considerando-se:

F(Xye0nr2) = %027,

segue-se que:

+] +1
J .o J w(X,...z) x*...2Y dx...dz
-1 -1

"
L |
(=1}

-,
s
|
r~—1
[+']
-~
']
-
]

+1 +1
= I : wi{x) x* dx ... j w, (2) 2Y dz
- -1
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Respeitada a restrigao: Osa,...,ysm, cada uma das  formu
las unidimensionais integra exatamente o seu polinomio correspondente de
grau m. Assim, a formula generalizada integra exatamente um polindmio
de grau ate m.

Pela sua forma, essa formula para integragdo n - dimensio
nal & chamada "formula de produto cartesianc".

Para utilizagao da formula aqui apresentada, & previamen
te necessario fazer a conversdo do problema para coordenadas cartesia
nas e as transformagoes de de variaveis, para reduzir cada um dos inter
valos de integracao em [ ~1,+1 7],

A formula de produto cartesiano & particularmente {til,
quando se substitui a fungao f(x,...,z) por um polindomio interpolador
n - dimensional.
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EXERCICIOS
1. Para o método de integragao de Newton-Cotes, mostre-que:

C1+K = CN-K s K=0,..., N/2 , no caso de N par e,

¢ = C

1+K Nk K=0,... (N-1)/2 no caso de N Fmpar

2. Mostre que, para o método de Newton-Cotes:
N

)

C. = b-a
j=1 ! ’

onde b-a € o comprimento do intervalo de integracdo.

3. Encontre os coeficientes C; listados nas Tabelas XVII.1 e XVII.2 pa
ra o método de integracao de Newton-Cotes.

4. Mostre que a fungao qN(y), definida na Segdo 17.2.1, & simétrica:

Sugestao: Use a tranformacao de variavel y=N-z,

5. Justifique por que qN(i), i=1,...,N sao pontos extremos da fungao
ay (¥}

6. Detalhe as consideragoes que permitem concluir a relagﬁo apresentada
na Secao 17.2.1: '

l Lin

—_— <.'|
qN(i+1)

7. Integrando por partes, mostre que:

N N " .
JI ay(y) dy = Jl y ;& (y-1) dy.
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8. Determine a relacdo entre f[ xj,...,x »x] e f1,....Ny ] ,resul
tante da transformagdo de variaveis usada na Secao 17.2.1.

9. Na Secdo 17.2.1, justifique por que o integrando de E, & negativo no
intervalo ['N-1, N], e o integrando de E; & positivo no intervalo

[, N-17].

10. Determine a expressao do erro do método de Newton-Cotes para N=2,3,
4,5, nos casos de formulas tanto abertas, quanto fechadas.

11. Encontre o erro do método de integra¢do de Newton-Cotes, usande for
mulas abertas.

12. Determine o erro de arredondamento num processo de adicooes sucessi
vas de quantidades exatas. Usando-se esse resultado, e supondo-se
que num processo de integragdo a importancia individualizada de ca
da ponto varia na forma 1/N, estabeleca a curva resultante do efei
to aditivo destes dois fatores,

13, Mostre que a fungdo auxiliar do polinomio interpolador de Hermite,
¥yi(x), pode ser escrita na forma:

i (0= Xy (),

n'(xi)

onde wi(x) e a funcao auxiliar do polinomio interpolador de Lagrange e
w(x) & dada por:

7(x} = iE] (x-x3).

14. Mostre que a fungdo auxiliar de Hermite, ¥g4(x), relaciona-se com a
funcdo do polindmio interpolador de Lagrange por:

boi (x) = ¥i(x).



15.

16.

17.

18.

19,

20.

21.
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Usando-se os metodos das Segbes 17.3.2 e 17.3.3, determine os coefi
cientes e abcissas para a interpolagao pelometodo de Gauss-Legendre,
usando N=3. Compare os resultados obtidos e discuta a validade do
uso deste método em lugar do processo geral da Segao 17.3.3. Verifi
que a propagacao de erros nos dois casos.

Mostre que na integraciao pelo metodo de Guass-Tchebyschev todos os
coeficientes sao iguais. Discuta essa propriedade como minimizadora
de erros computacionais.

No caso de N=3, determine os coeficientes da integracao de Gauss-
Tchebyschev, usando o metodo da Secdo 17.3.3. Verifique se os erros
computacionais nao afetam a propriedade de identidade dos coeficien
tes.

Considere a formula composta da regra do trapezio e a formula de
Newton-Cotes para N=5. Compare-as com relagdo aos seguintes aspec
tose

a - Precisao.

b - Erros computacionais (arredondamento}.

Compare a formula composta da regra do trapézio com a formula de
Gauss-Tchebyschev, para N=6, do ponto de vista de erros computacio
nais.

Para N=3, determine a expressao para.a integral da "spline" cubica
e compare o resultado com a regra de Simpson, do ponto de vista de
precisao.

Para N=5, compare o método de Gauss-Tchebyschev com 0 metodo de
Romberg, do ponto de vista de erros computacionais.



22.

23,

24,

25.

- 316 -

Usando formulas de Gauss com N=2, determine o valor da integral:

Decompondo 0 integrando como produto de fungoes, e utilizando N=4,
integre:

I'l'.l dx
-1 (]_xu)ljz

Usando a identidade: £Zn senx = £nx+Ln e 0 meétodo de Romberg,

sen x
X
para N=3, integre:

m

JE In senx dx
0

Usando N=5 e a formula de produto cartesiano para integral a multi
pla, calcule:

+1 ]
J J (x24y2-1)1/2 dx dy
a 1o
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CAPTTULO XVIII

TEORIA DAS APROXIMACOES

18.1 - INTRODUGAO

A resolucdo de problemas matematicos implica, em geral,
o aparecimento de uma solucao f(x) continua, num intervalo (a,b). Es
sa fungao constitui um vetor de infinitas componentes, definindo  num
espaco euclidiano de infinitas dimensbes (ver Capitulo III).

Os computadores digitais nao permitema representagao de
entidades infinitas. Por essa razao, toda a solucao numérica obtida
por esses computadores implicara uma aproximagdo, resultante da contra
¢ao do espago euclidiano, de infinitas dimensdes E£_, num espago eu
clidiano finito, EN. Assim havera necessariamente uma perda de informa
¢oes ,- expressas por um erro dado pela diferenca entre o valor desejado
e aproximacao obtida.

0 estudo do erro, acima mencionado, @ um dos objetivos
da teoria das aproximagoes, que sera apresentada neste capitulo.

18.2 - MATRIZ DE CONVERSKO DE UM SUBESPAGO DO £_ PARA UM SUBESPAGO DO
EN

A contragao de um subespaco do E, para um subespaco do

EN escreve-5e como:

!.il f(x,i) Xy = g E f(x) X

Verifica-se facilmente que a matriz C vale:

C=UU3s8(x-x.)XX,.
= 5 i j
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De fato, a contracao dada pelo produto matricial torna

CUf(x) X =VU<Us(x~x;) X, U f{x) X > ii = U f(x;) ii
= x i X X i

Una phrimeira constata¢do & que o uUnico autovetorda trans
formacdo, dado pela relagao:

e

YAy

ocorre para f(x) = C = constante. Assim, exceto o caso trivial em que
f(x) & constante, todos os outros casos implicardao uma inica perda de
informacao em virtude da contragdo. Isto acontece devido @ inexisten
cia de outros invariantes da transformagao.

R primeira vista, pelo exposto acima, pode parecer que
solugoes exatas nao poderao ser obtidas, usando-se o espago N-dimensio
nal no lugar do espaco de infinitas dimensGes. Entretanto, isto nao ocor
‘reemvirtude da arbitrariedade com que pode ser escolhida a base do es
paco E.. 0 teorema a seguir justifica este fato.

TEOREMA: toda fungdo ¢(x), expressa como combinagao linear de N
outras fungoes ¢1(x), € um invariante da  transformagao
acima, desde que escolhida convenientemente a base do Qg

pago E_.

PROVA: considere ¢(x) dada por:

N
$(x} = I Ci ¢i (x).
i=1

Nessas condigoes,

U e(x) X=UUc; ¢:(x) X=U c, U ¢.(x) X =Uc; u..
X xi | i 1x? i '
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Definindo-se 0s novos versores do espaco como:

u, = U ¢.(x) X,
=1 X 1

segue-se que a matriz de transformacdao, neste caso, & uma matriz A, tal
que: f

l:l¢(xj) X3 =él1.l C.

u
j 1

‘i.

Usando-se a notacao:

e impondo-se a restrigao:

_[l,sei=K
U U > T 4y T
(0, se i == K,

a realizagao do produto matricial leva a seguinte identidade:

c; ¢1.(xj).

n 1t
1]
-t
LN
O
-l
"
H ~1=

i=1 i=1
Esta identidade revela dois pontos importantes:
a) os elementos da matriz A sao dados por:

aij = ¢i(xj)5

b) qualquer combinacdo linear das ¢;(x) € autovetor da transforma
¢ao, com auto valor iqual a 1.
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Este teorema e de grande importancia, pois justifica fa
tos ja verificados nos capitulos anteriores, como a possibilidade de
integrar extamente os polinomios, usando-se métodos numericos.

18.3 - METRICA DO ESPACO VETORIAL DE FUNCODES

A avaliacao do erro de uwma aproximagao requer o estabele
cimento de uma relacdo de ordem. Para isso & necessario associar ao es
pago vetorial de fungOes uma metrica.

Considerem-se dois vetores, v; € v,, do espago vetorial.
A esses vetores serd associada um numero real d(v1, Vo), chamado dis

tancia de v; a v,, tal que:

8) d (vy ¥2) > 0 se vy 5V,

[
o

b) d (1> ¥y} =

c) d {¥1s ¥2) = d (¥2, V)

L

d) d (3_1’_!2) d (vi, v3) +d {v2,s v3),

para Vi, V5, V3 pertencentes ao espago vetorial.

E facil mostrar que o modulo da diferenca entre dois ve
tores satisfaz as condigOes acima. Assim, aqui sera adotada a distiﬂ
c¢ia dada por:

divy, Vo) = vy - Vai.

18.4 - APROXIMACAO DTIMA

Mostrou-se na segao 18.2 que, escolhida uma base com ve
tores:
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u, = U 9. (x) X,
UV

fica definido um subespago, S , do E_, dado por vetores:

lz?ciﬁi’ i=1, ..., N

invariantes por amostragem no EN' Assim, v ¢ S pode tambeém ser pos
to na forma:

v=2U ) X..
i
Considerando-se agora um vetor w do E_, expresso como:
W= }(1 f(x) X,

mostrar-se-a que existe em S um vetor v, tal que a distancia d(v, w) &
minima. Esse vetor e chamado aproximacdo otima de w em S, ou projecao
de w em S.

TEOREMA: dado w vetor do E_ e um subsespago S do E_, existe um
Unico vetor v € S, tal que a distancia (v, w), & minima.

PROVA DA EXISTENCIA: considere um vetor qualquer s € S. A distan
cia d (w, s5) sera dada por:

d{w, s) =+ <wW-5,W-5>".

Aqui interessa apenas caso em que w ¢ S, pois 0 caso
w €S e trivial. Para o caso w € S, d(w, s) nao se anula. Entdo exis
te um supremo dos limites inferiores, do conjunto de valores d{w, s).
Seja v > 0 esse supremo.

Tomando-se uma sequéncia de vetores s, € S, tal que:

1im  d{w, s.) = v
n-+= = -
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deve-se mostrar que essa sequéncia converge, uma vez que a sequéncia
e valores d(w, s ) também converge.

Considere-se primeiramente a sequencia convergente de va
Tores |w - s |2, cujo Timite é v2, Para esta sequéncia, dado ¢ > 0, @€
possivel encontrar um N, tal que:

W - 512 < V24

para todo n > N. Seja M > N, entdo vale a relagao:
Y - - (2 4w - - - 2 -
(= s+ (- s )2+ (W - s) = (W= )]

ZEE."EnEZ + 2w - gm{z < 4(v2 + g).

Reagrupando-se esta relacao tem-se:

12

12 < 4(v2 +¢) = 4w - 1/2 (s + 5,)]

5 = Sn

‘Como vetor 1/2 (gﬂ + Em) pertence ao espaco vetorial S
pela definicao do supremo dos limites inferiores, vale a relacao:

tw = 1/2 (s, + 5|7 2 V2

Assim, o maior valor para o lado.direito da desigualda
de reagrupada vale 4¢, de onde:

lg - 2 <
|55 = Sal? < de

0 que mostra a convergéncia da sequéncia de vetores s . 0 limite v

dessa sequéncia pertence a S.
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Prova da Unicidade: para o vetor v € S, tem-se a igualdade:

W - v[? = V2

Suponha-se agora que exista outro vetor u € §, para o
qual a mesma igualdade & satisfeita, ou seja:

lw - uf® = V2.
Segue~se que :
w - v|2 = {w - uj?,

de onde v o=y,

18.5 - DRTOGONALIDADE DO ERRO DA APROXIMACAO OTIMA

0 teorema abaixo relaciona o erro da aproximagao otima
com os vetores do subespago S.

Teorema: 0 erro da aproxima¢do otima € ortogonal a todos vetores
do subespago S.

Prova: usando-se a mesma notacdo da secdo anterior, o erro sera
dado pelo vetor w - v. Tomando-se um vetor qualquer s € 5
e considerando-se a um escalar, pode-se escrever a relagao

Wwe-vizgl(w-y)+asf?=lw-v|?+2a<uw-v,5 >+

de onde segue que:

a? |s|2+2 <w-v,s5s>50
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Usando-se:

z 0,

o que implica necessariamente:

<W-y,5>=0

18.6 - TEOREMA DE KHAAR GENERALIZADO

Uma versadc particularizada do teorema abaixo foi demons
trado por Khaar, para o caso em que as fungoes ¢1(x), i=1, ..., N
s3o polinomios. Aqui, 0 que interessa €o caso geral.
Teorema: para que a aproximacao Otima seja unica, as fungoes
¢i(x) da secao 18.2 devem constituir um sistemade.

Tchebyschey.,

Prova: primeiramente, deve-se mostrar a ambiguidade da aproxima
¢ao otima para o caso em que

N
¥(x) =i21 Ci ¢i(x)
possui N zeros no intervalo (a, b).

Considere-se a aproximagao otima dada por:

${x} X,

|-
n

>x o
)
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determinada a partir do teorema da Segao 18.2, usando-se os valores
conhecidos de f(x)} para um conjunto discrete de pontos {xi},i =Taeuey
N.

Supondo-se agora que 0os N zeros da fungao ¥(x) sejam
extamente os pontos x;, para os-quais f(x) & conhecida, entdo:

li}cpi(xi) % = {1] [v(xi) + ¢(x1):| X;

de onde segue-se que os coeficientes que expressam ¢(x), como combina
¢do linear das ¢i(x), nao serao univocamente determinados.

Uma vez que nenhuma combinagao Tinear das ¢1.(x) pode pos
suir N zeros no intervalo (a, b), entdo as ¢i(x) constituem um siste

ma de Tchebyschey.

18.7 -~ DETERMINACAO DA APROXIMACARO OTIMA

A determinagdo da aproximac¢do otima & feita, em geral,
utilizando-se a relagao de ortogonalidade do erro:

<w-y,8>=0,5 €5.

Considerando-se que:

-

w=Uf(x) X, e v =V ¢(x) X,
X X
e tomando-se a base de vetores u,, resulta da relacdo de ortogonalida
de:

b b
[ #0000 ax = [ 000 4500 ax.
a a

0 caso em que as ¢i(x) formam um conjunto ortogonal e de
grande interesse. Quando isto acontece, os coeficientes ¥ da expres
sdo de ¢(x), em termos das ¢i(x) valem:
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1 (®

¢; = f(x) ¢;(x) dx.

b
Jq:%(x) dx @
a

18.8 - APROXIMACAO POLINOMIAL OTIMA

Quando se tem o cojunto de fungoes:
i-1 .
¢-i(x)=x k] 1=I’ ooo,N

e f(x) conhecida para um conjunto de pontos {xi}, a aproximacac otima
sera obtida quando:

N N
Z f(xj) ¢'i(xj) = ] ¢'(xj) ¢'i(xj)’
j=1 j=1

que & satisfeita quando f(xj) = ¢(xj).

Neste caso, o polinomio interpolador de Lagrange & a
aproximagao otima.

18.9 - APROXIMACAO TRIGONOMETRICA OTIMA-APROXIMACAO DE FOURIER

Quando a fungao f(x) pode ser transformada por mudancga
de variavel numa fungdo periodica, de periodo 2%, um conjunto conve
niente de fungao ¢i(x) e:

¢|1(X), ¢2(X), ¢3(X), ¢q(X) e

1 , senx , COS X, sen2x ...

£ simples mostrar que este conjunto de fungoes ortogo
nais, no intervalo (~w, w)
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Supondo-se que f(x) seja inteiramente conhecida no inter
valo (-n, ), os coeficientes c, serao dades por:

1 {7

J' f(x) dx

C; =
2w

1
Cok 41 = — J f(x) cos k x dx
L

-

] v
Cok = — J f(x) sen k x dx
w

-

Supondo-se que f(x) seja conhecida apenas paraum conjun
to discreto, contendo N = 2n + 1 pontos igualmente espagados no inter
valo (-%, w), pode-se demonstrar que a ortogonalidade nao & destruida

e os coeficientes c1 , heste caso, tornam-se:

1 N
C=— 1 f(xi)

2n j=1}
N ”
Copgt = — ‘I] f(xj) cos k X5
n j=
\ k=1, 2,
G = Tty
= e f(x.} sen k x,
2
= b

18.10 - APROXIMACAO EXPONENCIAL OTIMA

Supondo-se que o conjunto de funcoes ¢i(x) e dado por:

¢1.(x) = exp (ki X), i=1, ..., N
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e que f{x) & conhecida para um conjunto de ponto {xj}, a aproximagao
otima sera obtida quando;

f(xj) = ¢(xj)

A determinacao dos coeficientes C;» que expressam ¢ {x}
como sendo combinacao linear das ¢1(x), e feita, usando-se ometodo de
Prony.

18.10.1 - METODO DE PRONY

Primeiramente, supde-se que uma transformacao linear de
variavel tenha sido feita, a fim de que o conjunto de pontos {xj}, pa
ra os quais f(x) e conhecida, seja o conjunto dos inteiros:

{0, 1, 2, ..., N-1}.

Introduzindo-se a notagao z; = exp ki’ i=1, ..., N, 0
sistema que permite determinar os coeficientes ¥ torna-se:

Cp +Cpt oo+ Cy = f{0)
€1 2yt oae b Oy 2y = f{1)
12} + ... + zg = f(m).

No caso em que o valor dos ki ndo e prefixado, sera ne
cessario o conhecimento de f(x) para 2N pontos: 0, 1, 2, ..., 2N-1.

Quanto os ki s3o conhecidos, o sitema acima € um siste
ma linear de N equagoes, com N incognitas: €y, ..., Cpe Neste caso
m = N-1.
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m

Quando os k, nao sao conhecidos, o. sistema acima um

sistema nao-linear de 2N equagoes, com 2N incognitas:
C1s ~ves Cys 215 -ons Zy3 Neste casom = ZN-1.
A determinacao dos c; e k; do sistema nac linear & fei

ta, usando-se o método ja apresentado no capitulo anterior, Secao
17.3.3. 0 polinomio auxiliar, neste caso, sera:

W=
1]
-2
[=1]
~N

Ca

(z - z,;)

n(z) =
1 520

1

A tecnica de concentrar a nao-linearidade do sistema no
polinomio n{z) & chamada metodo de Prony.

18.11 - MELHORIA DA APROXIMACAQ POLINOMIAL OTIMA PELA ESCOLHA DAS AB
CISSAS

Quando o valor de f(x) & conhecido para um conjunto de
pontos {xj}, o polinomio interpolador de Lagrange consititui a aproxi
magao polinomial otima, que pode ser escrita na forma:

N
£(x) = 6(x) + %ﬁl w(x),
onde
N
nx) = 1 (x - x).
3= ’

Neste caso, nao se tem controle sobre o erro que esta
univocamente determinado pelo valor das abcissas xj e pela natureza
da fungao f(x).
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Quando, entretanto, o valor de f(x) & conhecido para to
dos os pontos do intervalo {a, b), a farmula interpoladora de Lagrange
pode ser melhorada pela escolha conveniente das abcissas Xy COMO MOS
trado a seguir.

Uma vez que a natureza da fungdao f(x) nao & conhecida a
priori, o linico elemento de controle que se dispoe no termo correti
vo & n(x). Usando-se a notacgdo:

G
N!

o erro maximo da aproximacdao sera descrito pelo vetor:

Ww=-v=UMnr(x) X,
X

cujo valor minimo ocorre quando & satisfeita a relacao de ortogonalida
de, como respeito aos vetores da base vetorial:

=
I
—
o=
-t
—
=
—
4
I¢
vy
s

0 que leva a relagao:

u
o

b .
J a(x) x'" ! dx
a

Considerando~se, para maior generalidade, o produto es
calar ponderado por uma fungao peso w(x) > 0, esse resultado & trans
formado em:

b .
J “wlx) m(x) x'7! dx = 0.

a
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Lembrando-se do que foi exposto na Segao 17.3.2, ve-se
que esta relagdo e satisfeita quando w{x) pertence ao conjunto de fun
¢ao ortogonais em (a, b), com relacao ao peso w(x).

Considerando-se agora o aspecto do erro individualizado,
interessa saber, dentre os varios conjuntos de polinomios ortogonais,
qual deles minimiza o maximo valor absoluto da amplitude de »(x)X. Re
solve-se este problema pelo teorema de Tchebyschev..

Teorema (Tchebyschev): dentre todos os polinomios de grau N, com

coeficiente de xN unitario, o polinomio de Tchebyschevde
grau N, multipiicado por 1/2N"1, oscila com minima ampli
tude maxima no intervalo (-1,1).

Prova: primeiramente considere-se a expressao do polindmio de
Tchebyschey de grau N:

Ty(x) =cos (N cos™! x),

que possui N zeros em:

™ fn “
X=COSIMJ’J.=O’ vy N-]
- 2N
e N + 1 pontos extremos (maximos e minimos}, com amplitu
de unitaria em:
f .
X = COS '-QE-], j=0, ..., N.
L n J
Tomando-se em seguida:

7{x) = 2~ (N-1) Ty(x)s
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resulta que w{x) possuira N + 1 pontos extremos,com amplitudes 12'(N"1)
no intervalo (-1, 1).

Para provar por contradicio, considere-se a existencia
y - - -— 3 . N g s ¥ - -
de outro polinomio m({x), com coeficiente de x unitario e cujo maximo
. -— - -l -
valor absoluto, no intervalo (-1, 1), e menor que 2 (N ). Entao, o po
1indmio dado pela diferenga:

D(x} =7 (x) ~ w(x)

& negativo para os maximos de TN(x), e positivo para os minimos deste
polinomio. Como TN(x) assume valores extremos em N + 1 pontos, no 1in
tervalo (-1, 1), a diferenga D(x) deve anular-se em N pontos desse in
tervalo. Mas, por hipoteses, o coeficiente de xN, dos polinomios n (x)
e 7 (x), & unitdrio, de onde se segue que D(x) € um polindmio de grau.
N-1. Logo, D(x) ndo pode possuir N zeros no intervalo (-1, 1); assim,
chega-se @ contradigao. Entdo, w(x) & o polinomio que possui minima am
plitude maxima no intervalo (-1, 1).

18.12 - INTERPOLACAOG DE TCHEBYSCHEV

Uma vez que os polinomios de Tchebyschev satisfasem a
condicdo de minimo erro, tanto do ponto de vista de distribuicac, como
do aspecto individualizado, a escolha desses polinomios paraa base do
eSpégo vetorial Ey, parece logica.

Tomando-se o0s vetores base como:

-

EH =UT._, (x} x, i=1, ..., N,
X
a funcido interpoladora de Lagrange, ¢{x), passara a ser expressa como:

N-1
ox) = T dg Ty(x).
i=0
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Generalizando-se o polinomio interpolador, para o caso
em que f(x) e conhecida para todos os pontos do intervalo (-1,1), e
usando-se a condi¢do de ortogonalidade do erro, os coeficientes d; se
rao dados por:

d = ( f{x) Tol(x) d
0 - J- (]_x2)1/2 X
2 1 fix) Ti(x) .
d. = | 1 dx, =1, ..., N-1
V' s ] (-x2)/2

1

Analogamente ao caso da aproximacgao de Fourier, demons
tra-se facilmente gue, no caso discreto, a ortogonalidade ndp € perdi
da e, neste caso, os coeficentes di serao calculados por:

N

dg = — 1 flx)
N j=1
2 N
d. = —=— § f(x.) Ti (x.), 1=1, ...y N-1
L] N j=] J J
0 erro da aproximag¢ao € facilmente calculado, valendo:
-1 £(N)
E(x) = - 1] 208 Thlx) 41, (x)

N 141 (1-x2)1/2 |

para o caso continuo, e:

N
1f
OB N:(g) Ty(x)

para o caso discreto.
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Cumpre ressaltar que se f(x) & conhecida para todo inter
valo (-1, 1), entac ela podera ser expressa exatamente por uma série
infinita de polinomios de Tchebyschev. A necessidade de truncamento no
polinomio de grau N aparece apenas no caso discreto, devido a Yimita
¢ao do conhecimento de f(x), a um conjunto de N pontos {x3}.

18.13 - REDUCAO DO NOMERO DE TERMOS NAS SERIES DE POTENCIA

A implementacao das fungoes "intrinsecas", nos compildqg
res das varias linguagens de programagao, deu origem ao problema de en
contrar o menor nimero de termos de uma serie de poténcias, para apro
ximar uma fungao dada com um erro estipulado,

Como mostrado na Secdo 18.12, o polindmio de Tchebyschev
€ 0 que minimiza o maximo erro de f(x) para x ¢ (-1, 1). Assim, a solu
cao desse problema torna-se simples, bastando exprimir f(x) em seérie
de Tchebyschev, determinando-se o menor valor de N, tal que:

1 My W | < e

oN

onde ¢ € 0 maximo erro estipulado e, em seguida, determinar a série de
poténcias, usando-se uma tabela de conversdo de polinomios de Tchebyschev
em serie de poténcia.

18.14 - APROXIMACAO POR FUNCOES RACIONAIS

Este tOpico & também concernente ao problema de implemen
tacao de fungoes intrinsicas em computadores.
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A ideia que sera aqui desenvolvida, & a de aproximar nao
f(x}, mas ¢p(x) f(x), por meio de uma fung3o ¢5(x). Entdo, escreve-se
a equacao basica, como:

ap(x) £(x) = 6,(x) + E(x),

onde ¢5(x) e ¢p(x) sao expressos como sendo combinagdo linear dos veto
res de uma base do espago N dimensional.

Como nos casos precedentes, o menor erro ocorre quando
as fungbes ¢,{x) e ¢p(x) sdo expressas como sendo combinagdo linear dos
polinémios de Tchebyschev:

n

¢a({x) = ,Z ay Ti(x)
i

¢p(x) = jzo by T5(x)

sendom+n=N-2.

Os coeficientes a; e bj sao calculados, impondo-se que o
vetor do erro, E E (x) X, seja ortogonal aos vetores da base do espaco
N dimensional, dados por:

s UT ()R k=1, N,



- 338 -

resultando assim as relagoes:

1
f{x) Ti(x) Tox) _
b- =
jzo J L (1-x2)1/2 "o
1 ¢
) b-J (EIMAISILELCO AR SRR I T
jso ), -x2)ire 2 !
m 1 . .
! b.f fx) T30 T30 i=n+1, ., N
I e A Rk

Esta Ultima relacao mostra que os coeficientes b sdo de
terminados por um sistema homogeneo de equagoes linerares. Assim, pode
-se admitir, pelo menos, um valor arbitrario, por exemplo bm =1. De
terminados os bj, pelas duas relacoes anteriores, 0s a, sao  facilmen
te determinados.

Uma vez determinados todos os coeficientes, a aproximagao
racional, ¢{x), para f(x) € escrita como:

45(x)

—

¢(x) =

Una critica a este tipo de aproximacao € que nem sempre
as integrais, que envolvem f(x), s3o facilmente calculaveis analitica
mente. Por essa razdo, muitos algoritmos tém sido desenvolvidos, visan
do contornar esse problema.

0 erro da aproximagdo racional € determinado por analo
gia, com a formula interpoladora de Lagrange, e vale:

ey L0 00 1M 100
¢p(x) N op(x) N
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Embora os valores de n e m possam ser quaisquer, apenas
0 caso em que os valores de n e m diferem, no maximo de uma unidade,
apresenta interesse pratico.
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EXERCICIOS

. Detalhe a obtencao da identidade:

nr~12Z
=]
)
n
ne--12=2

i

. Usando o teorema da Segao 18.2, mostre que para determinar completa
mente um polinomio de grau N, € necessario o conhecimento dos valo
res do polinomio para N + 1 pontos distintos.

. Mostre que !v; -v,: satisfaz a definigdo de distancia entre vetores.

. Demonstre a relagao

- s )+ (w-s )2+ [(w-5,) - (w-s.){%=

! 2 -g 2
A §n| + 2{w Sqi%
. Mostre que o critério usado para a determinacao da aproximagao Oti
ma (Secao 18.4) & equivalente ao criterio dos residuos  ponderados
(Secao 4.2).

. Mostre que o teorema da Secdo 18.2 aplica-se ao conjunto de fungoes
¢i(x) =x'"' , i=1,...,N, embora a simplificacdo de ortogo

rnalidade dos vetores base nao possa ser usada.

. Demonstre a ortogonalidade das fungoes: 1, sen x, cos X, sen2x ...,
no caso discreto,

. Mostre que o método de Prony pode ser usado para a determinagao do

periodo de f(x), quando f(x) = cos {2%/T)x.

(Sugestdo: expresse o cos através de uma combinacao linear de expo
nenciais).



10.

1.

12.

13.

14.
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Detalhe o procedimento para determinagao dos c; e ki no método de
Prony.

Mostre que a metrica associada ao produto escalar ponderedo satis
faz a definic3o da distancia.

Mostre que os polinomios de Tchebyschev estao associadas ao critg
rio minimax (Secac 4.3}.

Desenvolva cos{x) em séries de Tchebyschev e de Taylor em torne do
ponto zero. Compare 0 nlmero de termos necessarios para uma preci
sac ¢ = 0,001,

Converta a série de Tchebyschev, do exercicio anterior, emsérie de
poténcias, Verifique o menor niimero de termos desta, em relagdo a
serie Taylor.

Mostre que a fungao f(x) = cos~lx pode scr aproximada, por fungoes
racionais, conforme o método da Secac 18.14.

(Sugestao: mostre que as integrais para determinagao dos coeficien
tes possuem solucao analitica).
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CAPITULO XIX

AJUSTE DE FUNCOES

19.1 - INTRODUGCAD

Quando se trabalha com resultados experimentais, nem sem
pre a solugao desejada f(x) e obtida, conhecendo-se apenas uma aproxima
¢ao g{x) para ela. Via de regra, a diferenga entre essas fungdes & uma
flutuagao aleatoria indesejavel, devendo, portanto, ser removida para
conveniente interpretacao do resultado.

Em geral, a relagao funcional f(x) & também desconhecida,
usando-se para ela uma aproximaciao ¢(x), dada pela combinagao de fungoes

mais simples ¢i(x).

0 problema da determinagao de ¢{x), quando se dispoe de
uma medida, g(x), para f(x) sera objeto deste capitulo.

19.2 - PRINCIPIOS DOS MINIMOS QUADRADOS DE LEGENDRE

0 principio de Legendre & obtido do criterio dos residuos
ponderados, usando-se como fungao peso, w{x), o valor:

w(x) = a{x) r(x} ,

onde q(x) & um valor relativo a qualidade da medida, e r(x) & o residuo
dado pela diferenga:

r(x} = q{x) - ¢{(x).
0 erro, ¢, da aproximagao & dado por:

b
e= < Ur{x) x, Uw(x)Xx>= I g{x} r? (x) dx.
a

No caso discreto a integral reduz-se a uma somatdria.
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0 principio de Legendre estabelece como melhor aproxima
cao aquela que minimiza o valor de ¢ acima.

A utilizagdo do método dos residuos ponderados, néste ca
s0, & mais conveniente, uma vez que 0s erros aleatdrios, presentes em
g(x), invalidam o significado isolado do valor para um ponto particula
rizado x.

Para conveniencia de notagao, sera usada a simbologia:
{qr‘z} = < Ur(x) X,Uw (X)X > ,

e 0 resultado do produto escalar & chamado “"agregado" da expressao entre
chaves.

19.3 - AJUSTE LINEAR PARA VALORES EXATOS

Este caso € de pouco interesse pratico, mas possui impor
tancia tedrica, pois relaciona o principio de Legendre com os critérios
de minimizacao de erro do capitulo anterior.

Considere-se a situacao ideal em que g(x} = f(x).Tomando-

se ¢${x) como combinagdo linear de um conjunto de funcoes ¢i(xJ, i=1,...,N,
o agregado pode ser escrito como:

o} =falee o de

cujo minimo ocorre quando todas as derivadas parciais em relagac aos coe
ficientes a, forem nulas, isto e:

N
— {grér=-42q | f asd: | ¢ = 2qr¢ 0
32, 121 il ox <

k=T1,...,N
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de onde:
N
L3 {q b5 ¢K}={q ¢Kf} €=T,.000N
1=

Pode-se notar que esta relagao coincide com a relagao da
Secao 18.7, generalizada para a determinacdo dos coeficientes. Assim, o
principio de Legendre nada mais € do que a utilizagdo da  ortogonalida
de do erro da aproximacao otima (Secao 18.5).

0 sistema de equagoes lineares em a; pode ser escrito em
forma matricial como:

Pa=b,

onde at = (a15...2y), P & uma matriz com elementos P {9(91¢K} e b =

(bl,-o.,bN) com bi = q¢.if} -
0 valor dos coeficientes a; & dado pela solugao:

a=p"'b

Para medir a qualidade da aproximacao, usa-se 0 erro mé
dio quadratico definido por:

8

19.4 -~ AJUSTE LINEAR NA PRESENCA DE ERROS

0 caso de maior interesse pratico & aquele para o qual
g(x) difere de f{x}, por um erro experimental s(x), dado por:

s(x) = g(x) - f(x).
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0 ajuste & feito para a funcac g{x) e deseja-se obter uma
estimativa do efeito que isto acarreta na aproximagdo para f(x).

Nesta secao, tratar-se-a do problema em que a fungao apro
ximadora ¢(x) & uma combinacao linear de um conjunto de fungoes ¢, (x),
i=1,...N. Examinar-se-ao duas possibilidades:

. ser conhecida uma estimativa, q s2, do valor médio quadratico do
erro.

. n3o ser conhecido o valor de q s2.

19.4,1 - AJUSTE LINEAR COM VALOR DO ERRO MEDIO QUADRATICG CONHECIDQ

Supoe-se que a variavel aleatdria s{x) seja gaussiana,com
valor meédio nulo. Admite-se também que seja conhecido o valormédio qua
dratico desta variavel, q s%. Seja:

N .
$(x) = 121 3, ¢5(x)
a fungdo aproximadora que se obtem, usando-se g{x) no lugar de f(x). De

seja-se calcular uma estimativa do erro medio quadratico para cada coe
ficiente:

(3 -2,)2,i=1,... N,

onde os a, sao os coeficientes que seriam obtidos se s(x) = 0 para to
do x.

0s valores dos a; s3ao obtidos como na Seao 19.2, usando-
se 0 residuo r(x), dado por:

r{x) = g(x) = $(x)

e vale:

| et
"
-
I ]
-
jon
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onde:

t = (E],..., EN)’ Et = (51,...,5N)

ort

e Bi = {q?si }
a matriz P e a mesma ja determinada na Secao 19.3.

0 vetor b sera decomposto em duas partes:

B, = {q%i }={q (f+s) ¢1-} =

{qfq:,i} + {qsq;i} = bi S5,

sendo os bi os mesmos valores definidos para o caso linear sem erro. As
sim, resulta:

=2 (b+s)

sendo s o vetor com elementos S; = {q s¢1}

Entao, escrever-se-a o vetor diferenga como:

i-a=p"s
Chamando-se dij 0s elementos da matriz g;‘, pode-se es
crever:
~ N
i, -a; = )

3707 G Gk
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0 erro médio quadratico € dado pelo valor esperado de
a - . 2 ‘o 0:
(aj aJ) , 1.8

(a; - y d. S, S
J 1):1li ok 5%

Desenvolvendo-se o Tado direito desta igualdade, tem-se:

[AWE >z z d faser} faseg

Para calcular o valor esperado do segundo membro, deve-
se explicitar a variavel para cada agregado. Assim:

{qs¢i} {qs¢k} - {{q(x) s(x) $;(x) ay) s(y) ¢k(y)}y}x

0 tratamento do caso continuo envolve o processamento ana
16gico do erro, fugindo assim aos escopos do curse. Oferece maior inte
resse o caso discreto, em que a amostragem e feita de tal forma que a
separacao entre os pontos elimina a correlagdo dos erros. Para este ca
so resulta:

{{Q(Xm) s(x) ¢5(%,) a(x,) s(x;) ¢k(xn)}m}n =

i {q(xm) 4 (%q) o (xp) alxy) Sz(xm)}

n
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Pode-se agora dispensar a variavel dentro do agregado e
escrever a expressao do erro como:

(85 -3;)? 1):1 kz ds; Jk{qwkqsz}

A funcao peso, q(x), & escolhida de modoque qs2 tenha o
mesmo valor, gqualquer que seja o ponto x escolhido. Com esta escolha
tem-se:

—_— — N N
(3j-25)% = s Z 51 d55 dyk {q¢i¢k}

Por outro lado, para g(x) = ¢;(x) deve-se ter &, =1ed =0
para m#i.

Entao, segue-se que:

1 se m=1
d {q¢.¢ }=6 .={
1 mk LT ™10 se mér

1]
i
I 12

Substituindo-se este resultado na expressao acima, obtem:

N
F.-a)2 = qs2 L d.. .= gs2 d..
(a:j aj) qs ! dJ.1 53.1 qs de s

gue € o valor desejado do erro médio quadratico, para cada coeficiente
aj’ jz'l,.c - ’No

19.4.2 - AJUSTE LINEAR COM VALOR DO ERRO MEDIO QUADRATICO DESCONHECIDO

A situagao tipica, que ocorre nos problemas de ajuste de
funcoes, € aquela em que se necessita determinar, além dos coeficientes
da fungao interpoladora, o valor de uma estimativa para qs2 .
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Partindo-se da expressao do residuo para o ajuste linear
com erro, pode-se escrever:

r(x) = g(x) - $(x) =
N ——
f(x) + S(X) = iél a'i d’-i(x)
que, por sua vez, pode ser reagrupada COmo :

N
s(x} - r(x} = 121 (51 "a-i) ¢-i(x) =

N N
BAEHOBALH {asys}

que € a expressao basica para o desenvolvimento do presente caso.

Multiplicando-se a expressao basica por qre calculando-
se o agregado, obtém-se:

fors o} =1, foredd o fose)

Como pelo principio de Legendre ja foi mostrado  que

{qr'¢i} = 0, i=1,...,N, entao:

fors} - or)

Por outro lado, multiplicando-se a expressao basica por
qse calculando-se o agregado, resulta:

o} ors-

iEI {qs«t} 321 dij {qscbj}
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Usando-se o valor {q rs} , obtidos acima, tem-se:

{q 52}-{q r2} :g] jg] dss {wi s} {qcbj s}

Tomando-se o valor esperado de ambos os lados resulta:

IR RS N e g

Usando-se o resultado da Segao 19.4.1, pode-se escrever

N -
— 2
jZ] di; {cwj S} {qqu s}- 855 45%

de onde segue-se que:

N —
oo, 5 0
1=

Considerando-se apenas o caso discreto, pois 0 caso conti
nuo apresenta as mesmas restricoes discutidas na Secao 19.4.1, o agrega
do torna-se uma somatoria. Assim:

M N ——— -
k§1q(xk) s2(x) - k§1q(xk) ré(x ) = Na(x) s2(x) ,
onde M e o numero de pontos observados.

Na hipotese de que o valor esperado seja o mesmo para to
dos os pontos, tem-se:
—_ [ [—

gs? = —- § qr2
M-N k=]
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Esta expressao mostra que o numerc de pontos observados,
M, deve ser maior que o numero de parametros, N, a serem determinados.
Quando o numero de observagoes cresce muito dentro de um intervato limi
tado, a expressdo acima pode perder a validade, se a distancia entre
pontos diminuir de tal modo que a correlagao entre erros torne-se impor
tante.

19.5 - AJUSTE NEO-LINEAR

Por vezes a expressdo analitica da fungao a ser aproxima
da e conhecida, mas depende de uma forma nao-linear de um conjunto de
parametros a;» i=1,...,N. 0 problema, neste caso, & a determinagdo do
conjunto de parametros, baseado no resultado de medidas experimentais.

Represente-se por f(x,a) a expressao analitica da fungao
dependente de um vetor de parametros a. Seja g(x,a) a medida experimen
tal para f(x,a). 0 problema da'determinagﬁo do vetor a pode apresentar
um dos aspectos:

. forma redutiva para o caso linear;

. forma nao-redutiva para o caso linear.

19.5.1 - FORMA REDUTTVEL PARA 0 CASO LINEAR

Neste caso, a expressao analitica f(x,a) pode ser trans
formada numa dependencia linear dos a, por meio de uma transformagao T.
Pode-se entao escrever que:

TEu@[]=i]y¢4n

A aproximagao € obtida, transformando-se as medidas expe
rimentais pela relacao T. 0 residuo r(x) torna-se entao:

N
) =T [g0d) ] - T & 600
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A aplicacao dos métodos da Segao 19.4 & entao imediata pa
ra a fungao transformada.

19.5.2 - FORMA NAO-REDUTTVEL PARA 0 CASO LINEAR

0 procedimento neste caso consiste na linearizacao da fun
gao f(x,a), usando-se o desenvolvimento de Taylor em torno de um vetor
ags admitido como solucao, Obtem-se assim:

f(x,a) = f(x,a5) + < dy, 22y >,
onde do € o vetor das derivadas parciais, calculadas para o vetor ag.

0 residuoc € entao calculado por:

N
Y‘(X) = g(X,E_) = f(xa_a_o) =< 9_09 f:@_{) > = z] dO} lﬂa{]‘i *
= )

sendo as incognitas os valores Aapj. Recai-se, assim, no caso do ajuste
linear, e o vetor Aag sera a solucao dada por:

ﬂio =_E.1 b,

onde os elementos da matriz P sao Pik = {qdoidok} e os elementos do ve
tor b sdo b, = {qr‘dm- . '

Determinando-se o valor de Aag, estabelece-se a  recorrén
cia do processo de relaxacao, tomando-se:

8y = ap + a3y

como uma melhor aproximagao para o vetor a. Repete-se entao todo o pro
cesso, desde o desenvolvimento em série de Taylor, para a obtencao de
um vetor corregac 4a,.

0 calculo das estimativas de erros & o mesmo do caso linear.
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EXERCICIOS

Mostre que quando g(x) = f(x)} & conhecido para um conjunto discreto
de pontos, a relagdo

o) -

pode ser satisfeita. Discuta também a impossibilidade dela ser satisfei

ta

no

quando f(x) e conhecida para todo intervalo {a,b).

. Demonstre a relacao:

foree o} - fored

ajuste linear, quando g{x) = f{x).

Mostre que, se os polinomios sao ortogonais no caso de ajuste linear
com g{x) =f(x),e valida a relacao:

e} o, o)

. Usando-se q(x) =1, calcule o "agregado" da aproximacio da fungao

f(x} =sen x, por meio das funcoes ¢1(x) =x e ¢5(x} = x¥, com os coe
ficientes a; =1 e a5, =1/6 no intervalo (-n/2, n/2}. Usando ainda
$1{x) =x e ¢,{x) =x3 encontre os coeficientes a; e a, pelo método
da Secao 19.3. Qual a diferenca observada e qual o valor do agregado
neste caso? Qual o erro meédio quadratico cometido em cada caso?

. Repita o exercicio anterior para f(x) = sen x, dada por:

a) 5 pontos igualmente espagados em {-n/2, =/2);

b) 11 pontos igualmente espagados em (-n/2, =n/2).

Verifique o que acontece quando o numero de pontos aumenta. Compare os
resultados dos dois exercicios.
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6. Em um aparelho foram registrados os valores, abaixo, para x e g(x).

x 10,00}0,09]|0,18{0,24 {0,30 |0,36 |0,42|D,48

g(x) |1,00}1,01|1,03{1,06 11,09 |1,13 |1,18 (1,23

Sabe-se que g{x) e uma estimativa truncada a duas decimais
de f(x) = 14x2, e os valores de x sdo exatos. Entdo:

a) Encontre uma estimativa para o erro de truncamento com peso uni
tario, i.e. q(x) =1 para todo x, calculando o valor esperado,co
me na Secao 19.4.2.

b} Supondo-se que f{x) seja desconhecida, calcule os valores de a,
e 3, para aproximar f(x) por a; ¢;(x)+3p ¢2(x), onde ¢,(x)=1 e
9,(x) =x2. Use o valor de q{x) s2 (x), calculado na primeira
parte. Calcule (3, -ai)z, i=1,2, usando 4 pontos da tabela e 8
pontos da tabela. Qual o efeito do aumento de numero de pontos?

¢) Supondo f(x) e q(x) sZ(x) desconhecidas, calcule q{x) s2{x) e
compare como o valor obtido no jtem a.

7. No ajuste linear as fungoes ¢1-(x) podem pertencer a um conjunto de
.fungoes ortogonais como no caso de aproximacdo de fungoes (Capitulo
XVIII). Considere, em particular, o problema de aproximar uma fungao
¢(x), dada por:

d(x) =a; senx+ a, coS X,

sendo conhecidos os valores experimentais da tabela abaixo.

x {o0,00[1,5713,14
g(x) [0,49]1,01 [-0,49
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8. Chamando R(x} o residuo: R(x)=g(x,3) - f(x,a) e r(x) o residuo:
r(x)=T [g(x,a) ] -T [f(x,a) ], mostre, usando o desenvolvimento
de Taylor, que para residuos pequenos r{x)=R{x} H?T%:;TT Cfix,a)].
e assim o ajuste de g(x,a) para f(x,a) com q(x) =1, para todo x, e
equivalente a um ajuste T [ g(x,a) ], para T[ f(x,a) ], com peso
q(x) = T f(x,2)].

df (x,a)

9. Sao conhecidos os resutlados experimentais dados pela tabela abaixo

X

0,0000

0,9000

1.8000

2.7C00

3.6000

a{x,a)

1,0000

0,6216

-.227¢

-.9041

-.8968

Sabendo-se que eles correspondem a medidas da fungao

f(x,a) =cos ax, determine a aproximacao a para a. Empreque os dois

processos de ajuste nao-linear. Discuta os resultados.
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APENDICE A

DISTRIBUICDES*

A.1 - INTRODUCEO

Na busca pelo indivisivel, uma das primeiras formas, na
Fisica, foi a criagdo do conceito de densidade, como a quantidade de
massa contida numa unidade de volume. Este conceito foi generalizado
posteriormente, no campo da Fisica, e assimilado pela Matematica.

Se por um lado o conceito de densidade permitia uma quan
tificacao, por relacdes matematicas (integral, derivada, etc.), das
grandezas fisicas, por outro lado criava um impasse, quando se tratava
do relacionamento de grandezas discretas ideais, como uma carga pon
tual, Assim, ndao existia nenhuma densidade que integrada reproduzisse
uma carga pontual ideal.

Tambem na matematica semelhante impasse aparecia, quando
se trabalhava com a transformada de Fourier, definida pelas relacGes:

+ .
Flw) = I f(t) e 't gt
+ .
FlY) = —- J F(o) et g,
2n -

Para que estas relagoes tivessem sentido, era necessario que

£(t) = [“f(x)-g- j” RICE I

admitisse solucao, o que exigia da integral:

¥ Este Apéndice complementa o 19 volume deste trabalho, ao qual perten
ce.
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vista como fungao de x, as seguintes caracteristicas:

a) a fungao deveria anular-se para todos os pontos, exceto x=1t;

b) a integral, em relagao a x, deveria ter valor 1 para qualquer
intervalo de integragao, incluindo o ponto t.

A soltugdo desses problemas sO teve resultado satisfatd
rio com a criagdo da teoria de distribuigoes.

A.2 - FUNGAO DENSIDADE

Definig&o: Denomina-se densidade & medida local, de uma proprieda
de escolhida, associada ao elemento unitario do espago
de observagao.

E costume representar a densidade por um relacionamento
funcional, p(E), indicando QUe se trata de uma medida associada ao pon
to s, do espago de observagao S. 0 “conteuido", R, da propriedade esco
Thida, presente no espago S, & dado pela integral:

R = ] o(s)ds
S

Assim, pode-se falar em: densidade numérica de particu
las, para indicar o numeroc de particulas contidas numa unidade de volu
me; densidade de probabilidade, indicando a probabilidade associada a
cada ponto do espago, etc.
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A fungao densidade quantifica a forma de "distribuigao"
da propriedade escolhida, dentro do espago. Assim, aparece a primeira
nogao de "distribuicao".

0s espagos para os quais o valor p(s) € o mesmo, para
qualquer ponto s €5, sao chamados homogéneos, para a propriedade esco

lhida. Caso contrario, o espago & chamado nao-homogeneo.

A.3 - ASSOCIACAO GEOMETRICA A0 ESPACO VETORIAL DE FUNCOES

Considere-se a fungdio f(x) definida no intervalo [a,b].
Tomando-se cada posigdo de x como uma propriedade distin
ta, constroi-se um espago vetorial infinito, cujos vetores sdo simboli
camente representados por:
vs= g f(x) X. x €. [a,b]
Sendo cada posigao x considerada como uma  propriedade,
distinta das demais, um vetor elementar, f(x) X, sera sempre ortogonal

a outro vetor elementar, f(y) ¥, para x = y.

Pode-se entao considerar o produto escalar entre dois ve

tores:
v =Y f(x) X.
X
x € [a,b]
u="uUgqf{x) X
u xg()

cujo resultado, pelo exposto acima, vale:

——r

<x.u> = UK g



Aqui, a unido nao pode ser tomada no sentido individuali
zado, pois o resultado da somatoria dos infinitos elementos, contidos
em [a,b], sera ilimitado.

Lembrando-se do conceito de plano, estabelecido na geome
tria elementar, infinitos segmentos de retas adjacentes constituem uma
‘area. Este resultado permite associar uma "medida" do produto escalar
por:

Y £(x) 9(x) = f(x) g(x) dx
a

A forma de colecionar segmentos de reta, adjacentes ou
nio, para unidos produzirem uma area, constituem o fundamento de inte
gracaoc de Lebesque,

Portanto, € neste sentido que deve ser considerada a in
tegral acima. £ facil verificar que, para fungGes continuas, a inte

gral de Lebesque coincide com a de Riemann.

A.4 - FUNCOES GENERALIZADAS

A "medida" introduzida na secao anterior apresenta uma
séria restrigao, quando o vetor contém apenas um nimero finito de com
ponentes ndo-nulas, no intervalo [a,b]. Pelo sentido da geometria ele
mentar, esses vetores teriam medida nula.

Para resolver o impasse, faz-se necessaria a criagao de
uma "“fungao densidade", inteiramente concentrada em um ponto particu
lar, anulando-se para todos os outros pontos num intervalo (-«,+=) e
cuja integral possua valor unitario. Tal fungdo, denominada delta de
Dirac, deu inicio a chamada teoria de distribuigoes.

As fungbes, cujo valor para pontos individuais ndo apre
sentam inportancia pratica, mas que quando integradas possuem resulta
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dos bem definidos, foram primeiramente chamadas "fungoes simbolicas”.
A razao deste nome derivou do fato delas serem usadas apenas pelos re
sultados de sua integral. Posteriormente, tais funcoes'foram engloba
das dentro de um contexto mais geral, com o nome de “"fungoes generali
zadas" ou "distribuigoes",

A.4.1 - FUNCAO DELTA DE DIRAC

A funcao delta de Dirac foi criada para que fosse satis
feita a relagao:

+ o
f(x5) = (x=xq3) f(x) dx,

- D

para qualquer fungdo continua f(x).

Nenhuma fungdo matematica possui essa propriedade, mas
pode-se imaginar uma sequéncia de funcOes, com drea unitaria, que se
estreite progressivamente nas vizinhancas do ponto x4, aumentando inde
finidamente o valor neste ponto. No limite, esta sequéncia teria a pro
priedade acima estabelecida.

Existem infinitas sequéncias, satisfazendo a condigao pa
ra definir a funcdo delta. Assim, pode-se impor maiores restrigoes,
exigindo-se que essa fungao possua derivada de todas as ordens.

Para estabelecer a equivaléncia das miltiplas sequéncias,
sera convencionado que duas sequéncias distintas constituem a mesma
funcdo generalizada, somente quando o resultado da integral, usado pa
ra a definigdo da fungdo, for o mesmo em ambos os casos. Elimina-se,as
sim, o problema de ambiguidade, necessitando-se portanto encontrar uma
sequéncia para definir cada fungao generalizada.
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Pode-se mostrar facilmente que a sequéncia:
n.l/2 .
(2" exp [-n(x-xi)2 1 = ¢n(x)

define a fungao §(x - xj). Para isto basta considerar a integral:

+
J ()7 exp [ -n(x-x)2 7 ) x

- o

para f(x) continua e derivavel no ponto x;. Pode-se escrever que:

4+
l e-n(x-xi)z(n/“)l/Z f(x) dx - f(x4)

-

+ 00

J e-l‘l(x-xi)z(n/.ﬂ)lfz [f(x) - f(x‘i) ] dx
+ ,

$ max If'(x)’ I Ix-—xil e N{x-xi) {n/%)1/2 dx

= (wn)~1/2 max 1f'(x)|,

cujo limite, quando n + =, & zero. Assim, a integral tende para f(x;)
quando n -+ =, '

A.4.2 - QUTRAS FUNCOES GENERALIZADAS

Definidas por limites de sequencia, as fungoes generali
zadas possuem derivadas, na medida em que a sequencia também seja deri
vavel.
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Por construgdo escolhem-se sequéncias de fungbes conti
nuas, com derivadas de qualquer ordem, para definir uma fungao genera
lizada. Sendo as integrais convergentes, as fun¢des da sequéncia devem
anular-se nos extremos infinitos de integracdo. Da¥ decorre o relacio
namento entre a fungao generalizada e sua derivada

+ = + o
Tim op(x) f(x) dx = - Tim dp(x) £'(x) dx,
nN=>wo e n = .
em virtude da validade da regra de integragao por partes, paracada fun
¢3o ¢7 da sequencia.

Do que foi estabelecido, dada a presenca passiva de uma
fungao f(x) continua, com derivadas continuas de todas as ordens e que
se anule fora de algum intervalo finito, pode-se estabelecer a valida
de de uma sequéncia para definir uma funcao generalizada. As funcoes
f(x), com essas caracteristicas, foram por isso chamadas “fungoes tes
te”.

Resumindo-se, na construgao de fungoes generalizadas tem
-se 05 seguintes passos:

a) estabelecimento da regra de operagdo simbdlica;

b) escolha de uma sequéncia de fungdes continuas, com derivadas
continuas de todas as ordens, que no limite satisfaca a regra
de operagdo simbolica.

¢} definigdo da fungdo generalizada, por meio da sequéncia encon
trada no item anterior.
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EXERCICIOS

1. Discuta o problema da identidade simbdlica:

v = [ J: f(x) dx ]F.

Tendo em vista o fato de que a identidade v = 0 ndo possui solugao
univoca, mostre a impropriedade de tal definigao para caracterizar
o vetor v.

2. Considerando-se "a medida" no sentido geométrico, estabeleca a ne
cessidade de definir os vetores no sentido de distribuigao, ou seja,
pela relagao:

veURNR = Ub £(t) s(t-x)dx]i

3. Mostre que:

+ o
J 8'(x) f(x) dx = - f(0)

-

4, Discuta o comportamento da fungao

t
u(t) = ] §(x) dx

-~}
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APENDICE B

POLINOMIOS ORTOGONAIS

B.1 - INTRODUGAD

As funcoes e os polinomios ortogonais ocupam lugar de
destaque em Analise Numérica. Isto se deve ao fato de eles simplifica
rem significantemente o desenvolvimento da teoria de aproximacoes.

0 tratamento completo sobre a teoria de conjuntos de fun
¢oes ortogonais € bastante extenso e nao pode ser aqui abrangido em su
ficiente detalhe. Optou-se por isso pela apresentagao do minimo mate
rial para compreensao do texto.

B.2 - RELACAO DE ORTOGONALIDADE

Dado um conjunto de fungoes Fi(x), i =0, 1, 2,..., diz
-se que ele & ortogonal num intervalo (a, b) relativamente a uma  fun
¢do peso w(x) > 0, se forem satisfeitas as condigoes:

1 U Fp(x) X, UFs(x) X> =0, k3]s
) <UF(x) %, 0(x) UF5(0) %> = 0, k #
2) o grau de Fy(x) € exatamente k, quando Fi{x) € um polinomio,

Se, além dessas condigoes, ainda for satisfeita a condi
¢ao adicional:

3) < g Fr(x) X, w(x) E Fi(x) X > = 1, o conjunto de fungoes orto

gonais & denominado ortonormal.

0s conjuntos de fungdes ortogonais sdo determinados a me
nos de uma constante multiplicativa arbitrdria. Quando a condigao de
ortonormalidade tambem & satisfeita, o conjunto fica univocamente de
terminado.
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0 conjunto de pontos, para os quais as fungoes Fi(x) sao
consideradas, pode eventualmente ser um conjunto discreto de pontos xpy,
m=1, ..., N, contido no intervalo {a, b}.

B.3 - CONSTRUCAO DE CONJUNTOS DE POLINOMIOS ORTONORMAIS

Apresentar-se-a, aqui, o tratamento para o caso conti
nuo. A extensdo para o caso discreto pode, entretanto, ser facilmente
desenvolvida de maneira analoga.

Resolve-se o problema de construgao de polinomios ortogo
nais, em particular, obrigando-se o polinomio Qy{x) ser ortogonal em
(a, b) a todos os polinomios de grau inferior a k.

B.3.1 - FORMULA DE RECORRENCIA DE 3 PARCELAS

Considere-se o conjunto de polinomios ortogonais, Qi(x),
i=0,1, 2, ... e note-se primeiramente que:

o A
Q {x) -
A1

ka - l(x)

& um polindmio de grau maximo k-1, sendo A; o coeficiente do termo em
x) do polinomio Q;(x).

Chamando-se:

Ag
¢k_1= N
Ak—1

a diferenca acima pode ser representada como combinagdo linear dos po
linomios Qi(x), na forma

k=1

X} ==y X Q_(x) = 1-2-0 Ci Qi(x)
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0s polinomios do lado esquerdo da expressdo acima sao or
togonais a todos os polinomios de grau inferior a k-2, portanto, omes
mo devendo acontecer na somatoria a direita da igualdade. Para que is
to seja possivel, todos os Cij, i =0, ..., k-3 devem ser nulos. A ex
pressao acima torna-se entao:

Qk(x) - “k"l X Qk-l(x) = Ck_ 1 Qk_ l(x) + Ck- 2 Qk.. z(x)
que reagrupada produz a forma de recorréncia de 3 parcelas:
Qelx) = Lo oy + ) Qe (¥) + Gy QL 5(x)

Tomando-se o produto escalar ponderado da expressac aci
ma por Q (x), Q . ,(x) e Q _,(x), resultam as relagoes:

e b
Yk T %k -1 }y w(x)xok(x) Q - L (x) dx
¢ b .
0 = & _, ), w(x) xQ _,(x) dx + C _ v _,
b
0= « _, ), w(X) xQp _ (x) Q _(x) dx +C _, v _,
onde:

b
vi= | eto @ e

A completa determinacao do sistema acima exige que Jleis
de formacio sejam estabelecidas para o cdlculo de dois pardmetros im
portantes, que sao Ai € vi, que por sua vez estao 1igados entre si. Pa
ra determinar a relagao entre A; e ¥ basta desenvolver Q;(x}, obtendo
-se:



b .
Y, = L w(x) Q;(x) [Ajx? + ... 7] dx,

mas sendo Qi(x) ortogonal a todos os polinomios de grau inferior a 1,
resulta a relagao:

vi = A f w(x) xT Qi(x) dx.

0 calculo de A, & feito mais facilmente pela utilizagao
da funcdo geratriz, que sera discutida a seguir.

B.3.2 - EQUACAO DIFERENCIAL E FUNCAQ GERATRIZ

Para a determinagao do polinomio ortogonal Q. (x) sera im
posta a condigao deque ele seja ortogonal a P, _ ,(x), um polinomio ar
bitrario de grau k-1 ou menor. Primeiramente sera introduzida uma fun
cdo geratria Gp(x), tal que:

A condicao de ortogonalidade torna-se entao:

b
[7 e ) g0 ax =0,
a

que integrada por partes, K vezes, resulta:

k-1 . . . b
(I 0t e Mo oD ] -0,

1= d

como P _,(x) € arbitraria, segue-se que esta equagao so sera satisfei
ta quando:

Gﬁi)(a) = GI((i)(b) =0, i=0, ..., k-1
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Por outro lado, sendo Qk(x) um polinomio de grau k,a fun
¢do geratriz satisfaz a equagao diferencial:

d<+? [ 1 dfek(x) ] o
dxk-|-1 w{x) dxk

com as condigoes de contorno, acima determinadas, de todas as deriva
das ate ordem k - 1, nulas nos extremos de integragdo.

Uma vez determinada a fungao geratriz, & simples calcu
lar o valor de A,.

B.3.3 - CALCULO DOS COEFICIENTES DA FORMULA DE RECORRENCIA, UTILIZANDO
A FUNCRO GERATRIZ

0 uso da fungdo geratriz pode facilitar o cilculo dos
coeficientes da formula de recorrencia. Para isto, tomando-se o valor
de ;!

b

b . . .
v; = A I w(x) x' Q;(x) dx = A; J X! G§1)(x) dx

a a

e integrando-se por partes, i vezes, consideradas as condigoes de con
torno da fungao geratriz, chega-se a:

. b
vy = ()7l Ay Ja G5(x) dx

Usa-se o mesmo processo para o caiculo das outras inte
grais que permitem determinar C, _, e C _ . Assim:
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b b k-1
L o{x) X Q _ (%) Q _(x)dx = A L w{x} x Q- 1 (x)dx =

b . . b
A2 Ja R0 G‘(‘k‘ 11)(x) dx = (-])k 1 (k-1 A, Ja Gy, (x) dx

A outra integral implica considerar o desenvolvimento de
Qe (%) ate o segundo termo. Seja:

- k-2
Q. ,(x) = Ak_lxk 1+Bk._1x + ...,
entdo, tem-se:
b b
J o(x) X Qf _ ,(x) dx = A _, J o(x) x* o{¥) dx +
a a

b k-1
By ., Ja a(x) K71 g (x) dx =

b
4T -y A ja xGy _(x) dx +

b
(0¥ (k-1 e L 6, . (x) d

0s coeficientes determinados a partir da fungao geratriz
escrevem-se como:
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k-1

Yk-1

b
[(J)k-l(k-1):Ak_llL ka_Jx)dx+

b
-k (k-1)t B Ja Gk_l(x)dx:l

. b
ck_2=-_'_‘_'-1_[(-1)"'1(k-]):Ak_zj 6, . ,(%) dx]
Yk-2 a

Para completar a construcdo do conjunto de polinomios or
togonais, resta determinar os dois primeiros componentes de cada con
junto.

B.3.4 - DETERMINACAD DOS DOIS PRIMEIROS POLINOMIOS ORTOGONAIS

0s dois primeiros polinomios ortogonais podem ser escri
tos formaimente como:

Qo(x} = Ap

It

Q:(x)

Alx + BI

0 valor da constante A; e escothido arbitrariamente, ex
ceto quando a condigiao de ortonomalidade & imposta.

A condicdo de ortogonalidade entre Q,(x)} e Qg(x) fornece

a relagao:
b
I w{x) dx
Ay = - =2 B
1 5 1
J w(x) x dx



- B.8 -

Nao sendo imposta nenhuma outra condigao, o valor de B,
pode ser escolhido arbitrariamente, sendo em geral escolhido B, = Aq.
Esta escolha favorece a extensao da formula de recorréncia de 3 parce
las para todos os polinomios do conjunto.

Outra forma de determinar os primeiros polinomios & usar
a fungao geratriz e as relagoes:

Qo(x) = Go(x)
w(X)
1 '
Q(x) = Gy (x)
w{X)

B.3.5 - EXEMPLOS TLUSTRATIVOS

Considere-se a determinagao dos conjuntos ortogonais de
Hermite, cujas limitacoes sao:

a) fungao peso:

o(x) = exp(- <% x2);

b) intervalo de integragao:
(a, b) = (==, +=).

A fungao geratriz deve satisfazer a equagao diferencial:

k+1 2 2 Kk
d [e“ X d Gk(x) } =0,
dxk'"1 dxk

com a condigao de contorno das k-1 primeiras derivadas, nulas nos ex
tremos de integragao.
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Verifica-se facilmente que a fungao:
G (x) = C exp(-=? x2)
satisfaz esses requisitos para a funcdo geratriz,
Na forma classica dos polinomios de Hermite sao  usados

Cy = (-l)k e «2 = 1, Para esses valores tem-se as seguintes integrais
auxiliares:

+ o
2
J e X" dx = #1/2

+o ,
J xeX dx =0

A expressao formal do polinomio de Hermite torna-se:

. Kk -x?
2
B(x) = (-nk & L8
k
dx

de onde determina-se faciimente o valor de Ak COomo :

A= (-1)F (-2)f = 2

Pode-se entdo determinar « e y,  como:
o = 2
Y = 2K ke “1/2

Pode-se mostrar por indugao finita que B, _, =0, para
todo valor de k, no polinomio de Hermite.
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Dai decorre que:

~2(k-1)

~
t
o
n

Com esses valores determinados, a formula de recorréencia
torna-se

Hk(x) 2x Hk- l(x) -2{k-1) B _ (%)

A determinagdo dos dois primeiros polinomios, feitaa par
tir da funcao geratriz, conduz a:

1t
—

Ho(x)

2x

Ky (x)

B.4 - RELACAO DE CHRISTOFFEL-DARBOUX PARA POLINOMIOS ORTOGONAIS

Usando-se a primeira equagao do sistema para determina
¢ao dos coeficientes da formula de recorréncia de 3 parcelas {Secao
B.3.1), tem-se:

b

Yk"]. = “k—z Ia UJ(X) X Qk-l(x) Qk-z(x) dx’

e o valor de C, _, resultante da terceira equagao e:

k-1 k-1

ck-2 = -

“k-2 Yk-2

Eliminando-se esta constante na formula de recorréncia
de trés parcelas, resulta:
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o _ 'Y-
Qu(x) = (= _ X+ C_ )0 (x) - <LK g ()
k-2 Yk-2

Para eliminar a constante Ck- 23 multiplica-se essa rela
¢ao por Q . (¥}, obtendo-se:

Qk(x) Qk-l('Y) = (“k-lx + Ck-l) Qk—l(x) Qk_](.Y)

k-1 Yk-1

Q . o(x) Q _ ()
k-2 Yk-2

Trocando-se de posicac x com y nessa relagac e subtrain
do-se membro a membro, uma da outra, C, _, é eliminado, obtendo-se:

Qu(x) Q. (%) = Q(¥) Q_ (%) = (x=¥) = oy Qo a(X) Qe (¥) +

-1 k-
k-1 k-1 [Qk-l(x) Qk_z(.‘/) - Qk-l(y) Ok-z(x)]
k-2 k-2

que pode ser reescrita na forma mais conveniente:

emyy S0 G a) G0 &, ) - g 0 - ()

Tk -1 “k-1Yk-1

Qk_ l(x) Qk_ 2()’) _Qk - 1(3’) Qk - 2(X)

“k-2 Yk-2

Usando-se, para efeito de simetriadas formulas,Q.,(x) =0
e efetuando-se a somatdria para k = 1, ..., m+ 1, em virtude do can
celamento de termos consecutivos no segundo membro, resulta:
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1 Qk(x) Qk(Y) Qk(x) Qk(Y)

e

Tk Yk

0 (0 Q¥) - Q) G ()

“m YplX=Y)

conhecida como identidade de Christoffel Daboux.

B.5 - DUTRAS PROPRIEDADES DOS POLINOMIOS ORTOGONAIS

1) 0 polindmio ortogonal Qu{x), relativo a uma funcao peso w{x) >0,
x € (a, b), possui k zeros, todos dentro do intervalo (a, b}.

Prova: considere-se primeiramente a integral:

b b
[ 900 000 Q000 6 = R [ w0 g0 ax = 0

para k > 1. Como w(x) nao muda de sinal em (a, b), Qk(x) deve anular
~-se, pelo menos uma vez, nesse intervalo para k 2 1.

Sejam z7, ..., 235 j < k, os zeros reais de Qk(x) de mul
tiplicidade Tmpar e que estao dentro do intervalo (a, b). Seque-se que
o produto:

(x-21) (x=23) -0 (x-25) Q(x)

naoc muda de sinal em (a, b). Mas a “produtoria" dos zeros & um poling
mio de grau j < k e, pela relacao de ortogonalidade, resulta:

b
Ja w(x) (x=-2;) ... (x-zj) Qu{x) dx =0,
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que & uma contradicdo. Entao, deve-se ter j=k e assim todas as raizes
reais em (a, b).

m [ Q.(x) ]2 -
2) ] Xt g (x) Q00 - Q%) Qe (00 ]

k=0 Yk %m Ym

Prova: Basta fazer y » x na identidade de Christoffel Darboux.
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EXERCICIOS
Mostre que o conjunto de fungoes:
Fi(x) = coS ix, i=0,1, ..
€ ortogonal.

Usando a fungdo geratriz mostre, por inducaoc finita que B, , = 0,
no polinomio de Hermite para todo valor de K.

Usando o desenvolvimento de Taylor, mostre que cos k & pode ser ex

presso exatamente por um polinomio de grau K em cos 8.

Encontre a formula de recorrencia de 3 parcelas para os polinomios
Tchebyschev, com as seguintes caracteristicas:

e intervalo de integracao (-1, +1)

1

e fungao peso w(x) = ——mm————
(1 - x2)1/2

Mostre que, neste caso, & mais simples encontrar diretamente a for
ma do polinomic ortogonal Tk(x),,usando-se a transformagao varia
vel de x = cos 8.

Determine a formula de recorréncia de 3 parcelas para os poling
mios de Legendre, com as seguintes caracteristicas:

e intervalo de integragao (-1, +1),

¢ fungao peso w(x) = 1.

Detalhe o cancelamento de teymos na somatdria que leva a identida
de de Christoffel-Darboux.
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