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RESUMO

Quando se estuda érbitas de satélites naturais ou artificiais, é indispensavel anali-
sar as forcas que modificam a trajetéria de tais corpos. Se ignorarmos a existéncia
de perturbagoes, um satélite, sujeito exclusivamente a atragao gravitacional de um
corpo central, desenvolve uma trajetéria conica fixa no plano e em um plano fixo.
Na realidade, quando forcas perturbativas sdo consideradas, os parametros os quais
descrevem a 6rbita nao sao mais constantes. Este trabalho tem objetivo de estudar
o comportamento dos elementos orbitais de satélites artificiais quando sdo conside-
radas forgas perturbativas que derivam da distribui¢ao nao uniforme da massa dos
corpos centrais. Dois potenciais serao considerados: o primeiro serd uma aproxima-
¢ao em termos apenas do harmoénico Jy e o segundo uma aproximacao em termos

de J2 (§] 022.

Palavras-chave: Movimento Orbital. Perturbagoes. Potencial gravitacional.

ARTIFICIAL SATELITES: ORBITAL PERTUBATIONS

ABSTRACT

When orbits of natural or artificial satellites are studied, it is crucial to analyze the
perturbations that modify the trajectory of such bodies. If we ignore the existence
of perturbations, the satellite is exclusively subject to gravitational pull of a cen-
tral body and it describes a coplanar conical trajectory on a fixed plane. Actually,
when disturbing forces are considered, five parameters, which describe the orbit, are
no longer constants while the mean anomaly describes a uniform circular motion.
The purpose of this project is to study the behavior of orbital elements of artificial
satellites taking into account pertubative forces derived from the non-uniform dis-
tribution of mass of the central bodies. Two potentials are considered here: the first
is an approximation solely in secular terms of the harmonic J2 and the second is an
approximation in terms of Jy and Cos.

Keywords: Orbital Motion. Perturbations. Gravitational potential.
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1 INTRODUCAO

Dentre os fendomenos astronomicos observados que intrigavam os homens na anti-
guidade destaca-se a irregularidade do movimento do Sol, da Lua, dos planetas e
cometas em relacdo as chamadas estrelas fixas. Embora varias teorias e métodos
houvessem sido propostos e utilizados para prever a posicao destes astros em datas
futuras, somente a partir do século XVI, baseados nos trabalhos e observacoes de
Copérnico, Tycho Brahe, Kepler, Galileo e Newton, a humanidade pdde elaborar
teorias cientificas claras com rigor, inclusive tornando receptiva a possibilidade de

nao s6 colocar objetos em oOrbita como também viajar pelo espaco.

Em 1957 a Uniao Soviética lancou o primeiro satélite artificial da histéria, chamado
de Sputnik 1. Desde este acontecimento, milhares de satélites de mais de 40 paises fo-
ram langados, mas grande parte ja esta desativada devido a falhas no funcionamento

ou fim de vida 1til.

Para que as medidas feitas através de satélites possam ser as mais precisas de acordo
com a finalidade da missao, é essencial que suas d6rbitas e altitudes sejam conhecidas,
em cada instante, a fim de evitar falhas que possam tornar o satélite inutilizavel.
Nasce dai a necessidade de construcao de teorias ou métodos especiais, geralmente

adaptados a especificas missoes.

Existem diversas forcas que modificam a 6rbita de um satélite artificial e para que
este continue exercendo suas fungoes, é necessaria a corre¢dao na trajetoria. Uma
dessas forcas perturbativas deriva da distribuicao nao uniforme de massa do corpo

central, que é medida a partir da equagao do potencial gravitacional(equagao (2.15)).

As perturbagoes causadas pelo potencial gravitacional serao estudadas neste tra-
balho para que se possa avaliar quais sao os efeitos desta forca no movimento de

satélites artificiais.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 Problema dos Dois Corpos

O Problema dos dois corpos caracteriza o movimento de dois corpos em um sistema
inercial, sujeitos a uma forga central, que no caso ¢ a forca gravitacional, desconside-
rando qualquer tipo de forga externa que cause perturbacdo(VILHENA DE MORAES,
1978).

2.1.1 Redugao do Problema dos Dois Corpos

Seja o sistema inercial Oxyz, com o P; sendo a posi¢ao do corpo 1 de massa mq, e

P sendo a posi¢ao do corpo 2 de massa ms, como mostrado na figura 2.1:

Figura 2.1: Sistema de coordenadas do problema dos dois corpos.

De acordo com a lei de gravitagao universal de Newton, a forca que m; exerce sobre
m;, com i # j é dada por:

Ej = —Gmimj J (21)

Y

r3

em que r = |7].

Pela Segunda Lei de Newton tem-se:

miri = -G — (2:2)

2o (2.3)

Mory = —G



As aceleragoes podem ser escritas de forma mais simplificada:

—

- T
= +szﬁ’ (2.4)
. 7
o = —Gmlﬁ (25)

Como o sistema de coordenadas é inercial pode-se escrever também que:

—

¥ =713 +711 = —G(my +my) (2.6)
A equagdo (2.6) é chamada de equacao diferencial do movimento de um corpo em
relagdo ao outro (KUGA et al., 2012).

2.1.2 Resolucao do Problema dos Dois Corpos

Como pode ser observado pela equagao (2.6), a forca é central e portanto o mo-
vimento de um corpo em relagdo ao outro é plano. Temos assim um sistema de
quatro equacgoes diferenciais de primeira ordem, que quando integrado faz com que
aparecam quatro constantes de integracao. Utilizando-se a conservacao do momento

angular e a Lei da Conservagao de Energia, dada por:

= E, (2.7)

2
2

S I=

em que u = G(my + my) e E é constante, o sistema de equagoes diferenciais de
segunda ordem dado pela equagdo (2.6) pode ser integrado e obtemos a equagao

geral de uma coOnica:
P

= 2.
" 1+ecos(f—w)’ (2:8)
com:
C2
p: I 29
. (2.9)
¢ = |é|7

2EC?
e:ﬂ1+—él. (2.10)
7

em que p é um parametro e e é a excentricidade da conica e w é uma constante de
integracdo. Ja vimos que necessitamos de quatro constantes de integracao e apare-
ceram trés destas constantes, que sdo e, p e w. A quarta constante vird do seguinte

fato:



Sabemos que, da conservacao do momento angular
0 = C, (2.11)

e obtivemos da equacao (2.8), r = r(f). Assim, a quarta constante vira da integracao

td 1 929d0 2.12
[dt=c [ e, (2.12)

Em geral, escolhemos para 7 o instante de passagem pelo pericentro. No caso espe-
cial, outras duas constantes de integragdo aparecem e fixam a orbita no plano e o
plano da orbita em relagao ao sistema inercial.

Da equagao (2.10), verifica-se que: se £ < 0 entdo e < 1 e a érbita ¢é eliptica; se
E = 0 entao e = 1 e a 6rbita é parabdlica; se £ > 0 entao e > 1 e a orbita sera
hiperbdlica.

Neste trabalho serd considerado apenas o caso eliptico, portanto p = a(1 — €?).

Na figura 2.2, f é chamado de anomalia verdadeira, u é a anomalia excéntrica.

P’

P r

u f
xh—
5 4 C ae S, o
™ © il
Figura 2.2: Elipse do movimento orbital.
Define-se também a anomalia média:
M =n(t —1), (2.13)

em que n?a® =y, n = 2%, sendo T' o periodo orbital e 7 o instante de passagem pelo
pericentro. A relacao entre estas anomalias pode ser encontradas em (KUGA et al.,
2012).



2.1.3 Elementos Orbitais

As seis constantes de integracdo tém uma interpretacao geométrica e cinematica
cuja relagdo com as constantes iniciais necessarias para resolver a equagao (2.6) sdo

dadas pelos chamados problema direto e problema inverso.

Os elementos geométricos que definem uma 6érbita sdo os cinco parametros, os quais
estao definidos abaixo e mostrados na figura 2.3. O sexto parametro 7, de interpre-

tagdo cinematica, ¢ o instante de passagem pelo pericentro.

e : Semieixo maior da Orbita.

e: Excentricidade da érbita.

1: Inclinagao orbital.

e w: Argumento do periastro.

Q: Longitude do nodo ascendente.

ml

\i 2

Figura 2.3: Elementos orbitais. w1 é plano da ¢rbita, 72 é o plano de referéncia
centrado em S, S é o corpo central e a elipse vermelha é a 6rbita desenvolvida pelo
corpo ao redor de S.



2.2 Equacgoes planetarias de Lagrange

O que foi visto acima refere-se apenas ao movimento de um corpo de massa des-
prezivel orbitando um corpo central com distribuicao uniforme de massa. Se for
considerada uma perturbacao, os elementos orbitais podem ser obtidos resolvendo-

se as Equacoes Planetarias de Lagrange, dadas a seguir:

da_ 2 on
dt  naoM’
de  (1-¢*)OR (1-¢)'?0R
dt — na’e OM na’e  Ow’
G esi o1 om
dt — na(l —e2)/2sini dw  na2(1 — e2)1/2sini 0Q’
(2.14)
dw cos i OR  (1—e)'?0R
dt — na®(1 —e2)/2sini Oi na’e  Oe’
©_ 1 om
dt — na2(1 —e2)Y/2sini i’
. (-@or  20R
dt na’e Ode nada

onde R é a funcao perturbadora.
2.3 Potencial Gravitacional

A equagdo (2.15) define o potencial gravitacional R do corpo central, expresso em
termos harmonicos esféricos (MORANDO, 1974).

R=E11- > J?i@npn (sin(g))
e P (2.15)
+ Z Z "’;ﬁlae P, (sin(¢)) cosm(A — Apm)

n=2m=1

em que:

e 1 - vetor posicao do satélite,
e ;. - constante gravitacional do corpo central,
® a. - raio do corpo central,

e n, m - o grau e a ordem dos polinémios, respectivamente,

7



¢ - latitude do satélite,

A - longitude do satélite,
o P,,P, , - Polindmios e Polinomios Associados de Legendre,

o Ju, Jum € Ay m - caracteristicas do corpo central o qual o satélite orbita.

A partir da equacao (2.15) é possivel calcular a perturbagao devida a distribuigao

nao uniforme de massa do corpo central, o qual um satélite orbita.
2.3.1 Harmonicos Esféricos

Os termos fatorados J,, e J, ,,, da equagao (2.15) sao relacionados com os harmonicos
estéricos. Eles descrevem o achatamento do corpo central. Por simplicidade, J,, e J,, n,
serao chamados de harmoénicos esféricos. A representacao geométrica dos harmoénicos
esféricos depende do grau n e ordem m da fungao. Se m = 0, a superficie harmonica
depende apenas da colatitude e sao denominados harmoénicos esféricos zonais. Se
n = m, ela dependerd somente da longitude e sao denominados harmoénicos esféricos
setoriais. Quando m > 0 e n > k, os harmonicos serdo chamados de harmonicos

esféricos tesserais.

'

(a) Zonais. (b) Setoriais.  (c) Tesserais.

Figura 2.4: Classificagdo dos harmonicos esféricos.

2.4 Método de Runge-Kutta de quarta ordem

O método de Runge-Kutta é um método numérico que consiste em calcular aproxi-
macoes para solugoes do problemas de valor inicial para equagoes diferenciais como

o mostrado abaixo:

{y:ﬂ%m

y(zo) = Yo

Este método é frequentemente utilizado pois nao é necessario calcular explicitamente



as derivadas das fungdes em seu processo (RUGGIERO; LOPES, 1988). As seguintes

equagoes descrevem as iteragoes do método:

h
Yn+1 = Yn + 6(761 + 2ko + 2k3 + ky),

onde h é o passo de integracao e

kl = f(xnayn)

h h
ko= f <$n+ 27%‘1‘/{?12)

h h
ks = f (%‘f— 27yn+k322>

k4 = f(wn + h7 Yn + k3h)



3 METODOLOGIA
3.1 Expressao do potencial

A partir de manipulagoes algébricas é possivel obter a expressao do poten-
cial(equacao (2.15)) em funcdo dos elementos orbitais keplerianos. Deste modo, ao
expandir a equagao obtida até a ordem e grau desejados, tivemos como resultado
as expressoes abaixo. A primeira considera o potencial expresso apenas em termos
que contém o harmonico esférico J;. Ja a segunda considera termos que tém os

harmonicos Js e Cos.

az 1 3 . 9. 2\ —3
RJZZ/JLJQE <2—4sm z> (1—e*)"2, (3.1)
2 ,
Ry, 0y = M%(l — 62)_% (? + sin?i (—312 + 302 cos (2bt — 29))) . (3.2)

Sendo a, e b, respectivamente, o raio equatorial e movimento médio do corpo estu-
dado. Ambas as equagoes, separadamente, foram escolhidas para serem utilizadas
como as fungbes perturbadoras da equagao (2.14). Os efeitos que elas causam em
alguns corpos celestes serao comparados a fim de analisar as diferengas entre consi-

derar apenas J, ou Jy e Cy na equacao do potencial.
3.2 Derivadas parciais da expressao do potencial

A seguir sao apresentadas as derivadas parciais de equagao (3.1) e equacao (3.2) em

relagdo aos seis elementos orbitais(a, e, i, w, Qe M).
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3.2.1 Potencial com J,

Quando se considera apenas o potencial gravitacional com ordem até .J, obtém-se

as seguintes derivadas parciais:

8RJ az 1 3 . 9. 2\ _3
s R ) LS
8RJ2 ag 1 3 . 9. 2\ _35
e —36[&]25 (2—48111 2) (1—e")z,
8RJ @2 3 . . 2\ — 3
P 5% (Zgin2i) (1— )73

o Mg (28m Z>( ) (3.3)
8RJ2_0

ow

oR;,

o0 =0

8RJ2:O.

oM

3.2.2 Potencial com Jy e Coyy

Quando se considera o potencial gravitacional com ordem até J, e (55 obtém-se as

seguintes derivadas parciais:

2
% _ _3Mai(1 _ 62)—% (‘22 + sin?i <_3J2 4 3222 cos (2bt — 29))) )

Ja at 4
aRJz,CM _ ag 2\—5 Ja . 9. 3Jo 3Cy >
T—i%@p;(l—e) (2+Sm z< T+ 5 cos (20t 29)) ,

: 3C:

M Zu%(l—ez)_% sin 2i —%4— 22 cos (2bt — 2Q0) )

01 a3 4

(3.4)

aRJ2,C22 —0

Ow ’
O _ 3,0, (%) (sin? i) sin (26t — 20)(1 — €)%
B G PE] (sm z)sm( —20)(1 —e*)" 2,
aRJ2,C22 —0

oM '

11



3.3 Equagoes planetarias de Lagrange

Substituindo as equacoes de 3.3 em 2.14 obtemos o seguinte sistema de equagoes

diferenciais:
da
= _0
dt ’
de
b
dt ’
di
i
dt ’

dw ( )2 (3 — —sin z) (3:5)
dt 1 — 2

ds a

o = 1 — 62 () coS 1,

a
ar_ nJs ( > (—sm%)
dt N 1—@2% a .

Note que este sistema nao é acoplado, mas para as as equagoes de 3.4, o sistema de

®

equacoes diferenciais obtido ¢ acoplado, pois & 75 0, como mostrado a seguir:

da

0
dt
@
dt
di 3nC’22 sin ¢ (ae

=0

dt 1—62 a
2

dw 15sin2i 15sin2 i
—_— = — 2bt — 29}
a (1 <J2 < +3> +022< 3+ 5 )COS( bt ))

df) ncosi N2/ 3,
at (1—e2)? () <— + 3C92 cos (2bt — 29))

dM:n+3<) (J +sin?i (%+3C22 cos (26t~ 20)) )
dt (1—e2)"z \a 4

2
) sin (20t — 2Q2)

(3.6)

Neste caso, a solucao do sistema 3.6 deve ser obtida a partir de métodos numéricos
para equacoes diferenciais. O método utilizado no trabalho é o de Runge-Kutta de

quarta ordem.

12



3.4 Constantes dos corpos celestes estudados

Para este trabalho foram utilizadas algumas constantes dos seguintes corpos: Estes

(a) Lua.

(b) Tita
turno).

Figura 3.1: Corpos celestes que serao estudados.

dados sdo representados na tabela 3.1(CARVALHO, 2017).

(Lua de Sa- (¢) Europa (Lua de Jupi-
ter).

ac(km) | p(km3/dia®) Jo Coy b(rad/dia)
Lua 1737 | 3.6599041 x 103 | 2.032 x 10~* | 2.447305 x 10~° | 0.2344896
Tita 2575 | 6.7020205 x 10'3 | 3.3462 x 107> | 1.0022 x 107° | 0.39404448
Europa | 1569 | 2.3895337 x 10'% | 4.355 x 10~* 1.3065 x 10~* 1.7692128

Tabela 3.1: Constantes da Lua, Tita e Europa.

3.5 Condigoes iniciais

A tabela abaixo mostra as condic¢des iniciais de cada corpo celeste, com ag = a. + h.

ag(km) | eq | io(rad) | wo(rad) | Qo(rad) | My(rad)
Lua 1837
Tita 2675 | 05| w/6 /3 /3 /3
Europa | 1669

Tabela 3.2: Condigoes iniciais da Lua, Tita e Europa.

13




3.6 Integracao numérica

Com as condigoes iniciais apresentadas, podemos integrar os sistemas 3.5 e 3.6 nume-
ricamente pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem (se¢ao 2.4), com o tempo

t de 0 a 30 dias e tamanho do passo de 1 minuto.

O software Scilab foi utilizado para a integracao e criacao dos graficos que serao

apresentados nos resultados.

14



4 RESULTADOS

As sessoes 4.1, 4.2 e 4.3 mostram as variagoes da inclinagao i, argumento do periastro
w, longitude do nodo ascendente () e anomalia média M em relagdo ao tempo. Note
que as variagoes dos elementos orbitais a e e nao sdo mostradas. O motivo é que
as variagoes destes elementos sao constantes e iguais, independente da equacao do

potencial escolhida, como mostrado em 3.5 e 3.6.
4.1 Satélite orbitando a Lua

Para um satélite orbitando a Lua, temos os seguintes resultados:

Inclinagao x tempo Argumento do periastro x tempo
0532 2

0531

053

0529 o

0528 o

0527 o

i (rad)

T
0526 o 15
3
0525 4
0524 4

13 4
0.523 4

12 4
0522 o

1.1

0521 4

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
" t (dias) » t (dias)
J2+C22 J2+C22
(a) Inclinacdo x tempo. (b) Argumento do periastro x tempo.
Longitude do nodo ascendente x tempo Anomalia média x tempo
1.1 145
1.05 4
14 4
.
1.35 4
0.95 4
09 4 13 4
0.85
_ _ 125 4 |
E o8 g !
G 2 124 [
075 }
074 115
0.65
114
064 |
1.05 |
0.55 4 ‘
05 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 14
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
" t (dias) » t (dias)
J2+C22 J2+C22
(c¢) Longitude do nodo ascendente x tempo. (d) Anomalia média x tempo.

Figura 4.1: Variacao dos elementos orbitais da Lua em um intervalo de 30 dias.
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4.2 Satélite orbitando Tita

Para um satélite orbitando Tita, temos os seguintes resultados:

Inclinagao x tempo

Argumento do periastro x tempo

05252 1.18
0525 4
116 o
05248 -
05246 o 1.14
05244 4
112 4
_ 05262 4 5
g H
= 0524 3
114
05238
05236 1.08 o
05234 -
1.06 -
05202
0523 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 24 26 28 0 12 14 16 18 20 2 24 26 28 30
 (dias) 1 (dias)

J2
J2+C22

(a) Inclinacdo x tempo.

Longitude do nodo ascendente x tempo

(b) Argumento do periastro x tempo.

Anomalia média x tempo

11
1095
104 4 il
109
1.08 1.085
1.08 o
102 4
1075
% 1o T
s = 7
1.065
14
1.06
099 4 1.055 |
1.05
098
] 1.045 o
097 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 24 26 28 30 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 K
t(dlas) 1 (dias)

(¢) Longitude do nodo ascendente x tempo. (d) Anomalia média x tempo.

Figura 4.2: Variacao dos elementos orbitais de Tita em um intervalo de 30 dias.
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4.3 Satélite orbitando Europa

Para um satélite orbitando Europa, temos os seguintes resultados:

Inclinagao x tempo Argumento do periastro x tempo
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o 2
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0.524 o
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(a) Inclinacdo x tempo. (b) Argumento do periastro x tempo.
Longitude do nodo ascendente x tempo Anomalia média x tempo
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. . ;1
(¢) Longitude do nodo ascendente x tempo. (d) Anomalia média x tempo.

Figura 4.3: Variacao dos elementos orbitais de Europa em um intervalo de 30 dias.

4.4 Andlise dos resultados

A partir dos resultados apresentados neste trabalho é possivel observar que quando
¢ considerado o potencial com termos somente com J2 temos que as variagoes dos
elementos keplerianos orbitais métricos sao constantes enquanto os elementos an-
gulares variam linearmente com o tempo. De fato, note que o sistema 3.5 nao é
acoplado e, portanto, a integracdo dele é muito simples, resultando que a(t), e(t) e

i(t) sao constantes e w(t), Q(t) e M(t) sdo fungdes lineares.
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Quando ¢ levado em considerac¢ao a influéncia do Css, 0 semi-eixo maior e a excen-
tricidade permanecem constantes mas nos outros elementos aparecem perturbagoes

periodicas.

Como se pode observar nos graficos, temos que a influéncia do harmonico Csy é
bastante relevante quando se considera o potencial gravitacional como funcao per-
turbadora, sendo assim indispensavel no estudo de dérbitas de satélites artificiais que

orbitam os corpos celestes estudados neste trabalho.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A partir deste trabalho foi possivel verificar que a influéncia do Cs, deve ser consi-

derada para 6rbitas ao redor dos corpos estudados.

Mensurar os desvios causados pela acao de forcas perturbadoras é extremamente
importante para que a trajetéria seja corrigida, garantindo, assim, o sucesso de

missoes espaciais ao redor de corpos celestes do Sistema Solar.
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