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Resumo

Este trabalho busca comparar métodos numéricos de solug¢des da equagdo de Ke-
pler, cuja equagdo tem importancia significativa na mecanica celeste. O estudo abor-
dado neste projeto compreende os seguintes métodos numéricos: método de Newton-
Raphson, método Regula-falsi, método de Halley e método de Fourier-Bessel. O estudo
aborda também a eficiéncia do valor inicial aplicado aos métodos iterativos , dado que
esses valores iniciais sdo avaliados de diferentes formas: Ej na forma simples e Ej na
forma interpolada. Os resultados estatisticos apresentaram que o valor inicial mais
eficiente em termos de ciclos é o Ey na forma interpolada e o método mais eficiente em
termos globais é o método de Halley.
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Capitulo 1

Introducao

Os satélites artificiais sdo empregados em diversas atividades dentre elas destacam:
exploragdo espacial, mapeamento terrestre, realizacdo de experiéncia em micro gravi-
dade, campo magnético terrestre, telecomunicacao etc.

Independente da missdo a qual o satélite se destina, ter o conhecimento da posicao
do veiculo espacial na sua orbita com precisdo é fundamental para o bom desempenho
de missdo. A equagdo de Kepler faz a ponte entre a posigao e o instante que o satélite
se encontra.

Em termos matematicos a equagdo de Kepler é uma aplicagdo da anomalia excéntrica
(E) com a excentricidade (e) (a excentricidade é apenas introduzido como pardmetro
para a anomalia média (M) ficando como K : (E) € R — M € R. Essa aplica¢do nos
da uma ideia como é de fato a equagdo aparece nas referencias, podendo ser resumida
como no diagrama a seguir:

0 f t (1.1)
S

onde 0 é a anomalia verdadeira, t é o tempo, e E é uma bjecdo no intervalo de {0 €
R/0 < 6 < 27} que relaciona anomalia verdadeira e a anomalia excéntrica, M é uma
bjecdo que relaciona o tempo com anomalia média {Vt € R*} e f é a uma funcdo que
serd explicada a diante.

Este trabalho esta relacionado com métodos matemaéticos para determinar métodos
para f~' ou K, os quais destacam os métodos de Newton Raphson, Regula Falsi,
Fourier-Bessel e Halley. O método de Newton Raphson ja é bastante conhecido por
meios da literatura quanto engenharia aeroespacial e analise numérica. sendo consi-
derado neste trabalho como referencia nas comparagdes entre demais solugdes.



Capitulo 2

A equacao de Kepler

2.1 A equacdo de Kepler

A equacdo de Kepler é uma equagdo muito utilizada no meio da astronomia e enge-
nharia aeroespacial. Para a equagdo de Kepler, considere as leis de Kepler enunciadas

por [1]:

1. Cada planeta revolve em torno do Sol em uma 6rbita eliptica, com o Sol ocupando
um dos focos da elipse.

2. A linha reta que une o Sol ao planeta varre dreas iguais em intervalos de tempo
iguais.

3. O quadrado do periodo comparado ao cubo do semi eixo menor é constante,
definido pela equagédo (2.1).

t—T = E ;Aspp (21)

sendo que: a semi eixo menor, b semi eixo maior e pu = 47?a®/T? . A figura (2.1)
apresenta os principais elementos geométricos relacionados ao movimento orbital do
satélite. Para determinar a 4rea Agrp tem-se que

Asrp = Agyp + Asry (2.2)

A partir da equacdo (2.2) e ap6s alguns manipulagdes algébricas tem-se:
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Figura 2.1: Elementos geométricos relacionados ao movimento orbital.

Agpy = az—b[—e sin(E) + cos(E) sin(E)] (2.3)

Asyp = %[E — cos(E) sin(E)] (2.4)

Substituindo as equagdes e em (2.2), a equagdo podera ser represen-
tada por:

M=(-T), /aﬁ3 — [E - esin(E)] 2.5)

determinada "equagdo de Kepler".

2.2 Por velocidade areolar

Uma forma mais elegante é relacionar a velocidade taxa na qual uma determinada area
é varrida durante a trajetéria do raio do vetor o momento angular ou seja pode ser
dada pelo produto vetorial da posigdo que estava (P) com a posicdo onde ele foi (P’).
Mostrado esquematicamente na figura [2.2].



Figura 2.2: Velocidade areolar

Na figura dA é a fracdo de drea percorrida de P a P’, dr é a fracdo de arco
percorrido.

Das propriedades de produto vetorial tem-se que, a metade do modulo do produto
vetorial é igual a dria do tridangulo dos dois vetores. Que mostrada a seguir

A= % '7/\ 7+ d?)| (2.6)

Dividindo a equagéo (2.6) por 6t e tomando o limite de 6t — 0 tém-se:

dA _PAT
AL 2.7
dt 2 @7)
Da equacéo (2.7) obtem-se uma solugéo entre taxa areolaf} e o momento angular
dado por:

dA H
x = rcos(0)
{ y = rsin(0) 29)

derivando o sistema de coordenada em relagdo ao tempo respectivamente tem-se:

{ X = —rsin(0)0 (2.10)

i = rcos(0)0

com isso tem-se a velocidade tangencial a do corpo. Fazendo produto vetorial do
sistema de coordenadas, equagdes (2.9) e (2.10),tem-se:

h=mro (2.11)

Da equagéo (2.11) combinada com a equagdo da elipse na forma polar, é a equacgao
de Kepler escrita de outros modo como mostrado na equacao (2.28). Esta equagao sera
util na secdo (2.3) pois continuara prosseguindo para chegar na forma tradicional da
equacgao.

1 O vetor area é um vetor cuja o versor representa o vetor normal a superficie e seu modulo igual a
drea varrida pelo vetor r.



2.3 Por mecanica classica

Outra forma de deduzir a equacdo de Kepler utilizando um formalismo matemaético
mais robusto é considerando a ideia de campo de forgas central. Para isso serd consi-
derado o problema de dois corpos, onde a forga de atragdo gravitacional definida por
newton é dado por:

(2.12)

a equagao mostra que a forga é proporcional ao produto das massas e o inverso
do quadrado da distancia entre elas, na qual m; e m, representa as massas do objetos e
X1 € X, a posi¢do deles em relagdo a um sistema de coordenadas genéricas.

Contudo pela 3 principio de Newton que diz que toda for¢a tem uma reagdo, ou se
ja Fi2 = Fp.

Seja a segunda lei de Newton anunciada por mi = f(x), definindo um conjunto de
equagdes diferenciaisde segunda ordem em R? .

Seja o referencial fixo em um dos corpos de massa. O campo de forca dado por:

-

flx) = —ﬁ (2.13)

onde ||x|| significa a norma de ¥. Para efeitos de calculo considera um sistema nor-
malizado ou seja Gmym, = 1. Seja o espago vetorial em R? integravel e as seguintes
definic¢oes:

Seja o espago

Defini¢do 1 Um campo de forgas f : R" +— R" é dito central se f(x) é sempre colinear com a
reta que passa 0 e x € R".

Definigao 2 Seja f um campo de forcas conservativo com potencial U, isso implica f = —VU.
Com essas defini¢des leva a certas evidencias tratados como

1. f é uma forga central.
2. Existe uma fungdo i : R" — R" tal que f(x) = h(||x||)x .
3. Existe uma fungdo g : R" — R" tal que U(x) = g(lIxll)

O potencial U em coordenadas cartesianas que é dado por:

U(x) = g({/x3 + x5+ x3) (2.14)

logo a derivada da equacdo (2.14).

dU(x 1 |
395‘ ) = g,(”X”)szi(X% +5 + xg)_i = —¢"(IIxl)x; (2.15)

|||
onde i e definido como i = {1, 2,3} O gradiente de U é:




- @) = YU = ﬁg%nﬂn(ﬁ $ B4 (2.16)
com isso:
_ &«
h(llxll) = ] (2.17)

Com isso mostra-se que o potencial U(x) s6 depende de ||¥]| logo U(x) é constante
em esferas em torno do corpo de atuagao.

Definicdo 3 Se x(t) descrever o movimento de uma particula sob a agdo de um campo central
em R3, entdo x(t) A x(t) é constante.

! (E’f”)x =0 (2.18)

i 1.,
E(x/\x)—x/\x+x/\x—0+x/\mf(x)—x/\

Definicdo 4 O movimento de uma particula sob a agio de um campo de forgas central em R3
fica restrito a um plano.

Da condicdo de vetores ortogonais em um plano tem-se:

(x,v0) ={x,x ANx) =0 (2.19)
das defini¢oes 2 e 3:
Y=1 (2.20)
x = % '

Defini¢do 5 O momento angular em coordenadas polares é dado como h(r, 0) = mr?60

A demonstragao foi efetuada anteriormente secdo (2.2). Agora ja estabeleceu uma
dependéncia temporal em relagdo a sua posigdo. Porém falta determinar o aspecto
geométrico da orbita para completar a quantidade e varidveis para a sugdo do sistema
diferencial associado. Para definir a energia total sera definido.

u(0) = %

Apenas uma mudanca de varidvel da energia potencial. Tem-se que a energia cinética
é dada como;

(2.21)

_me_mee 2™y ey
T= 5 = 2||x|| = 2(r + (r6)?) (2.22)
fazendo a devida mudanca de variavel tem-se
, d 1 1 du, ,.,du  hdu
T draem) - wmonrde’ = e T Tmdo 223)

Portanto a energia cinética é dada como:



m| W (du\" K2 L] [(du)’
T_E[ﬁ(%) +El/l1—%(%) + U (224)

Lembrando que a energia potencial (E,) é:

1
E = =—— = 2.2
/(7,6) = U(r,6) =~ = ~u(6) (225)
logo fazendo as devidas manipulag¢ées para chegar no resultado tem que
u+u —-c=0 (2.26)

tendo como solugado desta equagao diferencial como

u=c(1+ecos(6 — 6y) (2.27)

com isso ja pode estabelecer a geometria da orbita e resolver o sistema diferencial.
O sistema é definido como:

_ (th
0= [ Lt
(2.28)
h2
m[(1+e cos(6—-6))]

para chegar na equacdo de Kepler, serd foi feita a resolugdo do sistema de equagdes
diferenciais (2.28). Para deixa-la na forma convencional serd que adotado uma solugio
da integral para 0 < e < 1 fica: substituindo a fungdo do sistema na integral no sistema
tem-se uma integral da forma consideracdo de que a=1 b=e nas equagdes
a seguir como mostrado em [5]:

Y =

-1

_ N/
, ax = L 2|tan™ a-b xtan 2 - 22 b sinx (2.29)
(a+bcosx)* a+b X

a2 — )2 a+acosx

substituindo a e b por 1 e e ficard como:

? 1 1- V1 - e2si
y—t = > 2tan™ ¢ an O)_eVi=¢isin® (2.30)
R (1-e2)3 1 2 1+ecosO
faz se as devidas substitui¢des para chegar em:
2
_H 22 _ 2T
M, Ft(l 4 )3 = Tt (231)
V1 = 2 si
esinE = M (2.32)
1+ecos®
1-e 0
- -1 v
E =2tan ( 1+etanZJ (2.33)

portanto com a composicdo das equacgdes (2.31) - (2.33) tem a famosa equagdo de
Kepler

M, =E —esinE (2.34)



Capitulo 3

Métodos de solucdes para a equacao de
Kepler

3.1 Método de Newton-Raphson

A ideia de Newton era aproximar a raiz de uma funcdo utilizando retas secantes
entre um intervalo [a, f]. Se a raiz de uma fungdo é x quando f(x) = 0 essa raiz é um
ponto do espago contido na aplicacdo de classe C* onde k € IN para todo k > 1 sendo
f:R"H—> Rtalquexe R"eneN.

Visto a generalizacdo anteriormente, é possivel simplificar o problema como sera
descrito a seguir. Vamos supor que se deseja encontrar uma raiz & da funcédo f, e
considere uma aproximacao inicial x; rudimentar de &. A melhor aproximacao linear
de y = f(x) proximo de x = x; é dada pela reta tangente ao grafico de f em x;. Portanto,
é razoavel esperar que o corte dessa reta com o eixo x forne¢ca uma melhor aproximagao
de &. Denotemos esse corte por x, , figura (3.1). Agora, é possivel tratar de x, da mesma
forma que tratamos x;. Se f(xp) = 0, entdo & = x». Se f(x2) # 0, entdo constréi-se a
reta tangente de f em x, e tomemos x3 como sendo o corte dessa reta com o eixo das
abcissas. Tal processo de repete até que x; convirja para . Em geral, se ¢ for a i-ésima
aproximagdo, entdo a aproximacao x;,1 serd dada por ,[9]:

f(x:)

Xiy1 = X — m (3.1)

comerroe€ = —x,. A equacdo (3.1) aplicada a equacdo de Kepler pode ser representada
por:
E;—esin(E)-M

Ei1=E - 3.2
+ 1 —ecos(E)) (32)

3.1.1 Ejna forma simples

Um valor inicial para E, sugerido em algumas referencias como, por exemplo, em
Battin (1999) e Bate (1971), pode ser obtida considerando



X1

abcissas

f(z1)

Figura 3.1: Metodo de Newton-Raphson graficamente

~1<sinE<1 (3.3)

Desenvolvendo as inequagdes, tem-se

—e<esinE<e (3.4)
+e>M—-esinE>M-—e (3.5)

ou seja
ExM=e (3.6)

sendo E ~ M+equando2ntk < E < n+2nk,e E ® M—e quando 2n+27k > E > 1t+2mk
parak=0,1,2,3, ...
Desta forma, um valor inicial para E, serd dado por [2]:
E=M=e (3.7)

Para evitar termos longos no decorrer do texto serd definido "E; na forma sim-
ples"por "Ey".

3.1.2 Ejna forma de interpolacao

Outra forma de se obter o valor de E, é utilizar a interpolacdo entre pontos. Considere
a figura Da condigdo de linearidade de 3 pontos, tem-se que:

X3 0 1
X1 f1 1]|= 0 (38)
X2 f2 1

Resolvendo o determinante da equacao (3.8) obtem-se a equacao

10



X2 f 1~ X1 f2
X3 = —F————
fi— L
sendo a equagdo (3.9) semelhante a equacdo da regula false (3.12). Adaptando-a para
os termos da Equacdo de Kepler, equagao. (2.5), tem-se [2]:

(3.9)

e sin(M)
1 —sin(M + e) + sin(M)
O valor de E; dado pelo equacao (3.10) serd denominado Ej;.

Eo=M+

(3.10)

3.2 Meétodo de Ragula-Falsi

O Método regula falsi é uma técnica simples e iterativa, o qual consiste em considerar
duas aproximacdes iniciais x; e x; tais que f(x;) e f(x2) tenham sinais opostos, ou seja

fxa) - flxz) <0 (3.11)

a partir de entdo outra aproximacao x3 pode ser determinada considerando a equagdo
da reta secante a fungdo f(x) no intervalo [x1,x2]. A aproximagdo x3 é obtida a partir
de [9]:

= x1f(x2) = x2f(x1)
2T fr) - fx)

X3 — X1
X3

(3.12)

se
X3 — Xp

X3

<e€ ou <e€ (3.13)

para um dado € pré-fixado, entdo x3 é a raiz procurada. Caso contrario, calcula-se f(x3)
fazendo a escolha por um valor x entre x; e x; cujo f(x) tenha sinal oposto ao de f(x3).
A partir de x3 e este ponto, calcula-se x4 e assim sucessivamente. O processo deve ser
repetido até que se obtenha uma raiz com a precisdo desejada . A figura apresenta
a interpretacdo geométrica do Método regula falsi.

f(?g“z)

L1 x 3.7 | abeissas

Figura 3.2: Método regula falsi graficamente

A equagdo (3.12) adaptado a equagdo de Kepler podera ser reescrita como:

El(Ez —esin (Ez)) - Ez(El —esin (El))
E,—Ei + €(Sil’1 (El) — sin (Ez))

E; = (3.14)

11



3.3 Método de Halley

O método de Halley (H) fornece um ntimero infinito de generaliza¢gdes de ordem su-
perior para o método de Newton com o propdsito de encontrar um raiz de uma deter-
minada equacdo ndo linear. O método requer calculos analiticos e numeras derivadas
da ardem superior da funcdo que se basra a raiz.

Ou seja analisando uma fungédo f(x) definida como f : Q € R — R sendo o espago
Q) derivével e definindo como x; o ponto inicial para a expansdo e o passo como ¢. A
expansdo propriamente dita em Taylor [4].

f”(xO)gz + f/”(xO)gg, T

flxo+¢€) = f(xo) + f'(x0)e + o 3 (3.15)
Escrevendo a equagio (3.15) em forma de sistema linear tem-se{]]
/ Ly fO0x) 2 _ ") 3 4
f'(xo)e + =5—¢ f(XO)f”(xo) € ;I—O (3.16)
fxo)e + f'(xp)e® = ——=>=&>+ O
a ideia é resolver o sistema em ¢ para deixar o processo iterativo da forma
Xps1l = Xy + €y (3.17)
para resolver o sistema sera utilizado o medo de Cramermostrado a seguir:
‘ —f(xo)  f"(x0)/2 ’
0 "(x
eo! 0 S (3.18)
f(x0)  f"(x0)/2 ‘
flxo) — f'(x0)
com isso ¢ é dado por:
2 ’
2[f"(x0)]* = f(x0) f(x0)
portanto generalizando para as demais iteracdes:
210, 1 (x,
Xnt1 = Xp — S f(2 )f( ) » (320)
Z[f (xn)] - f(xn)f (xn)
por fim aplicando para a equagdo de Kepler tem-se:
E. =E, 2[E, — esin(E,) — M,][1 — ecos(E,)] (321)

 2[1 = ecos(E,)]2 - [E — esin(E,) — M,]ecos(E,)

10" significa termos de n-ésimo ordem.
2Método envolvendo determinantes para resolucéo de sistemas lineares.

12



3.4 Meétodo de Fourier-bessel

Para solucionar a equagdo de Kepler utilizando a série de Fourier é nessesario repre-
sentar E como uma série . Os coeficientes desta série sdo fungdes de Bessel, e, por isso
o nome do método discutido neste projeto.

Dada a equagdo tem-se que [2]:
dE 1

i — 22
dM 1 —ecos(E) (3:22)
serie de Fourrier de uma fungéo f(x) dada por:
f(x)=Ap+ Z [A,, cos(mx) + b, sin(mx)] (3.23)
n=1
Definindo f(x) = dE/dm, os coeficientes da série podem ser secretos por:
1 (™ dE
Ay =~ Iﬂ M =1 (3.24)
1 (T cos(kM) 1 (T
A, = - In - ecos(E)dM == Iﬂ cos(kM)dE (3.25)
onde cos(kM) = Re [ei(kM)] sendo # = —1. Agora a fungdo pode ser escrita dessa

ik[E—e sin(E)

forma g = ¢ I considerando as devidas substitui¢cdes de varidveis tem-se que

[2]:

v = —ke (3.26)
x=et (3.27)
g = eli(-3)] (3.28)

escrevendo a fungdo g em serie de Lourent, tem-se:

o o 2 I+j
g= Z Z(—l)f (Z)].! X (3.29)

onde a fungdo g se assemelha com a funcdo de Bessel ou seja:

g§= Z Ju(©) - X" (3.30)
Genericamente a integral dada pela equacao (3.25/sera dada por:
_1 Y _ " E(n+k)
A= — n;o T (=ke) [ ke [0+ dE (3.31)

13



se n +k =0, o resultado de Ay é dado por:

A =2 i Jn(ke)

Desta forma, pode representar a equagéo (??) pela série:

dE

=l 22 Ji(ke) cos(kM)

portento:

E=M+2 Z []k(k )Sm(kM)]

14
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(3.34)



Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos a partir dos métodos de solugdo
da equacdo de Kepler que foram abordados neste trabalho. O software Matlab foi
utilizado para implementac¢do do c6digo associado aos métodos de solugdo, podendo
ser resumido a partir do fluxograma apresentado na figura (4.I). Para que as conclusoes
a respeito do método mais eficiente (dentro das especificagdes do projeto) tivessem um
embasamento mais robusto, as discussdes foram realizadas em 4 etapas. Inicialmente
foram verificadas a quantidade de operag¢des (ou FLoating-point Operations Per Second
- FLOPS) exigidas em cada método além da escolha do valor inicial de E. A seguir sdo
analisados o conjunto de solugdes obtidos em cada método para um intervalo de e e
M. Um estudo estatistico dos resultados é efetuado numa terceira etapa e,por fim, sdo
escolhidas faixas de excentricidades mais usuais para definir o método mais adequado
em situacdes reais.

SR s
Soma de lumero de N\

L )

( 3 7" Lervariaveis / l
‘ Inicio }—V M(anomalia media) A
N Y, ) ya ecc(ecentricidade) »

VN

Se \ N
erro absoluto menor que a .
\ tolerancia Sim Valor de E

Figura 4.1: Fluxograma para solugdo da equagdo de Kepler

4.1 Anadlise Preliminar dos Métodos de Solucao da Equa-
cao de Kepler

Varios sdo os métodos numéricos que tornam possivel se chegar a solu¢do de uma
equagdo transcedental. No entanto, cada método exigirad uma quantidade de operagdes

15



que poderd interferir diretamente no tempo de convergéncia e na precisdo da solugdo.
Neste trabalho serdo abordados os seguintes métodos: método de Newton-Raphson
(NR), método da Regula-falsi (RF), método de Halley (H) e a expansdo em série Fourier-
Bessel (FB). A tabela (4.1) mostra a quantidade de operagdes (somas e subtracdes,
multiplica¢des e divisdes, fung¢des trigonométricas e polindmios especiais) necessdrias
em cada método por ciclo.

Tabela 4.1: Contagem de operagdes

Método n°(+e—-) n°xe/) n°Fungdes trig. n°Pol. Especiais
Newton Raphson 4 3 2 0
Regula Falsi 6 6 4 0
Halley 9 11 6 0
Fourier-Bessel 1 5 1 1

Observa-se que o método de Halley apresenta o maior nimero de operagdes por
ciclo. No entanto, a convergéncia deste método (como sera visto mais adiante) ocorre
rapidamente, ou seja, este nimero de operagdes ndo se repete muitas vezes, pois sdo
necessarias poucas itera¢des para obtengdo da solugdo. A solugdo a partir da expansao
da série Fourier-Bessel deve ser analisada de forma especial, pois sendo um somatério, o
nuamero de operagdes dependerd da ordem de truncamento deste somatério. O ntimero
de operagdes apresentados na tabela sdo referentes a primeira ordem de truncamento.

Outra forma de apresentar a tabela (4.1 é a partir de uma abordagem vetorial. Seja

cada método definido como um vetor da forma M = (a1-e1+ay-er+az-es+ayg-e)) Ya; € R,
onde ¢; representa uma base unitdria em R*comi =1,2,3,4associada abase das adi¢des
e subtrag¢des, multiplicagdes e divisdes, fungdes trigonométricas e polindmios especiais,
respectivamente. Agora é possivel mostrar como o vetor se difere da base através do
modulo e do argumento do plano entre a base e o vetor. Fazendo uma analogia com
o espago euclidiano de dimensdo 3 define-se um espaco com base candnica e¢; com

i = {1,2,3}, um plano «a definido pelos vetores Me e; (no caso do exemplo i = 1). O
angulo 0 entre os vetores Mee; no plano a é dado por:

S
M- 61‘)
M|

A figura (4.2) apresenta geometricamente o que foi descrito na dimensao 3.

0 = cos™ ( (4.1)
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Figura 4.2: Representagdo do espago vetorial em R?

A tabela (4.2) é uma representagdo da tabela (4.1) considerando o espaco vetorial de
dimenséo 4.

Tabela 4.2: Contagem de operagdes (em uma abordagem vetorial)

Método Moédulo Angulo (+e—-) Angulo(-e/) Angulo Fungoes trig.  Angulo Pol. Especiais
NR  5.385E+00 42.031 56.145 68.199 90.000
RF  9381E+00  50.238 50.238 64.761 90.000
H  1.543E+01 54.311 44.519 67.113 90.000
FB  5.292E+00 79.107 19.107 79.107 79.107

As unidades do médulos sdo unidades arbitrarias e os angulos sdo apresentados em
graus. A tabela nos fornece a no¢do do tamanho do célculo necessario por método
e os angulos nos fornece a idéia do quanto esta se afastando de determinada operacéao.
Por exemplo, os menores angulos (=~ 0) mostram que o método possui mais operagdes
caracterizada pela base que esta associada, entretanto se o angulo estiver proximo de
90 ° implicara que o vetor que determina um método estard mais afastados de tal base
contendo menos célculos da operagao definida pela base.

Outro aspecto importante a ser considerado antes da implementacdo dos algoritmos
é definir a forma de obtencdo do valor inicial da anomalia excéntrica E,. Para esta
analise foram consideradas duas formas de cdlculo de E; e ambas foram avaliada com
relacdo ao método NR (assumido como referéncia). As equagdes que definem a forma
de calculo para E; estdo mostradas na secdo e sdo denotadas por Eys eEy. A
figura mostra o gréafico box plot comparativo entre as duas formas de E; quanto
ao numero de iteragdes necessdrias quando o método NR é considerado para solugdo
da equacdo de Kepler. Para esta andlise foram considerados e € [0,1) e M € [0, ], com
erro amostral estipulado de 1.5% e nivel de confianga de 99%, gerando 7372 amostras.
Considerando uma area definida por e e M, tal nimero de amostragem resultard em
um quadrado de aproximadamente 86 amostras para e e 86 amostras para M. O estudo
destas amostras serd detalhado na secédo (4.3.1).
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Figura 4.3: Gréfico box plot para valores de Ey

A figura mostra que os resultados das amostras para ambos E; possuem o
mesmo comportamento. No entanto, Ey; apresenta out layers mais distantes do que
o Ey. Contudo E( parece ser mais denso (no sentido de aglomerado) do que Ejs.
Isso implica que o Ej; é mais seguro de ser usado, pois os valores ndo trazem muita
dispersao.

Utilizando o teste de Kruskal-Wallis (detalhado nas se¢des seguintes), tem-se a
média de rank e desvio para cada Ej na tabela (4.3).

Tabela 4.3: Média de Rank e Desvio padrdo para Ey; e Ey,

Valor inicial Rank desvio-padrado
Eos 9.5055E+03  4.6208E+01
Eoi 5.2875E+03  4.6208E+01

Para o teste de hipétese, considere a seguinte configuragdo:

Hj : as amostras serem iguais
H, : as amostras serem diferentes

Os resultados obtidos pelas amostras sdo x* = 4166.18 € Py < 0.00001% H @)
Poalor NOS Mostra que existe 0 de probabilidade de que as amostras sejam iguais com
99% de confianca para tal afirmativa. Isso infere que o valor inicial mais eficiente é
de Ey. Devido ao teste de hipbtese e pelas médias de rank serem baixas podemos
dizer que toda a amostragem esta proxima a 5 iteragdes. Sendo assim, o valor de Ey,
serd a condicdo inicial considerada no trabalho para a anélise dos demais métodos que
necessitem de condigdo inicial.

!Este valor (0.00001%) ser4 representado no decorre do trabalho por 0+
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4.2 Analise comparativa entre os métodos de solucao da
equacao de Kepler

Nesta se¢do sdo apresentados os resultados referentes as implementagdes dos métodos
de solucdo da solucdo de Kepler tratados neste trabalho. Para que o estudo contem-
plasse diversos tipos de excentricidade foi considerado e € [0,1), onde somente as
Orbitas elipticas foram levadas em conta, e M € [0, ], de forma a considerar somente a
parte ndo periédica da anomalia média. A figura apresenta uma idéia da malha
de pontos associada a solugdo obtida em cada método.

Excentricidade

Anomalia Media

Figura 4.4: Amostragens

O plano M x e apresenta uma amostragem sistemdtica dos pontos associados a
solucdo da equagdo de Kepler. Para cada ponto da malha (M, e) calcula-se o valor de
E, utilizando os métodos citados anteriormente, e associado a este cdlculo existird uma
quantidade de iteragdes necessérias (caso dos métodos iterativos: NR, RF, H) ou de
termos no somatdrio (caso da expansdo em série FB). O nimero de itera¢des ou termos
exigidas pelos diferentes métodos em cada ponto (M x ¢e) é apresentado na forma de
curvas de nivel, figuras (4.5a)), (4.6a)), (4.7a) e (4.8a).

A figura apresenta os resultados obtidos pelo método de NR, onde pode-se
observar que na regido de e — 1 e M — 0 existe um acimulo maior de iteragdo e,
em geral, nas regides com e — 0 sdo necéssdrias poucas iteragdes para qualquer M. A
tigura mostra a frequéncia com que cada iteragdo ocorre. O método NR atinge
um maximo de 5 itera¢@es para o conjunto de pontos considerados.
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Figura 4.5: Método Newton-Raphson

Os resultados obtidos pelo método Regula-Falsi sdao mostrados na figura {.6). O
método RF apresenta o pior comportamento, segundo o niumero de itera¢des, quando
comparado com os métodos iterativos. As figuras e mostram o grande
namero de iteracdes exigidas pelo método para que se alcance a solu¢do dentro da
precisdo desejada.

Quantidade de Iteragéo

50 100 150 200

0.5 1 1 ?/I 2 25 3 Numero de lteragdo
(a) Diagrama de iteragdo (b) Histograma de iteragdo

Figura 4.6: Método Regula-falsi

O método de Halley é apresentado na figura (7). A figura mostra um
comportamento similar ao obtido pelo método NR, figura (4.6a). No entanto, mesmo
que sendo uma diferenca irriséria, percebe-se que o método de Halley necessita de
menos iteragdes para o cédlculo da solu¢do (méaximo de 4 iteracgdo).
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Figura 4.7: Método de Halley

A equacdo de Kepler também pode ser representada através da expansao da série
Fourier-Bessel. Este tipo de método néo é iterativo como os demais métodos citados,
mas sim depende diretamente da quantidade de termos que serd acrescido ao somaté-
rio. E importante ressaltar que, embora o método FB néo seja iterativo, ele sera tratado
como tal no que diz respeito a quantidade de termos que sera necessdrio para que a
solugdo esteja dentro da precisdo desejada. A implementacao foi realizada de tal forma
que a iteratividade esteja associada a quantidade de termos necessarios no somatorio.
A figura mostra as curvas de nivel associadas a quantidade de termos da série
necessdrias para o cdlculo de E em cada ponto (M, ¢). Nota-se que a quantidade de
termos sofre muita variagdo, existindo pontos onde o nimero de termos do somatério

superam 40 termos, figura (4.8b).

1200
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®
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8
Quantidade de lteragdo
B =2}
o o
o o

0

0 20 40 60 80 100
0 05 1 1 ?/I 2 25 3 Numero de lteragdo
(a) Diagrama de k termos da série (b) Histograma de k termos da série

Figura 4.8: Método Fourier-Bessel
Neste momento pode-se atribuir um comparacdo em alguns determinados pontos
deste espaco (e , M), entre precisao simples e dupla. que mostra na tabela a seguir para

a precisao simples a tabela (4.4) e para a dupla este referente na tabela (4.5)), mantendo
p p p p
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a referéncia (método NR) em precisdo dupla.

Tabela 4.4: Tabela de comparagdo em precisdo simples

Pontos Newton-Raphson Regula-False  Halley Fourier-Bessel
M e E it it erro it erro k erro
0.001 0.990 | 8.85E-02 11 | 120 4.17E-05 4.86E-05 | 1000 1.05E-02
0.100 0.900 | 6.31E-01 7 15 1.57E-04 1.56E-04 | 157 1.18E-04
1.300 0.600 | 1.87E+00 5 11 2.84E-03 2.84E-03 | 29 2.84E-03
2.500 0.200 | 2.60E+00 5 4 2.65E-03 2.65E-03 | 10  2.65E-03

W W =~ Q1

O ponto (0.001,0.990) da tabela (4.4) mostra em valores os altos ntimeros de iteragdes

apresentados nas figuras (4.5a))-

Tabela 4.5: Tabela de comparacdo em precisdo dupla

Pontos Newton-Raphson Regula-False Halley Fourier-Bessel
M e E it it erro it erro k erro

3.053E-16 | 1000 1.06E-02
9.992E-16 | 597 5.84E-12
0.000E+00 | 82 2.00E-14
0.000E+00 | 20 1.02E-14

0.001 0.990 | 8.85E-02 11 320 7.086E-13
0.100 0.900 | 6.31E-01 7 30 2.698E-14
1.300 0.600 | 1.87E+00 5 21 9.992E-15
2.500 0.200 | 2.60E+00 5 7 0.000E+00

= = 01 O

A tabela (4.5) apresenta o erro absoluto entre o método NR os demais métodos em
precisdo dupla, onde os erros entre os método estdo em ordem 10714,

4.3 Analise dos dados numérico

Para que os resultados obtidos pelos algoritmos (método de Newton-Raphson, método
Regula-falsi, método de Halley e série Fourier-Bessel), fornega informagées mais segu-
ras a respeito de qual método é mais eficiente, uma anélise estatistica é realizada nesta
secao.

4.3.1 Calculo do tamanho amostral

Inicialmente determina-se o valor das amostras, considerando uma amostragem siste-
maética. Amostragem sistemdtica consiste em determinar um elemento a partir de uma
varidvel aleatoria e de um fator k. A equagédo(#.2) mostra como formar a sequéncia das
amostras, onde Aj representa a varidvel aleatéria inicial, A, os valores da sequéncia e
n o tamanho da amostra ([8]]).
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A, =Ag+nk VneZ 4.2)
Adaptando-se a equacdo(4.2) aos parametros do problema, e e M, tem-se que:

e, = eg + nky (4.3)

M, = M, + Ylkz (44)

Isto remete a figura(@.4) na qual apresenta estes parametros graficamente. Como
neste trabalho sdo estudados os intervalos 0 < e <1e 0 < M < 7, entdo tem-se um
tamanho infinito da populacdo. Neste caso define-se os parametros e e M em termos
do nimero maximo de amostras:

1
- - < :
e, =ey+ nmax (n) VneN | n<max(n) (4.5)
M,=My+n—— VYneN | n<max(n) (4.6)
max(n)

Para calcular o tamanho de amostragem de iteracdo (it,mu.s:) temos a seguinte defi-
nicao ([8]]):

7 2
itamost = ( 0%20—) (47)

onde Z,/, é o valor critico associado a distribuicdo normal e cujo valor esté relacionado
ao nivel de confianga NC (NC = 1 — a), 0 é o desvio padrdo da amostra e E é erro
amostral.

O tamanho da amostragem de iteragao (it,u.s:) pode ser representado por:

itamost = Max (1) (4.8)

Suponha que as amostras sejam normais, de forma que os cdlculo sejam validos,
e que o erro amostral, E = err0,es - 0, seja proporciona]ﬂ ao desvio padrao. Portanto
pode-se atribuir alguns parametros:

NC de 99% = Za/Z =2.575
er10amest de 2.58 % do desvio padrao

O valor das amostras e o tamanho maximo das amostra sdo dados, respectivamente,
por:

Z a0\ Z 2
itumost=( o ) :( a/2 ) = (2.575/0.0258) = 9961 (4.9)
E er10umost
max(n) = v/it;most = V9961 = 100 (4.10)

Para estas amostras os métodos de solug¢do abordados neste trabalho sdo compara-
dos utilizando um grafico box-plot apresentado na figura (#.9).

2Faz-se isso pois ndo conhece o desvio padrdo das amostras e nem o erro amostral.

23



+
+
+ +
+
+
+

N
o

iteracao
W
S

]

i

!

—— ! :
0' ; P ; |
Newton Regula-Falsi Halley Fourier

Figura 4.9: Amostras

Observa-se que o método de NR e H sdo mais adequados pois os desvios padrao
e quartis sdo menores do que os métodos RF e FB. Outro aspecto a ser observado é o
grande ntimero de outliers apresentado nos métodos de RF e FB.

4.3.2 Teste de Normalidade

O teste de normalidade tem como objetivo avaliar o quanto as amostras sdo bem
modeladas por uma distribuigdo normal. Para isso, o teste utilizado serd o D’ Agostino

([31).

Para o teste de Hipétese, considere a seguinte configuragéo:

Hj : 0 a amostra segue uma distribui¢do normal
H; : 1 a amostra ndo segue uma distribui¢do normal

O resultado obtido pelas amostras sdo tabelados a partir de x? (quanto o valor da
amostra difere do esperado) e Py, mostrados na tabela (A.T).

Tabela 4.6: Resultados do teste de normalidade

Amostras X2 Pouior
Newton-Rahpson 4.791e+03 <0.0001
Regula-Falsi 4.154e+02 <0.0001
Halley 6.897e+03 0+
Fourier-Bessel 2.299e+03 0+

Com base nos resultados apresentados na tabela (A.1) podemos concluir, com um
nivel de significancia de 99%, que cada uma das amostras ndo seguem uma distri-
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bui¢do normal. Portanto utilizaremos o teste ndo paramétrico de Kruskal-Wallis para
comparagdo das amostras.

4.3.3 Comparacao de amostras por Kruskal-Wallis

O teste de Kruskal-Wallis é um teste para amostras ndo paramétricas ([8]). Neste tra-
balho, sera utilizado para comparacgdo entre as medianas das amostras NR, RE, H, FB.
As hipéteses sdo:

HOIMZ‘ZM]‘ Vl?ﬁ]
Hy: M; # M; para pelo menos um par (i, j) com i # j, com i=1,2,3,4 e j=1,2,3,4, onde
M;= mediana do grupo i.

Os resultados do teste sdo apresentados na tabela (4.7) a seguir.
Tabela 4.7: Resultados do teste de Kruskal-Wallis
SQ GL MQ Xz Pogtor
EG 2.7912e+012 3.0000e+000 930.3941e+009 21.7397e+003 O+

NG 2.3443e+012 39.9960e+003 58.6143e+006
Total 5.1355e+012 39.9990e+003

onde SQ é a soma de quadrados, GL é o grau de liberdade, EG resultados entre
grupos, NG resultados no grupo. Pode-se concluir com Py, = +0% da probabilidade
de serem iguais e x* = 10* que os grupos sdo diferentes entre si.

Mais detalhes sobre o teste sao apresentados em [8]

4.3.4 Comparacao entre grupos

Para a comparacao entre grupos foi utilizada a func¢ao (multcompare(.)) do Matlab, que
calcula a diferenca entre as amostras. Os resultados das diferengas entre pares de
amostras sdo apresentados na tabela (4.8), sendo as amostras definidas por:

¢ 1 Newton-Raphson
e 2 Regula-Falsi
e 3 Halley

e 4 Fourier-Bessel

A tabela apresenta os seguintes resultados: min(A) a minima diferenca entre
amostras, A a média da diferenca entre amostras e max(A) a méxima diferenca entre
amostras. Os resultados mostram como as solugdes da equagdo de Kepler difere por
diferentes métodos. Por exemplo, a comparacdo entre a amostra 1 (Newton-Rahpson)
e amostra 2(Regula-falsi) apresenta uma média de —14.9561¢ + 003 de diferenca entre
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Tabela 4.8: Comparagdo entre amostras

amostra, amostra, min(A) A max(A) Poator
1 2 -15.3677e+003 -14.9561e+003 -14.5444e+003 3.7683e-009
1 3 5.3960e+003 5.8076e+003 6.2193e+003  3.7683e-009
1 4 -11.5937e+003 -11.1820e+003 -10.7703e+003 3.7683e-009
2 3 20.3520e+003  20.7637e+003 21.1754e+003 3.7683e-009
2 4 3.3624e+003 3.7741e+003 4.1857e+003  3.7683e-009
3 4 -17.4013e+003 -16.9896e+003 -16.5780e+003 3.7683e-009

Tabela 4.9: Média de Rank e devio-padrado para os métodos

Método Rank desvio padrao
Newton 14.9179e+003 113.3098
Regula-Falsi  29.8740e+003 113.3098
Halley 9.1103e+003 113.3098
Fourier-Bessel 26.0999e+003 113.3098

si, com a probabilidade de que isto nado seja verdadeiro de P = 3.7683e — 009. O rank
para os métodos sdo apresentados na tabela (4.9):

Os resultados do rank associados a cada método fornece uma avalia¢do sobre qual
método é mais eficiente quanto ao namero de itera¢des. Neste caso o método que
apresentar um "peso'no rank menor implicard em um menor ntimero de iteragdes e,
portanto, uma maior eficiéncia. O método de Halley se apresentou mais eficiente, com
um rank inferior aos demais métodos.

4.4 Andlise de resultados para casos especificos de e e M

Esta segdo faz um estudo mais detalhado do comportamento dos métodos de solugao
para a equagao de Kepler em faixas especificas de 6rbitas. Sdo consideradas as seguintes
faixas de excentricidade e anomalia média:

Tabela 4.10: Faixas de separagdo

e M
Faixal [0,0.01] [0, «]
Faixa2 (0.01,0.9) [0, ]
Faixa3 [09,1) [0, 7]

Observe que a faixa 1 corresponde aos satélites que operam em 6rbita quase circular,
a faixa 2 compreende as orbitas de transferéncia e a faixa 3 sdo as 6rbitas préximas a
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parabdlica as quais sdo numéricamente mais dificies de serem analisadas.

Todo o estudo anterior foi realizado novamente para as faixas, onde os resultados
apresentaram os mesmos comportamentos ja obtidos anteriormente como, por exem-
plo, as amostras ndo seguem uma distribui¢do normal. As tabelas associadas ao estudo
para estas faixas que mostram os resultados do teste de Kruskal-Wallis, comparacdo
aos pares das amostras e rank sdo apresentadas no apéndice (A) deste relatdrio.

As figuras (4.10)-(#.12) apresentam o grafico box-plot comparativo entre os métodos
de solugdo considerados neste trabalho quanto a quantidade de iteragdes necessarias
para o célculo de E, assim como o grafico que mostra o rank associado aos métodos.
Observa-se que, nas figuras (.11b) e (4.12b), o método de Halley é mias eficiente que
os demais métodos pois o rank apresenta valores menores quando comparado com os
demais. Por outro lado, para 6rbitas circulares, a série FB se mostra superior ao demais

métodos, como pode ser visto na figura (4.10b).
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Figura 4.11: Faixa 2
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Capitulo 5

Comentarios finais

O objetivo deste trabalho foi estudar alguns dos métodos de solugdo da equacdo de
Kepler. Para isto foram considerados trés métodos iterativos (método de Newton-
Raphson, método Regula-falsi, método de Halley) e uma abordagem via expansdo em
série da equagdo de Kepler (série de Fourier- Bessel). Os critérios para avaliar a eficién-
cia dos métodos sdo varios, como por exemplo, nimero de iteracdes necessarias para se
atingir a precisao estipulada na solucdo, tempo de convergéncia do método, precisdo na
solucdo quando comparada com um valor de referéncia, etc. Neste trabalho a eficiéncia
dos métodos foram avaliados, em geral, quanto ao ntimero de itera¢des e quanto a pre-
cisdo da solucdo quando comparada com a solucdo via método de Newton-Raphson.
Observou-se que, em todas as analises realizadas no trabalho, o método de Halley se
mostrou mais adequado que os demais. Este resultado ja era esperado, visto que ele
possui uma estrutura similar ao método de Newton (amplamente utilizado) porém
com convergéncia cubica, diferentemente da convergéncia quadratica do método de
Newton.
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Apéndice A
Resultados das Faixas

Teste de normalidade para as faixas como mostrado na tabela (A.1).

Tabela A.1: Resultados do teste de normalidade para faixas

Amostras Faixa 1 Faixa 2 Faixa 3

2 2 2
X P valor X P valor X P valor

Newton-Rahpson | 5.674e+03, 0+ | 5.916e+03 0+ | 5916e+03 0+
Regula-Falsi 1.335e+02 0+ | 3.121e+02 0+ | 3.123e+02 0+
Halley 1.040e+04 0+ | 8.752e+03 0+ | 8.754e+03 0+
Fourier-Bessel 9.665e+02 0+ | 2.701e+03 0+ | 2.701e+03 O+

Tabela A.2: Resultados do teste de Kruskal-Wallis para a faixa 1

SQ GL MQ X 2 P valor

EG 3.7241e+012  3.0000e+000  1.2964e+012 33.9932e+003 0+
NG 687.1003e+009 39.9960e+003 17.1792e+006
Total 4.5762e+012  39.9990e+003

Tabela A.3: Comparagdo aos pares para a faixa 1

amostra, amostra min(A) A max(A) Poator
1 2 13.9404e+003  -13.5518e+003 -13.1631e+003 3.7683e-009
1 3 -388.6071e+000  0.0000e+000 388.6071e+000 1.0000e+000
1 4 13.9435e+003  14.3321e+003  14.7207e+003  3.7683e-009
2 3 13.1631e+003  13.5518e+003  13.9404e+003  3.7683e-009
2 4 27.4952e+003  27.8838e+003 28.2724e+003  3.7683e-009
3 4 13.9435e+003  14.3321e+003  14.7207e+003  3.7683e-009
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Tabela A.4: Rank para faixa 1

Método | média de Rank desvio padrdao do Rank
NR 20.1956e+003 106.9612e+000
RF 33.7473e+003 106.9612e+000
H 20.1956e+003 106.9612e+000
FB 5.8635e+003 106.9612e+000

Tabela A.5: Resultados do teste de Kruskal-Wallis para a faixa 2

SQ GL MQ X 2 P valor

EG 3.3624e+012 3.0000e+000 1.1208e+012 26.3920e+003 0+
NG 1.7335e+012 39.9960e+003 43.3428e+006
Total 5.0959e+012 39.9990e+003

Tabela A.6: Comparacdo aos pares para a faixa 2

amostra, amostra, min(A) A max(A) Poator
1 2 -16.6653e+003 -16.2552e+003 -15.8451e+003 3.7683e-009
1 3 5.6759e+003 6.0859e+003 6.4960e+003  3.7683e-009
1 4 -13.4219e+003 -13.0118e+003 -12.6018e+003 3.7683e-009
2 3 21.9311e+003 22.3411e+003 22.7512e+003 3.7683e-009
2 4 2.8333e+003 3.2434e+003 3.6534e+003  3.7683e-009
3 4 -19.5079e+003 -19.0978e+003 -18.6877e+003 3.7683e-009
Tabela A.7: Rank para faixa 2
Método média de Rank desvio padrdo do Rank

Newton 14.2052e+003 112.8721e+000

Regula-Falsi | 30.4604e+003 112.8721e+000

Halley 8.1193e+003 112.8721e+000

Fourier 27.2171e+003 112.8721e+000

Tabela A.8: Resultados do teste de Kruskal-Wallis para a faixa 3

SQ GL MQ X2 Poator

EG 3.3627e+012 3.0000e+000  1.1209e+012 26.3947e+003 0+
NG 1.7332e+012 39.9960e+003 43.3343e+006
Total 5.0959e+012 39.9990e+003

31



amostraq

amostra,

min(A)

A

Tabela A.9: Comparacédo aos pares para a faixa 3

max(A)

P valor

1

W INDN ==

2

=k W kW

-12.4384e+003
6.7138e+003
-19.0933e+003
18.7384e+003
-7.0687e+003
-26.2210e+003

-12.0246e+003
7.1276e+003
-18.6795e+003
19.1523e+003
-6.6549e+003
-25.8071e+003

-11.6108e+003
7.5415e+003
-18.2657e+003
19.5661e+003
-6.2411e+003
-25.3933e+003

Tabela A.10: Rank para faixa 3

Método

média de Rank desvio padrdo do Rank

Newton
Regula-Falsi
Halley
Fourier

14.1064e+003

26.1310e+003
6.9787e+003

32.7859e+003
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113.9006e+000
113.9006e+000
113.9006e+000
113.9006e+000

3.7683e-009
3.7683e-009
3.7683e-009
3.7683e-009
3.7683e-009
3.7683e-009



Apéndice B
Box-Plot

O gréfico de Box-plot é um tipo de resumo de seus dados coletados. E esse resumo
é dado com cinco valores principais o primeiro deles é a mediana, onde aparece com
uma barra vermelha. posteriormente no box, ou seja num retangulo azul denominam
os Qurtis. Posteriormente os whisker que correspondente ao limiar do seu grupo de
analise para uma outlier, cujo esse intervalo corresponde ao seus dados reais. Um
exemplo mostrado em seguida.

Y\ s
maior

O,

- Mediana

Q

0 1 B
x
menor

Figura B.1: Exemplo de box-plot

Agora definindo cada numero de que representa o grafico. A mediana é uma forma
de mostrar um tendéncia do valor central, no caso de uma amostragem ser discreta.
Os Quartis sdo representacdo a localizagdo onde esta as fragdes de 1 quarto e 3 quartos
do seus espaco. E seu valor extremo é definido momo um escore Z que corresponde
a diferenca entre o valor e a média aritmética em razdo com o desvio padrdo, ou seja
Z = X gnde o valor menor ou maior que 3 e menor que —3 pode ser considerado
um valor extremo. Assim considera afirmar o que é um outlier.
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