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RESUMO 

Futuras missões espaciais cada vez mais envolverão satélites com maior grau de autonomia e 

grande precisão de apontamento, requerendo Sistemas de Controle de Atitude (SCA) com 

desempenho cada vez melhor, que por sua vez, é função da eficiência dos algoritmos de 

controle a serem implementados nos computadores de bordo. Existe disponível na literatura 

uma variedade de técnicas de controle de atitude, tratando de questões como estabilização, 

identificação, estimação e robustez que precisam ser validadas e implementadas 

experimentalmente e que podem incrementar o desempenho do SCA.  Uma das maiores 

dificuldades para o desenvolvimento de bancadas de teste experimentais está associada à 

criação do ambiente de gravidade próximo de zero e livre de torques, semelhante ao 

ambiente em que o SCA opera no espaço. Em contrapartida, o desenvolvimento e 

implementação de protótipos para verificação experimental dos algoritmos de controle é 

etapa fundamental para o sucesso de uma missão espacial.  O projeto a que este resumo se 

refere descreve e propõe a construção de um Simulador de Sistemas de Controle de Atitude 

de Satélites (SSCAS) que permitirá investigar experimentalmente a dinâmica e o SCA de 

satélites com componentes rígidos e flexíveis. A Divisão de Mecânica Espacial e Controle 

(DMC) do INPE está construindo um Laboratório de Simulação (LabSim) com o objetivo de 

ter o ambiente necessário para a implementação de testes do sistema de controle de satélite. 

Neste contexto, este projeto permitirá: 1) a demonstração experimental de aspectos 

fundamentais da dinâmica de atitude de satélites rigido-flexíveis e a 2) investigação 

experimental do desempenho de diferentes técnicas e estratégias de controle de atitude 

disponíveis na literatura. Particularmente, neste trabalho simulou-se a dinâmica do SSCAS, 
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projetando-se uma lei de controle através do método de alocação de pólos para o 

sistema de equações na sua forma linearizada. Posteriormente a isto, se pretende investigar o 

balanceamento da plataforma do SSCAS para a criação do ambiente livre de torques. Este 

balanceamento é obtido quando se faz coincidir o centro de gravidade da plataforma com o 

seu centro de rotação. Para alcançar este balanceamento, será proposto o desenvolvimento e 

a aplicação de um algoritmo de identificação para estimar a matriz de inércia e o centro de 

gravidade de toda a plataforma. Espera–se que a experiência adquirida com o 

desenvolvimento deste projeto auxilie a DMC na construção do LabSim e no 

desenvolvimento de  SCA  de futuros satélites a serem construídos no país.    

 

1 - Introdução 

Existem várias metodologias (Souza, 1992) para investigar o desempenho de sistemas de 

controle de atitude de satélites, dependendo da técnica a ser utilizada a simulação em 

computador poder ser ou não a mais apropriada. A utilização de plataformas experimentais é 

um procedimento que possui a grande vantagem de permitir a representação da dinâmica do 

satélite. Uma vez validada esta representação, é possível realizar experimentos e simulações 

para avaliar sistemas e estratégias de controle para satélites com dinâmica simples como a de 

um corpo rígido até configurações complexas envolvendo componentes flexíveis (Souza, 

1992). A investigação do comportamento dinâmico do amortecedor de nutação utilizado no 

primeiro satélite brasileiro SCD-1 (http://www.inpe.br/scd1/site_scd/) é um exemplo da 

utilização de uma plataforma experimental desenvolvido no INPE. A preferência pela 

utilização de bancadas de teste experimentais está associada à possibilidade de introduzir um 

maior grau de realismo do que a simulação, muito embora dependendo da dinâmica e do 
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sistema de controle que se deseja investigar, sofre da dificuldade de reproduzir o 

ambiente de gravidade próxima de zero e livre de torque existente no espaço, extremamente 

relevante quando se trata de sistema com dinâmica complexa e controle de atitude com 

grande grau de precisão. A utilização de um filme de ar em um mancal é uma das maneiras 

mais comuns de aliviar o nível de atrito de uma plataforma móvel, oferecendo assim um 

movimento próximo do livre de torque, sendo um recurso tecnológico muito utilizado na 

construção de plataformas para investigar a dinâmica e o controle de sistemas espaciais. 

Plataformas experimentais que podem realizar movimento de rotação em torno de três eixos 

são montagens mais complicadas, mais caras e mais difíceis tecnologicamente de serem 

construídas, pois requerem um mancal de rotação esférico, além disso, por razões das 

disposições dos equipamentos, somente um eixo pode ter movimento de rotação totalmente 

livre. Por um outro lado, dependendo das características dinâmicas e do sistema de controle 

que se deseja investigar, plataformas experimentais com movimento em torno de um só eixo, 

em geral em torno do eixo vertical, são mais simples de se construir e oferecem várias 

alternativas para estudar a dinâmica e o controle associados a este movimento. Exemplos da 

utilização de plataformas experimentais para investigação de diferentes aspectos da dinâmica 

e do controle podem ser encontrados em Hall et al. (2002) e Berry et al. (2003). Um caso 

clássico de um fenômeno não investigado experimentalmente antes do lançamento foi o 

efeito de dissipação de energia que alterou o movimento de rotação do satélite Explorer I 

(Kaplan, 1976). Após esta missão o experimento pioneiro desenvolvido para estudo de 

dissipação de energia foi feito por Peterson (1976). Um outro importante aspecto que é 

possível investigar através de plataformas experimentais é a identificação de parâmetros de 

inércia da plataforma e conseqüentemente do satélite. Uma maneira inicial de se obter 

estimativas dos parâmetros inércias é através de modelos em software de CAD. Embora este 
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método permita a inclusão de detalhes de componentes da plataforma, apresenta 

dificuldades quando se trabalha com configurações mais complexas em 3 dimensões (3-D).  

A maneira de se confirmar os resultados obtidos por modelo de CAD é compará-los com 

resultados obtidos através de técnicas de estimação, em particular o método dos mínimos 

quadrados com processamento em lotes (batch). Esta técnica foi usada com sucesso pelo 

simulador de satélites desenvolvido por Kim et al. (2001), Agnes e Fulton (2001) e Thurber 

(1997).  Métodos dos mínimos quadrados com processamento em lotes mais robustos foram 

desenvolvidos por Ahmed et al (1998) e Spencer et al. (2002). Em cada caso, o erro 

encontrado entre o modelo de CAD e a técnicas de mínimos quadrados com processamento 

em lotes ficou dentro de limites aceitáveis, entretanto, a relação do erro com respeito ao 

sistema físico não foi avaliada. Portanto, para plataformas que estão sujeitas às mudanças 

dinâmicas com o tempo, como por exemplo, a mudança do seu centro de massa e dos seus 

parâmetros de inércia, a aplicação de métodos de estimação de parâmetros em tempo real se 

torna mais apropriada. Tanygin e Williams (1997) desenvolveram um algoritmo baseado no 

método dos mínimos quadrados para identificar os parâmetros de massa de um veículo 

espacial em rotação durante manobras de atitude. Métodos com os mesmos objetivos, mas 

baseados na teoria do filtro de Kalman foram utilizados por Bergmann e Dzielski (1990). 

Cabe ressaltar que estas técnicas são relativamente mais complicadas do que a proposta neste 

projeto. 

De um modo mais geral a utilização de plataformas experimentais é uma forma de se 

familiarizar e de melhor entender não só as dificuldades que surgem na modelagem, 

mas também na síntese de controladores para estruturas espaciais complexas 

(Dichmann e Sedlak, 1998).  Um aparato experimental foi utilizado por Cannon e 

Rosenthal (1984) para investigar a dinâmica e as leis de controle para um satélite 



 

 

 

6

composto de uma parte rígida e outra flexível. Os resultados iniciais 

demonstraram dificuldades associadas ao controle da estrutura flexível, em particular 

quando sensores e atuadores são não colocados. A estrutura flexível utilizada tinha 

muitos modos de vibração de baixa freqüência e com um valor pequeno para o 

coeficiente de amortecimento. O aparato foi projetado para funcionar como uma 

bancada de teste, apresentando todas as características acima mencionadas e 

instrumentalizado para permitir a avaliação de leis de controle com sensores e 

atuadores na forma colocada e não colocada. Os resultados mostraram que para a 

configuração não colocada, o controle da estrutura flexível fica extremamente 

sensível à variação dos parâmetros do sistema, indicando a necessidade de estratégias 

de controle mais robustas (Souza, 1992) a fim de melhorar desempenho do 

controlador. Outros estudos experimentais da dinâmica e do controle de satélites 

rígido-flexiveis são encontrados nos trabalhos de Soares et al (a), (b) (1997), Inman, 

(1989), Juang (1997), Mook (1990) e Fenili (2002, 2003, 2004), onde importantes 

aspectos ligados à identificação de parâmetros e a redução de modelos são avaliados.  

A identificação experimental de parâmetros pode ser utilizada como uma técnica auxiliar no 

projeto do sistema de controle quando este tem severos requisitos de estabilidade e de 

desempenho, pois esta identificação pode fazer face aos erros existentes entre o modelo 

experimental e o modelo real. O problema de considerar estes erros como incertezas na 

planta iniciou-se quando se tentou estender os conceitos de estabilidade (Postlethwaite, et al, 

1981) e desempenho (Rosenbrock, 1972) de sistemas SISO (Single Input-Single Output) 

para sistemas MIMO (Multi Input- Multi Output) (Safonov, 1981). Heise et al (1990) 

estudou o sistema de controle de atitude de uma estrutura espacial flexível considerando 
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incertezas com respeito à variação de parâmetros e a dinâmica não modelada, onde 

são otimizados o índice de performance do método LQG (Linear Quadratic Gaussian) e a 

norma H-infinito (Maciejowski, 1989). Embora o método LQG permita projetar 

controladores robustos à dinâmica não modelada, métodos para projetar controladores 

capazes de lidar adequadamente com incertezas paramétricas, em particular variação de 

parâmetros, só se tornaram disponíveis a partir do desenvolvimento do conceito de valor 

singular (Doyle, 1982).  

Uma generalização do método LQG/LTR (Linear Quadratic Gaussian/Loop Transfer 

Recovery) denominado de PRLQG (Parameter Robust Linear Quadratic Gaussian) foi 

proposto por Tahk e Speyer (1987), a fim de melhorar a robustez de estabilidade e reduzir a 

sensibilidade do sistema a variações dos parâmetros da planta. A idéia fundamental neste 

método é formular a estrutura da variação do parâmetro como uma realimentação interna, 

usando o conceito de decomposição de entrada-saida (Morton e McAffos, 1985), a fim de 

incorporar a variação do parâmetro na representação do sistema na forma de espaço de 

estado. Esta relação permitiu um aumento da banda passante do controlador, embora tenha 

tornado o controlador sensível à dinâmica não modelada de alta freqüência. A fim de evitar 

tal sensibilidade Joshi ( 1989), incorporou uma barreira de robustez devido à dinâmica não 

modelada no procedimento. Uma forma de se obter um sistema de controle que leva em 

consideração ambas as fontes de incertezas (paramétricas e não paramétricas) é através da 

utilização combinada dos métodos LQG/LTR e PRLQG (Joshi, 1989). Nos trabalhos de 

Souza (1992, 1994, 1997) apresenta-se uma técnica onde a síntese do controlar inicialmente 

satisfaz os requisitos de desempenho associado à incerteza não paramétrica e em seguida os 

requisitos de robustez associado à incerteza paramétrica.   
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2 - Objetivos 

O principal objetivo deste projeto é construção de um Simulador de Sistemas de Controle 

Atitude de Satélites – SSCAS que permitirá investigar experimentalmente a dinâmica e o 

controle de atitude de satélites artificiais com componentes rígidos e flexíveis. Dentro do 

contexto da DMC/INPE este projeto visa somar esforços ao aparelhamento de duas 

plataformas (Figura 1), a maior com rotação em três eixos e a menor com rotação em um 

eixo (vertical), existentes no Laboratório de Simulação (LabSim).  

Especificamente, este projeto visa equipar e instrumentalizar a plataforma com movimento 

de rotação em torno do eixo vertical. De modo que o SSCAS será composto de um 

giroscópio, uma roda de reação, uma bateria, um computador, dois rádios modem e a 

eletrônica da roda e do giroscópio, como mostra a Figura 2. Esta configuração de 

equipamentos permitirá: 1) a demonstração experimental de aspectos fundamentais da 

dinâmica de atitude de satélite rígido-flexíveis e a 2) investigação experimental do 

desempenho de diferentes técnicas e estratégias de controle de atitude disponíveis na 

literatura. Especificamente, o foco inicial deste projeto é o balanceamento da plataforma do 

SSCAS para que esta tenha movimento de rotação livre de troque. Este balanceamento é 

obtido quando se faz coincidir o centro de gravidade da plataforma com o seu centro de 

rotação. Para alcançar este balanceamento é proposto o desenvolvimento e a aplicação de um 

algoritmo de identificação de parâmetros para estimar a matriz de inércia e o centro de 

gravidade de toda a plataforma.  
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Figura 1 – As duas plataformas do LabSim: à esquerda rotação em 3 e à direita em 1 eixo 

 

Figura 2 - Equipamentos que compõem o SSCAS 
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3 - Descrição da Plataforma e de seus Sub-Sistemas 

O Simulador de Sistemas de Controle de Atitude de Satélites (SSCAS) consiste de uma 

plataforma na forma de disco que é suportada por um mancal a ar. Sobre esta plataforma é 

possível acomodar vários componentes do sistema de controle de atitude de um satélite com 

suas respectivas interfaces e ligações. Dentre outros equipamentos podemos citar: sensores, 

atuadores, computadores, interfaces, baterias e etc. O sistema de mancal à ar permite a 

plataforma com um grau de liberdade girar sem atrito em torno do seu eixo vertical (eixo z). 

A montagem que se pretende construir e estudar inicialmente neste projeto contém os 

seguintes sub-sistemas: uma roda de reação (RR) como atuador associado a um giroscópio 

(GIR) como sensor, uma bateria (BAT) recarregável, um computador (PC), uma eletrônica 

(Ele) e dois rádios modem (RM) com suas respectivas interfaces, como mostram as Figuras  

3 e 4. A RR é um atuador de atitude que explora a lei de conservação de momento angular 

para aplicar torque sobre o corpo do satélite e vice versa. O GIR é um sensor de atitude que 

mede a velocidade angular do corpo do satélite em relação a um referencial inercial. Juntos, 

a RR e o GIR, podem ser usados num sistema de controle em malha fechada para controlar a 

velocidade angular de eixo vertical do corpo do satélite (plataforma). Para uma plataforma 

com três graus de liberdade, um possível sistema de controle de atitude nos três eixos é 

conseguido triplicando o conjunto RR + GIR, embora a utilização de sistemas conjuntos com 

três RRs e três GIR´s facilitem a montagem. O torque aplicado pela RR sobre o corpo do 

satélite tem sentido oposto ao sentido da aceleração angular da RR. O PC é usado para o 

armazenamento e a aquisição de dados, implementação do controle (algoritmos) e 

comunicação. Ele faz a interface entre o RM, a RR e o GIR, os dois RM´s fazem a 
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comunicação entre a plataforma e o PC, que se encontra fora da plataforma. A BAT 

é a fonte de potência para todos os sistemas. A localização do centro de massa (CM) do 

sistema pode variar conforme a localização dos componentes sobre a plataforma. Portanto, é 

aconselhável dispor os componentes de forma simétrica com o objetivo de facilitar o 

balanceamento da plataforma. Este balanceamento visa fazer com que a plataforma se 

movimente numa condição mais próxima de livre de torque. 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Figura 3 – Plataforma com a disposição dos sub sistemas do SSCAS 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4 – Plataforma com a ligação dos sub sistemas do SSCAS 
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Uma vez obtido este balanceamento o SSACS estaria em condições de testar e 

investigar diferentes leis e estratégias de controle baseadas em técnicas de controle como as 

citadas na introdução deste projeto em malha fechada. Para isso seria necessária a 

implementação de diferentes controladores, que por sua vez estariam baseados em diferentes 

medidas de sensores, isto é: ângulos, velocidades e acelerações angulares ou a combinação 

destas. Por exemplo, no caso de se obter medida de ângulo através de um encoder as 

velocidades e acelerações poderiam ser obtidas por diferenciação, processo que normalmente 

introduz ruído no sistema, o que normalmente requer a presença de um processo de filtragem 

das medidas. Alternativamente um tacômetro pode ser utilizado para se obter medida de 

velocidade angular diretamente. Diferenciação e filtragem seriam necessárias para obter 

aceleração neste caso. Na montagem que se pretende investigar inicialmente neste projeto 

serão usados somente uma RR e um GIR junto com os outros equipamentos como descrito 

anteriormente.   

 

4 - Equações de Movimento, Lei de Controle e Estimação de Parâmetros 

4.1 - Introdução 

Uma forma muito utilizada de calcular a matriz momento de inércia da plataforma, a qual 

representa a parte rígida mais o conjunto dos componentes de um satélite artificial é através 

da utilização de um modelo feito com software CAD de mecânica, neste modelo é possível 

incluir pequenos detalhes de todos os equipamentos que compõem o satélite como a 

distribuição de massa de atuadores e sensores, componentes elétricos e outros equipamentos 

se necessário. Este método fornece uma estimativa relativamente precisa da matriz de inércia 

da plataforma, mas tem a grande desvantagem da complexidade e dificuldade quando é 
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preciso desenvolver modelos em 3-D, quando o conjunto de dados pode se tornar 

excessivo. Alternativamente, métodos experimentais possuem a grande vantagem de não 

serem afetados pela complexidade de estruturas com um grande número de componentes e 

que precisam ser avaliados em 3-D. Métodos experimentais como o utilizado por Stebbins e 

Brown (1998), medem as forças externas de reação induzidas por cargas e permitem 

determinar a matriz de inércia que melhor satisfaz às equações de movimento no sentido dos 

mínimos quadrados. As dificuldades deste método estão associadas à condução correta do 

experimento no que diz respeito a estabelecer a localização dos esforços e das cargas 

envolvidas. No simulador proposto não há necessidade da indução de cargas, pois a 

plataforma opera numa condição livre de torque, e seus movimentos são totalmente 

conhecidos (medidos), o que faz com o procedimento para estimação experimental da matriz 

de inércia seja mais simplificado. Um exemplo da estimação da matriz de inércia 

experimentalmente onde a condição livre de troque é utilizada foi feita por Tanygin e 

Williams (1997). Um procedimento para estimação da matriz momento de inércia baseada 

no principio da conservação do momento angular é utilizado por Lee e Wertz (2002). 

Quando as inércias do satélite mudam com o tempo, uma alternativa é utilizar uma estratégia 

de estimação em tempo real como a feita por Bergmann et al (1987). Um exemplo de um 

método de estimação de inércias de satélites baseados em controle adaptativo foi aplicado 

por Ahmed et al (1998). A estimação de parâmetros de manipuladores robóticos no espaço 

fazendo parte do sistema de controle foi investigada por Schäfer (2003 , 2004).     

Como mencionado anteriormente, o problema a ser tratado neste projeto é o balanceamento 

da plataforma do SSCAS para a criação do ambiente livre de troque. Este balanceamento é 

obtido quando se faz coincidir o centro de gravidade da plataforma com o seu centro de 

rotação. Para alcançar este balanceamento é necessário inicialmente obter as equações de 
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movimento da plataforma, escrevê-las na forma adequada e aplicar um algoritmo de 

identificação de parâmetros (método dos mínimos quadrados), para estimar a matriz de 

inércia e o centro de gravidade de toda a plataforma. Portanto, a metodologia que se 

apresenta a seguir está associada a este procedimento. 

 

4.2 - Equações de movimento da plataforma 

As equações de movimento da plataforma são deduzidas para a plataforma com 

rotação livre nos três eixos por servir à ambas as plataformas sendo que as equações 

da plataforma com rotação apenas no eixo z são obtidas isolando-se os termos que 

multiplicam o vetor k
ρ

. 

Como se pode ver na figura 5 (modelo da plataforma inercial com três eixos de 

rotação), o sistema de coordenadas retangular (x,y,z) é fixo à base da plataforma com 

origem no centro de rotação da plataforma. Os sistemas de coordenadas (x,y,z)1,2,3 são 

fixos às rodas de reação 1, 2 e 3 com origem nos seus respectivos Centros de Massa 

(CM) e alinhados com os eixos de rotação. Os vetores 3,2,1R
ρ

 indicam a posição destes 

centros de massa e o vetor rρ, a posição dos elementos de massa dm, ambos com 

relação ao sistema de coordenadas (x,y,z). Os vetores 3,2,1ρ
ρ  indicam a posição dos 

elementos de massa dm com relação aos respectivos sistemas de coordenadas 

(x,y,z)1,2,3 . A velocidade angular absoluta do sistema de coordenadas (x,y,z) é 

chamado por W
ρ

 e as velocidades angulares dos sistemas de coordenadas (x,y,z)1,2,3 

com relação ao sistema de coordenadas (x,y,z) por 1wρ , 2wρ  e 3wρ . Alpha pode ser 
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entendido como um parâmetro de projeto, parte de um estudo sobre estratégia 

de controle, porém, no decorrer deste trabalho consideraremos alpha=90 o. 

 

 

Figura 5 – Modelo da plataforma inercial 

 

As equações de movimento da plataforma são formadas por três subpartes: 1) Quantidade de 

movimento angular da base da plataforma que contém os componentes elétricos e eletrônicos 
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de reação onde os sistemas de coordenadas (x,y,z)1,2,3 são fixos e 3) equações 

cinemáticas que relacionam as velocidades de rotação do sistema de coordenadas (x,y,z) com 

a atitude da plataforma no sistema de coordenadas inercial (X,Y,Z)T  fixo à Terra, cuja 

origem é comum à origem do sistema de coordenadas (x,y,z). 

Iniciaremos com o desenvolvimento das equações que descrevem a dinâmica da base da 

plataforma. Sabendo-se que a esta não translada com relação ao sistema de coordenadas 

inercial, basta equacionarmos seu momento angular dado por: 

∫ ×= dmvrH )( ρρρ
 

Onde vϖ é a velocidade absoluta de cada elemento de massa dm. 

Integrando os Hd
ρ

 da base separadamente das rodas de reação tem-se: 

∑ ∫∫
=

×+×=
3

1

)()(
i RodaBase

dmvrdmvrH ρρρρρ
 

A velocidade absoluta dos elementos de massa na base é: rWv ρρρ
×= ; e a velocidade absoluta 

dos elementos de massa nas rodas é: iii wRWv ρ
ρρρρρ

×+×=  , pois rotacionam em torno de seus 

próprios eixos e também em torno do sistema de coordenadas inercial. Substituindo-as na 

equação acima obtém-se: 

∑ ∫∫
=

×+××+××=
3

1
)()(

i Roda
iiii

Base

dmwRWdmrWrH ρρ
ρρρρρρρρρ

 

∑ ∫∫
=+

××+××=
3

1
)()(

i Roda
iii

Rodas
Base

dmwdmrWrH ρρ
ρρρρρρρ

 

∑
=

+=
3

1i
ihhH
ρρρ
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Observa-se, a partir deste desenvolvimento, que o momento angular total da 

plataforma é a soma do momento angular do conjunto base e rodas de reação com 

velocidade angular W
ρ

mais o momento angular das rodas de reação em torno de seus 

próprios eixos com velocidade angular iwρ  relativa ao sistema (x,y,z). 

Os vetores posição rρ e iρ
ρ , funções da posição x, y e z, e os vetores W

ρ
 e iwρ , funções do 

tempo, são dados por: 

kzjyixr
ρρρρ

++=  

iiii kzjyix
ρρρρ

++=ρ  

krjqipW
ρρρρ

++=  

iziyixi kwjwiww
ρρρρ

++=  

Substituindo-se estas equações dentro das integrais dos momentos angulares obtém-se: 

[ ] [ ]
[ ]kryxqzypzx

jryzqzxpyxirxzqxypzyrWr
ρ

ρρρρρ

)(..

.)(...)()(
22

2222

++−−+

+−++−+−−+=××
 

[ ] [ ]
[ ] izyx

izyxizyxiii

kwyxwzywzx

jwyzwzxwyxiwxzwxywzyw
ρ

ρρρρρ

)(..

.)(...)()(
22

2222

++−−+

+−++−+−−+=×× ρρ

 

As integrais dos termos da posição definem os momentos e produtos de inércia descritos 

abaixo: 

∫
∫
∫
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∫
∫

−==

−==

−==

dmyzII

dmxzII

dmxyII

yzzy

zxxz

yxxy
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Caso a origem do sistema de coordenadas esteja sobre o C.M. do corpo, os produtos 

de inércia se anulam simplificando as equações de movimento, isto acontece para as rodas de 

reação, mas não para a base da plataforma. Outra simplificação decorre de que a velocidade 

de rotação das rodas de reação com relação ao sistema de coordenadas (x,y,z) se dá em uma 

direção constante no tempo. 

Com isto tem-se: 

krIqIpIjrIqIpIirIqIpIh zzzyzxyzyyyxxzxyxx

ρρρρ
)()()( ++++++++=  

33333

22222

11111

kwIkwIh

iwIiwIh

iwIiwIh

zzz

xxx

xxx

ρρρ

ρρρ

ρρρ

==

==

==

 

O momento angular se conserva em um sistema de corpos em que não existam torques 

externos agindo. Caso existam, o teorema de Euler mostra que estes torques equivalem à 

derivada temporal do momento angular, que é desenvolvida a seguir: 

∑
=

+=
3

1i
ihhH &ρ&ρ&ρ

 

Onde h&
ρ

 e ∑
=

3

1i
ih&
ρ

 são dados por: 

=+++++++++
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zzzyzxyzyyyxxzxyxx
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=×+++×+++×+++
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))(())(())((
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zzzyzxyzyyyxxzxyxx
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[ ]krIqIpIjrIqIpIirIqIpIW

krIqIpIjrIqIpIirIqIpI
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∑
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[ ] [ ] [ ]=×+++×+++×++= 333333322222221111111 )()()( kwWwIkwIiwWwIiwIiwWwIiwI
ρρρρ
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ρρρρ
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ρρρ

&  

)( 3332211133322111 kwIiwIiwIWkwIiwIiwI
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
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i i i
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Note que a derivada I& não é calculada em nenhum dos termos acima pois os sistemas de 

coordenadas são fixos nos corpos e I é função somente da posição. Sendo, a plataforma, 

considerada corpo rígido: 0=I& . 

Aplicando o teorema de Euler tem-se as equações de movimento da plataforma: 

HT &ρρ
=  

∑ ∑
= =









×++×+=×

3

1

3

1
)()()(

i i
irircg hWhhWhgrm
ρρ&ρρρ&ρρρ

 

Todos os termos equação acima devem estar na mesma base ortonormal, neste caso escolhe-

se kji
ρρρ

,,  referente ao sistema de coordenadas (x,y,z). Para isso, basta fazer as substituições 

indicadas abaixo: 
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[ ]kjigg
ρρρρρ )cos()cos()cos()sin()sin( θφθφθ ++−=  

Onde φ , θ  e ψ  são os ângulos de Euler que indicam a atitude do sistema de coordenadas 

(x,y,z) com relação ao sistema de coordenadas inercial (X,Y,Z)T. 

Para as rodas de reação 1, 2, e 3 as equações de movimento são dadas pela aplicação do 

teorema de Euler considerando o momento angular que estas têm em torno de seu eixo de 

rotação cuja velocidade angular é dada pela soma da velocidade angular relativa à base da 

plataforma iwρ  mais a componente de velocidade angular absoluta da base da plataforma em 

relação ao eixo de rotação da roda de reação. Portanto, o momento angular das rodas de 

reação em torno de seus eixos de rotação é: 

[ ]
[ ]
[ ]rwIkWwIQ

qwIiWwIQ

pwIiWwIQ

+=•+=

+=•+=

+=•+=

333333

222222

111111

)(

)(

)(

ρρρ

ρρρ

ρρρ

 

Cujas derivadas temporais fornecem as equações de movimento para as rodas: 

[ ]
[ ]
[ ] 3333

2222

1111

)sin()cos(

TrwIQ

TqpwIQ

TpwIQ

=+=

=++=

=+=

&&&
&&&&

&&&

αα  

Os torques T1, T2 e T3 são internos à plataforma, por isso, não alteram a momento angular 

total H
ρ

. 

O último conjunto de equações necessárias são as que descrevem a atitude da plataforma 

inercial com relação ao sistema de coordenadas inercial (X,Y,Z)T. Uma seqüência possível é a 
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3-2-1 dos ângulos de Euler na qual a matriz de rotação com os co-senos diretores 

que faz a transformação dos vetores do sistema inercial para o sistema da base da plataforma 

(x,y,z) é dado por: 

















−+
+−

−
=

)cos()cos()cos()sin()sin()sin()cos()sin()sin()cos()sin()cos(
)cos()sin()cos()cos()sin()sin()sin()sin()cos()cos()sin()sin(

)sin()sin()cos()cos()cos(

θφψφψθφψφψθφ
θφψφψθφψφψθφ

θψθψθ
R

 

Desta forma, as equações cinemáticas para a seqüência de Euler que descrevem a atitude da 

plataforma são: 

[ ]

[ ])cos()sin(
)cos(

1
)sin()cos(

)cos()sin()tan(

φφ
θ

ψ

φφθ

φφθφ

rq

rq
rqp

+=

−=

++=

&

&

&

 

Todas as equações necessárias foram desenvolvidas, agora, reorganizando-as com os 

termos derivadas de 1a ordem à esquerda e os de ordem zero à direita tem-se o 

sistema de equações na forma matricial: 
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Este sistema colocado na forma compacta fica: 

[ ]{ } { })(XfXM =&  

Que, após a inversão da matriz M, finalmente resulta num sistema que pode ser integrado por 

métodos usuais como o Runge Kuta com a atribuição dos valores iniciais tais como ângulos 

(entrada degrau), velocidades (entrada impulso) ou ambas: 

{ } [ ] { })(1 XfMX −=&  

{ } { }TwwwrqpX 0302010000000 ψθφ=  
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4.3 – Sistema de Controle de Atitude 

O sistema de equações obtido não é linear, como o método de controle empregado é para 

sistemas lineares invariantes no tempo (LTI), faz-se necessário linearizá-lo adotando a 

hipótese de pequenas perturbações. Também é satisfatório, neste caso, considerar a hipótese 

de 0
ρρ

=cgr . Da 1ª hipótese conclui-se que produtos de duas velocidades são desprezíveis se 

comparados com outros termos, sin(ângulo)=0 e cos(ângulo)=1; da 2ª hipótese conclui-se 

que os produtos de inércia se anulam. Com a aplicação destas hipóteses, tem-se o sistema: 
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As três últimas equações são inseridas nas três primeiras para que se possa ter um sistema 

totalmente estado controlável que será visto mais adiante no decorrer deste trabalho.  

Assim, se obtém o seguinte sistema: 
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Que organizado na notação matricial fica: 
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Representando-o na forma compacta tem-se: 

{ } [ ]{ } [ ]{ }uBXAX +=&  

Cujo diagrama de blocos é mostrado na figura 6. 

 

Figura 6 – Sistema em malha aberta 
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O método de projeto aplicado ao sistema é o chamado Alocação de Pólos. Assume-

se inicialmente que todos os estados estão disponíveis para realimentação. Neste método o 

projetista aloca os pólos do sistema em malha fechada de modo que atinja os requisitos de 

projeto fazendo o vetor de entrada { }u  proporcional aos estados. Métodos de projeto com 

base em requisitos no domínio do tempo ou da freqüência para sistemas cujo sinal de entrada 

é uma grandeza vetorial (sistemas MIMO), como neste caso, são matematicamente mais 

complicados estando além dos objetivos deste trabalho. Portanto, a seleção dos pólos será 

feita analisando as características de resposta do sistema por diferentes simulações 

computacionais e escolhendo aqueles que resultarem na melhor performance baseada nos 

critérios de porcentagem de overshoot, tempo de estabelecimento (2% ou 5%), ganhos de 

realimentação e saturação da ação das rodas de reação. 

Primeiramente, para ser possível alocar os pólos arbitrariamente, a condição necessária e 

suficiente é o sistema ser Completamente Estado Controlável. Para isso, num sistema de n 

estados (n=6 no sistema em questão) devem haver n colunas linearmente independentes na 

matriz de controlabilidade dada por: 

[ ] [ ]BAABBCo n 1−= Κ  

Neste caso temos a matriz [ ] 186xCo : 

[ ] [ ]BABABABAABBCo 5432=  

Satisfeita esta condição (plataforma inercial é totalmente estado controlável), escolhe-se o 

vetor de controle: 

{ } [ ]{ }XKu −=  

Onde, no caso da plataforma inercial, [ ]K  com dimensões 3x6 (6 estados e 3 entradas) é 

genericamente:  
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       [ ]
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A substituição da matriz de ganhos na equação do sistema { } [ ]{ } [ ]{ }uBXAX +=&  fornece: 

{ } [ ]{ }XBKAX −=&  

Cujo diagrama de blocos é mostrado na figura 7. 

 

Figura 7 – Sistema em malha fechada 

 

A determinação da matriz de ganhos de realimentação [ ]K , que faz os autovalores (pólos) de 

[ ]BKA−  serem arbitrariamente p1, p2, ..., p6 , se faz seguindo os passos a seguir: 

Passo 1: Reescrever o sistema explicitando as entradas T1 ,T2 e T3 : 
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Passo 2: Considerando apenas uma entrada por vez (fazendo Ti=0 para as outras duas 

entradas), determinar as equações características dos sistemas: 
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Neste caso obtém-se: 
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Passo 3: Substituir os pólos nas equações características acima observando que, neste caso, 

há dois parâmetros k à determinar por equação, assim, deve-se substituir dois pólos por 

equação no intuito de se formar um sistema de equações lineares. Observar também que pólo 

complexo e seu conjugado devem ser raízes da mesma equação característica, e pólos reais 

(raízes de uma mesma eq. característica) devem ser distintos. Com isso, surgem algumas 

restrições na escolha dos pólos para atender estas restrições.  
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Passo 4: Obtém-se a matriz de ganhos de realimentação [ ]K  resolvendo os sistemas de 

equações obtidos no passo 3. No caso da plataforma inercial temos genericamente: 

[ ]















=

3633

2522

1411

0000
0000
0000

kk
kk

kk
K  

Onde os elementos desta matriz são funções dos pólos escolhidos. 

A seleção dos pólos para o sistema de malha fechada é um compromisso entre velocidade de 

resposta e intensidade da ação de controle (quanto mais à esquerda se aloca os pólos no 

plano complexo, mais intensa é a ação de controle). Além disso, esta metodologia não 

previne contra saturação dos atuadores (rodas de reação) cuja velocidade de rotação não é 

infinita, por isso a interatividade entre simulação computacional e seleção dos pólos é 

importante no projeto do controlador. 

O procedimento de alocação de pólos descrito acima considera que todos os estados estão 

disponíveis para realimentação, porém, na prática isto não acontece. As velocidades p, q, r 

são mensuradas diretamente na plataforma inercial mas os ângulos de Euler φ , θ  e ψ  não. 

Uma forma de se resolver este problema é através do projeto de um observador de estados. 
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Para isto, considere o sistema de equações formado pela equação dinâmica mais 

equação de saída e a equação do observador de estados. 

{ } [ ]{ } [ ]{ }
{ } [ ]{ }XCy

uBXAX
=

+=&
 

{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ][ ]{ } { }( )XXCLuBXAX ~.~~ −++=&
 

Onde { }X~  é o vetor de estados estimados. 

O diagrama de blocos do sistema com observador de estados é mostrado na figura 8. 

 

Figura 8 – Sistema em malha fechada com observador de estados 

 

Subtraindo-se a equação dos estados estimados da equação dinâmica dos estados obtém-se: 

{ } { } [ ]{ } { }( )XXLCAXX ~~ −−=− &&  

Define-se a diferença entre os vetores de estados como vetor erro. Então tem-se a equação: 

{ } [ ]{ }eLCAe −=&  
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O projeto do observador é também um problema de alocação de pólos mas, antes de 

tudo, para que se possa alocar os pólos de [ ]LCA−  arbitrariamente deve-se verificar se o 

sistema é completamente estado observável. Esta condição impõe que existam n (n=6 

estados) colunas linearmente independentes na matriz de observabilidade dada por: 

[ ]


















=

−1nCA

CA
C

O
Μ  

Para a plataforma inercial com rotação nos três eixos existe apenas uma coluna linearmente 

independente na matriz de observabilidade, ou seja, apenas um autovalor de [ ]LCA−  pode 

ser alocado arbitrariamente e os outros cinco equivalem à zero. Esta condição é insuficiente 

para que se possa fazer o vetor erro se anular em qualquer condição inicial de { }X  e { }X~  

(um observador de estados de ordem reduzida também não é possível pois todos os auto 

valores da matriz dos coeficientes na equação reduzida do erro são zero), sendo assim, será 

considerado que os ângulos de Euler também são fornecidos para realimentação no sistema. 

Caso a condição de estados completamente observáveis fosse satisfeita, um dos métodos 

para a determinação de [ ]L  é indicado pelos passos abaixo: 

Passo 1: Determinar os coeficientes a1,  a2, ..., an do polinômio característico da matriz [ ]A : 

nn
nn asasasAsI ++++=− −
−

1
1

1 ...  

Passo 2: Determinar a matriz de transformação [ ]Q  que converte o sistema de equações no 

espaço de estados para sua forma canônica observável. 

[ ] [ ][ ]( ) 1. −= OJQ  

Sendo [ ]O  a matriz de observabilidade e [ ]J  dada por: 
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[ ]























=
−−

−−

0001
001

01
1

1

32

121

Κ
Κ

ΜΜΟΜΜ
Κ
Κ

a

aa
aaa

J
nn

nn

 

Passo 3: Escrever a equação característica do sistema com os pólos desejados e expandi-la: 

nn
nnn

n sssspspsps αααα +++++=−−− −
−−

1
2

2
1

121 )())(( ΚΚ  

Passo 4: Obtém-se a matriz de ganhos [ ]L  realizando a seguinte operação: 

[ ] [ ]





















−

−
−

= −−

11

11

a

a
a

QL nn

nn

α

α
α

Μ  

Os autovalores da matriz [ ]LCA−  determinam o comportamento dinâmico do vetor erro. 

Assim, se os autovalores são negativos o erro tenderá à zero para qualquer condição de { }X  

e { }X~ , portanto { }X~  tenderá à { }X . 

É desejável que a resposta dinâmica do erro seja de duas à cinco vezes mais rápida que a 

resposta da plataforma em malha fechada, por isto, escolhe-se autovalores da matriz 

[ ]LCA−  que estejam à esquerda (no plano complexo) dos autovalores de [ ]A , determina-se 

diversas matrizes [ ]L  e escolhe-se a mais adequada pela análise geral de simulações 

computacionais do sistema. 
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4.4 – Método dos Mínimos Quadrados 

As equações de movimento derivadas no item anterior estão na sua forma geral e podem ser 

aplicadas para diferentes configurações do SCA, isto é, os tipos de atuadores, sensores e 

conseqüentemente a estratégia de controle a ser investigada. O movimento de rotação da 

plataforma é controlado por comandos que são enviados às rodas de reação, as quais pelo 

principio de conservação de momento angular causam a aceleração da plataforma, cujos 

valores são medidos pelos giroscópios.  Também está presente nas equações de movimento 

de rotação da plataforma a influência do único torque externo que é devido à ação da 

gravidade, e desta forma a localização do centro de gravidade pode ser identificado junto 

com o processo de identificação da matriz de inércia da plataforma. A técnica de 

identificação empregada utiliza as equações de movimento na sua forma matricial linear com 

relação aos parâmetros de inércia e o termo da gravidade. Assim, o problema de 

identificação pode ser resolvido aplicando-se um algoritmo baseado no método dos mínimos 

quadrados na sua forma de regressão (Tanygin e Williams, 1997). A forma padrão para o 

problema linear dos mínimos quadrado é dada por 

[ ]{ } { } ε+= TXA  

onde {T} é um vetor de medidas livre de ruído, є  é um vetor de ruído,  {X} contém os 

parâmetros que se deseja identificar  e a matriz [A] contém parâmetros e variáveis 

conhecidas sem ruído (Lawson e Hanson, 1974).  

Para o caso em questão admite-se que o ruído não está presente às equações de movimento 

obtidas anteriormente e estas são re-escritas na forma matricial [A]{X}={T}, onde a matriz 

[A] contém nos seus elementos informações, as quais podem ser medias de ângulos e/ou de 
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velocidades angulares, esta matriz é portanto função dos tipos de sensores utilizados 

no experimento. O vetor {X} consiste dos parâmetros a serem identificados, no caso os 

elementos da matriz de inércia e os termos que dão a localização da posição do centro de 

gravidade da plataforma. Os elementos da matriz {T} além de conter termos associados às 

medidas dos sensores também possuem os termos da matriz de inércia das rodas de reação, 

portanto totalmente conhecida.   

Usando a notação em que a matriz [ ]KA  e { }KT  representam os valores de [A] e {T} no 

instante (ou passo) k,  podemos escrever as matrizes: 

[ ]


















=

K

K

A

A
A

A
Μ
2

1

      { }




















=

K

K

T

T
T

T
Μ
2

1

 

Desta forma a estimação de {X} no tempo t = tk , baseada nos mínimos quadrados é dada por 

{ } [ ] { }KKK TAX ∗
=ˆ  

onde  [ ]∗KA   é a matriz pseudo-inversa de [A] dada por  

[ ] [ ] [ ]( ) [ ]TKK
T

KK AAAA
1−∗

=  

e deve  minimizar   

KK TXA −  

Embora o processo de identificação baseado nos mínimos quadrados seja relativamente 

simples, é importante verificar os efeitos dos erros numéricos introduzidos ao se encontrar a 

matriz [A]* . Além disso, o número de pontos processados para se obter bons resultados é 

muito grande o que em geral dificulta o cálculo da pesudo-invesa. 
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Uma forma de evitar o cálculo da matriz pseudo-inversa é utilizar a forma recursiva 

do método dos mínimos quadrados (Astrôm e Wittenmark, 1995). A principal diferença do 

algoritmo anterior é que o valor estimado para {X} no tempo (passo) t (k) é feito com 

medidas obtidas no tempo t(k-1), para isso seja: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )∑
=

− ==
K

i
i

T
iK

T
KK AAAAP

1

1
 

 

o que implica que a cada passo, a matriz [Pk]  pode ser atualizada com as informações das 

matrizes obtidas no passo k-1. Assim, dado valores iniciais para [P0]  e {X0}  estimados, o 

método dos mínimos quadrados estima {X} satisfazendo as seguintes equações recursivas: 

{ } { } [ ]{ } [ ]{ }( )
[ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ][ ]( )
[ ] [ ] [ ][ ]( )[ ]1

1

11

11
ˆˆˆ

−

−

−−

−−

−=
+==

−+=

KKKK

T
KKK

T
KKKKK

KKKKKK

PALIP
APAIAPAPL

XATLXX

 

 

Observa-se, portanto, que a estimativa de {Xk} é obtida adicionando uma correção à 

estimativa feita anteriormente no passo (k-1). O termo de correção é proporcional à diferença 

entre o valor medido {Tk} e as medidas baseadas na estimativa dos parâmetros feita no passo 

anterior, dado por [ ]{ }1
ˆ

−KK XA . 

As componentes do vetor {Lk} são fatores de peso (ganhos) que nos informa como a 

correção e a estimativa anterior devem ser combinadas. A matriz [Pk]  só é definida  quando 

a matriz [ ] [ ]K
T

K AA  é não singular, para evitar singularidades o processo recursivo deve ser 

iniciado com uma matriz [P0] positiva definida grande.   
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A reorganização do sistema de equações não linearizadas isolando-se os parâmetros 

de inércia e torque externo fornece as matrizes [AK] e vetores {TK} para a plataforma inercial 

mostrados abaixo: 

 

[ ]
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KKK

KKK

KKKK

KKKKKKKK
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
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


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
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
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5 - Simulações e Resultados 

O sistema simulado é aquele obtido no item 4.2 com o sistema de controle obtido 

pelo método descrito no item 4.3, à este é aplicado o método de integração (para 

sistemas com valores iniciais) Runge Kuta de 4a ordem com passo variável de acordo 

com estimação do erro de ordem maior igual a 5 (RK45).  
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Sistema de equações não lineares com sistema de controle implementado: 
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Dados de inércia da plataforma inercial, torque externo e inércias das rodas de reação em 

unidades do sistema internacional: 
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Pólos de malha aberta ( 0=− AsI  ) para o sistema linearizado e simplificado: 

{ }000000=p  

Este resultado mostra que o sistema é marginalmente estável, também, não há movimento 

sem ação das rodas de reação, efeito das simplificações aplicadas e principalmente pela 

consideração 0
ρρ

=cgr . 

Pólos de malha fechada selecionados para alocação: 

{ }
{ }
{ }5.45.425.425.444

3.05.23.05.23.025.23.025.23.023.02
2.02.03.03.05.05.0

3

2

1

−−−−−−=
−−+−−−+−−−+−=

−−+−−−+−−−+−=

p
iiiiiip

iiiiiip

 

O 1º e 3º conjunto de pólos foram escolhidos para salientar o comportamento indesejável do 

sistema no quais os autovalores caminham para posições extremas. O 1º, próximo ao eixo 

imaginário, mostrará pouco amortecimento e muita oscilação enquanto que o 3º, longe do 

eixo imaginário, mostrará grande fator de amortecimento e pouca (ou nenhuma) oscilação. O 

2º conjunto de pólos foi selecionado por ser um forte candidato aos pólos do sistema em 

malha fechada como será visto logo adiante neste trabalho. 
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Matrizes dos ganhos de realimentação obtidas alocando-se os pólos p1 , p2 , p3  

respectivamente: 

[ ]
















−−
−−

−−
=

6591.2001273.200
02702.1006992.00
002115.1004660.0

1K  

[ ]
















−−
−−

−−
=

7007.8005092.800
00042.6002439.50
003855.7008245.5

2K  

[ ]
















−−
−−

−−
=

1642.36005503.1700
02865.22001964.100
009683.20009017.9

3K

 

Simulações a seguir com a alocação dos três conjuntos de pólos mostram o comportamento 

do sistema com realimentação total de estados. Nestes gráficos observa-se o resultado 

indesejável do pouco amortecimento e grande oscilação na resposta dinâmica de todos os 

estados para a simulação do 1º conjunto de pólos que não se estabelece nos 20s transcorridos 

(apesar dos ganhos de realimentação relativamente baixos). Observa-se também para a 

simulação do sistema com autovalores dados pelo 3º conjunto de pólos que, apesar do rápido 

tempo de estabelecimento e nenhum overshoot, a forte resposta dinâmica para as velocidades 

de rotação da plataforma (atingindo 75 deg/s em yaw) e rodas de reação (atingindo 15000 

rpm sendo que a maioria destes atuadores saturam antes de 1000rpm), resultado dos altos 

valores de ganhos de realimentação, são indesejáveis. As simulações para o 2º conjunto de 

pólos mostram o tempo de estabelecimento menor que 4s, a porcentagem de overshoot muito 

pequena para todos os estados, velocidade de rotação dos atuadores em níveis aceitáveis e o 

módulo dos ganhos de realimentação menores que 10, o que faz deste sistema satisfatório 
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para seus propósitos e [K]2 eleita a matriz dos ganhos de realimentação do sistema 

de controle de atitude. 

Os gráficos de torque mostram que após o estabelecimento o valor nominal dos torques 

aplicados pelas rodas de reação equivalem aos torques externos (exceto para a roda 3 pois a 

referência do sistema são ângulos de Euler iguais  à zero, com 0=ψ  o braço da força 

gravitacional se anula), também ajudam a explicar porque a as rodas de reação tem 

aceleração praticamente constante após o estabelecimento dos estados. 

Condições iniciais para os estados: 

{ } { }TX 000180
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500
ππππ −−=  

 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-10

-5

0

5

10

15

20

25

30

35
Simulacao nao linear p x t

t (s)

ve
lo

ci
da

de
 (d

eg
/s

)

polos(1)
polos(2)
polos(3)

 

 



 

 

 

40

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15
Simulacao nao linear q x t

t (s)

ve
lo

ci
da

de
 (d

eg
/s

)
polos(1)
polos(2)
polos(3)

 

              

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-10

0

10

20

30

40

50

60

70

80
Simulacao nao linear r x t

t (s)

ve
lo

ci
da

de
 (d

eg
/s

)

polos(1)
polos(2)
polos(3)

 



 

 

 

41

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15
Simulacao nao linear phi x t

t (s)

an
gu

lo
 (d

eg
)

polos(1)
polos(2)
polos(3)

 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-15

-10

-5

0

5

10
Simulacao nao linear theta x t

t (s)

an
gu

lo
 (d

eg
)

polos(1)
polos(2)
polos(3)

 



 

 

 

42

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

10
Simulacao nao linear psi x t

t (s)

an
gu

lo
 (d

eg
)

polos(1)
polos(2)
polos(3)

 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-3000

-2000

-1000

0

1000

2000

3000

4000
Simulacao nao linear w1 x t

t (s)

ve
lo

ci
da

de
 (r

pm
)

polos(1)
polos(2)
polos(3)

 



 

 

 

43

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-2000

-1500

-1000

-500

0

500

1000

1500

2000
Simulacao nao linear w2 x t

t (s)

ve
lo

ci
da

de
 (r

pm
)

polos(1)
polos(2)
polos(3)

 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-16000

-14000

-12000

-10000

-8000

-6000

-4000

-2000

0

2000
Simulacao nao linear w3 x t

t (s)

ve
lo

ci
da

de
 (r

pm
)

polos(1)
polos(2)
polos(3)

 



 

 

 

44

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2
Simulacao nao linear T1 x t

t (s)

to
rq

ue
 (N

.m
)

polos(1)
polos(2)
polos(3)

15.95 16 16.05
-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
Simulacao nao linear T2 x t

t (s)

to
rq

ue
 (N

.m
)

polos(1)
polos(2)
polos(3)

15.9 16 16.1
-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

 



 

 

 

45

 

 

 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-35

-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

5
Simulacao nao linear T3 x t

t (s)

to
rq

ue
 (N

.m
)

polos(1)
polos(2)
polos(3)

15.98 16 16.02

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

46

A estimação de parâmetros pelo método da regressão por mínimos quadrados 

tomando-se a medida da matriz [AK] e do vetor {TK} 20, 10, 7, 5, 4 e 3 vezes para uma 

simulação de 20s, fornece os seguintes parâmetros do sistema e seus respectivos erros 

com relação aos parâmetros reais: 

 

Nº Medidas  20 10 7 5 4 3 

Ixx 1.1665 1.1666 1.1666 1.1664 1.167 -3.134 

Iyy 1.1681 1.1695 1.1686 1.1649 1.1667 -8.4305 

Izz 2.1295 2.1292 2.1292 2.1289 2.129 2.0531 

Ixy 0.0098343 0.010686 0.010854 0.010265 0.012292 0.14886 

Iyz 0.016812 0.016554 0.016213 0.015537 0.015633 -0.58618 

Ixz -0.018679 -0.018452 -0.018476 -0.018222 -0.018067 -0.11682 

mgrx 0.010133 0.010113 0.010102 0.010109 0.010099 0.015778 

mgry 0.032319 0.032311 0.032298 0.032309 0.032297 0.040902 

mgrz 0.76187 0.76293 0.76231 0.76707 0.76233 4.7281 

Erro Ixx 0.00021283 7.749e-005 8.1393e-5 0.00025683 0.0002957 4.3007 

Erro Iyy 0.001016 0.0023714 0.001483 0.0022174 0.00042691 9.5976 

Erro Izz 0.00036696 0.00014235 7.3107e-5 0.00017583 9.7872e-5 0.076038 

Erro Ixy 0.00086572 1.4029e-5 0.00015386 0.0004349 0.001592 0.13816 

Erro Iyz 0.00091155 0.00065384 0.00031343 0.00036269 0.00026745 0.60208 

Erro Ixz 0.00017878 4.8395e-5 2.4408e-5 0.00027813 0.00043314 0.098317 

Erro mgrx 3.2726e-5 1.2905e-5 1.6989e-6 8.9405e-6 9.0612e-7 0.0056778

Erro mgry 1.9404e-5 1.0666e-5 2.3561e-6 9.0951e-6 3.088e-6 0.0086024

Erro mgrz 0.0011303 6.8197e-5 0.00069486 0.0040721 0.00066879 3.9651 

Erro mgry 1.9404e-5 1.0666e-5 2.3561e-6 9.0951e-6 0.0002957 4.3007 

Erro mgrz 0.0011303 6.8197e-5 0.00069486 0.0040721 0.00042691 9.5976 

Erro médio 0.058442 0.180 0.203586 0.020906 0.110506 3.632286 
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Estes dados mostram que a estimação dos parâmetros pelo método da 

regressão é bem precisa para tomadas de medidas maiores que cinco, porém, 

aumentando-se o número de tomadas de medidas o erro não necessariamente diminui, 

mostrando certa instabilidade do método, conseqüência do cálculo da pseudo-inversa 

que pode conter grandes erros caso [A]K  contenha muitos elementos de módulo 

relativamente próximos de zeros. 

A estimação de parâmetros através do método dos mínimos quadrados recursivo 

tomando-se medidas a cada 5 passos no tempo num intervalo de simulação de 20s 

totalizando 36 iterações (lembrando que a duração de cada passo é regido pela 

estimação dos erros de 5º ordem ou maior no Runge Kuta) e 

{ } { }TX 000000111ˆ
0 =  fornece os gráficos a seguir. Nestes gráficos 

observa-se que, apesar de serem necessárias um número relativamente grande de 

iterações para se obter estimativas acuradas, o método é estável (ou seja, o erro tende 

sempre a diminuir) mostrando que o método de mínimos quadrados recursivo para 

estimação de parâmetros é mais confiável que o da regressão. 
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6 - Conclusões 

Neste trabalho desenvolveu-se a dinâmica, projetou-se o sistema de controle  e estimou-se os 

parâmetros de um Simulador de Sistemas de Controle de Atitude de Satélites – SSCAS. As 

equações de movimento do simulador foram deduzidas para uma plataforma com rotação 

livre nos três eixos, as quais podem ser simplificadas para plataformas menos complexas.  O 

sistema de controle foi obtido através do método de alocação de pólos para o sistema de 

equações na sua forma linearizada, assumindo-se que todos os estados estão disponíveis para 

realimentação, que levou à uma solução robusta pois o sistema simulado possui boa resposta 

dinâmica mesmo com suas não linearidades, existência de torque externo, grandes ângulos e 

velocidades. Através de varias simulações observou-se que a melhor resposta dinâmica, 
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principalmente com relação ao tempo de estabelecimento e aos módulos dos 

elementos de [K] (os quais não ultrapassam o valor 10), é dada pelo conjunto de pólos p2.  

Em particular, o SCA tem seu bom desempenho comprovado quando este satisfaz o critério 

de tempo de acomodação em menos que 4s, para condições iniciais grandes nos ângulos e 

nas velocidades angulares.  A estimação dos parâmetros foi inicialmente feita pelo método 

da regressão por mínimos quadrados tomando-se a medida da matriz [AK] e do vetor {TK} 

20, 10, 7, 5, 4 e 3 vezes para uma simulação de 20s. Em seguida estimou-se os parâmetros 

através do método dos mínimos quadrados recursivo tomando-se medidas a cada 5 passos no 

tempo num intervalo de simulação de 20s. Ambos os métodos de estimação obtiveram 

resultados semelhantes e dentro dos erros esperados, o que demonstra a validade do modelo 

desenvolvido. Cabe ressaltar, que o método dos mínimos quadrados recursivo é o mais 

adequado para os objetivos do – SSCAS. Os próximos passos deste trabalho estão 

associados ao balanceamento experimental da plataforma para a criação do ambiente livre de 

torques, este balanceamento será obtido fazendo  coincidir o centro de gravidade da 

plataforma com o seu centro de rotação 
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