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1 —Introducao

Uma andlise da dindmica ndo-linear de placas circulares com borda livre é apresentada neste
trabalho. Em particular, € investigado o comportamento de bifurcacdo de oscilagbes forcadas néo-
lineares em placas circulares com borda livre. Placas circulares tém muitas aplicagOes,
principalmente em engenharia civil, mecanica e aeroespacia. Elas sdo largamente empregadas na
construgcdo de vérios sistemas estruturais, incluindo prédios, estruturas aeroespaciais, componentes
eletronicos e estruturas marinhas.

Na realidade, varios fatores complicativos estdo presentes no sistema fisico de uma placa, tais
como: anisotropia, forgas ‘inplane’, espessura ndo-linearmente varidvel, grandes deflexdes,
deformacdo de cisalhamento, inércia rotacional etc. Esses fatores sdo responsaveis pelo
comportamento nédo-linear do sistema fazendo com que modelos lineares ndo sejam eficientes na
andlise da dindmica do sistema. Logo, a modelagem de um sistema mecanico ou estrutural por
equacdes e condicdes de contorno lineares ndo é redista.

Se 0 sistema esta sujeito a uma excitacdo paramétrica que resulta em uma resposta de
instabilidade, evidentemente, ta modelo prevé amplitudes ilimitadas de vibragdo, pois o
crescimento previsto da resposta é exponencial. Consequientemente, um modelo mais realista inclui
termos ndo-lineares que atuam como limitadores da resposta prevista. Alguns fendmenos fisicos
interessantes, que nNdo ocorrem em sistemas lineares, podem aparecer em sistemas néo-lineares,
dentre os quais podemos destacar 0 surgimento do fendbmeno de bifurcacao.

Um sistema dindmico que descreve um sistema fisico real depende de um ou mais pardmetros
chamados parametros de controle. Um sistema dinémico pode entdo ser pensado como funcéo do
parametro de controle. Portanto, o comportamento dinamico do sistema pode ser bem diferente se o
valor desse parametro for alterado.

Variando-se 0 parémetro de controle pode-se eventuamente mudar o diagrama de fases
qualitativamente, ou sga, novos pontos estacion&rios podem se tornar instaveis e vice-versa,
quando um vaor critico do parédmetro de controle é atingido. No ponto de vaor critico do
parametro de controle o sistema dinamico perde a estabilidade estrutural. Diz-se que ele sofreu uma

bifurcacdo e o ponto de valor critico € o ponto de bifurcagéo.

1.1 - Objetivo do Trabaho

Neste trabalho é realizada uma andlise do comportamento dindmico de oscilacdes forcadas de

sistemas ndo-lineares em placas circulares com borda livre.



Um modelo matematico de vibragdo ndo-linear de uma placa circular com borda livre, sujeita a
excitacdo harménica concentrada no ponto central da placa, foi empregado no presente trabal ho.
Através da variacdo dos valores de alguns parédmetros de controle, tais como: freqiiéncia e
amplitude do sinal de excitagdo, foi feita a andlise do comportamento dinamico néo- linear da placa.

Inicidmente, foi realizada uma pesquisa bibliogréfica sobre sistemas de vibragdo e dindmica
néo-linear. Foram pesquisados livros publicados por pesquisadores da area, para formar uma base
de conhecimento sobre sistemas de vibracdo e dindmica néo-linear. Apds esse estudo, foi realizada
uma pesquisa sobre a dindmica ndo- linear de estruturas, especificamente, de placas circulares. Para
tal pesquisa, foram utilizadas as seguintes bibliotecas: (1) Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais,
(2) Universidade Estadual Paulista — Campus Guaratinguetd;, (3) Instituto Tecnoldgico da
Aeronautica. Os artigos e periédicos foram pesquisados nas bibliotecas jA mencionadas e na
internet, através das bases de dados: (1) Web of Science — www.webofscience.com (2) Capes —

www.periodicos.capes.gov.br, (3) Scirus — www.scirus.com; (4) IEE Explorer -

www.ieee.org/portal/site; e dos sites de busca: (1) yahoo (Brasil) — www.yahoo.com.br, (2) google —

www.google.com

1.2 — Desenvolvimento Realizado

Como etapa inicia realizouse simulacdes de sistemas mecanicos de vibragdo de um, dois e
infinitos graus de liberdade, através de Scripts do MatLab. Os sistemas de um e dois graus de
liberdade simulados eram compostos por conjuntos massa- mola-amortecedor, onde a resposta a
vibracdo livre e forcada foram obtidas utilizando o0 método de Range-Kutta para resolucéo
aproximada do sistema de equacdes diferenciais ordinarias resultantes da modelagem do sistema.

Os métodos utilizados para obtencdo dos modelos matematicos dos sistemas foram baseados em
principios fisicos, tais como: Leis de Newton e Principio de D’Alembert. Verificouse o
comportamento dinamico desses sistemas empregando tanto modelos lineares quanto modelos néo
lineares. Sendo que para obtencdo destes foi considerada a caracteristica ndo-linear do
comportamento da forca de restauracéo das molas do sistema, ou sgja, foi considerado um termo
ndo linear caracteristico da constante eléstica das molas.

No caso linear, para smulagéo do sistema de infinitos graus de liberdade, sistema estrutural, foi
empregado um modelo matemético que representa a vibracdo linear livre de uma membrana circular
com borda fixa. Onde a equacéo diferencial parcial que governa o movimento de vibragdo da
membrana foi obtida através da Teoria Classica de Membranas, conforme o livro de Magrab [2].
Com a simulagdo do modelo foram obtidos os modos natuais de vibragdo da membrana

considerando a combinagdo de n circulos nodais com m didmetros nodais.



2 —Historico do estudo sobre Dinamica de Placas

Geramente, encontra-se na natureza estruturas sujeitas a carregamentos dindmicos, ou sga,

sujeitas a cargas cuja magnitude, direcdo ou ponto de aplicacdo varia com o tempo. A resposta
dindmica do sistema € constituida pelas deflexfes e tensdes variantes no tempo.
A obtencéo da resposta dindmica de vibragéo forcada néo linear de placas circulares e a andise do
comportamento de bifurcacdo do sistema, no caso especifico de borda livre, € raramente vista na
literatura cientifica. Um bom entendimento do comportamento dindmico para componentes
estruturais € crucial paraaavaliacdo do design, performance e confiabilidade de sistemas mecanicos
e estruturais.

O estudo da dinamica de placas tem sido realizado ha varias décadas por pesquisadores da area,
sendo que os livros de Timoshenko [1], Magrab [2] e a monografia de Leissa [3] sd0 excelentes
referéncias sobre dindmica linear de placas. Muitos artigos cientificos com base na Teoria Classica
de placas foram publicados até o presente momento, como pode ser observado através da revisdo da
literatura feita por Leissa [5] e Liew [8]. Em [9], este autor formula uma teoria linear tri-
dimensional de vibragdo livre de placas circulares, diferentemente dos autores da maioria dos
artigos sobre dinamica linear de placas, os quais se baseiam em teorias lineares em duas dimensdes.
Liew obteve as frequiéncias naturais de varios modos normais de vibracdo da placa através do
método de Rayleigh-Ritz e investigou a perturbacéo da resposta de freqiiéncia através da variagdo
das condicdes de contorno e espessura da placa. Porém, sistemas estruturais sdo inerentemente nao
lineares, logo, fatores complicativos, tais como os expostos por Leissa [4] e [6], tornam a utilizagdo
de modelos lineares inadequados para a representacdo de sistemas de vibragdo de placas, aém de
dificultarem a obtenc&o da solucéo exata do problema. Leissa[7] analisou particul aridades adotadas
nas solucbes de modelos lineares aplicados a componentes estruturais e obteve resultados
inconsistentes da resposta dindmica da placa. Tal fato comprova que a teoria linear ndo € capaz de
prever aresposta correta para sistemas reais, devido estes apresentarem propriedades ndo-lineares.

Uma revisdo dos artigos mais recentes sobre vibracdo n&o-linear de placas é feita por
Sathyamoorthy [10], onde a maioria das referéncias citadas trata dos efeitos da néo- linearidade
geométrica no comportamento dindmico. Kang [11] apresenta um método de andlise, baseado em
equactes dinamicas de elasticidade tridimensionais, para determinagdo das frequiéncias de vibragdo
livre e modos de placas circulares e anulares, com variagdo ndo-linear de espessura ao longo da
direcdo radial da placa. A vibrag@o de placas laminadas compostas finas de geometria ndo-linear €
estudada pel os métodos de elemento finito hierarquico e balanco harmonico por Ribeiro [13], sendo

que a resposta forcada e livre sdo analisadas e a estabilidade das solugdes é investigada pela



aplicacdo da teoria de Floguet. Sridhar, Mook and Nayfeh analisam em [14] e [15] as respostas
simétricas e assimétricas, respectivamente, de uma placa circular a uma excitacdo harménica tendo
uma freqiiéncia préxima a uma da freqiéncias naturais. O equagdes de von Karman sdo utilizadas e
0 método de escalas multiplas, uma técnica de pertubacdo, é empregado para resolver as equacoes
governantes ndo- lineares. Nayfeh and Nayfeh [17] implementam métodos de pertubacdo e escalas
multiplas para estudar os modos néo-lineares de sistemas continuos de uma dimensdo com néo-
linearidades inerciais e geométricas cubicas. Em [18], Nayfeh and Balachandran fazem uma revisdo
da teoria e experimentos sobre a influéncia das interacbes modais na resposta néo-linear de sistemas
estruturais e dindmicos excitados harmonicamente. Chia[19] investiga analiticamente as vibractes
de larga amplitude de placas circulares com borda fixa O méodo Garlekin é empregado na
formulacéo das solucdes, que sdo obtidas numericamente através do método de Range-Kutta. Dumir
[20] trata da andlise transiente e estética assimétrica geometricamente ndo-linear de placas
circulares espessas cilindricamente ortotrOpicas sujeitas a carregamentos centrais discretos e
uniformente distribuidos.

Uma importante referéncia sobre oscilacbes néao-lineares de placas € o livro de Chia [23] que
apresenta varios exemplos de vibracdo livre e forcada de placas com diversos formatos sob
condic¢des de contorno diversas. Yeh, Chen, and Lai [24] estudam as condi¢Bes que possivelmente
produzem o movimento cadtico e o comportamento de bifurcacdo para grandes deflexdes de uma
placa circular termo-€léstica simplesmente suportada com espessura variavel. A equagdo diferencial
parcia governante € derivada pelo méodo Garlekin e varias caracteristicas incluindo espectro de
Fourier, retrato de fase, mapa de Poincar’ e e diagramas de bifurcagcdo sdo numericamente obtidas.
Touzé, Thomas and Chaigne, readlizam um estudo tedrico e experimental, em [25] e [26]
respectivamente, sobre vibracfes forgadas assimétricas ndo- lineares de placas circulares com borda
livre. Sendo que a excitagdo é harmbnica, com uma freqiiéncia proxima a freqiéncia natural de um
modo assimétrico da placa. As equactes de von Karmansdo utilizadas para estabelecer as equactes
governantes e 0 método de escalas multiplas é empregado para se obter a solucdo analitica
aproximada.



3 —SistemasLineares

O estudo sobre sistemas mecanicos lineares de vibracdo serve como introducdo a anaise de
sistemas ndo lineares, que é o assunto de interesse deste trabalho. Dentre as caracteristicas
observadas estédo o deslocamento e a velocidade trandacional da massa e a analise de estabilidade
através do retrato de fase do sistema. As equagdes mateméticas que descrevem os modelos fisicos

simulados sdo obtidas empregando-se o principio de D’ Alembert.

3.1 — Sistemas com um grau de liberdade

3.1.1 — Sistema linear massa- mola

O movimento retilineo de uma massa m presa a uma mola de constante k € goverrada pela equacéo

diferencid
Modelo Fisico do Sistema
2 E
d ;(+W2X:0 W2 =k/m

Xt

Se a massa for solta com condigdes iniciais ndo triviais, ou sga, se x(0) e x'(0) ndo forem

simultaneamente nul os, efetuara oscilacdes harmonicas com freqiiéncia angular w dada por

X =A coswt+B senwt (A,B=constantesreais)

ou, alternativamente, por: x = C €™ (C = constante complexa).

OBS.: com a convencdo implicita de que a parte real de x seraidentificada com a solucéo real.

Este € um exemplo de oscilagcBes de um sistema com um grau de liberdade. O estado do sistema

pode ser descrito por uma Unica funcéo x = X(t) representando a coordenada da massa m.



3.1.2 — Simulagdo de um sistema de um grau de liberdade

O comportamento de oscilagdo do sistema linear massa- mola-amortecedor suspenso por um
suporte foi simulado através de Scripts do MatLab (arquivo sim.m), utilizando-se do método de
Range-Kutta para resolucdo do sistema de equagdes diferenciais resultantes da modelagem

matematica. Foram analisados trés casos distintos de excitacdo desse sistema:

1° Caso: Sistema sem excitacdo. (Modelo matemético usado na simulagédo: arquivo mml.m)

Nesse caso 0 sistema ndo esta sendo excitado por nenhuma forca externa, conforme figura a seguir:

Modelo Fisico do Sistema Modelagem matematica: Diagrama de Corpo Livre
MTx(t}l"
K C n 1 — M
Mx(t)"+Cx(t)+Kx(t) =0
: T 1 %
2 i) Koadt)  Coxt

Resposta do sistema considerando as condigdes iniciais x(t)=1 e x’ (t)=0.

Resposta translacional do sistema
1 B T T T T T

- Deslocamento

Deslocamentofelocidade

— Yelocidade
3 l l l l T
0 05 1 15 2 25 3
Tempo
Retrato de fase

1 T T T T T T

D 5 -
L
e
=
- -1F _
h=l
i
=

2 ]

3 l l ! ] l ]

02 0 0.2 0.4 0B 0.e 1 1.2

Deslocamento

Figura 1: Respostatransiacional e retrato de fase do sistema com um grau de liberdade — 1° Caso



2° Caso : Excitaco na massa. (Modelo matemético usado na simulagdo: arquivo mmz2.m)

Nesse caso a funcdo de excitagdo f(t) estd sendo aplicada diretamente na massa M do sistema,

conforme figura a seguir:

Modelo Fisico do Sistema Modelagem matemética: Diagrama de Corpo Livre
A Mt
E C
Mx(t)"+Cx(t)'+Kx(t) = f (t
_| . (£)"+Cx () +Kx() = T ()
¥ Xt T

Kxit)  Cxt)

Resposta do sistema considerando as condigdes iniciais x(t)=0 e x’ (t)=0.

Resposta translacional do sistemna

0.2 T T T T T
=]
s
(2
=
[&]
o
a
=
e
=
=L}
=
(2]
2
o - Deslocamento
a — “elocidade
02 | | | | T
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Dz T T T T T T
01F -
a
=
5
i OF
i=]
(=]
=
01 F -
02 1 1 | 1 l |
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Deslocamento

Figura 2: Resposta translacional e retrato de fase do sistema de um grau de liberdade — 2° Caso
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3 Caso :

Excitacdo no suporte de fixacdo (Modelo matemético usado na simulagdo: arquivo

mma3.m)

Nesse caso a funcdo de excitacdo f(x) esta sendo aplicada diretamente no suporte de fixacdo do

sistema, conforme figura abaixo.

Modelo Fisico do Modelagem matematica: Diagrama de Corpo Livre
Sistema il {t)"
¥ Ty(é)
vit) . : :
ey © MX(t) +CIX(t)"- y(©)'T+ KIX(t) - y(t)] =0
M [} Tx(ﬁ)

i)

Resposta do sistema considerando as condigdes iniciais x(t)=0 e x’ (t)=0.

Deslocamentoelocidade

“elocidade

Resposta translacional do sistema

1EI T T T T T
-- Deslocamento [
— “elocidade
10 | | | | |
0 05 1 1.5 2 25 3
Tempo

Retrato de fase

Deslocamento

Figura 3: Resposta translacional e retrato de fase do sistema de um grau de liberdade — 3° Caso
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3.2 — Sistemas com dois graus de liberdade

3.2.1 — Dois sistemas massa-mola acoplados

Movimentos oscilatérios semelhantes aos vistos anteriormente, em sistemas de um grau de
liberdade, podem ser também observados em sistemas com vérios graus de liberdade.

Vamos tormar como exemplo duas massas estaticamente acopladas.

e M1 Ly M2
0O OO
= =l Et:; u2(t=j
w20
=T
21

Considere duas massas m1 e m2 ligadas por molas e movendo-se com atrito desprezivel (fig. 1). As
posicdes instantaneas das duas massas sdo representadas por X1 e X2, e suas posi¢des de equilibrio

por X10 € X20. E conveniente representar o movimento em funcdo dos deslocamentos:
U (t) = X (t) — X0, (t) = %(t) — %20
Duas forgas horizontais atuam sobre ml (fig. 2). Sdo dadas por:
Fi1 = kiey, F12 = ke,

Em que e; e e sdo os a ongamentos das molas correspondentes. Evidentemente, e; = u €

E = w . A forca resultante na direcéo x €, portanto,
F12 —F11 = K(tp-tp) — Ky,
E a equacdo do movimento, F = ma, ser&
mu,"+(k, + ku, - ku, =0

Semel hantemente, para a segunda massa,

rr12u2"+(k2 + k)u2 - ku, =0



Estamos agora lidando com um sistema com dois graus de liberdade. O estado do sistema
(configuracdo) fica descrito por duas fungdes por duas funcbes ul(t) e u2(t), que satisfazem um
sistema de equacdes diferenciais acopladas.

A experiéncia indica que este sistema € capaz de executar oscilagbes harmdnicas com certas

frequéncias caracteristicas. Portanto, procuraremos uma solucéo sob a forma:
W(t) = U e™, wy(t) = U e™ (U1, U2 = constantes complexas)

Substituindo no sistema e cancelando o fator €™, chegamos ao sistema de duas equacdes lineares
homogéneas:

[-muw? + (ko+k )JUp —kUz = 0,

[-mpw? + ( ko+k )]U2 —kUy = 0.

Para obtermos uma solucao ndo trivial, exigimos que o determinante do sistema se anule:

3k, +k)- mw? -k
Detg( i+k)- m,
& kK (k
A fim de facilitar as manipulacBes algébricas, considere 0 caso especial em que my=np=m e

ki=k>=k. Temos, entdo,

Det(:eZk-mw2 - k u_
é =
& k 2k - mwzg

As raizes desta equacéo sao:
w, =, /k/m, w, =~/3,/k/m,

Estas sdo as freguéncias caracteristicas do sistema. As massas podem vibrar (em movimento

harmonico simples) somente com estas freqliéncias e em nenhuma outra.

A fim de encontrar explicitamente 0 movimento do sistema, substitui-se os valores permissivels de

w nas equagdes de U, e U,. Desta maneira obtemos:
U =U, (W:W]_) ou U =U, (W=W2).

Um dos coeficientes permanece indeterminado, pois as equacdes s8o homogéneas.
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Fisicamente, isso significa que o sistema pode vibrar com amplitude arbitraria para qualquer uma
das frequéncias caracteristicas. As relagdes entre U e U, sdo essencidmente as relacdes de fase

entre as massas vibrantes. A primeira freqiéncia da origem a solugéo
U]_(l)(t) — Cl e—int, u2(l)(t) — Cl e—int’

Qualquer que sgja o vaor da constante complexa C1, as duas massas vibrardo em fase (com

diferenca de fase nula). Para ver isso claramente, escreva
Ci=Ase™ (Avf 1 =red)
Ent&o, as solucdes reais sdo
WD) = Ay coswat - f 1) () = A cog(wit - f 1),
Semel hantemente, para a segunda frequiéncia,

w2 =C, e, wLAt)=C,e™2 ou, comCy= A, €2,
W@ (t) = Az cos(wat - f )
() = -A, cos(Wat - f 1) = Az cos(wat - f 5 +p),

Neste caso, as massas vibrardo com uma diferenca de fase de 180°.

Cada uma das duas solugdes, representadas por pares de fungbes (u,W) é chamada de modo
caracteristico de vibracdo ou modo normal de vibracdo. Um movimento arbitré&rio das massas
pode ser caracterizado por quatro condigdes iniciais: ul(0), ul’(0), u2(0), u2'(0)

A partir desses quatro valores, poderemos obter os quatro parametros Az, Az, f 1 ef 2.

3.2.2 — Simulag&o de um sistema com dois graus de liberdade

O comportamento de oscilagdo do sistema linear composto por dois conjuntos massa- mola
amortecedor acoplados, suspensos por um dos conjuntos, foi simulado através de Scripts do MatLab
(arquivo sim2.m) utilizando-se do método de Range-Kutta para resolucdo do sistema de equactes
diferenciais resultantes da modelagem matematica. Foram analisados quatro casos distintos de

excitacdo desse sistema:
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1° Caso: Sistema ndo excitado. (Modelo matemético usado na simulagdo: arquivo mm?7.m)

Modelo Fisico do Modelagem matematica:
Sistema
M IXA(t)" +CIXU(t) + KIXA(t) + C2[ X1(t)'- x2(1)'] + K2[x1(t) - x2(t)] =0
M 2x2(t)"+C 2 x2(t)"- xW(t)'] + K x2(t) - xUt)] =

Kl cl
M1 ¥ Diagrama de Corpo Livre
%18
B 62 Eﬂ M 1E M2 %2 (t)"
K1t T T Tc1><1 T
M2 1
=204
T T T’”"@’ T T TXMJ
K2 [el(Dx2it)]  C2 pI)-x2(t)] K2 b2(D-x1(t] C2 [2(0-x1(t)]

Resposta do sistema considerando as condicdes iniciais x1(t)=1, x1’'(t)=0, x2(t)=2 e x2' (t)=0

Resposta translacional do sistermna
2 T T T T T

=
= _
a1}
=
[1i] —_
(=]
=
oy
a
O
- % U
— u2
A 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
Tempo
Retratos de fase
0.5 T T T T T
m Or
=]
(5
=
(]
=
(=]
= DA
A ! ! ! ! !

-1 0.5 0 0.5 1 175 2
Deslocamentn

Figura4: Respostatranslacional e retrato de fase do sistema de dois graus de liberdade — 1° Caso
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2° Caso: Excitacdo namassa 1. (Modelo matematico usado na simulagdo: arquivo mm8.m)

Modelo Fisico do Modelagem matemética:
Sistema MIx1(t)""+CIXI(t)'+ K1xX1(t) + C xA(t)"- x2(t)'] + K2[ x(t) - x2(t)] = f (t)
M 2x2(t)"+C2[x2(t)'- x1(t)'] + K x2(t) - xi(t)] =
KI )
Diagrama de Corpo Livre
M1 Ll
I <) M1 1(t)" M2 52()"
= R 2 KA (] T T Afm S t) T
m2 I Tx;(z) ¥
el 2 e (o] T l Tcz T T 2

K2 [x2 (t C2 p2(thr-x10t)]

Resposta do sistema considerando as condigdes iniciais x1(t)=1, x1' (t)=0, x2(t)=2 e x2'(t)=0

Resposta translacional do sistema
4 T T T T T

Deslocarmento

iE ! ! ! ! !

0 5 10 15 20 25 30
Tempo
Retratos de fase
‘q' T T T T T T T T
2 = -
)
=
=
o OF |
=
1]
=
2k
) ! l 1 ! 1 1 1
5 4 3 2 1 ] 1 2 3 4

Deslocamento

Figura 5: Respostatranslacional e retrato de fase do sistema de dois graus de liberdade — 2° Caso
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3° Caso: Excitacdo na massa 2. (Modelo matematico usado na simulagdo: arquivo mm9.m)

Modelo Fisico do Modelagem matemética:
Sistema MIxXA(t)"'+CIxA(t) + KIXI(t) + CA XU(t)"- x2(t)'] + K2[xW(t) - x2(t)]=0

M 2x2(t)"+C2x2(t)"- x1t)']+ K Ax2(t) - xa()] = f (t)

Diagrama de Corpo Livre

i (a9}
M1 ¥ M‘l}(‘lf FE M2
i)
KAt TT C1xlft l T
B2 2
2 ¥ T T Txm) ‘|' ‘|' szﬁ,:
I x2(t) K2pAMWCM]  C2RAmBn]  K2ptodit]  C2 pa-x(y]
it

Resposta do sistema considerando as condigdes iniciais x1(t)=1, x1' (t)=0, x2(t)=2 e x2'(t)=0

Resposta translacional do sistemna
2 T T T T T

Deslocamento
o
T

1
0 5 10 15 20 25 30
Tempo
Retratos de fase

“elocidade
O
T

Deslocarmento

Figura 6: Respostatranslacional eretrato de fase do sistema de dois graus de liberdade — 3° Caso
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4° Caso: Excitacdo no suporte de fixacdo dos conjuntos. (Modelo matemético usado na simul acéo:

arquivo mmZ10.m)

Modelo Fisico do Modelagem matematica:
Sistema
¥ MIxA(t) "+CLXA(t)'+K1IxX1(t) + C xA(t)'- y(t)- x2(1)'] + K2 XI(t) - y(t) - x2(t)] =
g M2x2(t)"+C2Zx2(t)"- y(t)- xa(t)'] + KZIx2(t) - y(t) - x1(t)] =0
¥l 1l ¥y
Diagrama de Corpo Livre
M1 ¥
=) M1 ()" M2 20"
B o2 K1 xlit) C X1 Tyt’f) T Tyr’f)
M2
M2 ¥ xI) ! :
201 ¥ T Tx‘?@
K2 B0-vn200] C2 pA-y(t)-=2(0 K2 20 100] C2 20yt 1(1)]

Resposta do sistema considerando as condig¢des iniciais x1(t)=0, x1’ (t)=0, x2(t)=0 e x2' (t)=0

Resposta translacional do sistema
‘q' T T T T T

Deslocarmento

) ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30

Tempo

Retratos de fase

Yelocidade
[}
T

Deslocamento

Figura 7: Respostatranslacional e retrato de fase do sistema de dois graus de liberdade — 4° Caso
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3.3 — Sistema com infinitos graus de liberdade

3.3.1 — Simulagdo de um sistema com infinitos graus de liberdade

Os modos naturais de vibragdo livre de uma membrana circular com borda fixa foram obtidos

através da utilizacdo de um modelo linear presente no livro de Magrab [2], que considera uma

membrana circular de raio externo b, perfeitamente eléstica, esticada com uma tenséo corstante por

comprimento (T) . O deslocamento transversal da membrana em qualquer ponto e em qualquer

instante € dado por w(r,g,t).
Fazendo-se W(r,g,t) = W(r,g) €
a eguacdo gque governa o movimento transversal da membrana é
NFW(r,q) +¥W(r,q) =0 (3.0)
Assumindo a solugdo desta equagéo na forma

W(r.a)=a,_,Rma _dima) (3.1)

onde (] é dada por

po

. e .
q :sengmq *] 2 m=0,12,..., j=0,1,2,...,  (3.2)

Substituindo (3.1) em (3.0) témse
—Z RM+=—Rm+g—- —RM=0, m=012.., (3.3)

que possui a forma de uma equacéo de Bessdl e cuja solucéo é dada por

Rm(r) = AJm(W.r / b) (3.4)
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A condi¢do de contorno para bordafixa é
W(r,q) =0 (3.5)
Substituindo (1.4) em (1.5) teremos a equacao caracteristica

Jm(Wmn) =0, m=01,2,.., n=123,.. (3.6)

onde VWMN corresponde & raiz da funcéo de Bessal de primeira ordem Jm cal culada considerando-

se m didmetros nodais e n circulos nodais.

O modo normal correspondendo a coordenada radia € entéo

Rmn(r) = Im(\Wmn.r / b) (3.7)
e 0 modo normal completo se torna

W, j(r,q) = ImMWmnr /b)xgj(mq) (3.8)
j=0,1,2,..., m=0,12,..., n=123,...,
que descreve uma superficie modal em que o valor de m determina o nimero de diédmetros nodais e

o valor de n determina o nimero de circulos nodais (incluindo o contorno). Quando m=0 ndo

existem didmetros nodais e os modos sd0 simétricos, isto €, independentes de q.

Alguns dos modos naturais obtidos através da simulacgo em Scripts do MatLab (arquivo sim3.m)

S80 apresentados a seguir



M odo 02

Modo 01

(LA L LT LN R T [oa ) T

—

L
=]

——

- o= w - 4 R

=1 =] (=] =]
FEANSLR | DREUE SR

o e ada Y

Coardedada Y

e ek thi 3

Comyidanaa ¥

Modo 04

Modo 03

| ESREB AR L O IR

(L LIS LN L LT Lo Lo T

Cordidada ¥

Crordenada ¥

Comyidanaa ¥

Conida i ¥

Modo 12

Modo 11

m = wm
=] g

PEAsEIR] ] TEUEIREE]

[ R L TN VLTS ] n

Coardin ada ¥

Coardensda ¥

Comitana ¥

Conidkineida %

Modo 14

Modo 13

m = m
o g
FEEAATLR | UBNUEIREN]

EERAATUR | PINUET R ]

o il e i

Coardedada Y

et ek v il 3

Comyidanaa ¥
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Modo 21 Modo 22

05,
-
E a:
3 2
E ]
2 :
E 2
=
:
£ :
|
(=]
(ELY e —
e : : s 1
Comilenadak | -1 06 5
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Modo 23
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E E
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E E
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= =
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B o i o
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Modo 31 Modo 32

05, 05,
] ]
b b
3 £
E E
o .
= =
E E
il i}
= =
E 5
& =
i
4
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05, [ —— \
L e — . ’ s 1 L e — s
Covitwneda® | -1 0B o CovtwedaX | -1 06 o
Cioaranada 7 [ ST T T
Modo 33 Modo 34
05, 05,
- =
E E
3 S
E E
% 10,
= =
E E
E E
= =
e 2
& ]
a5
4
05
(ELY T 0s [ ——
A ; 05 ! o : i TE: ;
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4 — Sistemas Nao-L inear es

4.1 — Sistemas com um grau de liberdade

4.1.1 — Simulacdo de um sistema néo-linear de um grau de liberdade

1° Caso: Sistema sem excitacdo. (Modelo matemético usado na simulacdo: arquivo mmd4.m)

Nesse caso 0 sistema ndo esta sendo excitado por nenhuma forca externa, conforme figura abaixo.

Modelo Fisico do Sistema Modelagem matematica: Diagrama de Corpo Livre
i S M X(t]'“
E+F D oy T
5 MX(t)"+Cx(t)+Kx(t) + Bx(t)® =0 M
L}

Al T T Y20
oty

Kot + B x(t) 2

Resposta do sistema considerando as condicoes iniciais x(t)=1, x’ (t)=0

Resposta translacional do sistema

-- Deslocamento

Deslocamento’yelocidade

— “Yelocidade
3 ! l 1 1 I
0 0a 1 15 2 258 3
Tempo
Retrato de fase

1 T T T T T T

D [ —
i)
_
=
A _
He
o
=

2L |

g 1 1 1 1 1 1

0.2 0 02 0.4 06 0.a 1 1.2

Deslocamento

Figura 8: Resposta translacional e retrato de fase do sistema de um grau de liberdade — 1° Caso
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2° Caso : Excitagdo na massa. (Modelo matemético usado na simulagdo: arquivo mmS5.m)

Nesse caso a fungdo de excitagdo f(x) estd sendo aplicada diretamente na massa M do sistema,

conforme figura abaixo.

Modelo Fisico do Modelagem matematica: Diagrama de Corpo Livre

Sistema Jiih o W)

K+h Z

MxX(t) +Cx(t)+Kx(t) + Bx(t)® = f (t) M .
——"1 T T e
o)

¥ (i) Kox(t) + B xit) *
fit)

Resposta do sistema considerando as condigdes iniciais X(t)=0, x’ (t)=0

Resposta translacional do sistema

0.2 T T T T T
a
=]
1]
=
[&]
=
(=t}
=
e
=
a1}
=
(L]
2
= - Deslocamento
bt — “elocidade
0.2 | | | | |
0 04 1 14 2 25 3
Tempo
Retrato de fase
0.2 T T T T T T
01 -
=]
_
5
c OF
Pl
a
=
01k 2
02 1 1 | 1 | |
-0.015 -0m -0.005 0 0.005 001 0o1s 0.02

Deslocamento

Figura 9: Respostatranslacional e retrato de fase do sistema de um grau de liberdade — 2° Caso
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3° Caso : Excitacdo no suporte de fixacdo (Modelo matematico usado na simulagdo: arquivo

mmeo6.m)

Nesse caso a funcdo de excitacdo f(x) esta sendo aplicada diretamente no suporte de fixacdo do

sistema, conforme figura abaixo.

Modelo Fisico do Sistema Modelagem matematica:

Mx(t)"+CIx(t)*- y(t)]+ KIxX(t) - y(O)]+B[x(t)- y(1)]* =0

¥ Diagrama de Corpo Livre
E+E & Y
= ¥ Ml x(t)"

Y T Tyﬁf)

M
T 1
17 Cdt

i)

K [xit)- wit)] + B [x(t)-y(t

Resposta do sistema considerando as condic¢es iniciais x1(t)=1, x1’ (t)=0

Resposta translacional do sisterma
1D T T T T T

-- Deslocamenta |
— “elocidade
I

DeslocamentoMelocidade

10 | | 1 |
0 0.4 1 14 2 25 3

Tempo

Retrato de fase
10 T T T T

Yelocidade
(]
T

Deslocamento

Figura 10: Respostatranslacional eretrato de fase do sistema de um grau de liberdade — 3° Caso
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4.2 — Sistemas com dois graus de liberdade

4.2.1 — Simulagdo de um sistema ndo-linear com dois graus de liberdade

1° Caso: Sistema ndo excitado. (Modelo matematico usado na simulagdo: arquivo mm11.m)

Modelo Fisico do Sistema

Fl+BI a9
M1 ¥
=1
K2+ B2 2
2 -'F

x2(t)

Modelagem matematica:

M IXA(t) " +CLxA(t) +K 1(t) + BIXA(t)® + C2xA(t) - x2(t)'] +
+K2IXU(L) - x2(0)] + BZX(t) - x2(1)]° =0

M 2x2(t)" +C 2 x2(t)- x1(t)'] + K 2[x2(t) - xL(t)] +
+B2x2(t)- X11)]° =0

Diagrama de Corpo Livre

M1 (D) M2 x2(1)"
K1><'l(t)T T TC'I}('I('[)'
M1 M2
= 1 o
K2 Bt {t)-2()] + — K2 p2(n-x (0] + S—
B2 plamye -2 b B2 pattf] s 2 KAWIM]
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Resposta do sistema considerando as condigdes iniciais x1(t)=1, x1' (t)=0, x2(t)=2 e x2'(t)=0

Resposta translacional do sistema

2 T T T T
B
= _
a1}
=
2] —]
[ )
=
o
[k}
O
- ol U
— u2
- ! l 1 1 1
] 5 10 15 20 25 30
Tempo
Retratos de fase
05 T T T T T
s 0OfF =
_
(2
g
(]
L)
(=]
> 05+ _
xl
— x2
- l l 1 1 1
-1 0.5 0 05 1 145 2

Deslocamentn

Figura11: Respostatranslacional e retrato de fase do sistema de dois graus de liberdade — 1° Caso

2° Caso: Excitacdo namassa 1. (Modelo matematico usado na simulagdo: arquivo mm12.m)

Modelo Fisico do Sistema
Kl +EI g
M1 ¥
+ 1)
w2+l oo
M2 ¥
28
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Modelagem matemética:

M Ix1(t)"'+CIx1(t) + K Ix1(t) + BIx1(t)® + C2[x1(t)- x2(t)'] +
+ K2[XU(t) - x2(t)] + B X(t) - x2(t)]° = (1)

M 2x2(t)"+C2[x2(t)"- Xi(t)'] + K2 x2(t) - Xi(t)] +
+Bx2(t) - x(t)]® =0

Diagrama de Corpo Livre

M1 1" M2 32 ()"
K1>{1(t)+B>{1(t)3T T TC'l X0ty T
a0l T l TCQE“@ T T ¥

B2xi) K2 Bt (1] +

B2 hia e C2 b2

Resposta do sistema considerando as condigoes iniciais x1(t)=1, x1' (t)=0, x2(t)=2 e x2'(t)=0

Resposta translacional do sistema
2 T T T T T

Deslocarmento
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T

) ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30
Tempo
Retratos de fase
1
DaF -
=]
_
3
o OF
Pl
a
:" j
0&F
-- x%l
— %2
K | ! ! ! ! !
15 1 05 0 05 1 14 2

Deslocamento

Figura 12: Respostatranslacional eretrato de fase do sistema de dois graus de liberdade — 2° Caso
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3° Caso: Excitacdo namassa 2. (Modelo matematico usado na simulagdo: arquivo mm13.m)

Modelo Fisico do Sistema

El +Ei i
mi ]
Palid]
K2+ R2 c2
N2 T
+ =2
i(t)

Modelagem matematica:

M IxX1(t)"+CLxXI(t)'+K IxA(t) + BIx1(t)* + CZ xA(t)- x2(t)'] +
+ K2 xI(t) - x2(t)]+ BZxa(t) - x2(t)]* =0

M 2x2(t)"+C2x2(t)- XL(t)'] + K IX2(t) - x(t)] +
+B2[x2(t) - Xa(t)]° = f(t)

Diagrama de Corpo Livre

M1 (" FE o M2 20"
K1 ><'l|[t]|+B1><1|{t)3T T TC1><1|{t]|'
M1 M2
1 o 71 oo
K2 BA0-20+ 2 p -] K2 D)<+ c2 pafy-el()]
B2 bl (foe2(t)] * B2 p(t-1(1)] 2



Resposta do sistema considerando as condicdes iniciais x1(t)=0, x1’ (t)=0, x2(t)=0 e x2' (t)=0

Resposta translacional do sistema

1 T T T T T
-2
i
=1}
=
[1i]
(=]
=
o
=L}
[

A 1 1 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30
Tempo
Retratos de fase
1 T T T T T T T T
DaF
=]
=]
=
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Pl
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>
0&F
K ! ! ! ! | ! !
-1 08 0B 0.4 02 ] nz 04 06 0s

Deslocamentn

Figura 13: Respostatranslacional eretrato de fase do sistema de dois graus de liberdade — 3° Caso

4° Caso: Excitacdo no suporte de fixacdo dos conjuntos. (Modelo matematico usado na simulagéo:

arquivo mml14.m)

Modelo Fisico do Sistema

¥
t
El +Fi g} HH
M1 ¥
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E2+ER2 2

naz -'F

=2



Modelagem matemética:

Mx(t)"+CIxI(t)'+ KIx(t) + BLXAUE)® + C2XUL) - y(t)- x2(t)'] +
+K2DA() - () - x2()] + B2DXA) - y(t) - x2()]° =0

M2x2(t)"+C2x2(t)- y(t)- (1) ] + K x2(t) - y(t)- X(t)] +
+B2x2(t) - y(t)- Xi)]* =0

Diagrama de Corpo Livre

T ()" M2 x2(t)"
KA 1) + B () @ C1(t) ¥ T L
M1 M2
¥ x@ T T Tx.?(é)
L capa e v i ind e oL Ml T iy

B2 Pel{ty(t-e2it)] * B2 p2(ty(tA(t)

Resposta do sistema considerando as condigoes iniciais x1(t)=1, x1' (t)=0, x2(t)=2 e x2'(t)=0

Resposta translacional do sistema
2 T T T T T
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Figura 14: Respostatranslacional e retrato de fase do sistema de dois graus de liberdade — 4° Caso
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5 - Equacbes de Movimento de Placas Circulares

em coordenadas Cilindricas

Considerando um elemento cortado da placa por dois planos radiais e por duas superficies
cilindricas adjacentes. As coordenadas polares r e g sdo consideradas na superficie central da placa
antes da deformagéo e o0 eixo z na direcéo da espessura. Pelo uso das equactes de transformacéo e a

regrade diferenciacdo parcial, as seguintes relacdes sdo apresentadas.

()
()
(=0 500
()

Oho =3O =20

em gue o angulo polar g foi considerado igual a zero. Como a posi¢cdo do eixo x é arbitrério, o

resultado obtido pode ser aplicado para qualquer linharadia da placa.

As forcas “inplane’, momentos de torcdo e forcas de cisalhamento transversal em coordenadas

polares sdo definidos por:

. \h/
N NG NG = Q;Z[s S ]dz

Qr,Qq]= (jh/jz[s @S 2 (5.01)

:Mr,Mq,qu]:a;z[sr,sq,srq]zdz

em que Sr e sq Sdo as tensdes normais e srq, Szr e s zq sdo as tensdes de cisalhamento. Essas
componentes de tensdo associados com as coordenadas cilindricas séo idénticas as tensdes em
coordenadas cartesianas retangulares sXx, Sy, SXy, Szx e szy, respectivamente, se 0 raio r é
coincidente ao eixo x (g =0).

No caso de placas isotropicas os momentos de tor¢éo e as forgas de cisalhamento transversal

associadas as coordenadas cilindricas séo dadas pelas equacdes
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M, =- Dé;al:“‘w,rﬁxw,r+lzw,qq9
e r r 2
_.p&E v 0
M, =- Dcé‘?w,r g Wi +vvv,”5 (5.02)
1 0
M, =- D(l- v)gr W, g - r—zw,q ;
Q —-D(Nzw)
D/ (5.03)
Q =- T(NZW)’q
AN 1 1
onde N ( )—( ),rr +F( ),r"‘r—z( ),qq é 0 operador Laplaciano (5.04)
Asforgas ‘inplane’ expressas em funcdo de tensdo séo dadas por
h h
N, =7 —F, r—F,qq
N, =hF,, (5.05)
h he _ ,ad_ 6
Ny ==Fq- —F.,,=-h¢=F

r q r 'rq er ’q é"

sendo que F € afuncéo de tensdo de Airy.

Entdo as equacdes dinamicas de von Kéaman para placas ndo lineares em coordenadas
cilindricas sdo dadas por

(5.06)
~ o t) he & 1 ad 1 0 a4 oad_ ouU
RZR2w+ —w, _aray , h o C=F, +=F, *+F, ¢= w, 26w, 5, ¢—F, %
D tt D DgNrr (ér r rz qq rrgr 2 qqﬂ gr qﬂrgr qng



b 2
N°N?F = Egg=w,,, - izw,q 2w, géw +izw,qq % (5.07)
ér %

Uma vez a solucéo dessas equagOes ter sdo obtida, os momentos de tor¢éo e as forgas da
membrana e cisalhamento podem ser encontradas das equacdes (5.02) a (5.05) e as tensdes em um
ponto genérico da placa em coordenadas cilindricas, das equacdes

N, 12M,
S, = +—
h h
s = qu +12Mrq .
rq h h3
) . (5.08)
3 e . u
s =g B,
€ xz 45U
S - :&@_- i: l:l
Note que
uo’x:ur’r
o 1
u ’y:?(uriq'uq)
VO,X:uq’r (5.09
o 1
\' ,y:?(ur +Uq,q)
e as relacoes def ormacédo-deslocamento
e =u,, + oW,
2
el ==(u, +uy )+iw2
q roTaal 52 T (5.10)



0 x ~ ‘. A
em que ero : eg , €4, U, e U, sdodeformagBes e deslocamentos da superficie de referénciaem

z=0 (plano central da placa) no sistema de coordenadas esféricas.

A solugdo completa das equacdes de von Karman dependem das condi¢bes de contorno ao longo
da placa e das condicBes iniciais. A condi¢cdo de contorro considerada neste trabalho descreve uma
situacdo de liberdade de movimento da placa circular em que a borda da mesma é moével ao longo

do plano da placa, ou sgja, a placa encontra-se simplesmente suportada.

5.1- Excitacdo harmonica em placas circulares de borda livre

Considera-se a vibragcdo de uma placa circular excitada por uma forga harménica qo cos(wt). No

caso de modos simétricos de vibracéo, tensdes e deslocamentos sdo independentes do angulo polar
g. As equacdes de movimento da placa sdo obtidas a partir das equacbes de von Karman. O

resultado é

L(w, F)= DRZN?w+rw,, - ?h(F,r W, ),; - g, coswt =0
E

N2N2F =- =w,, w,,,
r
onde (5.11)
~ 1
NZ( ):?[I‘( )r]’r
Condicéo de contorno para a placa simplesmente suportada:
— V —
W=Ww,. "'?W,r =0 para r = a (5.12

Para solugdes aproximadas desse tipo de problema o método Garlekin fornece a equagao em

funcéo do tempo. A condic&o de contorno é satisfeita expressando-se a deflex@o na forma separével

w=hf (t){1+bx2 +cx?) (5.13)



X =
a
o 6+ 2v (5.14)
5+v
] 1+v
5+v

em quef € umafuncdo ndo conhecida com seu maximo sendo a deflex&o maxima néo dimensional

definida por wm/b em que b e ¢ sdo constantes dadas pelas expressdes acima.
Evidentemente, a equago (2.3) produz o primeiro modo, fundamental, de vibragéo da placa.

Aplicando o método Garlekin aequacdo (2.3) a seguinte condicéo é obtida
a
QL(w, Fwrar =0 (5.15)

Fazendo v=0,3 e integrando, resultara em uma equacéo diferencial ordinaria em funcéo do tempo

4
r hf ,tt+ii4[2,24z +0,591f ;) =1,56000cos(wt )] (5.16)

5.2- Andlise da dindmica ndo-linear de placas circulares com bordalivre

O estudo da dindmica n&o linear de placas circulares foi realizado com base no modelo descrito
anteriormente, através da simulagéo das solucdes das equacdes (5.13) e (5.16), sendo que para
resolucdo da equagao diferencial ordin&riafoi empregado o método de Range-Kutta.

A simulagdo da resposta do sistema foi realizada através de Scripts do MatLab (arquivos sim4.m
e mm15.m). A resposta do movimento transversal de cada ponto da placa € apresentado a seguir.



Resposta translacional do sistema
2 T T T T T T T T T

Deslocamento
_

1.8 .

1 1 1 1 1 | | 1 1
8900 520 B840 880 830 200 S0 940 980 930 1000
Tempa

Figura 15: Resposta do movimento transversal — Ultimos 2000 pontos analisados

Resposta translacional do sistema
2 T T T T T T T T T

Deslocamento
]
T

=
]
T
1

_2 1 1 1 1 1 | | 1 1
950 855 SB0 985 970 575 H80 985 990 995 1000
Tempa

Figura 16: Resposta do movimento transversal — Ultimos 500 pontos analisados

Como considera-se uma placa isotrépica, ou sgja, cada ponto da placa apresenta as mesmas
propriedades materiais, a resposta acima representa o0 comportamento do movimento transversal em

funcéo do tempo de cada ponto da placa.
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As amplitudes de vibracdo dos diferentes pontos da placa séo definidas considerando-se a
posicéo espacial de cada ponto. Assim, a resolucéo da equacéo (5.13), variando-se a coordenada
cilindricaradial r de O até a, resulta em uma configuracdo de deformacdo da estrutura que €
analisada em um determinado instante de tempo.

A simulagdo da configuragéo de deformagdo da estrutura para um determinado instante de tempo
foi realizada através de Scripts do MatLab (arquivos sm5.m e mm15.m). Algumas configuracdes
obtida sdo dadas a seguir:

t=5 t=10

. 3
2 =
£ £ ]
2 |
T ]
& S a8
- ) .
e N e
5 =
e : Ry}
E“-\-\. o 1
5 "~~~ s
Carderanda ¥ L Coardanada
t=40 t=60

4 -

2 2
= =
- E:
S g5 = 08
1 : : q ' : . ’
| }"\-\. F _r'_-_'_,__,—r\ : 1 “';"";.:_\_H ; _r'___'_,__,-n :
i : e 08 i : e 0
e e A | g S
45 e """ ‘ng R a1
Carderareda ¥ i e nada ¥ Carderanda ¥ i Coamdenada ¥
t=90 t=100
1 1
s

2 2
= =
E| 3
] ol

«] ’ v AL

i ""'\-\.._\_\_:‘.H e, .

os =
iy - et ] -
gk T
05 '-.._\1_#_,_.:-'" og .
Capderanda ¥ i Conimenada X Carderanda ¥ i Coamdenada ¥

Figura17: Configuracdes de deformago da placa nos instantes t=5,10,40,60,90 e 100.
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Variando-se um dos parametros de controle da equagéo (5.16) pode-se investigar a ocorréncia de
fenbmenos tipicos de oscilagbes néo lineares. No presente trabalho, a amplitude e a freqiéncia da
funcdo de excitagdo foram os parametros escolhidos para se redlizar tal tarefa.

A simulagéo da resposta do sistema com relacdo a variagao da amplitude da funcéo de excitagéo
foi realizada através de Scripts do MatLab (arquivos ssim6.m e mm15.m)

Com a variacdo da amplitude no intervalo de 0 a 1 com passo 0.1, ou sgja, 10 amplitudes
analisadas, e resolucéo de 10000 pontos no intervalo de tempo de 0 a 1000, obteve-se

Resposta translacional do sistema cor avariagdo da amplitude

Deslocarmento

1000 0 Amplitude
Tempo

Figura 18: Resposta— amplitude entre 0 e 1 — passo 0,1 - Ultimos 2000 pontos

Resposta translacional do sistermna com a variagdo da amplitude

Deslocamento

990
min o Armplitude

Ternpo

Figura 19: Resposta - amplitude entre 0 e 1— passo 0,1 - Ultimos 500 pontos
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A simulagdo da resposta do sistema com relacdo as amplitudes normalizadas da funcdo de
excitacao foi realizada através de Scripts do MatLab (arquivos sim7.m e mm15.m)
A normalizacdo das amplitudes em relacdo ao valor da maior amplitude resulta na figuraa

seguir:

Resposia tmnlacioral com ampldudes normalizada=s

Dizslocanemo

Figura 20: Resposta considerando 10 amplitudes normalizadas

Observa-se o comportamento ndo-linear da resposta do movimento transversal de cada ponto da
placa através desse gréfico, em que as respostas obtidas em funcdo de cada uma das amplitudes
normalizadas foi subtraida da resposta de referéncia (obtida em funcdo da amplitude de referéncia)
resultando em dez sinais variando com o tempo.

Com a variagdo da amplitude no intervalo de 0 a 1 com passo 0.333, ou sgja, 3 amplitudes
analisadas, e resolucéo de 10000 pontos no intervalo de tempo de 0 a 1000, obteve-se



Resposta translacional do sistema com a variagdo da amplitude

Deslocarento
[

895

Armplitude
Tempo 1000 0.2 p

Figura 21: Resposta— amplitude entre 0 e 1 - passo 0,333

A normalizacéo das amplitudes em relacéo ao valor da maior amplitude resulta em

Resposta tranlacional com amplitudes narmalizadas

Deslocamento

5 i i I I i I I i I |
9o0 G991 992 993 0994 5935 095 997 G003 993 1000
Tempo

Figura 22: Resposta considerando 3 amplitudes normalizadas

Observa-se o comportamento ndo-linear da resposta do movimento transversal de cada ponto da
placa através desse gréfico, em que as respostas obtidas em funcéo de cada uma das amplitudes
normalizadas foi subtraida da resposta de referéncia (obtida em funcdo da amplitude de referéncia)

resultando em trés sinais variando com o tempo.
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A simulacdo da resposta do sistema com relacdo a variacdo da freqiiéncia da funcdo de excitacdo
foi realizada através de Scripts do MatL ab (arquivos ssm8.m e mm15.m)

Com a variagdo da frequéncia no intervalo de 0 a 1 com passo 0.1, ou sga, 10 freqiéncias
analisadas, e resolucéo de 10000 pontos no intervalo de tempo de 0 a 1000, obteve-se

Resposta translacional do sisterna com a variagfo da frequencia

i I.'.II'-J .|"| J||| |||'|“ ‘
fith || ||| |ﬂ
| ‘Ill M i

0.8

Deslocamento
(]

1000 O Frequencia

Figura 23: Resposta— frequénciaentre 0 e 1 - passo 0,1 — Ultimos 2000 pontos

Resposta translacional do sistema com a variagdo da frequencia

Deslocamento

om0 Frequencia

Tempo

Figura 24: Resposta— frequiénciaentre 0 e 1 - passo 0,1 — tltimos 500 pontos
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Com avariagédo da freqiénciano intervalo de 0 a1 com passo 0.333, ou sga, 3 freqiéncias
analisadas, e resolucéo de 10000 pontos no intervalo de tempo de 0 a 1000, obteve-se

Resposta translacional do sistema com a variagdo da frequencia

-t
oo
'

]
'

Ceslocamento

om0 02 Frequencia

Ternpo

Figura 25: Resposta— frequénciaentre 0 e 1 - passo 0,333 — Ultimos 2000 pontos

Resposta translacional do sisterna com a variagdo da frequencia

o

‘i

Deslocamento
-

Fregquencia
Tampao 1000 0.2 q

Figura 26: Resposta— frequiénciaentre 0 e 1 - passo 0,333 — tltimos 500 pontos

43



6 — Conclusao

Como etapa inicid, foi feita uma pesquisa sobre oscilagbes ndo-lineares e andlise da dinamica
néo-linear de placas circulares através das bibliotecas do INPE, UNESP e internet. Logo apds,
foram feitas simulagOes de sistermes vibratorios, lineares e ndo-lineares, com um, dois e infinitos
graus de liberdade, utilizando-se de Scripts do MatLab. Através dessas simulagdes verificamos o
comportamento dinamico de sistemas massa mola-amortecedor sujeitos a diferentes excitagdes,
além de obtermos os modos naturais da vibracéo livre linear de membranas circulares com borda
fixa

Foi identificado um modelo de vibracéo forcada ndo- linear de placas circulares com borda livre,
através do qua obteve-se a resposta do movimento transversal de cada ponto da placa. Variouse
alguns parametros de controle, no caso amplitude e freqiéncia da funcéo de excitacdo, afim de se
investigar o comportamento dindmico ndo-linear da placa. Contudo, nenhum ponto de bifurcacéo
foi encontrado durante as simulages executadas, 0 que se pdde observar claramente foi a resposta
ndo linear do movimento transversal da placa, tendo como base a comparagdo entre as respostas

obtidas com a variagdo da amplitude e fregiiéncia de excitacao.
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