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Capitulo 1

Introducao

O principal interesse no estudo de sistemas com restricdo a0 movimento ¢ investigar o
problema da instabilidade do contato entre os corpos, como acontece com manipuladores
roboticos ao interagirem com o ambiente ao redor.

E interessante que o manipulador possua alguma flexibilidade nas juntas (ou nos elos) ou
que haja alguma compliancia na regido do contato. A literatura sobre dindmica de contato ¢ vasta
e abrange diversas disciplinas.

O modelo investigado neste trabalho consiste em um péndulo cujo movimento ¢
restringido por um anteparo. Este anteparo possui determinada rigidez e amortecimento € nao
possui massa. O péndulo estd conectado a uma mola torsional. O objetivo ¢ determinar as
influéncias causadas no comportamento das partes quando interagem. Neste caso, o pé€ndulo
poder ser visto como um elo do manipulador robotico e o anteparo pode ser visto como o
ambiente com o qual o manipulador deverd interagir. Inicialmente, ndo ¢ considerado nenhum
tipo de atrito.

O modelo matematico ¢ obtido utilizando as equagdes de Lagrange. As equacdes
governantes do movimento sdo integradas utilizando o método de Runge-Kutta de quarta ordem.
As restrigdes ao movimento (vinculos) sdo inseridas por meio dos multiplicadores de Lagrange.

Apesar de ser um modelo simples, muitas informagdes de carater geral podem ser obtidas

deste modelo.



Capitulo 2

Modelagem Matematica

2.1 — Introducio

Seja o sistema dinamico apresentado na Figura 1.
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Figura 1 — Sistema dinamico composto pelo anteparo e pelo péndulo

O péndulo esta conectado a uma mola torsional de constante elastica k,. m, representa uma
massa concentrada na extremidade da haste. A haste ndo possui massa. O movimento do péndulo
¢ restringido por um anteparo com rigidez k, e amortecimento ¢, € ndo possul massa.

Este sistema ¢ inicialmente estudado sem qualquer tipo de interagdo. Os dois corpos estdo
em movimento, porém nao hé o contato entre eles. A andlise ¢ feita separadamente para cada um.

Para facilitar a analise, o sistema dinamico ¢ dividido em duas partes:

- sistema I: anteparo, mola e amortecedor.

- sistema II: péndulo e mola torsional.



2.2 — Analise do sistema I (sem restricao)
2.2.1 — Energia cinética e energia potencial

Seja o sistema apresentado na Figura 2.
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Figura 2 - Anteparo.

A energia cinética armazenada no sistema I ¢ dada por:
T=0 (2.1)

A energia potencial armazenada na mola ¢ dada por:

V= %klxz (2.2)

2.2.2 -Funcao de dissipacao
A fungdo de dissipagdo de Rayleigh para esse sistema ¢ dada por:

R= %cl)’( 2.3)



2.2.3 — Lagrangiano

O Lagrangiano para o sistema I ¢ dado por: (Craig, 1981)

ou:

Aplicando-se as equagdes de Lagrange, dadas por (Greenwood,1965):

Ao T _h ((=1,2,..n)
dt\ 0q, aq;

obtém-se:

: (8] (2()-

Entdo, fazendo por partes:

ox
2 _Hazj
o_| N2 J|_ ..
ox Oox
8(1cx2j
8_R_ 2 =cx
ox ox

A equagdo governante do movimento para o sistema I ¢ dada por:

o x+kx=0

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)



2.3 — Analise do sistema II (sem restri¢cao)
2.3.1 — Energia cinética, energia potencial e Lagrangiano

Seja o sistema II, de acordo com a Figura 3.

Ah=L-Lcoso

Figura 3 — Péndulo e mola torsional

A energia cinética armazenada no sistema II ¢ dada por:
— 1 202
T—EmZLO (2.11)

A energia potencial armazenada devido a efeitos gravitacionais e devido a mola torsional ¢é

dada por:

= %kze2 +m,gl(1-cosb) (2.12)
Seja o vetor posicao dado por:

R =(E+ Lcose).j + (LsenO).T

Derivando em relagio ao tempo a equagdo para R , obtém-se o vetor velocidade, dado por:



i—f = f{ = (—Lsen 6’.9).]’ +(Lcos 19.9).?

Elevando ao quadrado, tem-se:

L = Lo’
2 2

Substituindo R na energia cinética, resulta:

‘R |2 =1*sen’ 0.0% + [* cos’ 0.0° = Lzﬁ'z(sen2 6 + cos? 9)

ou:

‘fe |- 1267
O lagrangiano do sistema II ¢ dado por:
_ 1 242 1 2
L= EmzL 0 - Ekﬁ +m,gL(1-cos®
Aplicando as equacdes de Lagrange, tem-se:

aloo) (55

ou, calculando por partes:

oL ;mszﬁ2 —;kﬁz —m,gL(1—-cos ) )
— =0 T = m2L29
00 00
1 292 1 2
oL EmzL 0 —Ekzﬁ —m,gL(1-cos®)
— =0 =—k,0 —m,gLsend
00 00

A equagdo governante do movimento para o sistema II ¢ dada por:

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)



m,[*0 + k,0 + m,gLsen 6 = 0 (2.17)

2.4 — Analise do sistema dinamico com restricao

2.4.1 — Multiplicadores de Lagrange e equacdes governantes

Inicia-se aqui a obten¢do das equagdes de movimento para o sistema com restrigdo ao
movimento. O método de multiplicadores de Lagrange permite a inclusdo de forgas internas nas
equacdes de lagrange.

Os dois corpos irdo agora interagir entre si. Durante um certo tempo, ambos estardo em
contato. Quando a distancia entre eles € zero, surge uma forga de interagdo entre m, € o anteparo.

Os multiplicadores de Lagrange, A, podem ser interpretados como as amplitudes das
forcas de contato. Sdo considerados como uma nova variavel para o problema.

Seja o sistema apresentado na Figura 1.

A energia cinética armazenada no anteparo ¢ nula, portanto, a energia cinética total do

sistema sera dada somente pela energia cinética armazenada no péndulo, ou seja:

1

T=5m¢@2 (2.18)
A energia potencial total ¢ dada por:
1, - 1,
V:—Eklx +§k29 +m,gL(1—cos®) (2.19)

Introduzindo o conceito de multiplicadores de Lagrange, A, 0 novo Lagrangiano sera escrito

como (Routh (1960)) :
1 202 1 2 l 2
L= EmzL 0 +Ek1x —Ekzé? —m,gL(1-cos@)+ A(d +x—E — Lsend) (2.20)

onde o ultimo termo esta relacionado a condi¢ido da restri¢do.

A equagdo do movimento para o anteparo, quando ocorre o contato, ¢ dada por:



% +kx =L (2.21)

A equagdo que representa o comportamento do péndulo, quando em contato, ¢ dada por:
m,L[*0 + k,0 + m,gLsen @ = AL cos 6 (2.22)

Obtém-se, entdo, uma relacdo geométrica para a distancia entre os corpos, conforme:

d—E—-Lsenf+x=0 (2.23)

ou

d=E+Lsenf —x (2.24)

Nas Equagdes (2.21) e ( 2.22), A representa a amplitude da forca de contato entre o
anteparo e o péndulo. Esta for¢a, entretanto, ndo existird sempre, ou seja, 0s corpos estardo em
contato durante apenas um certo tempo.

A equagdo para o sistema da Figura 1 quando ocorre o contato pode ser obtida isolando-se

A em (2.21) e substituindo na equagdo (2.22), resultando assim :
m,[*0 +c,x(L cos 0) + k,0 +k,x(L cos )+ m,gLsen =0 (2.25)

Na Equagdo (2.25), tem-se duas incognitas para apenas uma equagdo. Uma das variaveis
deve ser eliminada. Seja esta a variavel x.

Fazendo d=0 (contato) e isolando x na Equagao (2.24) encontra-se:

x=Lsenf+ E (2.26)
Derivando a Equacao (2.26) em relacao ao tempo, tem-se:

x=0 LcosO (2.27)
As Equacdes (2.26) e (2.27) sdo entdo substituidas na Equagao (2.25).
As seguintes relagdes sao validas:

- sem contato: d> E+ Lsen0—x

10



as equagdes do movimento sdo obtidas fazendo A =0 em (2.21) e (2.22):

cx + k=0 (2.28)

mL*0 + k@ + mgLsen 6 = 0 (2.29)

- contato: d=0eA =0 .
vale arelagdo: x=Lsend + E .
a equacao do movimento ¢ dada por:
m,L*6 +c,x(L cos @)+ k,0 + k,x(L cos )+ m,gLsen =0 (2.30)
onde x=Lsend + E (2.31)

As Equagdes (2.28) e (2.29) mostram que ambos os corpos agem independentemente. O
mesmo nao acontece quando as Equagdes (2.30) e (2.31) sdo consideradas (lembrar que A
também ¢ uma variavel). Neste ultimo caso, o péndulo e o anteparo estdo se movendo por um

determinado instante de tempo como um s6 corpo.

2.4.2 — Coeficiente de restituicao
Seja o coeficiente de restituicdo dado por:

[ !
v, vy

e= (2.32)

Vi—V,

onde v, e v, sdo as velocidades dos corpos apds o impacto e v; e v, sdo as velocidades dos
corpos antes do impacto.

A Equacao (2.32) pode ser reescrita como:

(v, —v,)*e=v) —v,

ou
(v, —v,)*e+vi =V, (2.33)

Seja e = 0 (considera-se que os corpos permanecem juntos apos o impacto). Assim,

V=Vl (2.34)

11



Utilizando o principio da conservagdo da quantidade de movimento, tem-se:
m,v, + m,v, =m,v, + m,v, (2.35)
Substituindo na Equacao (2.35) a Equacdo (2.34) obtém a seguinte expressao:

_ ’ '
mIVl +1’1’12V2 = IrllV1 ‘|‘II'12V1
ou
_ [
m,v, + m,v, = v;(m, +m,)

ou, finalmente:

myv, +m,v
V=22 (2.36)
m, +m,

Escrevendo a expressao (2.36) utilizando as variaveis dos problemas, tem-se:

x!, = Brcosh (2.37)

pois m;= 0 (massa do anteparo). A Equagdo (2.37) deve ser utilizada para fornecer as condigdes

iniciais para a equacao para o contato (ou as Equacdes (2.25) a (2.27)).

12



Capitulo 3

Simulacao numérica (do sistema com restricao)

Os valores para os parametros considerados nas simulagdes numéricas sao dados na Tabela
1. Trés diferentes casos sdo considerados, variando somente o valor da rigidez da mola do
anteparo, kj.

Para integracdo numeérica, o integrador numérico denominado Runge-Kutta de quarta ordem

¢ usado. O passo de integra¢do considerado ¢ 0.0001s.

parametros casol caso 2 caso 3
ki (N/m) 10.00 200.00 500.00
ci1 (kg/s) 0.30 0.30 0.30
ko (N/m) 5.00 5.00 5.00
m; (kg) 8.00 8.00 8.00

L (m) 0.50 0.50 0.50
g (m/s?) 9.81 9.81 9.81
E (m) L/2 L/2 L2

Tabela 1 — Parametros do sistema.

As Figuras 5 a 8 mostram o comportamento no tempo do deslocamento e velocidade do
anteparo quando se considera o contato entre os corpos. A condicdo inicial para o anteparo € a
sua posicdo de repouso. Trés impactos sdo verificados. As Figuras 9 e 10 mostram o
deslocamento angular e a velocidade angular do péndulo considerando contato. A condigao
inicial do péndulo ¢ de 40°. A Figura 11 mostra a evolugdo temporal da distancia, d, entre os
corpos. A Figura 12 mostra o comportamento da forca de reagdo, A, entre os corpos. As Figuras

13 a 15 mostram a relagdo entre d e A para cada um dos casos investigados.

13
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Figura 5 — Deslocamento do anteparo; caso 1 (——), caso 2 (........... ) e caso 3 (----—---- .
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Figura 6 — Zoom na Figura 5; caso 1 (——), caso 2 (........... ) e caso 3 (-------- ).
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Figura 7 — Velocidade do anteparo; caso 1 (——), caso 2 (........... ) e caso 3 (-------- .
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Figura 8 — Zoom na Figura 7; caso 1 (——), caso 2 (........... ) e caso 3 (-------- ).
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Figura 10 — Velocidade angular do péndulo; caso 1 (
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Nota-se, como era de se esperar, que o aumento da rigidez do anteparo provoca um
aumento da amplitude da for¢a de reacdo. No limite, a amplitude de A sera “infinita” quando a
rigidez do anteparo for “infinita”.

Percebe-se também que, quanto mais rigido for o anteparo, menor sera o seu deslocamento,
x. Vale relembrar que as condig¢des iniciais sdo as mesmas para todos os casos analisados e, de
acordo com a Tabela 1, apenas k; ¢ alterado.

Singularidades sdo claramente observadas nas curvas de velocidade do anteparo e do

péndulo. As velocidades mudam bruscamente de valor quando ocorre o contato (impacto).
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Capitulo 4

Conclusoes

A 1idéia principal deste trabalho ¢ que sistemas simples podem ser utilizados para estudar
conceitos gerais presentes em sistemas mais complexos.

Uma vez que o sistema ¢ composto de muitos parametros, foi escolhida a rigidez do
anteparo como o parametro cuja influéncia no comportamento do sistema foi analisada. Como era
de se esperar, quanto maior a rigidez do anteparo, maior a for¢a de reacdo entre os corpos e
menor o deslocamento do anteparo.

Algumas consideragdes foram feitas ao longo deste trabalho. Nao foi considerado atrito em
nenhuma das partes deste sistema e o coeficiente de restitui¢do foi considerado igual a zero.
Observa-se que uma quantidade significativa de estudos ainda pode ser desenvolvida utilizando o
sistema com restricao apresentado aqui. Longe de esgotar o tema, este trabalho significa o inicio

de uma longa investigagao.
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