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RESUMO

Os métodos de volume finitos centrados na célula que utilizam o circuncentro’
como o centro das células sdo dual dos métodos que utilizam poligonos e volumes de
Voronoi. A utiliza¢do do circuncentro da célula para o célculo das varidveis melhora a
ordem de aproximagZio para problemas estacionarios em malhas bidimensionais quando
comparado com outros métodos para mathas ndo estruturadas»>>. O objetivo deste
trabalho € a aplicagio dessa abordagem para modelagem numérica de problemas
transientes bidimensionais e tridimensionais de transferéncia de calor.

Esses métodos tem recentemente sido utilizados em problemas estaciondrios
bidimensionais de transferéncia de grandezas escalares por conducio e convecgao™.
Como os problemas transientes em volume finitos dependem da integral de volume da
grandeza fisica, se faz necessdrio investigar a convergéncia do método para problemas
transientes, pois a posi¢io que fornece a melhor aproximagio para o valor da média do
volume é o baricentro € ndo o circuncentro. Além disso, os trabalhos localizados na
literatura que utilizam o circuncentro com centro da célula se restringem ao caso
bidimensional. O desenvolvimento do modelo sendo submetido visa sua utiliza¢do para
o estudo do controle de transporte de calor em equipamentos importantes na pesquisa
aeroespacial como, por exemplo, antenas gravitacionais, etc.

Bibliografia

1. Fazenda, A.L.; Enari, EH.; Travelho, J.S. “Abordagem pelo Circuncentro para
Malhas N3o Estruturadas em Tansferéncia de Calor”. XV Congresso Brasileiro de
Engenharia Mecénica - COBEM 99 - Aguas de Lindéia — SP, 1999.

2. Herbin, R; Labergerie; O. “Finite volume schemes for elliptic and elliptic-
hyperbolic problems on triangular meshes”. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, Vol:147, Issue: 1-2, pp. 85-103, 1997.

3. Kwak,D. Y.; Kwon, H. J.; Sungyun, L. “Multigrid algorithm for cell centered finite
difference on triangular meshes”. Applied Mathematics and Computation, Vol:
105, pp- 77-85, 1999,

39



Ministério da Ciéncia e Tecnologia

INPE — Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais

Transporte Transiente de Calor em Geometrias

Tridimensionais Complexas

Viviane Ribeiro de Siqueira

Relatério Final de Iniciagdo Cientifica — PIBIC

Orientador:
Dr. Jeronimo dos Santos Travelho

INPE
Sdo José dos Campos

Julho de 2001



Agradecimentos

Ao INPE pelas facilidades concedidas a realizagdo deste trabalho; ao PIBIC pelo
apoio financeiro; ao Doutor Jerdnimo pela valiosa orientag@o, incentivo, apoio para o
desenvolvimento deste projeto; aos amigos do LAC pela cooperagio, incentivo € amizade.

Em especial, agradego a minha mie, meu pai, minha irm3, meu irmio, meu
namorado ¢ 4 Deus pelo apoio nos momentos de dificuldade, e a todos que colaboraram,

direta ou indiretamente, para a realizag@o deste projeto.



Resumo

Este trabalho apresenta a aplicagio do método numérico Abordagem Baseada no
Circuncentro com a utilizagho de malhas nfo-estruturadas bidimensionais e
tridimensionais para o célculo da transferéncia de calor em modelo estaciondrio e

transiente.
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Capitulo 1

Introducio

O objetivo deste trabatho € a aplicagdo da metodologia Abordagem Baseada no

Circuncentro [1] para modelagem numérica de problemas tridimensionais transientes de

transferéncia de calor.

A transferéncia de calor € ym dos grandes problemas nos projetos de vérios ramos
da engenharia. As necessidades das diversas 4reas da engenharia, na busca de
competitividade, tem levado a aplicagio de modelos numéricos a geometrias de
complexidade crescente. Por essa razéio a utilizagdio de malhas ndo estruturadas tem
recebido cada vez mais atengdo. No nosso grupo estamos desenvolvendo a Abordagem
Baseada no Circuncentro [1], para problemas de fendmenos de transporte em geral,
utilizando malhas triangulares, prisméticas e tetraedrais. Nessa abordagem as varidveis séo

calculadas no circuncentro das células,

As abordagens que utilizam o circuncentro como centro das células sfio dual dos
métodos que utilizam poligonos e volumes de Voronoi. A utilizagio do circuncentro da
célula para o cilculo das varidveis melhora a ordem de aproximagfo para problemas
estaciondrios em mathas bidimensionais quando comparado com outros métodos para

malhas nio-estruturadas [1,2,3].

Esses métodos tem recentemente sido utilizados em problemas estacionérios
bidimensionais de transferéncia de grandezas escalares por condugio e convecgdofl,2] .
Como o0s problemas transientes em volume finitos dependem da integral de volume da
grandeza fisica, se faz necessdrio investigar a convergéncia do método para problemas
transientes, pois a posi¢do que fornece a melhor aproximagio para o valor da média do
volume € o baricentro ¢ nio o circuncentro. Além disso, os trabalhos localizados na

literatura que utilizam o circuncentro como centro da célula se restringem ao caso



bidimensional. Neste projeto aplicou-se essa metodologia , pela primeira vez, ao estudo de

problemas transientes ¢ também utilizou pela primeira vez, malhas tetraedrais.

O desenvolvimento do modelo sendo submetido visa sua utilizagéio para o estudo
do controle de transporte de calor em equipamentos importantes na pesquisa aeroespacial

como, por exemplo, antenas gravitacionais, etc.

No Capitulo 2 € apresentada a revisio da literatura que envolve ¢ projeto, dando

énfase aos principais conceitos da fisica do problema.

No Capitulo 3 € apresentada a metodologia utilizada no desenvolvimento do
modelo, com os métodos numéricos que foram utilizados para a discretizag@o das equacdes

e também para o cilculo das varidveis.

No Capitulo 4 ¢ apresentado o modelo unidimensional, com a discretizagbes das

equagdes, a defini¢io da malha e o método utilizado para o célculo das varidveis.

No Capitulo 5 € apresentado o modelo bidimensional, com a discretizagbes das
equagdes, a definigdo da malha, o método utilizado para o célculo das varidveis e os

resultados do campo de temperatura.

No Capitulo 6 € apresentado o modelo tridimensional, com a discretizagbes das
equagdes, a definicdo da malha, o método utilizado para o célculo das varidveis e os

resultados do campo de temperatura.



Capitulo 2

Revisdo da Literatura

Conceitos Fundamentais
Os Conceitos Fundamentais de transferéncia de calor e temperatura sfio muito

importantes para este projeto. Neste capitulo serd apresentado uma revisfio do significado

termodinédmico destes conceitos.

Transferéncia de Calor
E definida como a interagio energética provocada pela diferenca de temperatura
entre o sistema e seu meio. A transferéncia de calor ocorre quando ha diferenca de

temperatura entre dois pontos e calor vai do corpo quente para o corpo frio.

Temperatura € a propriedade termodinidmica que determina se O sistema estd em
equilibrio térmico com outro sistema. Dois sistemas A e B estho em equilibrio somente se

suas temperaturas sio iguais:

Ta=Ts

Fluxo de Calor

Quantidade de calor que passa por uma superficie por unidade de area por unidade
de tempo. O fluxo de calor € proporcional a diferenca de temperaturas entre

dois corpos, A e B, por exemplo:

Ta-Ts



¢ inversamente proporcional a distincia entre os mesmos dap. Também & proporcional 2

facilidade que o primeiro oferece ao transporte de calor.

Condutibilidade Térmica

Propriedade fisica do meio material, que mede a facilidade de ocorrer a condugio
de calor. A maioria dos dados da condutibilidade térmica podem ser encontrados em livros
e manuais referentes aos materiais isotrépicos e homogéneos. E necessdrio ressaltar que a
temperatura pode alterar significativamente o valor da condutibilidade térmica e esta pode

classificar os materiais em “bons” e “maus” condutores de energia.

Gradiente da propriedade fisica

E um vetor perpendicular (vetor normal) que mede a taxa de maior variagio do

campo e sua dire¢do, onde seu sentido aponta para a parte mais quente.

Superficie Adiabaitica

Supetrficie perfeitamente isolada, onde nfio ocorre a transferéncia de calor.

Lei de Fourier

oT . ,dT oT
—=—k—'—k—-'_k_
9 8x1 ByJr dz

Esta equagao € conhecida como a Lei de Fourier para a condugio de calor, onde k é

a condutibilidade térmica e ¢ € o fluxo de calor.



Equag¢io de Balanco

A equacio de balanco ¢ utilizada para verificar, em sisternas de modelagem
numérica, se a quantidade de calor que entra em uma extremidade da superficie é a mesma
quantidade de calor que sai na outra supetficie. A equagdo de balango para o transporte

bidimensional estaciondrio, ou seja, o campo de temperaturas nio depende do tempo:
i k Q..]:.. + i k a_T =0
ax| ox ) oyl oy

Transporte Transiente de Calor

Transporte de Calor onde o campo de temperaturas depende do tempo.

Condigdes de Contorno
As condigdes de contorno sdo necessdrias para definir 0 que ocorre em toda a
fronteira que define o meio condutor analisado. As condi¢Bes de contorno analizadas
foram:
a) Temperatura conhecida no contorno;

b) Fluxo de calor conhecido.



Capitulo 3

Metodologia

3.1 - Uso da Modelagem Numérica

A modelagem numérica de fendmenos fisicos é um meio termo entre a teoria ¢ a
experimentag@o. Ela possui caracteristicas de ambas. Na teoria pode-se estudar situacées
impossiveis na pratica. E na experimentaggo, seus resultados sio particulares e sio obtidos,
muitas vezes, apds vérias tentativas.

Qualquer modelagem, numérica ou analitica, € feita admitindo-se uma série de
hipéteses. Na modelagem numérica, além das hipéteses de validade dos modelos fisicos,
existem hipéteses referentes as aproximacSes numéricas. Essas hip6teses devem ser
verificadas através da comparagio com solugdes analiticas. Finalmente, as hipéteses do
modelo fisico devem ser verificadas através da comparagio com resultados experimentais.
A modelagem numérica € muito (til, pois permite a andlise de vérias situacdes de maneira
rapida e econdmica, antes de construir protétipos.

A primeira etapa da modelagem numérica é a gerag@o da malha. As malhas podem
ser estruturadas ou nfio-estruturadas. Uma malha € estruturada se os vértices da células que
nac estio no contorno, pertencerem ac mesmo niimero de células. As células sdo
facilmente acessadas numa malha estruturada, aumentando a velocidade do c6digo. No

entanto, as malhas n3o-estruturadas sdo mais adequadas para contornos complexos

3.1.2 - Método dos Volumes Finitos

No método de Volumes Finitos se aplica as equagdes de balango a cada célula da
malha. Se os fluxos forem calculados corretamente nas faces das células pode-se garantir
que as equacdes de balango serdo vilidas para qualquer grupo de ¢élulas vizinhas. Esse € o
método numérico mais proximo das leis fisicas e o método utilizado para a discretizacdo da

equacdes no decorrer desse projeto.



3.2 - Uso de Malhas Nio-Estruturadas

O método numérico para malhas ndo-estruturadas utilizado neste projeto é o
método centrado na célula, onde as varifiveis sdo calculadas no centro das mesmas (no
centro dos tridqngulos e tetraedros).

Quando as varidveis sfio calculadas no circuncentro dos tridngulos, obtém-se o
método sendo utilizado em nosso grupo e denominado Abordagem Baseada no

Circuncentro.

3.3 Procedimentos para a validag¢io do modelo

O modelo ao ser implementado foi testado para vérias situagBes visando sua
validagao:

& Consisténcia para vérias condigdes iniciais;

* Independéncia da solugfio em relagio a4 malha utilizada.

As solugbes numéricas s30 normalmente obtidas através de:

» Convergéncia a partir de um campo inicial tentativo.

3.4 Método de Gauss-Seidel

O método de Gauss-Seidel calcula as iteragfes utilizando os valores dos célculos
anteriores. O valor da temperatura Ty € calculada usando o valor da temperatura
anteriormente calculada. A primeira iteragéo é a condigdo inicial. O célculo das iteragdes

ficard da seguinte forma:

Tjo; =0 G.1)
Ty +Tpy (3.2)
Ty=——""—F"

2
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.t g G
2] 5

(3.4)

Ty + Ty
[i] 2




3.5 - Método de Runge-Kutta

Utiliza a seguinte condi¢io:

y'=f(x,y)
y(x0)=y0

1
Yn+1T=¥n +§(K1+K2)

Para a equagio:

-T - -T
kaT—A~—~£la +kaB—TPlb +chC—Plc
dAP dBP —0
kala +kb1b+kclb
dAP dBP dCP
ka%la +kb1%glilb +ch%(;:1’ lc
Kl=
I kala +kb1b+kclb +Tp

dAP dBP dCP

kata—Klp ) o Klxe —Klpp ( Kle ~Klp o
Ko= dAP dCP

kala +kblb+kclb
dAP dBP dCP

(3.5)
(3.6)

3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)



Capitulo 4

Modelo Unidimensional

O modelo unidimensional foi implementado para haver maior familiarizacao com

o projeto. Foi utilizado o regime estacionério, para implementacio deste modelo.

4.1 - Discretizaciio das Equacdes

A equagdo que descreve a condug@o em regime unidimensional estacionario é€:
azT_O wn
ox? ‘

Aplicando o método dos volumes finitos obtemos a seguinte equagio:

kg IP=Tw)  (Te=Tp)

AX Ax @.2)
1;—“’~Tw+ETe
Tp=2%
T ke @3
Ax  Ax
AX AXx
0 1 2 3 Tw Tp Te 9% 97 98 099

100° 0°
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4.2 — Modelo Fisico
Foi definida uma barra de 1 metro de comprimento, com altura, espessura, 4rea ¢

volume constantes.

A malha da barra foi definida dividindo-a em 200 pedagos iguais:
0 1 2 3 9% 97 98 199

L Circuncentro da ¢élula

As condi¢des de contorno estfio nas duas extremidades da barra:

0 1 2 3 % 97 98 199
100°( . . . . . ] 0%

E a condig#io inicial € de 0° para todas as demais células.

Para resolver esse sisterna foi utilizado o métode de Gauss-Seidel.
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Capitulo 5

Modelo Bidimensional

5.1 - Modelo Bidimensional Estacionario

5.1.1 - Discretizagio das Equagdes
A equagdo que descreve a condugdo bidimensional estacionério é:

V- (kVT)=0 (5.1)

Utilizando o Teorema da Divergéncia de Gauss — que transforma a integral dupla

em integral de superficie e divide o a superficie em pequenos pedagos, obtemos:

[[v.&vT)dv={f0odv (5.2)
[[V&VT)dv=0 (5.3)
$kVT.fids =0 54
}3: kTR =0 (5.5)
i=1 i

Aplicando o método dos volumes finitos:

vr=9L44 a—T] (5.6)
gx dy
. 5.7)
n=—1i

. oT — Tvizinho B TP

VTa=

(5.8)
aﬂ dcircuncentros
-T - T--T
mzi—im+mlijiw+mJLb£m
dAP dBP =0 (5.9)

kala + kblb N kclb
dAP dBP dCP
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k
Tykala N Tgkblb + Tckele

T. —_dAP dBP dCP
P kala R kblb R kelc (5.10)

dAP dBP dCP

5.1.2 - Definicio da Superficie e Calculo das Iteragdes
5.1.2.1 - Malha Quadrada
No modelo bidimensional estaciondrio foi utilizado o programa Easymesh {4] que

cria a malha, de acordo com as coordenadas fornecidas pelo usudrio e divide-a
interiormente em tridngulos e poligonos sobrepostos aos tridngulos. Essas coordenadas sio
gravadas em um arquivo. Esse arquivo deve conter o nimero de pontos que a malha ter4,
coordenadas de cada um desses pontos, ntimero de lados que a malha terd e os pontos que
formardo esses lados.

Primeiramente foi definida uma malha com 1 metro de comprimento por 1
metro de altura. O Easymesh fornece a visualizagio da malha e as coordenadas de cada
triangulo em trés arquivos diferentes:

a) nimero de vértices e coordenadas x e y de cada vértice;

b) niimero de lados, os dois vértices que formam um lado e os dois tridingulos
que compartilham esse lado;

¢) ndmero de tridngulos, indice dos trés vértices que formam esse tridngulo,
fndice dos trés tridngulos vizinhos ao lado, coordenadas x e y dos

circuncentros dos tridngulos.
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Apos a criagio da malha, utilizou-se um programa de pré-processamento,
desenvolvido pelo grupo, que 1é os arquivos gerados pelo Easymesh e cria um arquivo
padrao, pois desta forma facilita a comparagio de resultados entre os integrantes do grupo.

O contorno ¢ formado por 40 tridngulos € as condigdes de contorno foram
definidas da seguinte forma: 10 tridgngulos com temperatura & 100°C e os 30 tridngulos
restantes com temperatura 8 0°C. As condig¢Bes iniciais de temperatura sio de 0°C. Para

resolver as iteragdes fot utilizado o método de Gauss-Seidel.

5.1.3 - Resultados

Os resultados do campo de temperatura obtidos s&o exemplificados no grafico

abaixo:

ETINEREL

Figura 1.1 — Resultado do campo de temperaturas para o modelo bidimensional

estacionario
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5.2 - Modelo Bidimensional Transiente

5.2.1 - Discretizacio das Equacdes

A equagfo que descreve a condugao bidimensional transiente é:
JT
[{fpc a—dtdv=H:_fV.(kVT)dtdv (5.11)
t

Utilizando o método dos volumes finitos e o método explicito — que calcula as
temperaturas no instante futuro através de iteracdes com as temperaturas do instante atual

e uma condi¢do inicial — obtemos a seguinte equagio:

H_m~n H_mpn n_m AR
u[a+kb" i&l”—mkc" ZCL__TP_IC}A;
AP

(pc) 4

kan

H

TPn+l — + TP

(5.12)

5.2.2 - Defini¢ao da Superficie e Cilculo das Iteragdes
5.2.2.1 — Malha Quadrada
Como no modelo bidimensional estaciondrio, no modelo bidimensional foi
utilizado o programa Easymesh para criar uma malha quadrada.

As condigbes de contorno foram definidas tendo um lado a temperatura igual a
100°C e os outros trés lados temperatura igual a 0°C. As condigbes iniciais sfo de
temperaturas iguais a 0°C. O valor inicial de tempo € de 0 segundos, parando a execugio
ao tempo final igual a 5 minutos. O valor da variagdo do tempo (delta t) foi inicialmente
001 segundos e posteriormente 0.005 segundos. Para resolver as iteragdes foi utilizado o
método explicito e Gauss-Siedel.

Também foi utilizado o método de Runge-Kutta para calcular as iteragdes. O

periodo de tempo foi definido como anteriormente de 0 segundos a 5 minutos.
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5.2.2.1 - Malha Circular

Foi definida no Easymesh uma matha formada por metade de uvm circulo. Foi
gerado
um programa para ler os dados gerados pelo Easymesh e criar tridngulos stmétricos e fazer
assim, uma malha circular. Nessa malha utilizamos somente as condi¢des iniciais, onde a
metade da malba tinha temperatura a 100°C e a outra metade, temperatura 2 9°C.

Foi utilizado o método de Runge-Kutta para calcular as iteragdes. O periodo de

tempo também ocorreu como anteriormente, de 0 segundos a 5 minutos.

5.2.3 - Resultados

Os resultados obtidos sde mostrados nos graficos a seguir:

F_ﬂﬂml—_

09
08
Q7
06

04

03

0.2

0.1

Figura 1.2 — Resultado do campo de temperaturas para o modelo bidimensional transiente
utitizando o método explicito com deita t ignal a 0.01 segundos e malha ndo-estruturada

quadrada.
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Figura 1.3 — Resultado do campo de temperaturas para o modelo bidimensional transiente

utilizando o método explicito com delta t igual a 0.005 segundos e matha nio-estruturada

quadrada.
(T T
V3
48.0867
- 48 9865
- 48 0864
C - 48 9862
: 48 0861
15 48 9859
- 45 9858
[ 48 9856
151 48.9855
- 48 9853
- 485852
1.25 48985
489840
48 9847
g 1 48,9546
075
os5F
025F
u L L i i L
00 a5

Figura 1.5 — Resultado do campo de temperaturas para o modelo bidimensional transiente

utilizando 0 método de Runge-Kutta e malha nfo-estruturada cireular.
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Capitulo 6

Modelo Tridimensional

6.1 - Discretizac¢iio das equacdes

6.1.1 - Discretiza¢ao das Equacdes em modelo estacionario

A equagiio que descreve a condugio tridimensional estacionéria é:

V-(kVT)=0 ©6.1)
Aplicando o métedo dos volumes finitos:
dT. odT- JT- 6.2)
VI=—i+—j+—k °
Jx dy o0z
kaTA TP Ay 4 kb TB TR ap i TC TR poygg T T o4
AP dBP dCP

=0 (6.3)

ka Aa N kb Ab + kc Ac N kd Ad
dAP dBP dCP dCP

TpkaAa TpkbAb TokcAc, TpkdAd
+ + + 64)
T. —_dAP dBP dCP dDP :
P kaAa kb Ab s kcAc kd Ad

+
dAP dBP dCP dDP

6.1.2 -Discretizacio das Equagdes em modelo transiente

Sabendo que a equagio que descreve a condugio tridimensional transiente é:

[§fpc %—Tdt dv={§V.(kVT)dtdv (6.5)
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Aplicamos o método dos volumes finitos e obtemos a equagio a seguir:

-T7.7
€ P poiAt
AP BP cP

(o) 4

n _ n R _ n R
ka” u—la+kb” TB—TLzb+kc" Ic

TPn+1 — +TP' (6.6)

6.2 - Cilculo das Iteragdes

Para resolver as iteragSes na malha tridimensional foi utilizado o método explicito e
Runge-Kutta. As condigbes iniciais foram definidas através das coordenadas dos
circuncentros. As coordenadas de z que fossem iguais a zero tém temperatura & 50°C, as
coordenadas de z que fossem menores que zero tém temperatura 2 100°C e o restante com
temperatura igual a 0°C. Foi utilizado delta t muito pequeno devido a proximidade dos

circuncentros dos tetraedros.
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Conclusao

Os métodos numéricos que utilizam o circuncentro como centro das células
dependem muito da qualidade da malha que estd sendo utilizada. No modelo bidimensional
as malhas geradas eram nio-estruturadas, porém a qualidade dos triingulos obtida era boa
porque os tridfngulos eram regulares, e o circuncentro bem préximo do baricentro do
trifngulo. No modelo tridimensional os geradores existentes ndo geram malhas de boa
qualidade, que crie tetraedros regulares. Desenvolvemos um programa para gerar
tetraedros melhores, assim a distdncia entre 0s circuncentros em nossa malha é muito
pequena. Devido a isso, tivemos que usar um delta t muito pequeno para conseguir
executar o programa e analisar os resultados obtidos. Assim, podemos concluir que a
Abordagem Baseada no Circuncentro ¢ muito eficaz para o modelo bidimensional
estacionario e bidimensionlal transiente, porém esse método néo € eficaz para o modelo
tridimensional devido & complexidade em gerar malhas tridimensionais com tetraedros

préximos de tetraedros regulares.
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