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RESUMO

Missdes espaciais envolvendo satélites de pequeno porte, denominados nanosatélite,
possui a vantagens de envolver um orgamento barato € um baixc consumo de
poténcia em relacdo a missGes mais complexas. Um conjunto de varios
nanosatélites, também & muito indicado para missSes denominadas de formagdo de
vdo, pois estes, podem ser repostos com certa facilidade. Por um outro lado, missdes
envolvendo nanosatélites também precisam de um Sistema de Controle de Atitude e
Orbita (SCAO) tio eficiente como outro qualquer, uma vez que este precisa ser
capaz de realizar diferentes manobras espaciais e controle de atitude com grande
grau de precisdo. Neste trabatho, estuda-se a dindmica e o sistema de controle de
atitude (SCA) de um nanosatélite controlado por bobinas magnéticas. Através deste
estudo, foi possivel verificar que o SCA para um nanosatélite pode ser baseado em
componentes relativamente barato existente no mercado, como magnetdmetros,
bobinas magnéticas, sensor solar; e empregar simples, mas confidveis, algoritmos de

controle, que podem aumentar a vida Gtil da misséo.
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1. INTRODUCAQ

Este trabalho inicialmente mostra os aspectos basicos da dindmica de um
satélite rigido de pequeno porte, com controle de atitude baseado na iteragio do
campo magnétice gerado por trés bobinas com ¢ campo magnético da Terra.

O estudo da dindmica se baseou no projeto noruegués do NCUBE (Kjell
Magne Fauske, 2002), no gqual é descrita a modelagem do satélite, cinematica,
atuador, gradiente gravitacional da Terra € dos torques externos atuantes no satélite
interferindo em seu controle e érbita.

A principio s¢ baseando em conceitos basicos € explicado sucintamente os
conceitos matematicos utihzados, de uma forma clara de tal forma que se possa
compreender sem dificuldades mo processo da linearizagio das equacgles da

dindmica.

1.2, PROJETO NCube.

O nCube & um satélite experimental construido ¢ desenvolvido por estudantes
de quatro umiversidades Norueguesas (Narvik University College, Norwegion
University of Science and technology (NTNU), Agricultural University of Norway ¢
University of Oslo) no periodo de 2001-2003. O projeto foi iniciado pelo centro
espacial noruegués com suporte do Andaya Rocket Range, Noruega.

Este satélite é baseado no conceito do CubeSat. Um CubeSat ¢ um pequeno
satélite de forma cabica com aresta de 10 cm, ndo podendo pesar mais que lkg,
visando um baixo custo de langamento em um Orbita baixa em torno da Terra.
Lembrando que € um projeto a ser desenvolvido por alunos de universidades
focando a aprendizagem em tecnologias espaciais.

A missdo deste satélitc € observar o movimento de um navic utilizando o
maritimo Automatiic Identification System (AlS) desenvolvido e recentemente

introduzido pela organizagéo internacional maritima (IMG).



1.3.PARTES DO TRABALHO.

Capitulo 2: Neste capitulo € mostrado as bases matematicas empregadas neste
trabatho.

Capitulo 3: Em uma continnagio do capitulo anterior, agora é montada todas
as equagdes da dindmica do satélite, junto com todos 0s torques atuantes.

Capitulo 4: Linearizagdio do sistera de equacgées geradas no capitulo anterior.

Capitulo 5: Discutido os métodos de controle.

Capitulo 6: Simulagdes ¢ consideragdes.

Capitulo 7: Conclusdes.

1.4. Ferramentas utlizadas.

Este trabaiho foi escrito no Microsoft Word XP, e foi utilizado o MatLab 6.5.



2. ROTACOES

2.1 USANDO ANGULOS DE EULER
Para equacionar a rotag@o de um corpo extenso pode se utilizar os dngulos de

Euler, que siio baseados em trés rota¢des distintas, uma no eixo X, outra no eixo Y ¢

por fim uma no ¢ixo z (independendo da ordem), como representa a figura abaixo.

Figura 1: Rotacéo sobre os eixos.

Na representagdo dos angulos de Euler usa-se uma matriz de rotagio
“resultante”, que € o produto das matrizes de rotagio de cada um dos eixos
independentes. Cada matriz de rotag#io associada a cada um dos eixos s#o dadas por
R.(2)R,(#).R.(x) em que w, ¢, x sdo os angulos de Fuler relacionados as rotagdes
em X, y, € Z respectivamente.

Dos sistemas mostrados na figura 1 pode-se relacionar as coordenadas do
ponio P em cada uma das situagdes (X°, Y’, Z°), (X, Y, Z) e X7, ¥°, 277%)
com as componentes de (X, Y, Z) ¢ com os respectivos angulos de Euler (o, ¢, x) 2
partir de simples relagSes trigonométricas. Assim as coordenadas do ponto P podem

ser escritas na seguinte forma matricial;

X' X X X X X
Y| = R(@) Y|, r'|=Rr,) 7|, R (k) Y
Zl Z Z‘! Z Zl!l Z

Onde as matrizes R, (o)} R, {¢), R,{x) sdo representadas por;



1 0 0 cos{p) 0 —sen(g)
R.(#)={0 cos (@) sen (@) ,Ry(gﬁ): 0 i 0 e
0 —sen{@) cos(w) sen(g) 6 cos(g)
cos{x) sen{x) ©
Rz(x')= - sen (x) coS (K) 0
0 0 1
Como o produto de matrizes nfio € comutativo deve-se observar que o
produto deve ser feito na ordem das rotagdes efetuadas, pois se assim néo for feito
podera alterar o resultado da matriz resultante. Pegando o exemplo da figura 1 onde

o sistema inicial ¢ uma rotagio em x (R, (=)}, uma segunda rotagio em y (R,{¢)) ¢
por fim uma em =z (R({x)). Assim o produto resultante sera

Rage =R, (x)e R, (¢)s R, (w), pode ser escrita como;

cosglcos(x}  sen(@)sen(g)cos(x)+cos(mlsenxc  sen(wlcos(x)—cos(m)sen {g)cos(x)
Rpype =] —cos {#)sen {x} cos (w)cos(x) —sen(w)sen(g)sen (x) cos{@)sen {B)sen (1) + sen(w)cos (x)
sen (¢) —sen(w)cos(#) cos(@)cos(g)

As vantagens da utilizagdo dos dngulos de Euler sdo devido a sua
representacdo que de uma forma simples e clara expressa trés variaveis diretamente
ligadas aos trés graus de liberdade do sistema. Pode-se também dizer que a
visualizagfo fisica da rotagio ¢ imediata usando este método.

Este método também possut uma serie de desvantagens que por sua vez
acabam por tornar extremamente dificil a utilizagio dos dngulos de Euler para
realizar rotagdes. Entre estas desvantagens pode se citar que nem sempre ¢ facil
encontrar uma decomposigdo evidente da rotagdo geral em trés eixos, nem sempre é
possivel de representar uma rotag@o usando os dngulos de Euler que corresponda a

uma serie de rotagdes concatenadas.

2.2. QUATERNIONS.
A partir das pesquisas feitas por Carl F. Gauss e Leonhard Euler, o

matemético irlandés Willian R. Hamilton desenvolver os guaternions.



Hamilton estudava a interpretagiio geométrica dos mimeros complexos no
plano e procurava obter resultados andlogos do sistema planar no sistema espacial,
de forma encontrar um numero complexo tridimensional com que seu produto
corresponde-se a uma rota¢do junto com uma mudanca de escala.

Para realizar seus objetivos, Hamilton notou que precisava de quatro nimeros
para realizar a rotagdo seguida de uma mudanga de escala, seriam esses nimeros;
um nimero correspondente 2 mudanga de escala, um para indicar o dngulo de
rotacdo € os dois restantes para indicar o eixo de rota¢do. Para introduzindo uma

estrutura ndo comutativa Hamilton encontrou um fecho para multiplicagdo do
numero complexo de forma @ +ix+ jy+kz, fazendo i =2 =k% =ijk=-1, e

assim nomeou esse nimeros compiexos em R* de quaternions.

2.2.1. DEFINICOES BASICAS DE QUATERNIONS.

O conjunto dos quaternions ¢ representado pela a letra H, em homenagem ao
seu descobridor.

Para quaternions tem se as seguintes notagdes, envolvendo conjuntos:

» H,; Conjunto dos quaternions unitérios.

o
e H ; Conjunto dos quaternions nio nulos.

e H Sub-conjunto dos quaternions puros.

RS’

Este sistema ¢ definido por trés imaginarios diferentes; 7, f € k, em que:

it=j2=k*=—1 (2.1)
j=—ji=k (2.2)
Jk=—kj =i 2.3)
ki=—ik=j (2.4)
Notagdo cartestana:

9=9o +qii+q, ] +q3k 2.5)

Notagdo vetorial:



9=(G,:91:92:93) (2.6)
Em que,
= g, := parte real [ Re(g) ].
= g = q,i +q, j +q3k = parte imaginaria | Im(qg) ].
= g quaternion puro se Re(g) =0, ou seja, ¢ = g.

Operacoes com guaternions:

Tendo os guaternions;

P=po+p=pi+pyj+psk 2.7
4=Go+q4=qo +qii+q2j+q2k (2.8)
DEFINICAO 2.1. Igualdade;
pP=q s p=¢ € p=4g (2.9)
DEFINICAOQO 2.2, Adicio e subtragdo;
PEqg=(p, +P (9 +@)= 0, +4,) T + ¢ (2.10)

DEFINICAQ 2.3. Multiplicaggo;

prq=(p, + pii+ prj+ psk}elg, +qii+a,j+q3k)=

(Po% — PG — P22 — P3gy ) +

(Po21+ P19, + P23 — P3a2 )i + (2.11)
(Pod2 = P1g3+ D290 + P31 ) J +

(Pod3 + D192 — P2g1 + P34, ) &

DEFINICAOQ 2.4.Multiplicagio por um escalar do tipo o =, +0, em que 2 € R;

a=q=(a+0)=(q, +q)= g, +ogqii +ag,j +ag;:K (2.12)
DEFINICAOQ 2.5. Conjugado.

9=9,~9=90—qhi—qg2j— g3k (2.13)
Logo

g=g (2.14)
pq=qp (2.15)
p+q=p+q (2.16)



DEFINICAQ 2.6. Norma.

191=190 +q1i + 92 +a3k| =g, + a1 +45° +g5° (2.17)
Com o simples calculo;

9] =79 =97 =qq (2.18)
Logo,

9| =qg (2.19)
DEFINICAQ 2.7. Quaternion unitério.

lg=1 (2.20)

Observagiio: Inverso de um quaternion nio nulo se expressa como (2.21).
9

-1
g =
4’

(2.21)

Em que a divisio de um quaternion por um escalar real corresponde a divisdo
membro a membro.

DEFINICAO 2.8. Divisdo.

Divisdo pela direita: % =pq~! (2.22)
Divisdo pela esquerda: % =g 'p (2.23)

2.2.2.ROTACOES COM QUATERNIONS.

Hamilton procurou descrever rotagfes no espago, do mesmo modo que os
nameros complexos descrevem rotagdes no plano.

TEOREMA 1.1. Sejam geH;, g=cos(@)+nsen(d) e seja

p=0+peH peH 3 Entio p'= qpq_lconesponde ao vetor que resulta a

R3’
rotagdo de p em torno do eixo # por um angulo de 26 .
Demonstracdo:

- 10-



Considere R (p)=qpg ? =qpj em que p=0+p e g=g,+q é um
qualernion unitario tem-se:
Rq(p)=(g, +9X0+Pp)g,-9)
=4,{4= P)+4.(@op - Px @)+ 4o 9+ 4{g.7 - Px4)
De pg=(Poqo —P*4)+ Poq +4,p + pxq tem-se;
Ro(p)=a.? g a)p+2(g pla+24,(pxa) (2.25)

Escrevendo g =cos(6)+n sen(¢) com |n|=1 e substituindo g, =cos(d) e

(2.24)

g =nsen(f) em R ((p), tem-se:

Rg (p)=(1- cos(28)Nne p)r+ p cos(29)+ (n x pJsen(26) (2.26)
Assim, dado um vetor # ¢ um angulo de rotagdo &, o quaternion unitario

g= cos(6)+ n sen(e) efetua uma rotago de p entorno de um eixo # com angulo 2.
Qualquer rotagéio em torno de um 4ngulo & e de um eixo # com || =1, pode

ser obtido através de um guaternion unitario.

2.2.2.1.LEQUIVALENCIA COM A REPRESENTACAQ COM MATRIZES DE
ROTA.

Uma vez que a rotaglo ¢ feita em R, espera-se que haja uma forma de
representacdo dessa rotagdo com guaternions em forma matricial,

O produto pg e gp podem ser expressos como pR(q) e pL(q)

respectivamente em forma de matriz.

90 | p) g3 9o g gz 43
¢ 49, —43 4 e L(q)= “q1 4 93 43
—q2 43 9o —q1 -4 —43 4, q
93 —q4r» 4 90 =493 42 —4 4,

Rig)= (2.27 € 2.28)

Tendo que R(§)= R(q)T .

- 11 -



Disponde da forma de multiplicaco de matricial a esquerda por g € a direita
por g, pode-se gerar uma matriz de rotagfo associada a uma dada rotagio.

Assim a matriz de rotagdo cormrespondente ao produto de duas matrizes,

considerando um quaternion puro 7,

r = R(g) 1{g)) (2.29)
Em que, ¢ pelo fato do guaternion ser unitario, tem-se;
1 0 0 0 )

2 2
RaY 1g)=|" 1-2{g; +45) 2('31{(2“%%} 2q195 +9,92) (2.30)

0 2Aq92+9093) 1-2l0y° +45° 2((12(3 _qo‘hs
2 2

0 2Angs—49092) 29293 +9,m) 1-24g" +a5" ]

Verifica-se que_a matriz R é ortogonal ¢ o seu determinante € 1 pelo que

podemos concluir que R € wma matriz de rotagio, estabelecendo deste modo a

equivaléncia.
Podemos ainda escrever, na forma de matriz homogénea:
Rlg) L{q)= [l OTT] 2.31)
¢ R
Geralmente o produto de matrizes ndo comuta, mas estas matrizes comutam
uma vez que representam a multiplicac@o a esquerda e a direita, e a multiplicagdo de

quaternions ¢ associativa.

2.2.2.2. COMPOSICAQO DE TOTACAQ.

De modo analogo as matrizes de rotagio, multiplicam-se dois quaternions
para somar as rotagdes que eles representam. Assim, a composi¢éo de rotagdes faz-
se naturalmente pela multiplicacdo dos quaternions correspondentes. De modo
formal tem-se:

Sejam p, geH,;, Uma rotagio em p seguida por uma rotagdo em g ¢
equivalente que uma rotagdo por gp. Esta propriedade pode ser generalizada a

composicao de qualquer nimero de rotagdes.

-12-



As vantagens de se utilizar os gquaternions para fazer simulagdes de rotagdes
estA relacionado ao fato de que com os guarfenions nio se perde a ortogonalidade
das matrizes, a representagdic de rotagdes com eles € compacta, no sentido de que
tém quatro graus de liberdade, uma grande vantagem quando se compara as matrizes
de rotagdo que t€m nove graus de liberdade.

Em relaciio as desvantagens pode se citar a dificuidade em se visualizar a
rotagdo, a indeterminagdio dos eixos, € sem contar que oS quaternions servem
exclusivamente para se fazer rota¢des, sendo assim impossivel a parametrizagdio de

outras transformagdes.

-13 -



3. MODELO DO SATELITE

3.1. NOTACOES EMPREGADAS PARA O QUATERNION.
Sendo n a parte real € &}, £,, £ycomo parte imaginaria.

O quaternion utilizado para a rotagdo é unitario, logo;
n? +812 +£22 +g32 =1 B.1)
3.2. DINAMICA
Considerando ¢ satélite como um corpo rigido, podemos aplicar os
pardmetros de Euler nas equagdes de atitude que sdo derivadas no trabalho
{(Kyrkjeba, 2000).
135 + @, x (Iza;.”b)= z° (3.2)

b

Onde I €é o momento de inércia do satélite @, ¢ a velocidade angular do

corpo rigide respeitando a nércia da base e P éo torque atuante. O torque ¢ a
velocidades angular sdo decompostas na base do corpo. Pela definicio da matriz de

inércia, representada abaixo:

I, 0 ©
1 ={o 1, o (3.3)
0 0 1,

Que gera a equacdo gerada de 2.2

135 +8 (m,.’g )Iza—,.’;, =z° (3.4)
b b
0 -, ZD'yb
b b b
Onde S (wib) =1 Wy 0 — @y (35)
b b
“Wyp  Wxp 0
A velocidade angular entre a base e corpo rigido pode ser decomposto em:
b b b
Gip =W;o 1 ,p
b b
=R, wl% T@op (3.6)

Onde o}, ¢ a velocidade angular da orbita do corpo em relagdo a sua inércia.

- 14 -



3.3. CINEMATICA

A cinematica do corpo rigido descreve a orientagdo no espago e € obtida
através da integragio da velocidade angular. OS5 guaternions sio usados para

representar a atitude por meio de equagdes diferenciais.

Uma rotagio fica caracterizada por uma rotagio @ entorno de um eixo fixo 4.

Figura 2: representacgdo da rotagéo

A rotagfio entre os pardmetros de Euler ¢ as velocidades angulares @ é:

.1 p 1 5

s=§rywob —5@'06 X (37)

.l 7 & 3

r;—«Ea @pp (3.8)
0m;&=%bhﬁ&)fb (3.9)

Pode ser escrite na forma:

. 7l_1 —g’ b
q |:é:|m2}:?]1+3(8)]50b (3'10)

b _ b b_o
@Wop =D p _Romia

(3.11)
= % —w, C{J
3.4. TORQUE MAGNETICO.
O torque gerado pelas bobinas pode ser modelade como:
2 =mb x B (3.12)

-15-



Onde m” ¢ o dipolo magnético gerado pelas espiras, e B = lBi’ Bﬁ Bf jé o
vetor local do campo magnético da Terra. O momento do dipolo magnético é;

inxAx my

m’=ml +mb+m? =| N A, =Im, (3.13)
NzizAz m,

Em que N; € o numerc de espiras, i; ¢ a corrente ¢ 4; ¢ a area da espira, em
cada um dos eixos.

O modelo das espiras pode ser o de um circuito RL (resistor — indutor). As
espiras possuem uma dindmica mais rapida que o corpo, a simulagdo dos campos
magnéticos das espiras assim como sua dindmica ¢ muito lentos de serem feitos,
logo foi negligenciada sua simulag@o. Os erros introduzidos por causa disto afeta o

sistema de dindmica do corpo tornando-o relativamente lento.

3.5. TORQUE GRAVITACIONAL

A atragdo devido o campo gravitacional da Terra afeta na 6rbita do satélite.
Admitindo o centro de massa da Terra homogéneo o gradiente gravitacional

pode ser escrito como:
b 3u
Tgrav = — 3 Ue x(1u,) (3.14)
Ry
Em que 4 é o coeficiente gravitacional terrestre (3.986 x 10" m*/s?)e u, é o
vetor unitario apontado na dire¢do do nadir.

Esta equagdo pode ser escrita com base no corpo do satélite da forma;

(I, - Iy )E|
Tgrmv =3£U'§ (; -1y)&; (3.15)
0
3.6. OUTROS TORQUES

Existem que atuam sobre o satélite afetando em seu controle e orbita que

devem ser levados em consideracéo.

- 16 -



3.6.1. RADIACAO SOLAR

Particulas ejetadas pela atividade solar para o Sol, acabam colidindo com a
superficie lateral do satélite empurrando-o para fora de sua orbita. A radiagfo solar ¢
uma perturbagdo muito flutuante, ¢ possui mator efeito em altas altitudes.

A éarea da face voltada para o Sol é essencial para a determinagio da

aceleracdo resultante causada pela radiacgdo.

SATELITE

'

Figura 3: representagéo da incidéncia da radiagdo solar.

As forgas atuantes devide a este efeito sdo calculadas a partir de constantes e
de valores do indice de absorgio do material que € composto a estrutura da face do

satélite.

3.6.2. TORQUES AERODINAMICOS

Devido a alteragio da densidade do ar em altas altitudes, a velocidade do
corpo € diminuida ¢ assim fazendo com que ele perca altitude afetando sua orbita.

Com os valores da velocidade, densidade do ar na respectiva altitude, a area
da face perpendicular a velocidade € possivel calcular e prever as devidas corregdes

deve efeito acrodindmico.

-17-



3.6.3. DISTURBIOS INTERNOS

Os circuitos elétricos presentes no satélite também geram um campo
magnético que atua no campo gerado pelas bobinas e assim interferindo no mesmo.
Para tornar desprezivel essa interagfo os circuitos devem ser projetados para

causar 0 minimo de efeito sobre sob o campo gerado pelas bobinas.

- 18-



4. LINEARIZACAO

A linearizagdo deste modelo tem como objetivo facilitar a analise do

comportamento do satélite.

A linearizag@o em torno de 7 =1, £=0 o que justifica um &~ 0, portanto

temos a velocidade angular expressa em quaternios:
a=|"1=4
£ 2 iﬁ'gb
n=0

. 1 b .
8=5 ob,m0b=2£

A matriz de rotagdo € dada:
R2(g)=1+238(s)+25%(¢)
Onde é aproximadamente,

R‘f (g)=1+ 2?]8(8)

Escrevendo na forma matricial,

1 0 0 0 —£&3 &y % —&3 )
Ry=[0 1 0[+2] & 0 -gl=2lg U -5
0 0 1 -g, & O -5, & %

Substituindo a equagdo (4.4) na equacdo (3.6) temos:

Vo o—es 5 [07 [4] [26-20,6
o =2 &5 Y -a @, |+24|=| 26 +a,
__. £ £ % | 0 é’3 26'3 - 2@'081
Onde a aceleragdo angular ¢:
@] [28 -2m,4
ah =\, |=| 25

Zﬁ'z 28:3 —2@'08"1

(4.1)

(4.2)

4.3)

(“4)

(4.5)

(4.6)

-19-



As equagdes do movimento siio dadas por;

15} = — (&} Jx 178,

4.7

O torque gravitactonal pode ser descrito utilizando os quaternions da forma abaixo;

(I -1y )e
b 2
Coray = 36’0 (Iz _Ix)g2
0

A resultante do torque magnético das bobinas:

z‘b =ré’,bi

B.m,—-B,m,

b = B.m,—8B,m,_

B,m, —B.m,
Somando (4.8) com (4.10) temos a resultante:

B,m, —B,m, +(1, -1,)&
® =3@2| B.m, —B_m_+(1, -1, )z,
B,m, —~B.m,

Substituindo (4.5) e (4.11) em (4.7), tem-se:
1,(28 =2m,63) =, - 1,)2m,é; +8w,5)) + B,m, — B, m,
Iy(ZEZ) = _(]x - Iz )(653382) +mez - Bzmx
1,28 -2m,6) =, -1, )2m,é; +2w8) + B,m, ~B,m,,
Isolando & nas equagdes acima temos;

v . 1
&1 =(l—kx)@'o€3 ““4ka38] +E—(Bzmy --Bymz)
x

" i
&y =—3kngs2 +2T(mez -B,m.)
y

. . i
g = *(l_kz )wog]l —kzw383 +F(Bymx _mey)

F4

Onde;

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)
(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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@.18) &, =

I,-1,

¥y

I,-1

419) k, =2 %
4.19) &, 7

-4

Introduzindo o vetor de estado x e o vetor dos torques u;

x=ley & & & & &)

u=lmx m,, mzj

O modelo pode ser escritc como:
(1)=4 x{e)+B() u(r)

Onde as matrizes 4 ¢ B sio:

0

- 4kxzag

0

0
0
0

I

(4.20)

(4.21)
(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)
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5. CONTROLE LQR

O método comsiste em calcular a matriz de ganho de controle por
realimentagfio de estado. Vamos considerar agora o probiema regulador étimo que,

dada a equagdo do sistema.

x=Ax=Bu

u=-Kx

Para minizar o indice de desempenho.
J= f(x* Qs +u* Ru)dt

Onde Q ¢ uma matriz Hermitiana definida positiva ou real simétrica e R é
uma matriz Hermitiana definida positiva ou real simétrica. As matrizes Q e R

determinam a importincia relativa de erro e o consumo dessa energia.

i = Ax— BKx =(4 - BK)x

Supondo A-BK seja estavel ou que os autovalores tepham partes reais
negativas.

Substituindo:

J = [ (e* Qr+ K * x* RExHt

J=Kx*(Q+K*RK)xdt

Fazendo:
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_d(x*Px)

x*(0+K*RK)x=
dt

Onde P ¢ uma matriz Hermitiana definida positiva ou simétrica real. Assim

obtemos:

¥(Q+K *RK)x = —%*Px—x* Pk = —x *[(4— BK)* P+ P(A— BK)]x

Comparando ambos os lados da ultima equagdes e notando gue essa equagdo

deve ser verdadeira, qualquer que seja X, temos necessariamente:
(A-BK )*P+P(A-BK)=-(Q+K*RK)
Pode-se provar que se A-B*K for uma matriz estdvel, existird uma matriz

positiva P que satisfaga a equacfio. Portando o procedimento em determinar os

elementos de P a partir da equagdo acima, e verificar se ela ¢ definida positiva.

J= | #*(Q + K * RK)xdt = —x* Px[§ = —x(0)Px() + X(0)Px(0)
J = x(0)Px(0)

Para obtengidio da solugdo do problema de controle 6timo, procedemos da
seguinte maneira a0 SUpOr (ue r seja uma matriz Hermitiana definida positiva ou
real, pode-se escrever:

R=T*T

Onde T é uma matriz ndio smgular, a equagio pode ser escrita como:
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(A-KB)P+P(A-BK)+Q+K*T*TK =0

Que pode ser escrita como:

A*P+ PA+[TK —(TY"'B*P]*[7K —-(T)'B*P]-PBR'B*P+(0 =0

A mineragio de J em relacio a K requer a mineracéo de:

x*{TK —(T)" B* PI[TK —(T)" B* P]x

Em relag@o a K como essa ultima € ndo negativa 0 minimo ocorre quando ele

¢ zero ou quando:

TK =(I)'B*P

Portando:

K=T"(I)'B*P=R"'B*P

Entdo fomece a matriz K. Assim, a lei 6timo do problema de controle

quadratico se conclui.

Observamos o grafico abaixo para a resposta do controle para um
nanosatélite, controlado através de bobina magnética, utilizamos os valores ganhos

na bobina magnética K=(m,,m,,m ) para controla-lo. .
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6. SIMULACAQO

As simulagtes foram desenvolvidas e simulada no software MATLAB, com a
intengdo de definir quais os melhores valores de Q e R que séo a importincia
relativa de erro, foram feitas varias simulagdes ¢ esses valores serdo definidos por
comparagdo, ou seja, tentativa e erro.

Dados utilizados com referencia ao trabalho NCUBE Attitude Control (Kjell Magne
Fauske, 2002).

- Para 0s momentos de inércia foram considerados os seguintes valores.

1, =0.0621kgm’
= 2

1, =0.0606 kgm

I, =0.0031kgm?

- Para a velocidade angular da Terra.

o, =7.2021159x10°5 74
s

-0 campo magnético da Terra foi considerado em um ponto arbitrario.

B, =1x107°T
_ -5
B, =3x107T
B, =45x107°T

=26 -



A primeira simulagio os valores Q e R assume o valor igual a 1 em um tempo de
duragdio de 500 s.

0.04 :
BV -] VAN A I— Q
g T 3
R R et -
-0.02 . :
g° 20 400 600
10}{ . tfs)
] SN R ®
T OLONT 3
= g Pwerznres R =

z(rad)
2
z(rad/s)

(s) t(s)

Observamos que ¢ deslocamento em X(rad) controlou no tempo 250s, ¢ em Y(rad)
controlou no tempo 490s ¢ em Z(rad) controlou no tempo de 250s, ja a velocidade
angular em X(rad/s) controlou no tempo 250s, a velocidade angular em Y(rad/s)
controlou no tempo 300s ¢ a velocidade angular em Z(rad/s) controlou no tempo
250s.
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A proxima simulagdo, Q assume o valor ignal a 10 e R igual 2 10 em um tempo de
500s.

4
x 10
0.04 : : 18 :
= 002 gﬂé\v --------- LR Q 53( ........ oo CE—
=4 Kt ' ' = ‘lH ! '
£ N : B : -
= D .......... P = - - = = o "‘; G.-UW .....
0.02 : : 5 : :
g 104 200 400 K00 ] 134 200 400 600
* #e) X T
10 : : 2 : :
e . Y A
g /’f’ “ : = 0Of---- N, W '''''
= ot e e I S
s 200 4[:10 600 2y 250 450 800
q‘ 1D ' ey . 5q‘ 1D tfeh r
E ' & : E
T ol bt ] B glememdb L]
w | ; ; & / : :
5 H . 5 ' !
LH| 200 400 600 0 200 400 500
t(s) t(s)

Observamos que o deslocamento em X(rad) controlou no tempo 250s, e em Y(rad)
controlou no tempo 490s e em Z(rad) contrclou no tempo de 300s, ja a velocidade
angular em X(rad/s) controlou no tempo 250s, a velocidade angular em Y(rad/s)

controlou no tempo 300s ¢ a velocidade angular em Z(rad/s) controlou no tempo
250s.

-28 -



A proxima simulagdo, Q assume o valor igual a 100 e R igual a 100 em um tempo
de 500s.

0.04 : :
Py DDZ 'l """" ‘:' """"" 'E """"" W
E Fﬂi\\\\ 1: E 1 %
= D..------.“:«%-....huu,_i_m_ ..... 4
0025 - :
1] 107 200 400 BOG a
10 x 1 *qu‘l v L)
Y RS SO S o A
I A s 3 0N e
L e R = T
5 - ; e : H
Ux 1g° 200 400 600 | 10° 200 400 800
5 . tich . 5 X —tie) —_
5 : w 5 f
E 0 }pemmemest : — % 0} e
N I : ' w 5 5
5 . ; 5 5 :
0 200 400 &00 0 200 400 600
1(s) t{s)

Observamos que o deslocamento em X(rad) controlou no tempo 250s, e em Y(rad)
controlou no tempo 490s e em Z(rad) controlou no tempo de 300s, ja a velocidade
angular em X(rad/s) controlou no tempo 250s, a velocidade angular em Y(rad/s)

controlou no tempo 300s e a velocidade angular em Z(rad/s) controlou no tempo
250s.
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A proxima simulagdo, Q assume o valor igual a 1000 e R igual a 1000 em um tempo
de 500s.

-4
x 10
0.04 : ; 10 : :
Y 4SS S L — -] — S LS
g o 2 T
R SSRGS S (N ) RNCSUSSE S -
; : N :
002 : : 5 : :
0 10° 200 400 600 ] 10 200 400 600
X el 5 X _ ta)
N SO S % o
g Bt E :':; 0 ,’:\'}W """
OV S N O 1 =
5 : : 3 : :
0 10—5 200 400 600 ] .m-ﬁ 200 400 600
5 e 5 Y
i ; = i E
g0 s L S— -1 Pt A S
LA =
5 : : 5 : .
0 200 400 800 0 200 400 8600

Observamos que o deslocamento em X(rad) controlou no tempo 250s, € em Y(rad)
controlou no tempo 490s ¢ em Z{rad) controlou no tempo de 300s, ja a velocidade
angular em X(rad/s) controlou no tempo 250s, a velocidade angular em Y(rad/s)

controlou no tempo 300s ¢ a velocidade angular em Z(rad/s) controlou no tempo
250s.
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A préxima simulagiio, Q assume o valor igual a 10 e R igual a 1 em um tempo de
500s.

0.02 101 LN
ol : : 7 5
R [ S SR - 3 5\ --------- R LT
g N a 3 : s
*® [ S Nt w 0 k. v . e e o
-5.01 . H 5 . ’
0 0 200 400 800
g 1 . el ; 9
f“\ i :
! * L] —
i ] 1 L]
E of-te e ¥
= s ; =
5 H :
0 4g° 200 400 600
5 R r el .
; : oy
% ofem il 3
N E : Gl
5 ;
0 200 400 600

t(s) t(s)

Observamos que o deslocamento em X(rad) controlou no tempo 100s, ¢ em Y(rad)
controlou no tempo 200s e em Z(rad) controlou no tempo de 180s, ja a velocidade
angular em X(rad/s) controlou no tempo 180s, a velocidade angular em Y(rad/s)
controlou no tempo 230s e a velocidade angular em Z(rad/s) controlou no tempo
180s.
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A proxima simulagiio, Q assume o valor igual a 100 e R 1gual a 10 em um tempo de
500s.

lr\‘ 1 :
l‘) r ]
o 001 [----meer femmeeneas I -
= : : 3
S N S S g
0.0 5 5
g ...z 200 400 800
% 10 s
5 F\ : = : L]
s /N N\ i
1 S e Shtar e 3 I 2 e et
= ; : = T :
5 H 2 - :
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5“ ey 5" YA
s s & : §
3 DFM _____ 3 D(\‘km .....
N v | ' W E :.
-5 i : 5 : :
0 200 400 500 0 200 400 600
t(3) t(s)

Observamos que ¢ deslocamento em X(rad) controlou no tempo 100s, e em Y(rad)
controlou no tempo 200s e em Z(rad) controlou no tempo de 180s, ja a velocidade
angular em X(rad/s) controlou no tempo 180s, a velocidade angular em Y(rad/s)

controlon no tempo 230s e a velocidade angular em Z(rad/s) controlou no tempo
180s.
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A proxima simulagdo, Q assume o valor igual a 1000 e R igual a 100 em um tempo
de 500s.

0.02 q\l : T
— 001 }--hmmneee I RN =
g U i 3
= 1] TR 5__. : ..... =
-0.01 . :
103 200 400 600
5 X te) .
{!ﬁ‘\ll'l ¥ 1 E 3
{ 1 1 — [
N : 0 \ : :
g 0f------ s s LEEE B Ot B S RS
= : % /!ﬂ:_
5 H iy : :
g.,.,s 200 400 600 0.5 200 400 600
% 10 x 10
5 " e 5 . YA .
: ; w : E
o R 3 ol
< ' s & E s
5 ' 5 ’ :
0 200 400 600 0 200 400 600
t{s) t(s)

Observamos que o deslocamento em X(rad) contrelou no tempo 100s, ¢ em Y(rad)
controlou no tempo 200s e em Z(rad) controlou no tempo de 180s, ja a velocidade
angular em X(rad/s) controlou no tempo 180s, a velocidade angular em Y(rad/s)
controloun no tempo 230s e a velocidade angular em Z(rad/s) controlou no tempo

180s.
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A préxima simulagdo, Q assume o valor igual a 100 e R igual a 1 em um tempo de
500 s.

4
10
002 : 101 : :
ST ) SOV SN S S ESSRTR WU N
B \ : : 3 : :
L R e T L e S
-0.01 = 5L/ ’ ’
g, ° 20 40 600 0,4 200 40 6O
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b9 N
y(rad/s)
=

0,5 20 400 600 Q.5 200 400 600
5 X 10 . Ay . 5 K 1 D T e '
o (] 5 _____ — T ‘o L _____
g [ : : 3 Of— :
L O S B e

Observamos que o deslocamento em X(rad) controlou no tempo menor que 100s, ¢
em Y(rad) controlou no tempo aproximadamente 100s ¢ em Z(rad) controlou no
tempo menor que 100s, ja a velocidade angular em X(rad/s) controlou no tempo
aproximadamente 100s, a velocidade angular em Y(rad/s) controlou no tempo

aproximadamente 100s ¢ a velocidade angular em Z(rad/s) controlou no tempo

menor que 100s.
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A préxima simulagéo, Q assume o valor igual a 1000 e R igual a I em um tempo de
500s.
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1] 260 400 B00 0 200 400 6c0
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Observamos que o deslocamento em X(rad) controlou no tempo menor que 100s, e
em Y(rad) controlou no tempo menor que 100s e em Z(rad) controlou no tempo
menor que 100s, j& a velocidade angular em X(rad/s)} controlou no tempo menor que
100s, a velocidade angular em Y(rad/s) controlou no tempo aproximadamente 100s

¢ a velocidade angular em Z(rad/s) controlou no tempo menor que 100s.
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A proxima simulacdo, Q assume o valor igual a 1 e R igual a 10 em um tempo de
1000 s.

8.05
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Observamos que o deslocamento em X(rad) controlou no tempo 500s, e em Y(rad)
contrclou no tempo 750s ¢ em Z(rad) controlou no tempo de 500s, ja a velocidade
angular em X(rad/s) controlou no tempo 500s, a velocidade angular em Y(rad/s)

controlou no tempo 600s e a velocidade angular em Z(rad/s) controlou no tempo
500s.
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A préxima simulagdo, Q assume o valor igual a 1 e R ignal a 100 em um tempo de

1000 s.
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Observames que o deslocamento em X(rad) controlou no tempo 750s, ¢ em Y(rad)

ndo controla no tempo de 1000s e em Z(rad) controlou no tempo de 750s, ji a

velocidade angular em X(rad/s) controlou no tempo 800s, a velocidade angular em

Y(rad/s) controlou no tempo 1000s e a velocidade angular em Z(rad/s) controlou no

tempo 700s.
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A proxima simulagdo, Q assume o valor igual a 1 e R igual a 1000 em um tempo de
1000 s.
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Observamos que o deslocamento em X(rad) controlou no tempo 1200s, ¢ em Y(rad)

controlou no tempo 1500s e em Z{rad) controiou no tempo de 1500s, ja a velocidade

angular em X(rad/s) controlou no tempo 1500s, a velocidade angular em Y(rad/s)

controlou no tempo 1600s e a velocidade angular em Z{rad/s) controlou no tempo
1500s.
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T.CONCLUSAO.

Este trabalho inicialmente mostra os aspectos basicos da dinimica de um
satélite rigido de pequeno porte (nanosatélite), com controle dc atitude baseado na
iteragdo do campo magnético gerado por trés bobinas com o campo magnético da
Terra.

O estudo se baseou no projeto noruegués do nCube (Kjell Magne Fauske,
2002), no qual é descrita a modelagem do satélite, incluindo a cinematica, a
dindmica e os atuadores, além dos torques externos, dentre estes o torque
gravitacional da Terra, os quais interferem na determinagfio € no controie de atitude
¢ orbita do satélite.

Os conceitos matematicos basicos associados a dinimica e ao controle de
sistemas espaciais sdo apresentados de uma forma resumida, mas permite
compreender sem dificuldades o processo de derivagio e linearizagfio das equagdes
de movimento do satélite.

Inicialmente utilizou-se as simulagdes para investigar a influencia das
matrizes pesos Q e R no desempenho da let de controle do LQR.

Observamos que quando as importéncias R ¢ Q sfo iguais independentemente
dos valores que foi usado o satélite é controlado sempre com o mesmo objetivo,
quanto maior a importincia Q, e menor a importancia R, o satélite controla mais
rapidamente, ja4 o mesmo nio podemos concluir quando R ¢ maior que Q, pois a
eficiéncia do controlador tem um desempenho ndo desejado.

Também temos que levar em considera¢éo que quanto maior a diferenca entre
as importancias Q e R, melhor a controlabilidade do satélite. |

Além disso, também foi possivel verificar que o sistema de controle de
atitude (SCA) para um nanosaiélite pode ser baseado em componentes relativamente
barato, existente no mercado, como magnetdmetros, bobinas magnéticas e sensores solares,
¢ em simples, mas confiaveis, algoritmos de controie de atitude, gue podem propiciar um

aumento na vida uti! da missio.
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