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Abstract. In this tutorial, the following topics wiil be presented: introduction to Mathematical Morpho-
logy; morphological filtering; residues; image segmentation; translation invariant set mapping repre-

sentations.

Motivation

Mathematical Morphology is a unique methodology
for image analysis. It provides a means for describing
not only binary, grey level and color images but also
any transformation between such images.
Mathematical Morphology is useful to enhance
the images, to recognize their patternsand to help un-
derstand their geometrical structure. Moreover, any
algorithm for information extraction or segmentation

Description

In this tutorial, the following topics will be presented:
» introduction to Mathematical Morphology
{erosions and dilations);
= morphological filtering (openings and closings);
» residues (gradient, top hat, last erosion, skele-
ton, conditional bisectrix, hit and miss, thinning,
thickening, skiz);
+ Image segmentation (binary segmentation, wa-
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| Plan del Curso I

I) Conceptos y nociones béisicas:

II) Erosicnes y dilataciones:
a) Erosidn y dilatiacion de conjuntos
b) Erosién y dilatacidén de funciones
¢) Funcion distancia
d) Erosion y dilaiacidn geadésica

IIT) Filtros morfologicos:
a) Aperuras y cierres:
a.1) Apernuras y cierres morfolégicos
a.2) Apernuras y cierres algebraicos
a.3) Granulometria
neral:
b.1} Composicidn de dos primitivas:
¢ Oy, Byl .

b.2) Composicién de dos famibias dcl
primitivas:
« Filtros alternados secuenciales
b.3) Combinacidn con sup. e inf.:
« Centro morfolégico y contraste
IV) Residuos:

2 e

» Qradienies

+ "Top hat”
D) Residuos de dos familias:

» Erosion dluma

« Esqueleto

« Bisectriz condicional
Residuos v Homotopia:

» "Hit and miss":

« "Thinning - Thickenning"
«  "Skiz"
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Conceptos y Noclones bisicas

| Procesado de Imagenes (I)I

=> E} Procesado de Imagen puede dividirse en tres grandes tipos de problemas:
Codificacion, Extraccion de Caracteristicas y Segmentacion

1) Codificacion:
La codificacidn incluye todos los temas de representacion de imdgenes. Se trata en

particular de:
I i Imagen
Adguisicién; Transformacién de una TaREN ] Adquisician | numérica
imagen real en nomeros.
fmagen Emagen

Compresidn:  Modificacién de la  numérica (N codincacion | mumerica (N2)
.. . r——dir ree—— e
representacion de la imagen.

. . . . Nimeros Imagen
Sintesis; Creacidn de una imagen a partir : Sintesis numerica
de una representacion mas simboélica.

Lw




| Procesado de Imagenes (II) I

2y Extraccion de Caracteristicas:

El objetivo es mejorar la catidad
de una imagen O poner en
evidencia algunas caracteristicas
de la imagen. Este punte incluye
la extraccién de pardmetros y ia
restauracién de imagenes con
ruido o con defectos.

Imagen

Imagenl Extraccién de
=1 parimetrosy
Mejora

Nilmeros

3) Segmentacion:
La segmentacidn consiste en
CcOnsSeguir una representacion
simbdlica de la imagen. Es decir,
definir un mapa de la imagen que
describa las regiones homogéneas

segiin un ¢riterio.

w| Segmentacion [__ -

Pixeles Regiones

lCuatro enfoques en procesado de imagen I

Espacio geométrico

Espacio abstracto

Lineal:

»  Procesado dc senat

«  Convolucién, Andlisisde
Fourier

»  Tomografia

«  Kriging, Splines

Estadistico:

= Analisis multivariado
+ Taxonomia

+  Estereologia

Morfologico:

+  Filrado

»  Distribucién de tamafio
»  Conjuntos aleatorios

«  Cuencas (watershed)

Sintactico:
= Extraccion de primitivas
»  QGramdticas




Matematica

Anilisis funcional sobre los
reticulos.

Modelos topologico-probabilisticos

Procesado de senal

Técnicas no lineaies de procesado

de serial basadas en cperaciones de
minimo y mdximo.

Definicion de la Morfologia Matematica I

Fisica

Método de andlisis de sefial, basado

en la teoria de los conjuntos a fin de
encontrar relaciones entre

propiedades fisicas y estructuras.

Ingenieria

Algoritmos y programas que
permiien realizar, de manera
sistemdtica, programas de
procesado de seial.

| Estructuras basicas I

Procesado de sefal lineal:

La estructura fundamental en

procesado lineal es el espacio
veclorial:

» conjuntos de vectores U
» conjunte de escalares X

- P con la operacion de adicion es
un grupg conmutative

- KXauemo

- existe una ley de mulliplicacion

estable entre escalar y vector.

Morfologia matematica:

La estructura fundamental es el reticulo
completo:

« conjuntos P tales que:

1} Existe una relacion de orden parcial

2) Para odas las familias de clementos
[Xi}eP, exisie un sup. y un inf.:

Inf. : mdxima cota inferior A (X}
Sup. :minima cota superior (X




l Ejemplos de reticulos I

El orden estd definido por la
relacién de inclusién:
X

Sup: VY
Inf: ~

Orden parcial Y X

£n{eros;

El orden es el orden

de los niveles: z

3
Sup: v (sentido usual) S
nf: '
Orden total

Reticul | njun nv

El orden estd definido por la relacion de

inciusion:

Sup : Envolvente convexa
Inf :inclusién

X

Sup

l Fundamento de la Morfologial

Procesado lineal:

=> l.a estruclura de trabajo
€s un espacio vectorial,
y la ley fundamental es
la adicidn:

< Se uulizan operaciones
que conservan la
estructura de trabajo y
que conmulan con la
ley:

10D CEDN J0.6)

La operacion resultante es la
convolucion

Maorfologia matematica:

=> La estructura de trabajo es un reticulo (orden), y las
leves fundamentales son el sup. y el inf

»  Se utilizan operaciones que conservan la estructura
(et orden) y que conmutan con una de las leyes:

Preservacion del orden: [ X<Y = o0 <o)

=» Operadores crecientes

Conmutacién con Sup.:| @V X) =V @X)

L => Dilatacion

Conmutacién con Inf.: | @A XD = A ¢XD

=> Erosion

\\ll_



] Nocion de dualidad I

Con la estructura de Ejempios de involucién:

reticulo, se han Reticulo de las partes de un conjunto: La involucion es el
definidos dos leyes, complementario: la nocién cldsica de primer y segundo
Sup. e Inf., que tienen plano:

un papel simétrico.

Cada involucién (c): Cormpl
X=X (X=X Conjuntos «] ——— :
que permuta sup. e inf. O
genera una dualidad.
Reticulo de las funciones reales enire [Q.M1: La involucidn
Definicidon: Dos es la simetria respecto a M/2.

operadores y y @ son

M
fiualcs vrfespcctf) a la M Involucién
involucion (c) si: _—
9 1]
E E

V X, W(X%) = (X)°

I Autodualidad I

Procesado lineal: Morfologia:

+ La operacién de +  Laduahdad fundamental entre el sup. y el
convolucién  es inf, se rransmite a wodas las herramientas
autodual, es decir en morfolog{a.
dual de s{ mismo:
f*(g=-(f*g » En general, las ransformaciones van por

pares que se carresponden por dualidad,

» Esto significa que por ejemplo erosion y dilatacidn, apertura
las componenies y cierre, "thinning” y "thickenning”.
blancas y negras
se tratan siempre + Sin embargo, sc pueden encontrar
de forma operadores autoduales, por ejemplo la
simétrica. frontera de un conjunto o el ceatro

morfoldgico.




Comparacion entre entrada
y salida

Extensividad, anti-extensividad: Una wansformacién es extensiva si su salida es
siempre mayor que su entrada. Por dualidad se define la nocién de
anii-extensividad si la salida es siempre menor que la entrada:

Extensividad: ¥ X, X < ¢(X),  Anti-extensividad: V X, X D @(X) ]
/‘P"\”

Conjunto {extensividad) Funcidn (extensividad)
Idempotencia: Una transformacidn es idempotente si, después de aplicaria, la salida es

invarianie para esta transformacion:
[ Idempotencia: ¥V X, o(X)) = 00X} ]

| Invariancia por translacion y elemento estructurante I

+  Muchas transformaciones en morfologia estudian la estructura geométrica del
reticulo de forma local e inv

+ La dilatacidn tiene la propiedad de conmutar con lz unién. Es decir que la
ditatacién de un conjunto es tgual a la unién de las dilataciones de cada punito del
conjunto. En este caso, 1a invariancia por translacion implica que la dilatacion se
caracteriza a partir de ia transformada del origen. El resultado de la dilatacién del
origen se liama elemento estructurante.

»  De la misma forma, en el caso de funciones se define una propiedad de
invariancia por wranslacion (espacial y vertical) que lteva a la nocion de funcién
estructurante.

Ejemplo de elemento estructuranie:

Qrigen

conjunto estructurante funcion estructurante




Notaciones

La operaci6n de transiacién se escribe de forma simpie de la manera
siguiente:

Translacion:

Transiacidn del elemento X por b= {x+b, x € X}
Traspuesta:

A veces, se utiliza el elemento traspuesto del elemento estructurante,
definido por:

XT= {-x,xe X} Traspuesio

Origen

Un eiemento es simétrico si es igual a su traspuesto.

Homotecia y transformaciones
morfolégicas

* A menudo, es necesario modificar ia cscala de trabajo. Es decir hacer una homotecia
espacial ha(X). Se puede distinguir entre dos tipos de transformaciones:

1) Transformmaciones que conmutan ¢on la homotecia:

W(X) = hun(y(ha(X)))
Ejemplos: Frontera, esquelcto, centro de gravedad.

2) Familias dg transformpaciones compatibles con ia homeotegia;
En morfologia, se utiliza 2 menudo transformaciones dependientes de una familia de
elementos estructurantes B = ha(B). La familia de transformacion es en_conjunto
compatible con la homotecia si: Fuay®a (X)) = v, 5,(X) (# yp(X)

=> En este caso, se utilizan dos representaciones muy corrientes:
* Asociar una medida a cada transformacion de la familia y obtener una curva
dependiente del pardmetro i Ejemplo:curva granuloméirica.
- Considerar la familia de transformnaciones como las secciones de una funcién

numérica. EiemBlo: funcién distancia,
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Erosién y Dilatacién

[ Plan de la seccion 11 I

Erosion y dilatacion de conjuntes

Erosion y dilatacién de funciones

Ergsion y dilatacion
geodésicas

! Funcion distancia I




I Dilatacién de Conjuntos I

Dilataciéon de un conjunto X por
un elemento estructurante B
simétrico:

Elemento estructurante

La dilatacién es el lugar de las
posiciones del centro del elemento o
estructurante B cuando B toca X.

Se puede escribir como:

Su(X)

11

{x+b, x €X, beB)

U (X+b) \ Dilatacion
be B

Erosion de un conjunto X por un
elemento estructurante B
simétrico:

La erosion es el lugar de las

posiciones del centro del elemento @
estructurante B cuando B cstd
incluido en X.

Se puede escribir como:
es(X) = (v, VbeB, y+beX)

= M (X+b)
beB

Erosion

Otra notacion para la erosidén: £(X) = XEB




‘ Propiedades de la dilatacion v de la erosion (I) I

1) Duales: — -} Dilatacion -
£a(X) = (GXNE,  §(X) = (ex(XO)C \:
] Compl. _l Eresion | o1 Compl. [ _
. original originai
2) Extensividad N \ \ D
- e.(X) cX
sifeB = { B O .
X &) S dilatacion
La erosion es anti-extensiva TeB Teb
La dilatacion es extensiva v

I Propiedades de la erosion y de la dilatacion (IT) I

3) Crecientes:

siXcY= { €30 < £(V)
SB(X) < 6}1(Y)

4) Conmutacion:
Por definicidn, la erosién (dilatacidn) conmuta con la interseccidn (unidn),

eg{XNY) = g(X)eg(Y)
Bp(XUY) = 8,(X)udy(Y)
5) Separabilidad:
&n, (€8,(X)) = (X3, A= dg(B)
By, (8, (30) = 8,(XD, A= 8p(n;)

Dilatacion por =  Dilatacion por —=— y Dilatacién por




l Propiedades de la erosion y la dilatacion (I1T) I

Separabilidad en el caso de elementos estructurantes convexos:

+ Siha(B) representa la homotecia espacial del elemento B, entonces:
La ley de absorcidn siguiente:

oK) = & (B @(X0)
se cumple si y sélo si B es convexo {es decir Vx,y € B => [x,yEB)

« En la prictica, la dilatacién (erosidn) de un conjunto X por un elemento estructurante

ha({B) se puede hacer con X ditataciones (erosiones) con el elemento B. La iteracidn
aclaa como un cambio de tarnafio.

Equivalencia entre conjuntos y funciones

Una funcién se puede considerar como un apilamiento de conjuntos decrecientes. Cada
conjunto es la interseccion entre la funcién v un piano de nivel constante.

XfAy={xe REfx)z2}] o f= (Xf(k)dl

Sif es una funcidn, existe una regla de inclusion: V it < i e R, XgA) ¢ X«w

Funcién Pila de
A i conjuntos
Conjuntos B
o)
Iy - -

Funcién Funcién => Conjuntes  Conjuntos => Funcién

/4



| Dilatacion o erosién de una funcién por un elemento piano I

La erosion estrecha ios picos positivos. Los picos
desaparecen,
La dilatacién ensancha los picos positivos.

Definicion: La dilatacion o erosion el Dilatacion
de una funcién con un elemento ;
estructurante plano se pueden 50 4
definir como la dilatacién o Original
erosién de cada conjunte X{x) por 40 4
un conjunto B. Se demuestran ias . Erosion
férmulas siguientes: ”Q:
204
8(x) = eg(f(x)) = 1n}}c [f(x+y)] ] — Elemento
e 2 estructurante
g(x) = Bpr({(x)} = sup [f(x+y))
yeB

mds estrechos que el elemento estructurar

Los efectos sobre picos negativos son inversos (La erosioén los ensancha, la dilatacién los estrech:

| Elementos estructurantes no planos I

Los ciementos planos pueden considerarse como una funcién de nivel constante e
igual a cero con un soporte igual al conjunto, Una generalizacién de estos
elementos planos consiste en introducir una ponderacién de los niveles. Se trata
entonces de elementos estructurantes no planos.

Elemento Elemento

plano \ no planoay

. e ..
Soporte del Soporte del
¢lemento eiemento




| Dilatacion y erosion de funciones con elementos no planos I

Comparacion con la convolucion:
Se puede hacer un paralelismo entre
las férmulas de la dilatacién y de 1a
erosién con la convolucion,

Convolucidn / Morfologia

Suma <=> SupoInf
Producto <=> Suma

g(x} = 8, (f(x)) = sup [{(x+y)+h(y)]
(%) = 86y (f(x)) = sup [x+y)+h(y)] vl

Definicion:
Con un elemento estructuranie no
plano, la dilatacién y la erosion estdn
definidas por:

8(x) = €y(f(x)) = Inf [(x+y)-h(y)]
ye H

ye H

g(x) =h{x) * f(x) = % f(y-x} . h(y)
yé—:H 3
g(x) = £y (f{x)) = inrf [f(x+y)-h(y)]
ye

Nota:
Los valores del elemento estructurante
no plano deben tener la misma

dimensién que la sefal original.

I Propiedades de la dilatacién y erosion para funciones I

» Las erosiones y dilataciones, con elementos estructurantes planos o no, tienen tas
mismas propiedades que las enunciadas para los conjuntos.

* Lautilizacién de elementos estruciurantes planos respecto a los no planos ticne tres
ventajas especificas:

Conmutacion con anamorfosis:

Una anamorfosis es una biyeccicn
estrictamente mondiona de los niveles
de la sefal.

Yo anamorfosisy  ¥x;, Fla(x)} = a(Fx)

L L

anamorfosis # anamoriosis

Estabilidad:

Una transformacién
con elemento plano
preserva las coias
de una funcién y
preserva ei namero
de bits en caso de
sefial cuantificada.

Implementacion:
Una transformacion
con elemento planc
se puede
implementar de
forma eficiente con
técnicas recursivas.




|Funci6n distancia (I)I
Definicién:

+ Lafuncién distancia es un paso intermedio entre los conjuntos y las funciones.

« Cuando se define una distancia sobre el espacio de estudio, se puede asociar a
cada conjunto X su subconjunto X formado por los puntos que estan a una
distancia mayor que A de su frontera.

+ Cuando acrece, los subconjuntos estdn incluidos los unos en los otros (y son
paralelos en el caso euclideo). Se pueden interpretar como las secciones
horizontales de una funcidn que tiene como nivel A en x si x estd a una distancia
A de la frontera. Esta funcidn se denomina funcidon distancia.

| Funcion distancia (I1) l
Propiedades:

« Si la distancia se caracteriza por la serie de discos & de tamaifio 3, los
subconjuntos X son los resultados de las erosiones mediante ia famitia de
discos. Mis precisamenie:

DAz = §>8,
2) 9, <8y, Aux0
3 I=nA (&, 2>0}, [:ldemidad
»  De forma inversa, toda familia de dilataciones simétricas que cumple estas
tres propiedades define una distancia d por la relacién:

d(x,y) = Inf {x € &(y))=Inf {y € &(x)]
8,(y) eslaboiade centroy con radio &




I Transformaciones geodésicas I

Enfoque intuitivo:

- En la vida cotidiana. la distancia euclidea de un punto a otro no es
muy (til porque no toma en cuenta ios obstdculos.

=> En el marco de la morfologia, la niocién de distancia euclidea se
remplaza a menudo por otra que es la distancia geodésica.

A pariir de ella, se puede definir un conjunto de transformaciones
geodésicas, en particular la erosidn y la dilatacion,

| Distancia geodésica l
Definicion:

+ En el caso de conjuntos, la distancia geodésica
se define con referencia a un conjunto R.
si x,yeR
dr{x,y) = Inf. de la longitud de los caminos que
van de x a y incluidos en R.
si X,y& R
dRr{x,y) = oo

Propiedades:
1) Esunadistancia generalizada:
dr(x,y) = dr(y,x)
da(x,y) =0 <=> x=y
dr(x,2) < dr(x,y) + dr(y,z)
2) La distancia geodésica siempre ¢s mavor o
igual a la euclidea.
3) Elcamino geodésico no es dnico.




| Bolas geodésicas I

» Se trabaja poco con los caminos
geodésicos. En cambio contra se
utilizan a menudo el concepto de bola
geodésica:

BR{x,r) = {y, dR(x,y) 1)

» Cuando r aumenta, las bolas
progresan comao ¢l frente de una onda
emitida por x dentro del entorno R.

» Para un tamaro dado r, las bolas Br
s¢ pueden considerar como un
conjunto de elementos estructurantes
variables de un punto at otro.

| Dilatacion geodésica de conjuntos I

« En el caso digital, la dilatacién
geodésica unitaria se define como:

BR(X)=8(X)~R

[

» La dilatacién de tamafio entero n, se
define poriteraciones:

W) = &.. 8GO NRYAR.) AR

» Nota: Las dilataciones geodésicas no
son invariantes por trastacion.

I



l Erosion geodésica de conjuntos I

» La erosién geodésica se define por
dualidad respecto a la involucion
dentro de la referencia:

X ->R\X=RnX

+ Laerosién geodésica se define como:

£x(X) = R\ 3x(R\X)

« Si € denomina la erosion cldsica,
tenemos:

| er(X) = e(XUR®)NR '

(que es diferente de e(X)R)

| Erosion y dilatacién geodésicas para funciones I

+ La generalizaciéon del concepto de
transformaciones geoddsicas a funciones es
directa. Si [ es una funcién de E que toma
valores en [0O,m] y B la bola de 1amano

unitario;
XD(x) = v{I{y), ye B.), vy &) =m - &m-D

« Laerosion y dilatacién geodésicas se definen
como;

' S =8N A g, y gD =e(fv(m-g)) ag I
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Filtres Morfolégices

23 Aperturas y Clerres

[ Plan de Ia seccion 111.a I

Aperturas y cierres morfologicos

l I>| Aplicacion: Granulometria I
Aperturas y cierres algebraicos

e



I Aperturas y cierres morfologicos I

Problema de filtrado inverso:

» Enel caso cldsico de filtrado lineal, el filtro inverso se caracteriza simplemente como
aquél que tiene como funcién de transferencia la inversa de la funcién del filtro
inicial.

* En el caso de la erosién por ejemplo, el tipo de no linealidad que presenta impide la
existencia de un inverso. En efecto, hay muchos elementos que producen el mismo

resultado:
Sin embargo, entre todos los "inversos”
® Eiemento . .
estructurante posibles, hay uno y sdlo uno que se obtiene por
dilatacién dual. Es el mis pequefio de todos y
\ se llama apertura morfoldgica (por dualidad se
\ define un cierre morfolégico):
—:2 @
= Apertura: ¥s = dg€pr, (se escribe igualmente XoB)
/ Cierre: g = £857, (se escribe igualmente X+B)
et

| Propiedades de la apertura y el cierre morfolégicos I

Creciente:

La apertura y el cierre son composiciones de funciones crecientes (erosién y
dilatacién). Por tanto son crecientes. Se puede escribir:

X))« )
X oy HR 0
Extensividad: ¥X) e ¥ J
Se demuestra que la apertura es anti-extensiva v el cierre extensivo. Si I denota ia
ident:dad:
Yy=8<I<p=¢8
Idempotencia:

La apertura tiene la misma erosi6n que el conjunto inicial. Esta propiedad implica
que la apertura es idempotente (por dualidad el cierre también es idempotente):

€(8€) = £ = 8e(de) = 5e <Yy = ¥ por dualidad @9 = ¢

—~



’ Efecto de la apertura para conjuntos I

Descripcion exacta:

« La apertura es el espacio
descrito por el elemento
estructurante B cuando se
fuerza a estar incluido en los
conjuntos.

Descripcion intuitiva:

Con yn disco

» La apertura elimina los
conjuntos pequefios, las
protuberancias estrechas.

« La apertura redondea las
convexidades importantes.

Elemento estructurante

|Efecto del cierre para conjuntosl

Descripcion exacta:

» El cierre es el complementario
del espacio descrite por el
eclemento estructurante B
cuando es forzado a estar fuera
de los conjuntos.

Descripcion intuitiva:

Con un disco

- El cierre climina los agujeros
pequenios incluidos en los
conjuntos, los canales
estrechos.

« El cicrre redondea las
concavidades importantes.

Elemento estructurante

Cierre




Efectos de la apertura y del cierre para funciones I

+ La apertura y el cierre crean
una funcién mds simple que la
original, Suavizan de forma no
lineal la funcién.

+« La apertura (el cierre) elimina
los picos positivos (negativos)
que son mds estrechos que el
elemento estructurante,

= La apertura (el cierre)
permanece debajo (encima) de
la funcién original.

l Aperturas y cierres algebraicos I

Definicion:
La apertura y el cierre morfol6gicgg tienen tres propiedades fundamemales:
Apertura; (8¢) Cierre: (e8)
» creciente »  creciente
*  anu-exlensiva «  CXIEnsSivo
* idempotente +  idempotente

En digebra, cualguier transformacién que sea:
= creciente, anti-extensiva e idempotente se denomina apertura (algebraica),
«  creciente, extensiva e idempotente se denomina cierre (algebraico)

Aplicacion:
Existen muchas posibilidades de crear aperiuras o cierres aigebraicos. En ta practica,
hay dos muy importantes:
1) Hacer varias aperturas (cierres) y coger el sup. de las aperturas (inf. de los
cierres).
2) Utilizar un proceso de reconstruccion.

R |




Sup. de aperturas e inf. de cierres

Teorema:

»  Cualquier sup. de aperturas
€s una apertura.

«  Cualquier inf. de cierres s

un cierre.

Ejemplo de aplicacion:
Para tener aperturas con propiedades de seleccién
compleja, se puede hacer varias aperturas
morfolégicas con diferentes elementos estructurantes
y tomar coma resultado el sup. de las aperturas.

Apertura por ——
iy
(%] (] - o>
o aXe T T
o Y Z
) . ©
aperturs por & Original y y sup.
aperwra por

IApertura por reconstruccion I
Reconstruccion:

»  SiR deneta una referencta y X un conjunio inchwdo en R, la dilatacién geodésica de
X dentro de R de tamano infinito resulta en las componentes de R conexas con X.

« Cambiando de punito de vista, se considera ahora que la operacidn se aplica a R para
un X dado. El resultado se llama apertura por reconstruccion de R.

Aperiura: YR, X) = U B(X),  Cierre: ¢"Y(R,X) = M eg(X)

=> Jugando con la eleccién de X y R, se pueden conseguir vanas aperturas. Exisien
cuatro ejemplos muy iitiles en la prictica:

La apertura conexa,

La reconstruccion de una funcion mediante marcadores,
Laapertura por reconstruccion de erosion,

La aperiura de contrasie.




| Apertura conexa I
Propésito:

E!l objetivo de esta apertura es extraer las componentes conexas identificadas por
marcadores (puntos que identifican los conjuntos).

«  Esta transformacién se puede interpretar en términos de reconstruccién:
- la referencia es la familia de los conjuntos originales y
- la entrada de la apenura es ¢l conjunto de marcadores.

Marcadores

Apertura
conexa

Referencia

| Apertura conexa: Comentario te(’)ricol

« Cuando el conjunto X se reduce a un Gnico punto {x}, la apertura por

reconstruccion es la componente conexa gue contiene X. Se denomina apertura
conexa porque tiene las propiedades siguientes de la nocidn de conexidad:

YoUx) (x D = {x)
YRx)) y Y°(R,[y]}) son iguales o disjuntos
xR =27Y"R,{xh= O

¢ De forma inversa, cualquier familia de apertura y(.,x), x€E que cumpla estas tres
propiedades ¢reg una conexidad. Es decir una clase C(E) de P(E) 1al que:

@el, (x}eC VxeE
(i}, eeC, mei#id, weel

= La extensién de esta nocion a funciones introduce el concepto de "funciones
conexas", es decir funciones con todas sus secciones conexas.




I Reconstruccion de funciones con marcadores I

Propasito:
« Eliminar de una funcién los miximos
(o minimos) que no inieresan.

Construccibn:

»  Se utitizan "marcadores”: una funcién
de dos niveles (0,m) que identifica los
picos de interés.

» Ll proceso de reconstruccidn crea una
funcién que es igual a la original en
las zonas de interés y ha eliminado los
méximos gue no tienen marcadores.

» Sifym denotan ia funcion original y

el marcador:
I yee(f;m) = v &"(m) I

I Apertura por reconstruccion de erosion I
Proposito:

En el caso muitidimensional, la apertura morfoldgica modifica los contornos de ios
elementos. El objetivo de esia apertura con reconstruccion es reconsiruir de forma eficiente
y precisa los contomnos de los elementos que no han side eliminados por el filirado.

« Esta transformacion
se puede interprelar
en términos de
recenstruccién:

- la referencia es la
sefial original y

- la entrada de la
reconstruccion es el
resultado de una
erosién de la
referencia.

Elemento . B
estructurante :

Apertura morfoldgica

Erosién

Original

Reconstruccién

l T en() = v §7(ea(D) l

o



I Apertura de contraste I
Propésito:

Las aperturas morfolégicas o por reconstruccion eliminan las componentes en funcién
de su estructura espacial (tamarfio, forma). El objetivo del filtrado de contraste es
eliminar las componentes de coniraste pequefio.

- Esta transformacidn se
puede interpretar en

términos de
reconstruccion:

- la referencia es la sefial
original y

- laentradade la apertura
es la sefial original
menos una constante c.

relff-c) = v 87(f-c)

Granulometria: enfoque intuitivo I

Definicidn:
» lL.a granulometria es ¢l estudio de las caracteristicas en tamafio
de la sefal de origen.

*  Un primer problema viene de la dependencia de las nociones
de 1amafio y forma.

=> De forma practica, se necesita un conjunio de transformaciones
gue pueda seleccionar ias componentes en funcién de sus
tamanos: Aperturas o cierres con varios elementos
estructurantes.




[Granulometria: enfoque teorico I

Axioma de la granulometria:

El andlisis granulométrico conduce a definir familias de aperturas (o cierres) tales que:
1) dependen de un pardmetro i (], i>0 (cierre: { @i, i>0)

2) decrecen (o crecen en ¢l caso de cierres) cuando el pardmetro i crece:

iSj=v<Y. (Cierre: i <] = @i< @)

+  Este segundo axioma ¢s equivalente a las leyes de absorcién siguientes:
Y = W = Yeupp) o (cierre: @0, = Q= Psupi)
Es decir que ia composicidn de dos operaciones es igual ala més severa.

« Enlg practica, lo mds simple consiste en utilizar como familia de transformaciones
varias aperturas morfolégicas con elementos estructurantes homotéticos. Tenemos
una granulometria si y sélo si el elemento estructuranie es convexo.

|Granulometria: enfoque practico I

- De forma prdctica, la
granujometria se calcula con un
banco de filiros.

» Cada filtro es una apertura {0 un
cierre} que elimina las
componentes de un tamafio
dado.

+ La famiiia de aperturas o cierres
se construye a partir de un
elemento estructurante (circulo,
cuadrado) de 1amano variable.

+ A la salida de cada filiro se mide

un pardmetro, por ciempio la

superficie de los conjunios o la
integral de la funcidn, resultando
en una curva mondétona.

Tamado Tamano de
del cierre ia apertura

\.3



I Granulometria: ejempios I

» En la prictica, se utiliza a menudo el espectro granulométrico que es 1a derivada de la
curva granulométrica.

Conjunto;

L.

Espectror

Conjunto:
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Filtros Morfolégicos

bs Caso general

| Plan de la seecion III.bI

Filtros morfologicos

Estr rig; Estructura en paralelo:
combinacidn con sup e inf

-> Centro morfologico
-> Aumento de contraste

compaosicion de filtros
-> Producto 6y, sy8
-> Filtro alternado secuencial




l Definicién de los fiitros morfolégicos (I) I

» La palabra "filro™ es poco precisa y depende del contexto en el cual
se utiliza. A veces significa un fiitro lineal, a veces quiere decir
cualquier sistema que tiene como minimo una salida del mismo tipo
que Ia entrada. En morfologia esta palabra tiene el sentido siguiente:

Definicign:
Un filtro morfoldgico es cualquier transformacidén creciente e
idempotente.

Creciente:

- Este reguisito es el mds fundamental, Asegura que la estructura basica
del reticulo, es decir la relacion de orden, se conserve después del
filtrado morfolégico.

« Este propiedad implica que el filtro sdlo pucde perder informacidn,

I Definicion de los filtros morfolégicos (II) I

ldempotente:

* Este segundo requisito viene de un problema importante en ¢l caso de
filtros no lineales. Cuando el filtro no es lineal, el analisis en frecuencia
no tiene sentido: el conocimiento del cemportamiento del filiro para dos
sinusoides no dice nada del comporiamiento del filtro para la suma de las
dos sinusoides.

= Para cubrir esta falta de herramientas, se¢ buscan sefiales no afectadas por
el filtrado (la idea es similar al concepto de filtro lineal ideal paso banda).

< Un filtro idempotente ¢s un filtro que transforma, en un tdnico filrado, una
sefial original en una sefial que no es afectada por el filtro.

» La idempotencia limita la pérdida de informacién resultante de la
propiedad de crecimiento. Se puede notar que el mismo concepto aparece
en el filtrado lineal precisamente en ios casos no reversibles (filiro ideal
paso banda).




] Metodologia de creacion de filtros morfologicos I

+  Hasta ahora hemos visto dos
unicos ejemplos de filtros
morfolégicos: la apertura y
el cierre.

=> Para crear otros filtros
morfoldgicos, dos tipos de
combinaciones son posibles:

Serie: (' Dos primitivas®)

Composiciones de filtros

; Compesicion:; : Combinacion eon ]

sup. e inl.

Daos familias -
-de primitivas:

basicos.
Paralelo: . . . Fiitros: Filtro Alternade Centra,
Combinaciones de filtros W8, wihy Secuendal Contraste, etc

bésicos con sup. y inf.

l Composicién de dos primitivas I

* A partir de dos filtros 8 y y que cumplan una relacién de orden (8>y), se pueden

construir algunos {no muchos) filiros por composicidn. Los resultados mds importantes
se dan en el teorema siguiente:

Teorema:
= SiB y v son dos filtros morfoldgicos tales que 6 > y, entonces
1) 8y, y6, Oy, wivy son filtros morfoldgicos (crecientes e idempotentes)

Oy
2) y<yly< <Qyh <O
Yo
3) By0es el menor filtro mayor que w6 v By

WOy es el mayor filtro menor que W0 A By

4) Las equivalencias siguientes se cumplen: 0y6 = y8 & yhy = Oy < Oy < yo

Nota: La composicién con mds de tres filiros no representa un nuevo filtro. En efecto, como
8w es un filtro, es idempotente. Es decir: WOy =0y {de la misma forma yoye = y@ )




| Relacion de orden entre las composiciones I

&

yhy

lComparacidn ye y Bqll

« En la practica, las dos primitivas bdsicas que se utilizan para las composiciones son
una apertura y un cicrre.

- El teorema anterior indica que en general no hay una relacion de orden entre Sy y

o Cierre g

Apertura v

\
Elemento

estruclurante: .

»  Existe un caso clidsico donde el punto 4) del teorema anterior se cumple., Es el caso

donde ¢ es una apertura morfologica con un elemento estructurante

monodimensional y 6 es el cierre dual de y. En este caso las composiciones 8y y e
son ordenadas: Pip < YYip

- =




| Inf-filtro, sup-filtro y filtro fuertel

Propésito:

Definicion:

Teorema:
Se pueden demostrar los resultados siguientes:
»  Un filtro es un v-filtro s1 y sélo si es el producto de una apertura con un cierre: Y@

= Unfiltro y es un v-filtro si y = y{ivy)
»  Un filtro ¥ es un A-filro si ¢ = y(lay)
= Unfiltro y es un fiitro fuente si W = y(Ivy) = y(lay)

Los conceptos de filtros inf-, sup- y fuerte han sido introducidos para caracterizar la
robustez de algunas composiciones del tipo 8y. Aqui "robustez” indica la sensibilidad

del resultado del filtrado a variaciones de la sefial de entrada.

« Un filtro es un A-filtro si y s6lo si es el producto de un cierre con una apertura: @y
s 81 ¢ es una apertura y Y un cierre, entonces: ¢ y Y son filiros fuertes, v y @yp son
v-filtros, @y y Y9y son A-filtros.

Interpretacidn intuitiva de
Inf-filtro, sup-filtro y filtro fuerte

La propiedad de v-filtr

asegura que cualquier senal g
situada entre la senal original
f y el sup de f con el
resultade del filtrado, tendra
el mismo resultado de filtrado
que f. Wy v-flioro &

f<g<(fvy(D)) = W)=y

wiN=vg)

La propiedad de afiltr
asegura que cualguier sefial g
situada entre la seial original
f y el inf de { con el resultado
del filtrado, 1endri el mismo
resultado de filrado que .

W a-filtro
(fay(D))<gsl = y(g)=v(f)
wh=we)

La propiedad de filtro fuerte
asegura que cualquier sefial g
situada entre la sefal original
f v el resultado del filtrado,
tendra ¢l mismo resultado de
filtrado que f.

v filtro fuerte &
Ay (D<sgtv(h) = wig)=y(f)
w(N=w(e)




| Composicion de dos familias de primitivas I

- El nimero de filiros diferentes que se consigue por composicién de dos filtros es
bastante limitado. Para crear nuevos filtros, se puede componer no sélo dos filtros sino
dos familias de filiros. Esta idea ha dado origen a los filtros alternados secuenciales:

Definicion:
» Consideramos dos familias de filtros {6) y fw} con tres propiedades:
1) {w;) es decreciente respecto a i,

2) (0;) escreciente respecto a i, & e W< < W<y <0,<0;,<..< 0
3 w9

n e

« Las composiciones siguientes son filtros llamados fiitros alternados secuenciales:
M= By ... By, 00y
N = ¥i0;... y;0; v,6,
Ri= yBiyi-.. y8w; w0,y
S;= 0y6;... By58, 8,6,

| Propiedades de los filtros alternados secuenciales I

Ley de absorcion:
+  sii€) = MM;=M; pero MM; < M;
= Relaciones similares para los otros tres filtros alternados secuenciales N, Ry S,

=> La ley de¢ absorcidn dice gue si el filtrado mds severo sc hace después (jno antes!) del
filtrado menos severo, entonces el filirado global es igual al filtrado mds severo,

Dualidad:
»  En general, los filtros alteynados secuenciales no son auto-duales. Es decir que:

M{()F) = (M(N°
Compatibilidad con ei cambio de resolucion:
«  Silas familias de primitivas son compatibles con el cambio de resolucién, es decir:

Yh() = Buyn()), Oulhi()) = h(6:()) dondehi(.) representa el cambio de
resolucién (homotecia espacial o temporal), entonces ios filtros alternados
secuenciales son también compatibles.

» De forma intwitiva, esta propiedad dice que los filtros de orden k trabajan a una
resolucién k de la misma manera gue et filiro de orden 1 a una resolucién 1.




| Utilidad de los filtros alternados secuenciales (I) l

» En general, las dos familias de wransformaciones basicas son familias de apenturas y cierres que
cumplen las leyes del axioma de ia granulomeuria. En este caso, los filiros alternado:
secuenciales son muy Utiles para sefiales con ruido.

» El ¢jemplo siguiente muestra que una simple composicién de apcrlura y cierre no permix
eliminar ruido. {En particular no sirve de nada aumentar ¢l tamafio del elemento estructurante!

At

Seiial original oY,

Rabadal

Senal + ruido

:
]
e

Utilidad de los filtros alternados secuenciales (II)

- Un filiro altermado secuencial permite cancelar el ruido y liegar de forma suave a una
buena estimacidn de la sefial sin ruido.

T, q PYLRHRY,

A W

Senal + ruido y

{
t r +——r—r ———r——rrr—
W LA E P LTI,




I Combinacion con sup. e inf. I

Metodologia:

Con el objetivo de crear nuevos filtros sin composiciones, se considera ahora que
disponemos de una familia de primitivas y que la salida del filtro es siempre el valor
de una de ias primitivas. En principio, la ley de eleccidn de la primitiva se hace con
sup. ¢ inf, pero se ha extendido ambién a otras leyes mis complejas creando lo que se
lama "toggle mapping”.

Primitivas

Combinacion - Leves complejas
‘eonsup. vink'. ‘"toppie mapping”

Eiemplo;

Centro merfologico Aumento de contraste

I Centro morfolégico I

.

Proposito:

Definicion teGrica:

Definicion intuitiva:

Ejemplo de centro

El objetivo de esta transformacion es crear morfologico

filtros autoduales. Es un tipo de centro de
gravedad segun el reticulo con sup e inl.

El centro morfeldgico respecto a la familia
{yi} se define como:

B = (T v (AW & (v WD) v

En cada punto:
Si todos los v son mayores que ¢l original,
el centro es el mds pequeno de losy,

St 1odos los y son menores que el originaj,
el centro es el mds grande de los y,

Sino el centro es el original.

y (D




I Propiedades del centro morfologico I

Auto dualidad:

= 5j la familia de primitivas en conjunto ¢5 autodual {cada primitiva nene su dual en

la familia), el centro es autodual.

Filtro fuerte:

»  Si las primitivas son filtros fuertes, el centro es un filtro fuerte.

Idempotencia:

«  En general, el centro no es idempotente. Pero con cualquier apertura vy cierre ¢

B=1(Ie¢ylvyo,

o = f" hasta idempotencia

El centro iterado hasta idempotencia o es un filtro fuene (y autodua! si la apertura

vy ¢l cierre son auioduales). Ademis:

IVB™! > IVR* y TARS < IAf

=> Esta propiedad distingue el centro morfolégico de!l filiro de mediana que también
es autodual pero gue no es idempolente, y puede oscilar en algunos puntos.

Un ejemplo de "toggle mapping":
el aumento de contraste

Proposito:

« Esta transformacidn ¢s un tipo de
anti-centro morfoidgico. Su objelivo no es
dar una sefial cercana a la sefial original
sino crear una scfial mds contrastada.

Definicion:
+ Dada una wansformacidn anti-exiensiva,
una extensiva y una scfial original f, e}

resultado es ¢l valor de la transformacion
mas proximaa f.

Propiedad:

« Si las primitivas son una aperiura y un
cierre, la transformacidn resultante es
idempotente {pero no creciente).

Ejempio de aumento
de contraste




|Noci0nes de residuo en morfologia I

La teoria de los filiros
morfoldgicos ha recalcado las
propiedades de crecimiento, de
idempotencia y las relaciones de
ordenacidn enlire las
wransformaciones.

Existe una famiiia de
transformaciones que estudia la
diferencia entre dos (0 muchas)
transformaciones bdsicas. El
factor comun entre ellas es el
hecho que su resuitado es una
diferencia o un residuo.

Primitiva:

Dilerencia

Residuo

Primitiva:
[¢]




|Clasiﬁcaci6n de los residuos I

« Los residuos que se utilizan en ta prictica se pueden clasificar en tres tipos:
1) Los residuos de dos primitivas

2) Los residuos de dos familias de primitivas

3) Los residuos utilizando wansformaciones "hit and miss”

Residuos

G o ) R Rmf-dua con
Dos [amilias de primitivas: transformacion “hit and
. 163 4wt

-D.Q.sipl.'ifnitivl-i:@,\l»‘:;..?
 EEE S :  miss"

P

A

- : Ejemplos: Ejemplos:
Ejemplos: | + Erosion ultima - Thinning
- Top hat * Esqueleto « Thickenning

+ Bisectriz condicional - SKIZ

[ Plan de la seccion I'V.a I

Residuos de dos primitivas

Residuos con erosiim y dilatacion:

A Residuos con apertura o cierre:
+ Gradiente

- "Top hat"




| Residuos de dos primitivasl

Definicion:

» El residuo entre dos funciones 6 y w es la diferencia entre los
resultados de cada funcién:

 casode conjuntos: R, o(X) = w(X)\ 0(X) = y(X) N [6)]C

» caso de funciones: R, 4(f} = y(f) - 6(D)

i Residuos para conjuntos y funcionesl

Nota:

» Las transformaciones de residuo no son crecientes, por lo que el
paralelismo enire funciones y conjuntos no se puede hacer de forma
simple. En particular, no se puede calcular los residuos en cada nivel de
una funcién y sumar ios resultados para calcular el residuo de {a funcién,

1 sif=i
0sif< A

T SiX{H=

La correspondencia entre residuos de

funciones y de conjuntos es la siguicnte:

X{f-g) = U X, /(D 0 X (g)]
=0

X{f-g) = U [XiyD\ X}, (8))
=0

T



Proposito;

El objetivo de los gradientes es realzar los puntos de contorno. En morfologia se definen

tres gradientes mediante un disco unitario:

Gradiente por erosion:

Es el residuo tomando como primitivas
lajdentidad y una erogién:
g1{) = Rl

Para conjuntos & (X) = X\ e(X)
Para funciones g-(f) =f- £(f)

1 E B H t Gradiente

Gradiente por dilatacion:

Es el residuo tomando como primitivas
una dilatacién y la identidad:
g+ = Rax()

Para conjuntas  £+(X) = 3(X)\X
Para funciones g+f) = &N -f

Original

Dilatacion

|Gradiente y Lapiaciana Morfolégicos I

Gradiente morfolégico:

Es el residuo tomando como primitivas

una dilatacién y una erosion:
g() = Rs )2

Para conjuntos g(X) = &X)\e(X)
Para funciones g(f) =(8(f) - ()2
Erosion

Original

Dijatacién

A 1 o

Laplaciana morfoldgica:
Es el residuo tomando como primitivas

los gradientes por dilatacién v erosién.
L{) = Ree g ()
= Para funciones L(f) = g«f) - gD
Erosion

Nota: Estas nociones se corresponden con e! madulo del gradiente y la Laplaciana "clasicos”
{si existen), cn el l:mne. cuando ei radno del disco tiende a cero.




ITransformacién basica de "Top hat" I

Propésito:

» El objetivo principal del "Top hat" es extraer algunos elementos segin un
criterio de forma y de tamafio.

Definicion:

= El "Top hat" es el residuo tomando como primitivas la identidad y una apertura
(compatible con la traslacion vertical):

-> Enelcasode funcién: T =1- D)

«  Se define también un "Top hat” dual, residuo entre un cierre y la identidad:

T () = Rl

-> Enelcasode funcién: T (f) = o) -1

] Propiedades del " Top hat" I

Idempotencia:

« El "Top hat" es idempotenie, si ademds la sefial original es posiuva el
"Top hat” es anti-extensivo:

T(T(D) = T, f>0 = TH <t
» Laapertura del resultado del "Top hat” es iguai a cero: W(T{)) = 0
Robustez:

*  SiZcs el dominic donde la apertura de f es estrictamente menor que [
Z={x:1¥f(x) < f(x)}

Entonces, si g es una funcién positiva de soporie inciuido en Z:
T®=g, T(f+g) =T + T(g)




|Aplicaci6n del "Top hat" I

Conjuntos:

El "Top hat" aisla los objetos que no .
son eliminados por la apertura. Es Nivel
decir, elimina los objetos mis

estructurante,

Funcién:
El "Top hat" sirve para extraer las 1
componentes contrastadas respecto ik
al entomo. El Top hat bdsico extrae
las componentes positivas y el Top 25 4
hat dual las componentes negativas. :
De forma intuitiva, el "Top hat” o4
compensa las variaciones suaves de ¢ 0
nivel, y asi efectiia un aumento de

100 =

que el elemento e

Original

Apertura:y

te] [Bie] 2]

Muestra

IExtensién del "Top hat" I

las variaciones suaves dc la sefnal sino
eliminar también el ruido. En este caso,
puede utilizarse ia extensién siguiente:

T =1 - yp(Daf

Propasito:

= El "Top hat" cldsico reatza los picos Nivel
pero no elimina las fluctuaciones 100 -
densas de la sefal, es decir el ruido. A
veces, no solo es necesario compensar e o

Apcrtura de cierre: yp

Original

Diferencia

Extension del "Top hat": ™
Residuo entre la identidad y el Inf, de la
nun I igrre: “7
T = Rippu() @




Resumen de los residuos de
dos primitivas

Residuos: Pri T 2 primitiva:

» Gradiente por erosion L | + £

« Gradiente por dilatacion }+« & « 1

+  Gradiente morfologico + & L

« Laplaciana morfologica © o+ - g

+ Top hat por apertura - 1 o T YsYp Al
Top hat por cierre < Q0" pyvI LI |




| Plan de Ia seccion IV.b I

Residuos con familias de primitivas

Construccion de la familia de primitivas

Erosién altima Esqueleto Bisectriz condicional

| Residuos de familias de primitivas I

« En el resto de esta seccidn, trataremos sélo de conjunios aungue las
férmulas son vélidas para cualquier tipo de sefial.

Residuos de dos familias:

» Calcular los residuos de dos familizs de primitivas crea una cantidad de
informacidn proporcional al nimero de primitivas de las familias. En
morfologfa se ha considerado una forma de integrar esta informacién en
un inico resuliado.

» En el caso de conjuntos, el residuo de dos familias de primitivas es la
unién de los residuos de pares de primitivas:

Considerando dos familias de primitivas: { i) y { 65}

Rivnton (0 = U Ry0 (X = U WX\ 6(X)




| Eleccién de las familias de primitivas I

« Se pueden considerar muchas familias de primitivas para crear ransformaciones con
residuos. En el contexto de operadores para conjunios, una tnica familia de ergsiones
permite crear tres transformaciones muy importantes: ta grosign vltima, el esqueleto
y la bisectriz condicional. Por pedagogia, nos limitaremos al caso digital.

Primitivas {y1} = {ei}:
» Sea [m) una familia de erosiones cen elementos estructuranies convexos,
elementales y dependientes del entero positivo i. Designaremos mediante (v} la

familia de las apenuras asociadas. A partir de Ia familia {1} construiremos la familia
de erosiones:

Wi = &= Th.. 2T

« Los elementos estructuranies correspondienies a €stas erosiones se denominarin
"bolas” (de tamafio 1), aunque No generan necesariamente una métrica.

Ejemplos de familias (I):
Familia homogénea

« Este caso es el mids utilizado en la prictica. Se supone que todas las erosiones
clementales son iguales. Es decir:

Vij m= men
= €i=(ﬂ)i

= Por ejemplo, los elementos estructurantes son homotéticos de un conjunto
simétrico {circulo, cuadrade, poligono):

T, ef, | =1, B, On,
N D& an, on,

Dilataciones . c -
Sucesivas ", @es U on,

o,

(-

0



Ejemplos de famiiias (II):
Familia no homogénea

+ A veces, es necesario tener un medio de andlisis mds fino, es decir una

progresién mas lenta de la familia. En este caso, las erosiones elementales
pueden cambiar de un orden ai otro.

= Erosiones con una familia de poligonos tales que para cada direccién la
extensién de cada lado de los poligonos es creciente.

| Erosion ultima (1) I

Descripcion intuitiva: Original Erosion | Erosion2  Erosion 3

El objetivo es marcar fos conjuntos. Para eso,
se efectiian crosiones sucesivas y se observa a
cada etapa si el conjunio ha desaparecido
totalmente o no. Ei marcador es el resultado de

la Qitima erosién no nula.

rturs JApenura Apertura
¥ por nst. ¥ por reconst. ¥ por reconst.

Para saber si el conjunto va a desaparecer en la
etapa siguiente, se efectia la erosion de la
etapa siguiente mas una reconstruccign

geodésica, es decir una aperiyra por a
reconstruccion. Hay dos casos:
Residuo Residuo Residuo

1)La erosion ha eliminado el conjunto: El
resultado de 1a reconstruccidn es vacio.

2)La erosién no ha eliminado el conjunto: El
resultado de la reconstruccién es el conjunto
inicial.




| Erosion altima (II) I
Definicion:

+ Enel caso de un espacio digital, 1a erosidn dltima es simplemente el residuo
entre la familia de erosiones y la apertura por reconstruccidén de ia familia de
erosiones:

Residuo entre {&i} y {¥*(&i, Eis1)}

UX) = Riey, 1 v=g 5.0 = U Rew yo(g,0.(X) = U Uil(X)
j .

1

Propiedades:
= Laerosion uhima es anti-extensiva vy los Wison disjunios.

»  WX) es de anchura pequefia, ya que su erosion con um: €s vacia.

= Cuando la familia es homogénea, 1a erosién iiltima es idempotente.

=  Siun w se dilata con el elemento estructurante i, el resuitado es una bola
méxima Es decir que estd incluido en el conjunto inicial v que no existe oo
elemento estructuranie mas grande en la familia que permita crear una
dilatacion de ui que esté incluida en el conjunto inicial.

I Bolas méximasl

+ El estudio de la erosion dliima X
ha intraducido el concepto de
bola méxima. Su definicién
formal es la siguiente:

Bola maxima

centro x

Definiciéon:

» Llamamos bola de tamafio n v
de centro x a la dilatacién del \
punto x por ¢l elemento
estructuranie n de la serie: 8,(x)

+ Una bola de tamano n y de
cenlro x es maxima respecto al
conjunio X, sl no existe ouwo

Bola maxima de centro x

indice k ni otro centro x' lales
que:

S(x) c &) = X, ken

Si son simétricas, las bolas madximas
identifican los puntos equidistantes de
como minimo dos puntos de la frontera.




Esqueleto: definicién I

» 13 erosién tltima era un conjunto de centros de bolas mdximas. El conjunto de
10dos los centros de bolas maximas define el esqueleto.

Definicién:
» El esquelete del conjunto X segiin una familia de bolas { &) es el conjunto de los
centros x de bolas maximas de centro x.

Nota: Si las bolas son simétricas, el esqueleto representa mas o menos una linea
mediana del conjunto.

|Esqueleto: Construccion I

Elemcento estructurante: &

Erosién 0 Erosidn 1 Erosion 2 Eresion 3 Erosién 4

—a——h- —_— &

J Apertura *Apertura JApertura J»Apertura
w;}fzggvm'ga % &
) ! ! !
Bola mixima 1 Bola mixima 2 Bola maxima 3 lola maxima 4 Bola maxima §

' =
! Erosion ultima




| Esqueleto: Algoritmo I

= El algoritmo que permite calcuiar el esqueleto es exactamente el mismo que
para ia erosidn tltima cambiando la aperura con reconstruccidén por una
apertura de tamano unitario:

Algoritmo:
» En el caso de familia homogénea, el esqueleto es el residuo entre la familia de
erosiones y ia aperiura de tamafio unitario de la familia de erosiones:

Residuo entre {&} y [ve:}

SX)=Riey, (X = U R, (XD = U Sil(X

- En el case de una familia no homogénea el esqueleto se define como:
Residuo entre { &) v {Viu:Ei}

Nota: La funcién que tiene como soporte el esqueleto y como nivel el vaior del
radio de la bola méxima se liama funcion de extincion.

| Esqueleto: Propiedades (I) I
Tamano:

» El esqueleto es de anchura pequedia en el sentido que su erosién con um;: (la
erosion eiemental en el caso de familia homogénea) es vacia.

Anti-extensivo e idempotente:

« XOS8(X), vy

« Cuando la familia ¢s homogénea, SS(X)) =S
Preservacion de la informacion:

+ El conjunto X y sus aperturas se pueden reconstruir a partir de su esqueleto y
de la funcidn de extincidn:

X =1 33X H(X) = &{ELX)

ix0 iz}

=> La ransformacion es reversible y constituye otra representacién dei reticulo
inicial.




I Reversibilidad del esqueleto I

Esqueleto:
Bols max:5 Bola mix:4 Bola max:3 Bola max:2 Bola méx:1
' r
d - = —+
Dilatacifn Dilatacién Dilatacion Dilatacién
. | | .
B

| Esqueleto: Propiedades (II) I
Discontinuidad:

» La transformacion en esqueleto no es continua. Por tante una pequefia variacién del
conjunto inicial puede dar lugar a un esqueleto muy diferente:

=> Para resolver este punto se ha introducido un upo de esqueleto mis suave: la bisectriz
condicional,

Conexidad:

* Aunque cn ¢l caso continuo el esqueleto preserva la conexidad, esta propiedad
desaparece en digital. Si la conservacidn de la conexidad es importante, se utilizan
otras 1écnicas basadas en "hit or miss”,




| Bisectriz condicional '

« El paso de la erosidn tltima al esqueleto consiste en cambiar la apertura por
reconstruccién por una apertura elemental. Estas dos aperturas son ordenadas:

YeAEn €y} > VED

» La bisectriz condicional representa un caso intermedic entre estos dos extremos. Se
basa en la familia de aperturas por dilatacion geodésica siguiente:
n)
S(qn)ﬁm ) e < &; Eip < TR(E;,Ei)
= Las aperturas crecen con el tamaiio de B.

Residu()\

Apertura de tamarsio 1 Apertura por Apertura por rec.
dilatacién pead
E | Bi - ficional Erosion glti

| Bisectriz condicional: Construccion I

Elemento estructurante: g

Erasion 0 Erosian 1 Erosion 2 Erosion 3 Erosién 4

—b—ﬁ [ |

Aperiura por
Dil geod.

J Apertura por Apertura por Apertura por | Apertura por
Dil. geod. Dil. geod. Dii. geod. Dil. geod.

Residug= 0 Regidug: Residuo: Residuo=0 Residuo:




IBisectriz condicional: Algoritmo I

Algoritmo:

La bisectriz condicionai es el residuo entre la famiiia de erosiones y la apertura
por dilatacién geodésica de las erosiones:

Residuo entre {&) y {Sg’ei,,;}

B(X) = Riey, (8%,.0(X) = U Re, 606, (X)) = U BX)

Propiedades:

La bisectriz tiene las mismas propiedades que la erosidn ditima y el esqueleto
(anchura pequeria, anti-extensividad, idempotencia, etc)
En la préctica, la bisectriz elimina las ramificaciones pardsitas del esqueleto vy

permite una identificacién mds precisa de las componentes de los conjuntos que
la erosidn ditima.

Resumen de los residuos de
dos familias de primitivas

familia; familia;
» Erosion tltima + +  Aperturapor recons.
» DBisectriz condicional |+ ¢ +  Apertura geodésica
+ Esqueleto LI 5 « Apertura unitaria

con e ; erosion.




i Plan de 1a seccidn IV.cI

Transformaciones:
+ "Hit or miss"
» "Thinning"

» "Thickenning"

Homaotopia

Homotopia y conexidad
en el caso digital

"Thinning" y "Thickenning"
homotopicos




‘ Transformacion en "hit or miss" I
Definicion:

« Las transformaciones en "hit or miss" son una generatizacién de las
transformaciones del tipo erosién o dilatacion. Utilizan un par de elementos
estructurantes disjuntos T y T™: T=(T",T"). Se puede definir como:

| hmte(X) = er(X) N er(X9 I

1 "Thinning" y " Thickenning" I
Definicion:

+ El "thinning" es el residuo entre ¢l conjunte inicial y su transformacién por “hit or
miss”:

Thint(X) = Ripme(X) = X\ [ £000 M em(X) ]




|Propiedades del "thinning" y "thickenning" I

Extensividad:

« El "thinning” es anti-extensivo
« El "thickenning” es extensivo

Dualidad:

+ Los "thinning” y "thickenning” son duales en el sentido siguiente:

l Thing- 1~y (X) = { Thickam)(X% )* '

Utilidad:

» En morfoiogia, los "thinning" y "thickenning” se utilizan para construir
rransformaciones que conscrvan la homotopia, y en particuiar para calcular
esqueletos homotdpicos.

Definicion de homotopia: ,
Conjuntas
i homotdpicos
+ Dos coenjuntos  son e
homotépicos si existe una
transformacién continua

que ileva de uno a otro.

« De forma intuitiva, la
homotopia caracteriza la
composicién del conjunto
en numero de regiones y
de agujeros.

Conjuntos no
homotopicos
ot




l Homotopia para funciones l

Definicion de 1a homotopia;

La nocién de homotopia para
funciones se define z partir del
apilamiento de conjuntos
equivalente: Empezando por el
nivel mis bajo, los conjuntos son
homot6picos y las variaciones de
homotopia son equivalentes
cuando se sube en los niveles.

De forma intuitiva, Ia homotopia
caracteriza la estructura de los
picos, las valles y los pasos.

Funciones no
homotipicas

l Transformaciones homotdpicas I

Definicion:
» Una transformacion

homotépica cuando entrada y
salida tienen la misma

homotopia.

« Hasta ahora, la idnica

ransformacién hemotdpica que
se ha encontrado es ¢l esqueleto

continwo. En  digital, esta
propiedad desaparece.

Para recuperar la homotopia, se
buscan enfogues digitales que
puedan suslituir al esqueleto y
que trabajen con "thinning".

Esqueleto digital

Esqueleto continuo




IHomotopia y conexidad en digital I

En el caso digital, 1a definicién de la conexidad y por consecuencia de la homotopia
no es obvia, Por ejemplo no es obvio cuantos conjuntos hay en la figura siguiente:

BEa00 A A
oosacao
ufal:: [l Rulsl

Para definir la conexidad, es necesario elegir reglas que conecten entre ellos los
puntos de los conjuntos y los del fondo.

Nota: La regla de conexidn tiene que prohibir los cruces entre puntos de un conjunto
y del fondo:

En la practica, se utilizan
res reglas.

conexidad para los

conjuntos
conexidad para el fondo B-conexidad para
ios conjuntos

aLo

Invariante por translacién

No autodual.

4-conexidad para
el fondo




|Conexidad en malla cuadrada (1) I

4 conexidad para los
conjuntos

8 conexidad para el fondo

Propiedades:

« Invariante por translacion

+ No autodual.

4-conexidad para
los conjuntos

8-conexidad pars
el fondo

I Conexidad en malla hexagonall

6 conexidad para los
conjuntos

6 conexidad para el fondo

Propiedades:

= Invariante por transiacién

»  Autodual.

6-conexidad pars
los conjuntos

6-conexidad para
el fondo




|"Thinning“ y "Thickenning" homot(’)picosl

Un “thinning" 0 un “thickenning” es homoidpico si utiliza un elemento estructuranie
T=(T,T") que preserva la homotopia.

En ¢l caso de malla hexagonal, existen cuatro tipos de elementos (todos ios otros
elementos se definen a partir de estos cuatro tipos con rotacién, simetria y
comptementacién):

oo . @ om on 0qer
O« Q O e » EH e o N e«0O0 0 e
(mim aog ono g
e €TaoT
H .

La modificacion de! punto central preserva la homotopia si y sélo si el contormno del
elemento tiene un unico cambio de "(" a "1". Esta propiedad se cumple sélo para los
clementos del segundo tipo.

|"Thinning" y "Thickenning" secuenciales I

En la prictica, los "thinning" o "thickenning” se utilizan de forma secuencial. Por
ejemplo, dado un "elemento estructurante” L=(L",L"™), se hacen varios "thinning"
con todas las roiaciones del elemento y se repite Ia transformacién hasta la
idempaotencia:

oo L - oe oo an ae
«ae caw o@ona s 0e N - B~ oo
Qo Oe &0 oa ae LA
L1 L2 L3 L4 3] L6

(Thinyg,...(ThinLs(Thing g3)"

Para un n suficientemente grande, el resultado del "thinning” secuencial es
anti-exiensivo, idempotente y preserva la homotopia,




IEjemplo de "Thinning" secuenciall

| Propiedades de los "thinning" secuenciales I

El resultado no siempre cs estrecho. Por ¢jemplo, el conjunto siguienle no se
modifica por "thinning” con los elemenios del ejemplo anterior:

i

La eleccion del elemento de inicio y del orden de la serie de clementos
influye en el resuliado final,

Los "thinning” no son muy robustos. Esta falta de robustez se traduce en
numerosas ramificaciones que dependen fuertemente del elemento
estructurante.




| Ejemplos de elementos estructurantes I

Elemento Thinning Thickenning
estructurante secuencial secuencial

Hit or miss

e
L BEEO Esqueteto de la forma{ Esqueleto del fondo
oe

M -..n. Esqueleto de la forma | Thickenning » partir

on con ramificaciones de puntos zislados
&0
D man Marcador homotopico
LA
L X}
E ooo Poda del esquelcto Poda del fondo Puntos extremos
an
oa
F oBED Puntos triples
op
oo
1 ogn Puntos aislados

oo

Homotdpico

Envolvente
casi-convexa

No homotépico

| El esqueleto por zonas de influencia: SKIZ I

Propésito:

» La zona de influencia de una componente X es el conjunto de puntos que estdn mas
cerca de X que de cualquier otra componente.

« El SKIZ es la frontera de las zonas de influencia.

/Skiz

°
. Y Zona de influencia

Construccion:

» Enel caso digital, el SKIZ se construye ¢n dos etapas:
1) "Thinning" del fondo (con L en el caso hexagonal)
2) Poda del resuliado del "thinning"” (con E en el case hexagonal)
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Referencias comentadas:

El propésito de estas referencias comentadas es dar al lector interesado los medios para profundizar en sus
conocimientos sobre morfologia matemdtica. Siguiendo €l plano del curso, se comentan ias referencias originales
(subrayadas) m4s algunas referencias mds recientes, accesibles o simples.

Capitulo I:

La morfologia matemiltica tiene dos raices: la dlgebra de los reticulos y la geometria aleatoria. Como tal, ha
nacido durante los afios 60 a partir de los trabajos de G. Matheron y J. Serra, y méis generalmente de la Escuela de
Fonuainebleau. Tres obras fueries marcan ia morfologia: La referencia [21] trata esencialmente el caso de los
conjuntos (cuadro topoiégico, conjuntos aleatorios, modelo booleano, convexidad, granulometria, representacion
de las aplicaciones crecientes por dilataciones), la referencia {381 (extensién a las funciones numéricas,
morfologia digital, thinningfthickenning, combinaciones de operadores} se limita al caso invariante por
traslacién, y la referencia [40] donde por primera vez el método se define en su marco natural de reticulo
(generalizacion de las dilataciones, granulometria, conexidad, esqueleto, teoria del filirado morfolégico, funciones
booleanas). Se debe a estas tres obras, principalmente a las dos dltimas, el haber hecho salir la morfologia de un
circulo de iniciados en los afios 80.

Ademis de este curso, se encontraran algunas referencias de buenos articulos de divulgacion: (4], [41], [6], [39],
[11], {18}, [19].

Capituio II:

La dualidad entre dilatacién y erosién estd indicada por primera vez en la obra de Gallois en {7]. De forma
independiente, el concepto de conjuntos paralelos (es decir de funcidn distancia euclidiana) aparece para conjuntos
convexos en Steiner [46] en 1840, Minkowski [28], en 1901, define y estudia la dilatacién como se presenta en
el curso en II, pero curiosamente no introduce la erosidn que es introducida por Hadwiger [10], en 1957,

El estudio de las propiedades especificas de las dilataciones binarias en funcion de la geometria de sus elementos
estructurantes remonta a [9], [35], [36]. La extensién a las funciones numéricas, empezada en [31], [371 y [22],
toma forma en [381 (Cuadro semi-continuo, elemento estructurante plano} y [47], [49] (elemento estructurante no
plano). Las propiedades de las transformaciones planas (curso II) han sido estudiadas en detalles en [381, [121,
1443, [45].

Finalmente, 1a transformacién de distancia ha sido introducida en el caso digital en 1966 [29], y euclidiana en
1967 [20]. Muchos algoritmos de cdlculo de esta funcidn han sido propuestos (231, [50], [51.

Capitulo III:

Las nociones de apertura-cierre morfaldgico y de granulometria asociada en el caso binario e invariante por
waslacion, vienen de [20] en 1967. En 1975, la referencia [21] ha relacionado las aperturas morfoldgicas y
algebraicas {estas tltimas son debidas 2 Moore en los afios 20), y ha gencralizado la nocién de granulometria pero
siempre en el caso de conjuntos. L.as exiensiones a funciones numéricas son presentadas en [22], [38], {47]. La
apertura conexa, como equivalente a la definicion de la conexidad, se encuentra en [40]. La apertura por
reconstruccidn (curso Il.a) se encuentra en [27] para modificar la homotopia y en [33] en el cuadro de la
multiresolucicn. La apertura de contraste (curso 111.13) se encuenura en [81. Los algoriimaos geodesicos (curso I y

H1.a) son debidos a {13]. La eoria correspondiente es desarollada en [16] y [ 1]. Para mds detalles sobre los
espectros granulometricos, ver [38] v [17].

La nocién de filirado morfolégico (curso Filtros: caso general JILb) derivan de [40, Capitulos 5-10]. Una
presentacién mas simple se puede encontrar en [41]. Finalmente, se puede citar {48] para los filros alternados
secuenciales (curso I[1.b) y [26] para el aumento de contraste (curso I11.b).

Capitulo IV:

El curso presenta de forma nueva, con la denominacion “residuos”, conceptos que parecian lejos y que han sido
introducidos en épocas difercnies:

El gradiente morfol6gico y el "Top hat" plano han aparecido por primera vez en 1977 (22]. En [1], se encucntran
versiones mds sofisticadas del gradiente, y en {47], se encuentra fa primera versién del "Top hat" no plano {ver
también [40), [49)). La extensién del "Top hat" presentada al fin de [V.a esta en [32].



La erosién iltima ha sido introducida en {38], 1a bisectriz condicional en [13] y [24], la formula del esqueieto en
[141, [15] (caso digital) y [43] {(caso general). Se ha escrito mucho sobre el concepto de esqueleto, que parte
criginalmente de [2). El estudio worico del esqueleto se puede encontrar en [40, Capitulo 11-12). La
transformacién "Hit and Miss" procede de [34] en 1965. Se ha utilizado para los "thinning y thickenning" en [30]
y [15]. El estudio sistematico de los "thinning" digitaics hexagonales han sido hecho en {38]. Finalmente, se
encontrard en [42] la primera sintesis sobre los residuos donde se reagrupan las nociones de erosién dltima, de
esqueleto y de bisectriz condicional.
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1. INTRODUCTION
+ Elementary operations of Mathematical Morphology:
erosion, intersection and complementation
or, eguivalently,
dilation, unicn, and complementaticn.
+ Does it exist a translation invariant (t.i.) set mapping

which cannot be represented by the elementary operations of
Mathematical Morphology?

-

Matheron has given a representation for the increasing
£.1. mappings (1975).

Maragos has simplified Matheron’s representation (1985).

« Does 1t exist similar representations for t.1. mappings

(not necessarily increasing)?



W1(X) Y2(X)
/

X YiX) ()

E

(1 V ¥2)(X)

Infimum and supremum of two mappings.

translation invariant mappings

increasing mappings

{P(E) ~ P(E)}

.

f——

dilations
{sup-—closed)

v = { supremum of erosions
infimum of dilations
erosions
{inf-closed)

Matheron’s Theorem.
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2. REPRESENTATION FOR INCREASING TRANSLATION
INVARTIANT MAPPINGS

E : d~dimensional Euclidian space.

o : null element of E (origin).

x© : complementary of X {i.e., E - X).

P(E) : collection of all subsets of E.

4 ¢ P(E) : subgollection of P(E).

Yy 1 4 — F(E) : mapping from 4 to P(E).

wﬂ : set of all the mappings .

< . : partial order for Wﬁ defined by
u’fl < w2 @ wl(X) < wZ(X) (X e 4).

V and A : supremum and infimum in (w,, <).



¢« Let X € P(E) and h € E.

is the translate of X by h,.

e et 4 ¢ P(E). 4 is closed under translation

iff

X, e 4 (X ¢ £ and h € E).

» Let 4 be closed under translation.

w : 4 — P{E) 1s translation invariant (t.1.)

i1ff

w(Xh) = (UJ(X))h (X e 4 and h € E}.



origin X origin W(X)

E A

! 7\
X LG ORI (764"

Translation invariant mapping .
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«+ Let ¢ : &4 > P(E) (L.i.).

Kiyy = {X € d: 0 e w(X)}

is the kernel of y.

« et X and A € P(E).
X e A = {y e E: Ay < X}

is the erosion of X by the structuring element A and

X e A =U {Ax: X € X}

is the dilation of X by the structuring element A.




Ho(w) Y(X) origin

J
/

P(E)

Kernel of .



« Yy : 4 > P(E) 1s increasing
iff

X ec¥ =2 ¢Y({X) c ¢(Y) (X, ¥ € &) .

+ Matheron has shown (1975) that for any increasing t.i.
mapping ¢ € \Ilsa,

¢=V{-0A:Ae}{(w)},
in other words,

v (X) =U{X9A: AEJ{(I,’J)} (X e ) .



(X)) ¥Xy)
| ]

\_/

E E

Increasing mapping .

erosions (V)

¥ (supremum)

(P(E) — P(E): increasing & Li.} P(E) /

~~ erosion
by the structuring
element

Matheron’s Thearem - Constructive form.
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+ Matheron’s result works for three reasons:
1. K(+) is a lattice-isomorphism, i.e.,
K{+) 1s bijective and
K{(+) i1s increasing two-sided, 1i.e.,
fer any t.i. mapping %rand Wy
Y <Y, e KGp) < Kly) -

2. For any increasing t.i. mapping ¢, X(¥) 1s a dual-ideal
of (4, <), 1.e., if X e K(y) and ¥ € 4, then

X c¥ =Y e Ky .

K{(+ » A) = {X e d: A < X}.



V1 V2

E P(E)

Lattice isomorphism %.

P(E) _ E

Dual ideal property of %) for increasing mapping .

Fo(erosion by A)
— \
=
X
\.______
P(E) E

Kernei of an erosion by A.
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3. MINIMAL REPRESENTATION FOR INCREASING TRANSIATION
INVARIANT MAPPINGS

+ Let ¥ Dbe the subcollection of c¢lcsed subsets of E,
equipped with the Euclidian topology.

+ Let Fo= {X € F: X n K = e}, where K 1s compact.

+ Let F

I

G {X e F: X n G =# z}, where G 1s open.



+ The set of the collections of the type

gK
or
?G n fal ?G (n = 1)
1 n
or
?K F F (n = 1)
nFoon . N c =

is a base for the Hit-Miss topology.

y: ¥ —> F is upper semi-continuos {(u.s.c.) 1ff, for any
compact subset K,

Y (?K) is open in ¥%.
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+ Let (P, =) be a poset.

+m is a maximal element cof (P, =) 1ff m € P and for any

S e€eP, m=5ssm=5.

+m 1s a minimal element of (P, =} 1iff m € S and for any

s €e P, s =ma=m-= 5.

Let B(y) be the set of minimal elements of (K(y), <).

B satisfies the representation c¢ondition for  the

increasing mapping ¢ 1ff for any Y € K{(y), 3 X € B such
that X ¢ Y.

+ Maragos has shown (1985) that, for any increasing t.i.
u.s.c. mapping ¢ € Wg, B(y) satisfies the representation

condition for ¢, and

y =V {- e At A e B(w)}.

11



%) __‘
N
By) ~ T
P(E) E

Representation condition for v applied to B®).

erosions B(Y)

¥ (supremumy

{P(E) —+ P(E): increasing & t.i.} P(E)

=~ ergsion
by the structurin
element

Maragos’ Theorem.
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+ Maragos’ result works for two reasons:

Al c A2 2> (+ o AZ) < (+ o Al).

2. Any linearly ordered subcollection of K(y) has an

infimum in K {y) .
MARAGCS’ LEMMA
+ Let (P, =) be a poset. Let L be a linearly ordered subset

of P, then there exists a maximal linearly ordered subset M
of P such that L c M.

12



erosion by 41 erosion by Az

\ /

erosions

{P(E) — P(E): increasing & t.i.}

Erosions comparison.
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4. REPRESENTATIONS FOR TRANSLATION INVARIANT MAPPINGS

« Are there sgimilar representations in terms of supremum of
elementary morpholcocgical mappings for t.i. mappings {not
necessarily increasing)?

« Draw back: K{y) is no longer a dual-ideal cf (4, c).

« Let (P, =) be a poset. Given a = b in P, the subset of
all elements x € P which satisfy a = x = b 1is called a

closed interval of P and dencted [a, b]l:

[a, b] = {x e P: a = x = b}.
Let » & (A, B) be the mapping defined by
X & (A, B) = {x e Bt AX c X ¢ BX} (X e ).

The mappings of the type «+ & (A, B) are called
sup-generating mappings.

13



Y (Supremum)

{P(E) — P(E): 1.1}

elemertary mappings
| e

Representation Theorem.

A AN\

P(E)

[, B]

Closed interval {4, B].

E

A

origin

X

E

w(X)

Transformation by a sup-generating mapping ¥ characterized by (4, B).
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THEOREM (Translaticon invariant mapping representation by a

supremum)

For any t.i. mapping ¢ e Y
p =V {‘ @ (A, B): [A, B] c K(w)}-

This result works for three reasons:
1. XK(+) 1is & lattice-isomorphism,

2. For any subset S of (P, =),

s = U {[a, bl: [a, b] < S}.

K(- o (A, B)) = {X e 4: A c X c B}.

14



¥ {supremum)

{P(E) — P(E): t.i.}

sup—generating
mappings

Representation Theorem - Constructrive form.

P(E)

%oy

[4, B]

Kemel of a sup-generating mapping ¥ characterized by (4, B).

S '—'"‘--._\
-,
y \ 1 b
« ——1 ~Z
\ e
[a,
I (P, <)

Closed interval coverage.
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« The sup-generating mappings can be written as the infimum
of an erosion and an antidilation

& (A, B) = {(+ o A) A {+ o BY

ocr, in terms of the Serra’s Hit-Miss transformation,

15



anti-erosions

anti-dilations

—

{P(E) — P(E): L.i.}

— dilations

- erosions

\ sup—-generating mapping {infimum)

Sup-generating mapping.
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The set B (y) of the maximal clcosed intervals
contained in X (y) is called the basis of .

- B satisfies the representation condition for the mapping

y 1ff for any (U, vl < Ky, 3 [A, B] € B such that
(u, vl < {A, B].

THEQOREM (Minimal representation by a supremum)

+ For any t.i. u.s.c. mapping ¥ € W?, B(y) satisfies the
representation condition for y, and

v = V{- o (A, B): [A, B] eB(w)}.

«+ This result works for two reasons:

(A, Byl € [ByByl » (-6 (A, B)) < (-6 (Ay, B

1’ l)) 2, 2))'
2. Any linearly ordered set of c¢losed intervals of &

contained in XK(y) has a supremum contained in K (y) .

16



P(E)

Set of closed intervals of P(E)

Representation condition for ¢ applied to B).

B(y)

Set of closed intervals of P(E)

¥ {supremum)

-

sup-generating

{P(E) = P(E): 1.} mapping's

Minimal representation.

P(E)

s

[A4z2, B2]

[A1, B1)

1
S sup-generating
* mappings

......

{P(E) — P(E): Increasing & t.i.}

Sup-generating mappings comparison

l6a



5. DUAL RESULTS

« Let 4 ¢ P{E) and

. Let y : 4 — P(E). The mapping ¢ : &4 — P(E) defined
by

W) = @) (X e d)
is called the dual of ¥.

+ Let A € P(E). The set

A = {x e BE: - x € A}

is called the symmetrical set of A.

17



. Let - ¢ (A, B) be the mapping defined by
- o (A, B) = (+ o (A, B)) .

The mappings of the type - » (A, B) are called
inf-generating mappings.

« For any t.i. mapping ¢ € Y g
v = A { e (A, B): [A, B] c x(w*)}.

+ This result werks by duality principle.
+ The inf-generating mappings can be written

« @ (A, BY = {(+ @ A) v (+° @ BY).

18



inf—generz;ting
mappings

------ ‘ Y (infignum)

(H(E) — PE): 1.}

Representation Theorem - Dual form.

/ inf-generating mapping (supremumy

anti-erosions = — dilations

anti-dilations  —— L~ erosions

(P(E) — PE): ti.}

Inf-generating mapping.

18a



€. EXAMPLES
+ EDGE EXTRACTICN {4 = P{E})}

(- @D) = (- D) =

(V { e {x}: x 615}) v (V {-c o {x}: x eb}).

+ HIT-MISS TRANSFORMATION (4 = P(E))

- @ (A, B) =

(A { e ({x}), E): x ezl}) A (A { e (@, {(x}): x eé}).
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+ SHAPE RECOGNITION (4 = P{(E))

« Let We P(E) and D < P(W). The mapping ¢ defined by
g (X) = {x e E: W n X_ _ D} (X ¢ E)

is called a window transformation with respect to the

window W.

w=V{-@(U, (W—U)c):Uei)}.

20



origin
] X

\ window

Window transformation .

w(X)

Maximal closed interval [U, V] .
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7. CONCLUSION

« Matheron and Marages results and the representations fer
decreasing mappings are special cases of the propecsed

representations for t.i. set mappings.
. Extention to the case of the set mappings not necessarily
t.i. can be done by using the algebraic definition of

erosion and dilation.

» Implementation on highly parallel architectures should
lead to high performances to compute y(X) .
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