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Resumo

Uma edratégia usada para a solucdo de um
problema de grande porte € a sua divisdio em
problemas menores, resolvendo-os com a ajuda de
solvers comerciais. Nesse contexto, este trabalho
examina uma técnica que pode ser aplicada a
problemas combinatoriais representados em grafos
de conflitos e considera o particionamento de grafos
para se obterem aglomerados de vértices e arestas.
Ao se removerem as arestas que ligam os
agrupamentos, divide-se o grafo de conflitos em
subgrafos, obtendo-se partes com as mesmas
caracteristicas do problema original. Relaxando
essas arestas ho sentido lagrangeano, o0s
subproblemas sdo resolvidos e obtémse uma
aproximacao da solucéo do problema completo. Essa
€ a idéia da relaxacdo lagrangeana baseada em
clusters (LagClus). Por se obterem subgrafos com as
mesmas caracteristicas do problema original,
conseguemse  melhores limitantes do que a
relaxacdo lagrangeana tradicional. Testada, a
LagClus apresentou bons resultados para o
problema de localizacdo de facilidades néo
capacitado (UFLP).

Palavras-chave: Relaxacéo lagrangeana,
particionamento, grafo de conflitos, localizacdo de
facilidades.

1. Introducéo

A idéia central do estudo de problemas de
localizacdo reside na escolha de locais adequados
para implantar facilidades (centros) para o
atendimento de clientes (pontos de demanda),
considerando-se que certos critérios de otimizagdo
devem ser atendidos. As facilidades s8o centros que
prestam algum tipo de servigo, tais como fabricas,
hospitais, bancos e escolas, que tém como clientes,
respectivamente, depdsitos, pacientes, correntistas e
estudantes.
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Muitos desses problemas sdo combinatoriais por
natureza. Por isso, existe 0 inconveniente de nem
sempre ser possivel encontrar a solugdo em um
tempo computacional viavel, mesmo com a utilizagdo
de solvers comerciais, devido a sua classificacdo
como NP-hard (Daskin, 1995) e ao porte do
problema. Como aternativa buscam-se métodos
heuristicos, metaheuristicas e relaxacdes. Esta Ultima
possui a vantagem de definir limitantes para a
solucdo Gtima e pode apresentar uma informacdo
dua de boa qualidade, o que permite avaliar o quéo
préximo a melhor solugdo encontrada para o
problema esta da 6tima.

Uma edtratégia usada para a solugcdo de um
problema de grande porte é a sua divisdo em
problemas menores, com a mesma caracteristica do
problema original, resolvendo-os com a agjuda de
solvers comerciais. Essa divisdo pode ser conseguida
com o particionamento do grafo de conflitos, de
forma a se obterem aglomerados (clusters) de
vértices e arestas. Busca-se com esse particionamento
separar o grafo de conflitos em subgrafos. Ao
removerem as arestas que ligam os agrupamentos,
obtém-se partes com as mesmas caracteristicas do
problema original.

O inconveniente dessa abordagem € que ndo ha a
garantia de, resolvendo-se os subproblemas, obter-se a
solucdo para o problema completo, pois algumas
arestas foram dele retiradas. Uma maneira de
considerar essas arestas € relaxélas no sentido
lagrangeano e encontrar um limitante de boa qualidade
para o problema original. Essa é a idéia da relaxacdo
lagrangeana baseada em clusters (LagClus), que
incorpora a obtencdo de um grafo de conflitos, o
particionamento desse grafo em agrupamentos com a
mesma caracteristica do problema original e o uso da
relaxacdo lagrangeana para incorporar a resolugéo do
problema as arestas relaxadas, obtidas na separacdo
dos referidos agrupamentos. A Figura 1 mostra as
fases desse processo.
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(b)
Figura 1 — Aplicagdo da LagClus. (@) Grafo de
conflitos. (b) Arestas de ligacdo. (c)
Separacado dos subproblemas (clusters).

Um tipo de problema de localizagdo bastante
estudado na literatura € o denominado Problema de
Localizacdo de Facilidades N&o Capacitado, do
inglés Uncapacitated Facility Location Problem
(UFLP), que envolve custos fixos para a localizacgo
de facilidades e custos de producdo, transporte e
distribuicBo para sdatisfazer a demanda de
determinadas regides. O objetivo do UFLP é o de
decidir onde localizar facilidades e as alocagfes dos
seus clientes, de formaaminimizar o custo total.

Este trabalho trata de descrever e aplicar a
LagClus a0 UFLP. A Secdo 2 descreve o UFLP; a
LagClus é discutida na Secdo 3; a Secdo 4 apresenta
0s resultados computacionais; e as conclusdes sao
apresentadas na Secao 5.

2.UFLP

A modelagem matemética do Problema de
Localizacdo de Facilidades Nao Capacitado (UFLP) é
apresentada a seguir (Cornugjols et a., 1990).
Formalmente, as alocacdes sdo representadas pelas
variaveis binarias x;j, tal quei O 1 ej 0 J ondel €0
conjunto dos pontos de demanda a serem aocados e J
€ 0 conjunto de localizagGes candidatas. [x;] € amatriz
de aocagdes, com x;; = 1, se 0 ponto de demandai for
docado a facilidade j, x; = 0, caso contrério. As
localizagtes sdo representadas pelas variaveis binarias
y;, comy; = 1, se o ponto j for selecionado, j = 0, caso
contrério. O parémetro ¢; define o custo de servir o
cliente i pela fecilidade j e o parametro f; define o
custo fixo de se abrir umafacilidade emj.

UFLP
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A funcdo objetivo (1) minimiza o custo total do
sistema. As restricdes (2) impdem a alocacdo de cada

ponto de demanda a um somente um centro. As
restricdes (3) determinam que somente é possivel
alocar um ponto de demanda i a um centro j se
houver um centro em j. As restricdes (4) definem as
condicdes de integralidade.

Varios métodos para a solucdo do UFLP tém sido
elaborados por pesquisadores nas Ultimas décadas.
Embora existam algoritmos exatos para a solucdo
desse problema [K6rkel, 1989], a busca por algoritmos
aternativos (heuristicas, metaheuristicas e relaxagtes)
€ a escolha natural para a solugdo de instancias de
larga escala, devido a natureza NP-Hard do UFLP
(Cornugjols et. a., 1990). Uma heuristica efetiva e
bastante usada € o método lagrangeano (Beadey,
1993) que € baseado na relaxacdo lagrangeana com o
algoritmo de otimizacdo por subgradientes (Daskin,
1995). Vérias solugBes utilizando metaheurigticas
foram aplicadas, tais como Smulated Annealing
(Alves & Almeida, 1992), Algoritmos Genéticos
(Kraticaet a., 2001) e Busca Tabu (Sun, 2005).

Recentemente, Resende & Werneck (2005)
adaptaram uma heuristica hibrida, que tinha sido
desenvolvida para a solucdo do problema das p-
medianas, a0 UFLP. Essa heuristica € chamada
hibrida, porque combina elementos de varias
metaheuristicas.

3. Relaxacdo lagrangeana com divisao em
clusters (LagClus)

A relaxacdo lagrangeana com divisdo em clugters
surgiu do trabalho de Ribeiro (2005), que adaptou os
resultados de Hicks et a. (2004), os quas
desenvolveram um algoritmo Branch-and-Price para o
problema de Maximo Conjunto Independente de
Vértices com Pesos (PMCIVP). O PMCIVP pertence a
classe de problemas que podem ser decompostos em
subproblemas do mesmo tipo do original. A abordagem
dos autores considera o particionamento do conjunto de
vértices do grafo de conflitos para a obtencdo de
subgrafos induzidos de mais facil solugdo. O problema
original é entdo reformulado usando-se a decomposicéo
Dantzig-Wolfe (Bazaraa e d., 1990) e esxs
subproblemas passam a gerar colunas para a
decomposi¢éo, aproximando as solugdes do problema
original. A solucdo apresentada pelos autores mogra
sucesso na abordagem, porém com tempos
computacionais atos em alguns casos. Na tentativa de
se obterem tempos mais adequados, surgiu a idéia de
aplicar arelaxacéo lagrangeana a esse tipo de problema,
desenvolvendo-se a LagClus (Ribeiro, 2005).

Conforme referido, a idéia da LagClus é a de
trabalhar com problemas que podem ser decompostos
em subproblemas com a mesma caracteristica do
problema origina, obtendo-se assim problemas
menores que podem resolvidos de forma exata com
algum solver comercial, em tempos computacionais
aceitaveis. Assm, busca-se particionar o grafo de



conflitos, separando-o em subgrafos de mesmas
caracteristicas do original e relaxar as arestas que
estdo entre os clusters. Ribeiro (2005) apresentou
bons resultados dessa técnica para problemas de
Maximo Conjunto Independente de Vértices
(PMCIV), Rotulacdo Cartogréfica de Pontos (PRCP)
e Carregamento de Paletes (PCP).

3.1 O processo de aplicacdo da L agClus

O processo de aplicacdo da LagClus pode ser

sintetizado nas seguintes acles:

a) Montar agrafo de conflitos de um problema P;.

b) Aplicar uma heuristica de particionamento para
dividir os vértices do grafo G em P clusters com
aproximadamente a mesma cardinaidade,
obtendo-se um P-particionamento. O problema
P; passa a ser representado por meio da sua
funcdo objetivo, sujeita as restricbes de
adjacéncias (arestas) divididas em dois
conjuntos: um, com restricBes de adjacéncias
(arestas) intra clusters; e outro, entre clusters ou
arestas de ligagdo.

¢) Relaxar, no sentido lagrangeano, as restricdes de
adjacéncias entre clusters.

d) Decompor arelaxacdo lagrangeana resultante em
P subproblemas e resolvé-la.

3.1.1 Grafodeconflitos

Um grafo de conflitos representa uma relacdo
|6gica entre variaveis binarias. Existe um vértice para
cada varidvel bindria e seu complemento e uma
aresta entre dois vértices quando no méximo uma das
varidveis representadas pelos vértices pode ser igual
aum na solucgdo 6tima (Atamtirk et al., 2000).

Para montar o grafo de conflitos para os
problemas de localizacdo, deve-se trabalhar com o
complemento das variaveis de locaizacdo

y=1-y, obtendo-se UFLP (Cornugols &

Thizy, 1982). Os conflitos aparecem nas restricoes 6,
que formam cliques, e com as transformacfes de
variaveis passam a aparecer também nas restricoes 7,
gue sdo as restrigbes de Balinski modificadas, onde
apenas a variavel de alocagdo ou a de localizacdo
pode ter o valor um.

UFLP
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3.1.2  Particionamento de grafos

Dado um nimero P e um grafo G = (V, E), onde
V é um conjunto de vértices com pesos, e E, um
conjunto de arestas também com pesos, 0 problema
de particionamento de grafos é o de encontrar P
subconjuntos V4, V, ...V, de V, ta que:

a U,V.=VeV NV, =0 paratodoi #j;

I
by W(i) = WP, i =1, 2, ..., P, onde W(i) e W
representam, respectivamente, as somas dos
pesos dos vértices pertencentesa Ve V;
c) A soma dos pesos das arestas que conectam 0s
subconjuntos deve ser minima.

Qualquer conjunto {V; 0V :1<i < P} éuma
particdo se satisfaz a condicdo a), ou sgja, cada V; é
uma parte de um P-particionamento. O objetivo
consiste, entdo, em dividir G em P particbes, de
forma a minimizar a quantidade de cortes nas arestas
e de reduzir o deshalanceamento dos pesos nessas
particoes.

Referéncias, programas e links  para
particionamento de grafos podem ser encontrados
em:http://www.ace.ual .es/~cgil/grafos/Graph Partitiq

hi ng.html]

3.1.3 Relaxacdo lagrangeana

Considere o0 seguinte problema de
programacdo inteira, escrito em notagdo matricial,
referido como problema (P), onde x € o vetor de
variavels de decisdo, ¢ é o vetor de custos, b e e sdo
vetores de disponibilidades de recursos e A e D séo
meatrizes de coeficientes.

(P)
V(P) = min ¢cx 9
sujeito a
Ax<b (20)
Dx<e 1y
x 0{0, 1} (12)

Define-se a relaxagdo lagrangeana do problema
(P) com respeito ao conjunto de restrices Ax < b
acrescentando-se um vetor de multiplicadores de
Lagrange A com sina apropriado a esse conjunto de
restri¢des, incorporando-se o produto obtido a funcédo
objetivo. A relaxacdo lagrangeana (L, P) do problema
(P) édadapor:

(LAP)
v(L\P) = min cx + A(Ax—b) (13)

sujeito a
Dx<e (14)
xd{o, 1} (15)

As restricdes escolhidas Ax < b sd0 as restricdes
gue permitem resolver o problema (P) mais
facilmente, caso sejam removidas.
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O problema (L,P) é um problema em X, resolvido
para um dado vetor fixo A = 0, escolhido para
garantir que v(L,P) < v(P). Se as restricdes forem do
tipo AXx = b, os multiplicadores devem ser ndo
positivos para garantir v(L,P) < v(P). O sina de A
sera irrestrito se Ax = b. A qualidade do limite
gerado depende do valor de A e encontrar bons
limites por meio dessa relaxacdo depende de
encontrar um conjunto de multiplicadores A que
resolve o chamado dual lagrangeano (DL ), dado por:

min cx + A(Ax - b)
max4 sujeitoa Dx<e (16)
A=0
x0{0,3

O ideal é encontrar o vaor 6timo do dua
lagrangeano igual ao valor 6timo do problema
origina (P). Se esses valores ndo sdo iguais, diz-se,
entdo, que existe um gap de dualidade, cujo valor é
dado pela diferenca entre os dois val ores 6timos.

A funcdo v(L,\P) é linear por partes, continua e
cdncava (Parker & Rardin, 1998). Por ser concava, 0
6timo local é 6timo global, o que faz com que a
relaxacdo lagrangeana sga uma edtratégia atraente
para se obterem limites da solugéo de (P). Entretanto,
por ser linear por partes, ndo se pode garantir que sgja
diferenciavel no ponto 6timo. Com isso, ndo se podem
usar gradientes, que sfo substituidos por subgradientes,
que aproximam, no sentido lagrangeano as solugdes do
problema relaxado a solucdo étima. (Espgo & Galvéo,
2002), (Reeves, 1995), (Ribeiro, 2005).

3.1.4 Aplicacdo daLagClus

A Figura 2 mostra o grafo de conflitos referente

a0 UFLP comm=n=4.

Depois de definido o grafo de conflitos, deve-se
particion&lo em P subgrafos, de forma que as restricBes
de adjacéncias sgjam divididas em intra clusters e entre
clugters. Antes desse particionamento, é feito o colapso
das cliques para garantir que todos os seus Vvértices
permanecam no mesmo cluster. Supondo-se a divisio
em dois clusters, com os vértices 1 e 2 no cluster 1 e 0s
vértices3 e 4 no clugter 2, obtém-seaFigura3 (a).

Apbs 0 particionamento, deve-se relaxar no sentido
lagrangeano as restrigBes de adjacéncias entre clusters,
gue sdo incorporadas a formulacéo do problema.

As restricbes relaxadas permitem dividir o
problema em P subproblemas distintos (Figura 3(b)).
Aplicando-se a relaxacdo lagrangeana sobre esse

conjunto de restricbes, sendo A O Rfe K a

guantidade de arestas relaxadas, e resolvendo-se os
subproblemas, o valor da LagClus (v(LC,UFLP))
seréd dado por:

Ngls
>

+
_—h

P A
VILGUFLP) = )" LC, (UFLP)p -
p=l k=1 j03

comm=n=4

Figura 3 - (a) Particionamento em dois clusters, (b)
Clustersfinais



4. Experiéncia computacional

Esses conceitos foram testados no UFLP em

instAncias com grande gap de dualidade, obtidas em

ttp://www.math.nsc.ru/AP/benchmarksUFL P/Engl |
uflp dg eng.html] Essas sfo instancias de dificil
solucéo para métodos baseados em relaxacdo linear.

S0 apresentadas trés classes de insténcias. Gap-
A, Gap-B, Gap-C. Os agoritmos de busca local e
Branch-and-Bound (B&B) gastam consideravel
esforco para obterem solugbes. Todas as insténcias
tém os valores m = n =100. O custo fixo de abrir uma
facilidade € 3.000.

A Tabela 1 mostra o desempenho médio do
agoritmo  Branch-and-Bound. Esse  agoritmo
encontrou a solugdo étima em todas as instancias. A
coluna Tempo apresenta o tempo gasto [hh:mm:ss)]
para executar o algoritmo em um computador PC
Pentium 1200 MHz, com 128Mb de RAM. A coluna
Iteracbes B&B mostra a quantidade de iteragdes
executadas com esse algoritmo. Os vaores da coluna
Gap sdo calculados por 100* (Solugdo 6tima— Solugdo
da relaxacé@o de programacao linear)/(Solucdo 6tima),
e fornece, em porcentagem, o gap entre valores
(Kochetov & lvanenko, 2003).

Tabela 1 - Desempenho médio do agoritmo Branch-
and-Bound (Kochetov & Ivanenko, 2003).

Classes | n | Gap Iteracdes Tempo
B&B (9
Gap-A | 100 | 25,6 | 10105775 | 00:04:52
Gap-B | 100 | 21,2 | 30202621 | 00:12:24
Gap-C | 100 | 28,4 | 541 320830 | 01:42:51

Asinstancias do grupo Gap-A sdo mais faceis que
as do Gap-B e Gap-C. Cada cliente pode ser
atribuido a dez potenciais facilidades, escolhidas
aleatoriamente com distribuicéo uniforme entre elas.

As instancias do grupo Gap-B sdo mais dificeis
gue as do grupo Gap-A e mais faceis que as do Gap-
C. Cadafacilidade pode ser atribuida a dez potenciais
clientes, escolhidos aleatoriamente com distribuicdo
uniforme entre eles.

Asinstancias do grupo Gap-C séo as mais dificeis.
Cada facilidade tem dez potenciais clientes e cada
cliente tem dez potenciais facilidades escolhidos
aleatoriamente com distribui¢éo uniforme.

Os valores da solucdo 6tima e do gap de dualidade
sd0 fornecidos com as respectivas ingancias no Ste
acima mencionado e s80 comparados com os resultados
da relaxacdo lagrangeana com divisio em clugers e
com os resultados da rel axacéo lagrangeana tradicional.
Esses valores s20 gpresentados nas Tabelas 2, 3 e 4.
Com os dados das colunas Solugdo dtima e Gap
dudlidade obtidos na literatura, foram calculados os
vaores da coluna Solucdo PL = (Solugdo 6tima) *(1-
Gap dualidade/100), da Tabela 2. A coluna LagClus da
Tabeda 3 mostra os valores obtidos com a relaxacdo

lagrangeana com divisito em clugters. Os valores de
Gap LagClus sfo calculados por 100*(Solugdo Gtima -
LagClus)/(Solucdo 6tima) e fornecem, em porcentagem,
0 gap entre esses valores. Da mesma forma, na Tabela
4, os vaores de Gap Lag fornecem o gap entre os
valores das colunas Lag e Solucdo 6tima. Os vaores das
colunas Tempo foram obtidos em um computador
Pentium 1V 3 GHz, com 1Gb de RAM. Para o
desenvolvimento da relaxacdo lagrangeana do UFLP,
foram relaxadas as restrigdes (2) com a otimizag@o do
dual lagrangeano obtida por meio do agoritmo de
subgradientes. Os subproblemas da LagClus foram
resolvidos com o solver comerciad CPLEX, versdo 7.5
(ILOG, 2001).

Os valores em negrito da Tabela 3 mostram onde
a LagClus obteve melhores valores de gap que a
solucdo PL. Merecem especia atencdo as divisdes do
problema original em dois clusters por apresentarem
reduzida quantidade de arestas entre eles, o que
melhora os limitantes obtidos. Nesse caso, a perda
s80 0s tempos para obter a solugéo.

N&o foi implementada uma heuristica primal,
sendo utilizados no método subgradientes os valores
da solugdo Gtima como limitantes superiores fixos
(upper bounds).

O particionamento dos grafos foi feito com
programas da familia Metis (Karypis & Kumar, 1998)
encontrados em http://www.cs.umn.edu/~metis| que é
uma heuristica bastante conhecida

Tabela 2 — Resultados da aplicacdo da relaxacéo de
programacdo linear para o UFLP em
instancias com grande gap de dualidade
(Kochetov & Ivanenko, 2003).

Relaxagdo de

programacéo linear

Problema Solugédo Solugéo Gap
Gtima PL PL

332GapA 36154 26960,03 25,43
432GapA 36155 27221,10 24,71
532GapA 36150 26143,68 27,68
331GapB 45123 34176,16 24,26
431GapB 45132 34968,27 22,52
531GapB 45135 36446,51 19,25
333GapC 42147 30181,47 28,39
433GapC 42145 30167,39 28,42
533GapC 30177 30170,21 22,99

Tabela 3 Resultados da aplicacdo da LagClus para o
UFLP em instancias com grande gap de

dualidade.
Relaxagdo lagrangeana
com divisdo em clusters
Problema | Solugdo | LagClus Gap Tempo

Gtima LagClus ()

332GapA_2 | 36154 | 27491,01 23,96 1913

332GapA_4 | 36154 | 26757,59 25,99 107

432GapA_2 | 36155 27872,38 22,91 2340

432GapA_4 | 36155 | 27063,67 25,15 127
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532GapA_2 | 36150
532GapA 4 | 36150
331GapB_2 | 45123
331GapB_4 | 45123
431GapB_2 | 45132
431GapB_4 | 45132
531GapB_2 | 45135
531GapB_4 | 45135
333GapC 2 | 42147
333GapC 4 | 42147
433GapC 2 | 42145
433GapC 4 | 42145
533GapC 2 | 39177
533GapC 4 | 39177

26650,84 26,28 2244
25998,67 28,08 155
34874,42 22,71 2112
34287,11 24,01 135
35346,06 21,68 2010
3494541 22,57 127
36891,25 18,26 1348
36558,47 19,00 57

31273,25 25,80 4853
30078,39 28,63 328
31178,82 26,02 3277
30213,58 28,31 397
31152,88 20,48 4232
30144,18 23,06 351

Tabela 4 Resultados da aplicacdo da relaxacéo
lagrangeana para o UFLP em instancias
com grande gap de dualidade

Relaxacdo lagrangeana
Solugédo Lag Gap Tempo
6tima Lag ()
332GapA 36154 26810.08 25,84 82
432GapA 36155 27120.22 24,99 89
532GapA 36150 26043.84 27,96 98
331GapB 45123 34141.59 24,34 79
431GapB 45132 34892.40 22,69 88
531GapB 45135 36432.08 19,28 133
333GapC 42147 30184.73 28,39 75
433GapC 42145 30172.98 28,42 79
533GapC 39177 30152.13 23,04 95

Problema

5. Conclusdes

Os resultados sugerem que a relaxagdo
lagrangeana baseada em clusters deve ser mais bem
investigada, pois apresenta indicios de ser uma boa
dternativa para a solugdo de problemas de
localizacdo. Resende & Werneck (2005) apresentam
uma heuristica especifica para o UFLP, aplicando-a a
vé&rias instancias preparadas para benchmarks,
encontradas na literatura. Esse trabalho é uma boa
referéncia para que, utilizando-se a LagClus, novos
testes e comparacOes possam ser feitos para outras
instancias desse problema.
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