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Resumo

Este trabalho explora o método proposto por Schmelcher e Diakonos de determinagdo de orbitas fixas e pe-
riodicas instaveis em mapas. Uma adaptagdo foi aplicada ao método determinar pontos fixos e periodicos em
equagdes diferenciais. Resultados foram gerados com o sistema de equagdes diferenciais de Lorerz. Por fim um
analise da aplicabilidade e fimcionalidade método adaptado de Schmelcher e Dialonos no sistema de equagdes
diferenciais de Lorenz conclui este trabalho.
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Intreducio

Em sistemas dinamicos em regime de evolugdo cadtica, 0 movimento & organizado em torno de orbitas pe-
riodicas instaveis. Hstas orbitas, que estio densamente presentes no invariante cadtico, captaram o esqueleto to-
poldgico do movimento, no sentido de que toda orbita pode ser aproximadamente reconstituida através das orbitas
periodicas instaveis de curto periodo. Podemos caleular quantidades que caracterizam o movimento cadtico, tais
como dimensdes, expoentes de Lvapunov, entropia topologica, seguindo as orbitas periodicas instaveis do sistema
[1][4]. Em [4] uma expansdo em série em torno das orbitas periodicas instaveis de curto periodo foi introduzida
e aplicada para avaliagdo de grandezas representativas da evolugao cadtica. As expansdes de curvatura [4] do so-
matorio das orbita periodicas [6] [2] [9] sio uma ferramenta ignalmente poderosa para a avaliagdo das ressonancias
nos sistemas caoticos Hamiltonianos [5].

O presente trabalho tem por objetivo explorar o método proposto por Schmelcher e Dickonos quanto a sua efi-
ciéncia e aplicabilidade na determinagdo de orbitas fixas e periodicas da Segdo de Poincaré de sistemas dinimicos
definidos por um fluxe.

No estudo de sistemas, freqiientemente ha interesse em se levantar grandezas estatisticas de longo prazo, tais
como, médias, expoentes de Lyapunov, dimensdes e outros invariantes, como a medide natiral e densidade de
probabilidade. EBstas quantidades estatisticas sao fisicamente significativas somente quando a medida que esta
sendo considerada é gerada por uma trajetoria tipica no espago da fase. Esta medide é chamada medida natural
[3] se & invariante em relagao a evolugao da dinamica. ConseqUentemente, € de importancia fundamental compre-
ender e caracterizar a medida natural em termos de quantidades dinamicamente fundamentais. Nao ha nada mais
fundamental do que expressar a medida natural em termos das orbitas periodicas embutidas no conjunto caotico
invariante [ 7].

O trabalho esta dividido em mais quatro segdes: definigdo do método de Schmelcher e Dickonos para mapas;
adaptagao do método de Schmelcher e Diakonos para equagdes diferenciais; resultados com sistema de equagdes
diferenciais de Lorenze finalmente as conclusdes finais.

Métode apresentade por Schmelcher e Diakenos para mapas

A idéia basica deste método [8] consiste em partir do sistema dindmico discreto N-dimensional em regime
cadtico e através de transformagdes lineares apropriadas, obter um sistema dindmico transformado, tal que todos
pontos fixos deste novo sistema sejam os mesmos do sistema original e com as mesmas localizagdes no espago de
fase. Entretanto as transformagdes lineares, apropriadamente escolhidas, mudam a estabilidade dos pontos fixos
e orbitas periodicas, de tal forma que ao invés de instaveis, como no sistema original, passam a ser estaveis na
nova dinimica, sendo diferentes transformagdes lineares responsaveis pela estabilizagio de diferentes conjuntos
de pontos.

_, Vamos considerar um sistema dindmico discreto completamente cadtico N-dimensional dado por U : 41l =
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Dimensite || Motvizes O,
iD =10 =—

10 -1 0 1: 0 0 -1 01 -1 ] 01 0 -1
»  Jo-lole-]5 fe-]s dla-[d Sa-]iile-] do-[5 s]a-]F ]

Tabela 1: Matrizes C';, para uma e duas dimensoes.

Por I ser completamente cadtico, ele apresenta apenas pontos fixos instaveis. Note que orbitas periodicas de
periodo p correspondem a termos f#{7;) em lugar de (7).

O objetivo proposto é o de construir apartirde IV : #; +1 = f (#;). um sistema dindmico S, diferente contendo
os mesmos pontos fixos (PF) de U7, Utilizando a transformagao L, : 7 — 5},,, 0s PF que eram instaveis passam a
estaveis.

Devido a estabilidade dos pontos fixos no sistema dissipativo Sy, toda trajetoria de 5, depois de algumas
iteragoes dirige-se para um ponto fixo 7=, ou sai dos limites do invariante caotico do sistema original 7. Por
construgdo 7 também é um ponto fixo do sistema 7. Para cumprir a correspondéncia um a um entre os pontos
fixos de U e &}, a transformagdo L, deve em geral ser linear. Portanto:

Syt Fops = 7 AR(FR) — 7, 8y

onde Ay é€ uma matriz VxV constante inversivel. Reescrevemos A;, = AC, tal que ) seja um pardmetro real,
13 A » 0, e (), matrizes ortogonais cujos elementos sdo apenas {—1,0, 1}, O numero destas matrizes ¢ dado
por 2"nle sao listadas para n = le n = 2na Tah. (). A definicao na Eq. (1) satisfaz a correspondéncia um para
um entre os pontos fixos de U e 5,: Se 7; = 7 € um ponto fixo de U, o termo a direita da Eq. (1) desaparece
e portanto 7 também é ponto fixo de §,; por sua vez se 7r € ponto fixo de 5}, e A, ndo é singular, o termo a
direita daEq. (1) deve ser igual a 0 para 7; = 7w, entdo 7r € também ponto fixo de 7. Assim, as leis dindmicas U
e 5, possuem pontos fixos em posigdes idénticas no espago.

O método acima de detecgdo de pontos peridodicos instaveis para um sistema dindmico cadtico envolve o
parametro A que deve ser suficientemente pequenoc a fim transformar pontos fixos instaveis, do sistema caotico
original, para estaveis através da transformagdes L;. Quante maior for o periodo a ser encontrado menor devera
ser o parametro 4. Entretanto, o parametro ndo pode ser muito pequeno, pois a convergencia na iteragdo das leis
dindmicas transformadas sera muito lenta.

Ha uma maneira 51mples de evitar o ajuste do pardmetro ), tomando-se o limite 2. — 0 0 que nos leva a
limy o Lmi)\—“'_—%l = =400 (m) — 7). Esta equagio representa a formulagdo continua da transformagdo do
sistema dindmico discreto Eq. (1) e sua solugdo ndo dependem do parimetro 2, podendo ser facilmente resolvido
usando um integrador de equagdes diferenciais ordinarias (ex: Runge-Kutta [10]).

Na seqdo seguinte as adaptagdes para determinar as pontos fixos e periodicos em equagdes diferenciais sdo
demonstradas.

Adaptagao do métede apresentado por Schmelcher e Diakones para equagies diferenciais

Para a determinagdo de pontos fixos e periodicos em equagdes diferenciais utilizamos o método proposto por
Schmelcher e Diakonos. Fol necessario adaptar o método afim de determinar os pontos fixos e periodicos na Segdo
de Poincaré.

A principal adaptagio no algoritmo foi a definigdo de f (7;) Bq.(1)como sendo a préxima iteragdo quando o
fluxo cruza a Segdo de Poincaré no mesmo sentido.

Resultades com o sistema de equagdes diferencias de Lorenz

Para determinar os pontos fixos e periodicos na Se¢do de Poincaré devemos determinar localizagio do segido
visualizando o grafico do invariante cadtico obtido pelas equagdes diferenciais de Lorenz .

Os pontos fixos e periodicos do sistema de equagdes de Lorenz foram determinados utilizando a Segdo de
Poincaré em X — —15 como podemos observar na I'ig. (1).

Iniciam os a procura por pontos periodicos na Se¢do de Poincaré determinando uma grade de condigdes iniciais
definida pelos limites (—15, —30,0.0) e (—15, 30, 50). Integramos cada condigdo micial até que cruze a segdo
definida por XX = — 15 na mesma diregdo. Afim de mover as condigdes inicias para posigoes validas na segao, isto
&, posiges onde a segdo sera visitada.

Definimos os parametros do método de Schmelcher e Diakonos como segue: Numero de condigdes iniciais:
500; mimero maximo de iteragdes de método para cada condigdo inicial: 500; valor do parimetro ): 1x1073;
mimero de Matrizes: 8 e parimetro de parada de iteragio do método Schmelcher e Diakonos: 1x1073,

Com as configuragdes acima foram detectadas alguns pontos de periodo 1, isto &, cruza uma vez no mesmo
sentido a Segdo de Poincaré, como podemos observar nos graficos daFig. (2).
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Figura 2: Ponto de periodo 1 da Segdo de Poincaré X = —15 aplicado no sistema de equagoes diferenciais de
Lorenz. PF4 =~ (—15.0, —18.468, 32.150)- (Esquerda). PFz = (—15.0, —21.277, 28 727)«(Direita)

Conclusao

Podemos verificar que para este sistema de equagdes diferenciais de Lorenz, o método adaptado determinou
com precisao os pontos de periodo 1, como podemos observar no graficos da Fig.(2).

A escolha da posigao da Segdo de Poincaré exerce influencia no periodo da orbita detectada. Por exemplo na
FigQ-(Dweita)) se a Segdo de Poincaré estivesse na coordenada X = —F a resposta seria de periodo & e ndo de 1.

Orbitas de periodos um pouco maiores, periodo 2 ¢ 3 também foram testados para este sistema de equagdes
diferenciais (Lorenz), validando funcionalidade deste método,
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