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Abstract This paper describes an adaptation of BSP (Binary Space Partitioning) to repre-
sent the spherical surface partitioning defined by a spherical map. This structure
is used in a point location algorithm, also described here. All algorithms are
exact (roundoff free) based on exact computation paradigm.
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1. Introducéo

Sistemas de Informacgfes Geograficas (SIG) é uma importante area de apli-
cacdo da geometria computacional que aborda problemas envolvendo diversos
tipos de mapas (mapas rodoviarios, mapas hidrograficos, etc.) em que deseja
realizar a localizagdo de pontos, operacdo de sobreposi¢do, determinacdo do
menor caminho entre dois pontos, etc Force, 1996; Maguire et al., 1991.

Neste trabalho, o objetivo é abordar o problema de localizagdo em mapas,
em particular, nos restringindo a mapas esféricos - mapas cuja superficie da es-
fera é dividida em trés tipos de elementos: vértices (pontos), arestas (circulos
ou arcos de circulos) e faces (regides abertas) Andrade, 1999. Vale ressal-
tar que nestes mapas, os circulos podem ter raios de tamanho arbitréario (i.e.,
podem ser maximos ou nao). Veja figura 1.

A localizagdo de pontos em mapas é um problema classico da geometria
computacional com aplicagdo em diversas areas Sarnak and Tarjan, 1986;
Asano, 1986; lacono, 2001; Edelsbrunner et al., 1986. Este problema consiste,
basicamente, em determinar qual elemento de um determinado mapa contém
um dado ponto p. No caso particular dos mapas esféricos, este elemento pode



Figure 1. Exemplos de mapas esféricos.

ser um veértice, uma aresta ou uma face. Existe uma solugdo proposta por An-
drade Andrade et al., 2002 que é baseada num processo “incremental” e possui
complexidade O(n), onde n representa 0 nimero de elementos do mapa. Uma
vez que no contexto SIG’s os mapas esféricos possuem entre 10° e 10° ele-
mentos e a operacdo de localizacdo de um objeto (ou de varios objetos) pode
ser realizada diversas vezes sobre 0 mesmo mapa entdo este algoritmo pode
produzir tempo de resposta consideravelmente longo comprometendo sua uti-
lizacéo.

Uma questdo importante a ser considerada em problemas geométricos tais
como o de localizagdo séo as dificuldades geradas pelos erros de arredonda-
mento Halperin and Shelton, 1997; Hoffmann, 1989; Yap and Dubé, 1995;
Yap, 1993. A principio, esta questdo poderia ser vista como um excesso de
capricho nas aplicagdes SIGt’s, pois o0s seus dados sdo, normalmente, aproxi-
mados e as solucdes aproximadas sdo satisfatorias em vérias situacdes prati-
cas. Mas, infelizmente os erros de arredondamento podem levar os programas
a situacOes criticas impedindo que seja produzido algum resultado; isto é, o
programa pode abortar.

Neste trabalho vamos apresentar um algoritmo exato, baseado no paradigma
da computacdo exata Yap, 1993; Yap and Dubé, 1995, para localizacdo de
pontos em mapas esféricos. O algoritmo utiliza uma adaptagdo de arvores BSP
(Binary Space Partitioning) com o intuito de tornar o processo de pesquisa
mais eficiente, sendo esta adaptacéo a principal contribuicdo deste trabalho.

2. Representacéo da geometria e da topologia

Do ponto de vista geométrico, um mapa esférico é uma divisao da esfera
S? em trés elementos: vértices (pontos), arestas (circulos ou arcos de circulos)
e faces (regides abertas). A representacdo da geometria e da topologia de um
mapa esférico se baseia no modelo proposto por Andrade e Stolfi Andrade
and Stolfi, 2001; Andrade, 1999. A seguir é apresentado um breve resumo



deste modelo que utiliza inimeros conceitos de coordenadas homogéneas e
geometria projetiva orientada Stolfi, 1991.

Pontos e circulos sobre S2

Um ponto p € S? é representado utilizando coordenadas homogéneas
[w, z,v, z]. Note que, para todo ponto, 22 + 3% + 2% = w?.

Por definicdo, uma aresta de um mapa esférico pode ser um circulo com-
pleto ou um arco de circulo e, por sua vez, um circulo orientado na esfera
corresponde & intersecdo entre um plano orientado e §*. Esta correspondén-
cia é biunivoca, isto é, para todo circulo existe um Gnico plano que o define e
vice-versa. Desta forma, um circulo pode ser representado pelos coeficientes
homogéneos do plano que o define.

Dado um plano a = («g, a1, a9,as), 0 circulo ¢ gerado pelo plano de
suporte « é denotado por ¢ = scrc(«) e representado por ((ap, a1, ag, a3)).

Dois pontos distintos p e g sobre um circulo ¢ dividem este circulo em duas
partes conexas. Por definicdo, denominamos de arco esférico o conjunto de
pontos que vao de p até o ponto ¢, ao longo de ¢, de acordo com o sentido de

c. Veja figura 2. Este arco é representado por A = (p, <, q).
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Figure2. Oarco (p,<,q).

Como nosso objetivo é desenvolver um algoritmo exato para localizacdo
de pontos num mapa esférico entdo vamos nos restringir a mapas cujos ver-
tices (pontos) e arestas (arcos) possuem coordenadas (coeficientes) homogé-
neas racionais e que portanto, podem ser representados exatamente utilizando
nameros inteiros. Na pratica, esta restricdo ndo é significativa pois, como de-
monstrado em Andrade, 1999, qualquer ponto p € S? pode ser aproximado por
um ponto g com coordenadas homogéneas inteiras, tal que a distancia entre p
e ¢ seja tdo pequena quanto se queira. O mesmo ocorre com as arestas (arcos)
sobre S2.

No processamento de mapas, em diversas situaces € necessario representar
0s pontos de intersecdo entre as arestas. Visto que a intersecdo entre duas
arestas (i.e., dois circulos) racionais sdo pontos cujas coordenadas podem nao



ser racionais entdo estes pontos ndo podem ser representados exatamente pelas
suas coordenadas.

Para representar estes pontos adotamos a seguinte estratégia: dados os cir-
culos a e b que se interceptam, sejam « e 3 0s planos de suporte destes circulos
e seja [ areta de intersecéo entre estes planos. Note que 0s pontos de intersecédo
entre a e b correspondem aos pontos de intersecio entre a reta [ e a esfera &,
Veja Figura 3. Entéo, estes pontos de intersecdo podem ser representados pela
reta de intersecdo entre os planos de suporte dos circulos. Visto que estes cir-
culos (i.e., os seus planos de suporte) tém coeficientes racionais entdo a reta [
pode ser representada exatamente utilizando coeficientes de Pliicker Andrade,
1999; Stolfi, 1991 que, neste caso, também s&o racionais (equivalemente, in-
teiros).
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Figure 3.  Intersecdo candnica entre dois circulos.

Dada a reta [, distinguimos trés pontos sobre esta reta: ext(l) e ent(l) sdo,
respectivamente, os pontos onde a reta sai e entra em & e o ponto médio entre
estes dois pontos é chamado de mid(l).

Como a intersecdo entre dois circulos pode ser composta por dois pontos,
entdo para eliminar esta ambigiidade definimos a intersecéo candnica entre 0s
circulos a e b como sendo o ponto ext(l).

Concluindo, os pontos de intersecdo entre as arestas (racionais) de um mapa
esférico podem ser representadas exatamente pelo seguinte conjunto de pontos:
{ext(l) | I € uma reta racional }.

Representacdo da topologia dos mapas esféricos

A topologia dos mapas esféricos é representada utilizando a estrutura SMC
(Spherical Maps by Corners) Andrade, 1999 que pode ser interpretada como
uma extensao da estrutura half-edge Mantyla, 1998; Weiler, 1986 incluindo a
possibilidade de representar vértices isolados, arestas ovais (arestas sem vérti-
ces extremos) e faces com multiplas bordas.



3. BSP e mapas esféricos

Uma estrutura muito utilizada em geometria computacional e computacéo
gréfica para estabelecer a organizacdo de informacdes espaciais é a arvore
BSP (Binary Space Partitioning) Thibault and Naylor, 1987; Fuchs et al.,
1980; Schumacker et al., 1969 que define uma parti¢do binaria do espago. In-
formalmente, esta particio do espaco R? pode ser descrita da seguinte forma:
dada uma lista L de objetos em R3, seja um plano o que intercepta o interior
desta regido. Particione os objetos da lista I em relacdo ao plano « produ-
zindo trés listas L., L_ e Ly que contém os objetos (ou parte deles) que estéo
respectivamente do lado positivo, do lado negativo ou sobre o plano «. Cada
uma destas listas é novamente particionada até que um determinado critério de
parada seja alcancado. Esta operacdo determina uma ordem dos novos sub-
espacos em relacdo ao plano divisor.

Formalmente, seja I uma lista de objetos no espaco R*. Uma BSP de di-
mensdo n, denotada por BSP,,, € uma &rvore onde a cada n6 ¢ é associado um
hiperplano divisor a(t), de dimensdo R"~!, e trés sub-arvores B, (t), B_(t)
e By(t) que estdo associadas, respectivamente, as listas L., L_ e Ly. Assim,
dado um no ¢ da arvore, seja «(t) o hiperplano separador associado ao no ¢, e
seja P(t) o dominio espacial associado a t. Uma BSP,, é definida da seguinte
forma:

(i) paraonoraizt, P(t) = R";
(i) P(B1(t))
(iii) P(B-(t))
(iv) P(Bo(t))

onde a (t), a—(t) e ap(t) sdo, respectivamente, os sub-espacos do lado posi-
tivo, do lado negativo e sobre o hiperplano «(t).

Observe que a arvore By(t), na verdade é uma BSP,,_;.

Esta estratégia de particdo do espaco pode ser adaptada para se estabelecer
uma particdo da superficie da esfera S?, sendo que neste caso, as folhas da ar-
vore representam regides dadas por P(t) N S? onde ¢ é um n6 folha da BSPs.
Esta combinacdo da BSP,, com uma esfera de dimensdo S"~! serd denotada
por SBSP,. Vale notar que certas folhas da SB.SFE, podem representar “re
gibes vazias” e outras folhas podem representar um conjunto de regides desco-
nexas sobre S"~!. Uma SBSP, é dita conexa quando cada né folha da arvore
esta associado a uma Unica regido conexa da superficie da esfera S*—1.

Visto que um mapa esférico é uma particdo de S* entdo podemos utilizar
uma SBSP; para representar a particdo definida pelo mapa esférico. Veja
figura 4.

P(t) N oy (8);

P(t) Na_(t);

P(t) N ap(t);



Figure 4.  Particlo da esfera e a &rvore correspondente.

O objetivo desta associacdo é tornar mais eficiente o processo de localizagdo
de pontos num mapa, pois, uma vez obtida essa associagdo, 0 processo de
localizacdo de um ponto consiste basicamente em percorrer a arvore como
descrito na secéo 5.

Para facilitar a obtengdo das relagdes topoldgicas do mapa, a SBSE sera
utilizada em conjunto com a estrutura SMC que representa a topologia do mapa
esférico. Desta forma, em cada folha ¢ da SB.SF;, onde P(t)NS? # ¢, havera
a indicacdo de qual elemento do mapa esta associado aquela folha.

Vale ressaltar que esta representacdo pode levar a situacGes onde uma folha
t da arvore esteja associada a mais de um elemento do mapa. Assim sendo,
diremos que uma SBSP; é categorica quando, para toda folha ¢, a regido
representada por esta folha estd associada a um Unico elemento do mapa ou
guando a regido é vazia.

Para o processo de localizagdo, o ideal é utilizar uma SBS B categorica.

4, Construcao deuma SBSP;

Dado um mapa esférico M, seja L a lista de vértices, arestas e faces de
M. A SBSP; associada a M é construida pelo algoritmo buildSBSPTree3
utilizando, como planos separadores, os planos de suporte dos arcos (arestas)
e planos passando pelas retas que definem os vértices.

Na verdade, o algoritmo constréi uma SBSP; associada a um mapa es-
férico M’ correspondente ao refinamento do mapa M. O refinamento M’ é
obtido inserindo a aresta oval associada ao plano separador utilizado em cada
particdo da lista L e todo elemento de M’ referencia o respectivo elemento de
M que o contém (que o originou). Este refinamento € utilizado para auxiliar a
classificagdo dos elementos da lista L em relacdo ao plano separador.

Dada a lista L com os Vértices, arestas e faces de M, seja e um elemento
de L que ndo é uma face do mapa. Se e for uma aresta, seja o 0 plano de



suporte do circulo associado a e; caso contrério, e € um vértice isolado e, neste
caso, « é um plano passando pela reta que define e. Insira em M a oval
definida pelo plano « - inicialmente, M/’ é um mapa trivial (com apenas uma
face). O proximo passo é classificar os Vértices e as arestas de L em relagdo
ao plano « inserindo esses elementos (ou parte deles) nas respectivas listas
L., L_ e Ly. Vale notar que as arestas que séo interceptadas pelo plano «
sdo particionadas e divididas em trés partes que sao distribuidas pelas listas
L., L_ e Ly. Num segundo passo, as faces de L séo classificadas em relagdo
ao plano a. A insercdo da oval referente ao plano o no mapa M’ é realizada
utilizando uma variacdo do algoritmo de insercdo de uma aresta num mapa
descrito em Andrade Andrade, 1999.

Este processo € repetido recursivamente nas listas L., L_ e, por ultimo, Lg
enguanto cada lista possuir mais de um elemento (vértices ou arestas). Quando
houver apenas faces na lista entdo é criado um n6 folha ¢ na arvore e é asso-
ciado a este no a lista de faces do mapa M’ que possuem intersecdo com a
regido P(t)N S2. Assim, ao final do processamento, todos os elementos de A/’
estardo associados a pelo menos uma folha da arvore.

E importante ressaltar que a versdo do algoritmo descrita acima ndo gera
uma S BS P5 categdrica, mas no entanto, na se¢do 6 é descrita uma estratégia
para estender o algoritmo de modo que seja obtida uma S BS I categoérica.

Para classificar os elementos (vértices e arestas) de L em relagdo ao plano
separador é utilizado o algoritmo ClassifyElement que recebe como parametros
0 elemento e o plano e retorna a posicdo do elemento em relacéo a este plano.

A classificacdo de um vértice (ponto) consiste em determinar, de maneira
exata, a posicdo do ponto em relacdo ao plano. Esta operagdo é realizada pela
fungdo SideO f, descrita em Andrade Andrade, 1999.

A classificacdo de uma aresta é dividida em duas partes dependendo da
aresta ser uma oval ou um arco. No caso de uma oval s, seja a o circulo
de suporte da oval e seja b o circulo gerado pelo plano «. Neste caso, se 0s
circulos a e b ndo se interceptam entdo basta gerar um ponto sobre o circulo a
e classificar este ponto em relacdo a « utilizando a funcéo SideOf. Caso con-
trario, se houver intersecdo, entdo é retornada uma indicagéo de que a aresta é
interceptada pelo plano de particdo e precisa ser particionada.

Por outro lado, se a aresta é 0 arco A = (p,?, q) entdo seja b o circulo
gerado pelo plano «. Primeiramente, é verificado se os circulos b e ¢ se in-
terceptam e se esta intersecdo pertence ao arco A. Caso isto ndo se verifique,
novamente basta retornar a posi¢cdo de um dos extremos de A em relacéo «.
No entanto, se existe interse¢do e ela pertence a A entdo o algoritmo também
retorna a indicacdo de que a aresta € interceptada pelo plano.

A particdo de uma aresta em relacdo ao plano separador determinada no
processo descrito acima € realizada pelo algoritmo SplitArc. Este algoritmo

recebe como pardmetros a aresta A = (p, c, p1), 0 plano particionador « e



as listas Ly, L_ e Ly; dai, é calculado o ponto ¢ correspondente & intersecéo
entre c e o circulo scre(a) e 0s arcos (py, c, q) e (q, c, p1) S0 inseridos nas
respectivas listas L, e L_ e 0 ponto ¢ é inserido em L. E importante ressal-
tar que neste processo é estabelecida (e armazenada) uma associa¢do entre 0s
elementos criados e o elemento original do mapa M para que o processo de
localizacdo possa indicar o (efetivo) elemento que contém o ponto.

Para classificar as faces de L em relacdo ao plano «, inicialmente sdo obtidas
aquelas faces que possuem em sua fronteira pelo menos uma aresta situada
sobre « e que estdo no lado positivo deste plano. Estas faces devm ser inseridas
na lista L, . Para obter essas faces, seja c o circulo gerado pelo plano separador
«a; entdo, percorra os elementos (vértices e arestas) de M que estdo sobre o
circulo c e, para cada um destes elementos, tome a face do mapa adjacente ao
respectivo elemento e a insira na lista L. Para obter as faces situadas no lado
negativo de «, repita esse procedimento percorrendo os elementos no sentido
inverso de c inserindo as faces obtidas na lista L_. Finalmente, verifique se
existe alguma face em L que ainda ndo foi classificada. Se houver, isto significa
que a face ndo é interceptada por « e, portanto, para classifica-la basta gerar
um ponto sobre sua fronteira e classifica-lo em relacéo a a.

A definicdo da SBSP; estabelece que cada nodo interno gera trés sub-
arvores B (t), B_(t) e Bo(t), sendo que By(t) € uma SBSP,, ou seja, é
a representacdo da particdo binaria do plano de suporte de um circulo. Na ver-
dade, o objetivo da SBS P, é classificar os elementos do mapa que estéo sobre
um plano de parti¢do. A construcdo da SBS R segue uma estratégia seme-
Ihante & construcéo da S B.S P, porém, neste caso é estabelecida uma parti¢éo
do plano (do circulo de suporte) utilizando segmentos de retas, sendo que estas
retas correspondem as retas de suporte utilizadas para representar os pontos do

5. Algoritmo delocalizacéo

Uma vez construida a SB.S P, 0 processo de localizagdo de um ponto p no
mapa pode ser realizado de maneira relativamente simples, comparando a posi-
¢do de p em relacdo ao plano separador em cada né ¢ da &rvore e prosseguindo
apesquisaem By (t), B_(t) ou By(t). Este processo é repetido até que um no
folha ¢ seja alcancado. Dai, podemos concluir que o ponto esté localizado na
regido P(t) N'S? e portanto, basta determinar qual elemento do mapa esférico
esta associado aquela regiéo.

Caso a SBS P; seja categorica entdo ao se alcancar uma folha ¢ o processo
de localizacdo se encerra e basta retornar o elemento do mapa associado ao
no t. No entanto, considerando a versdo atual do algoritmo que gera uma
arvore que ndo necessariamente é categorica, ha uma importante questéo a ser
contornada: a folha pode estar associada a mais de uma face. Neste caso, 0
algoritmo de localizacdo tem que determinar qual destas faces contém o ponto.



Para resolver esta questdo, elaboramos um algoritmo InsideFace que dado
um ponto p e uma face f do mapa M’ retorna true ou false indicando respec-
tivamente se o ponto esta dentro ou fora da face. Este algoritmo utiliza uma
combinacédo dos algoritmos ClosestFaceExit e WhereTo, definidos em Andrade
et al., 2002; Andrade, 1999, e consiste em: dado o ponto p e uma face f, seja
¢ um ponto na borda desta face e seja ¢ um arco ligando p a ¢; utilize uma
variacdo do algoritmo ClosestFaceExit para determinar o ponto de intersecao
entre 0 arco c e as bordas de f que é o mais préximo de p no sentido definido
pelo caminho que vai de p para ¢q. Agora, utilize o algoritmo WhereTo neste
ponto de interse¢do considerando o caminho no sentido de ¢ para p para de-
terminar se, neste ponto, 0 caminho esta “entrandot’t’ ou “saindot’t’ da face f;
dai, podemos concluir que p esté respectivamente dentro ou fora da face f.

0. Trabalhosfuturos

Como citado anteriormente, a versdo atual do algoritmo gera uma SBSR
gue ndo é categdrica. O nosso proximo objetivo € definir um método para
tornar a arvore categérica. Na verdade, ja temos uma proposta para resolver
esta questdo e resta mostrar que esta estratégia é suficiente. A idéia basica
consiste em inserir planos auxiliares para separar as faces associadas a uma
mesma folha da arvore. Em outras palavras, suponha que uma folhada SBS R
esteja associada a uma lista de faces fi, - -, f,.. Dada uma face f nesta lista,
sejam vy, - - -, vy, 0S Vértices de uma borda da face f. Entdo, tome trés vértices
v;, Vj € v, € sejam Iy, I e [y, retas tais que v; = ext(l;), v; = ext(l;) e vy =
ext(l). Gere um plano passando pelos pontos mid(l;), mid(l;) e mid(ly)
- este pontos sdo todos racionais e portanto o plano também o é. A insercdo
deste plano na SBSP; pode isolar a face f ou entdo particionar esta face (e
outras) faces da lista.

O objetivo é mostrar que a repeticdo deste processo, em algum momento,
isola a face f das outras faces da lista. Portanto, repetindo-se este processo
para as outras faces que ainda ndo estdo isoladas permite a geracdo de uma
S BS P categorica.

Além disso, pretendemos também realizar um conjunto de testes para com-
parar a eficiéncia deste algoritmo em relacdo ao algoritmo incremental.
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