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Resumo

Este trabalho refere-se ao emprego de uma metodolo-
gia de recuperação de perfis verticais dos coeficientes de
absorção e de espalhamento utilizando exclusivamente da-
dos da radiância emergente da água, medida imediata-
mente acima da superfı́cie e em vários comprimentos de
onda. Esta abordagem se torna possı́vel com o uso de
modelos bio-ópticos que relacionam estes coeficientes com
a concentração de clorofila em profundidade e com o
comprimento de onda da radiação. Deste modo, a falta
de informação de radiância em profundidade, é compen-
sada e substituı́da pelo dado de natureza multiespectral
da radiância observada somente na superfı́cie. É uti-
lizada uma formulação implı́cita de resolução de prob-
lema inverso, caracterizando-se assim um problema de
otimização, o qual se buscou resolver através do uso
da meta-heurı́stica de população de formigas Ant Colony
System (ACS), com uma adaptação que pré-seleciona a
soluções candidatas que atendam a um critério de suavi-
dade. Foi necessário entretanto fazer uma média de ro-
dadas do ACS, para obter um resultado satisfatório.

Palavras-chave: transferência radiativa, ótica hidrológica,
problemas inversos, meta-heurı́sticas, ant colony optimiza-
tion

1. Problema Direto - A Equação de
Transferência Radiativa

A equação de transferência radiativa para a intensidade
de radiação I (radiância) é dada por

µ
∂

∂τ
I(τ, µ, ϕ, λ) + I(τ, µ, ϕ, λ) =

$(τ, λ)

4π

×
∫ 1

−1

∫ 2π

0

∫

λ

β(µ, ϕ;µ′, ϕ′)I(τ, µ′, ϕ′, λ)dλ′dϕ′dµ′

+ S(τ, λ),

(1)

sujeita às condições de contorno

I(0, µ, ϕ, λ) = f(µ, ϕ, λ)

= I0(λ)δ(µ− µ0)δ(ϕ− ϕ0)
(2a)

I(ζ,−µ, ϕ, λ) = g(µ, ϕ, λ) = 0, (2b)

sendo τ ∈ [0, ζ] a variável óptica, onde ζ é a denominada
profundidade ótica do meio. µ ∈ (0, 1] e ϕ ∈ [0, 2π] são
o cosseno do ângulo polar θ e o ângulo azimutal, respecti-
vamente. A função de fase de espalhamento, que fornece a
distribuição angular do feixe espalhado, é representada por
β(µ, ϕ;µ′, ϕ′), enquanto o termo fonte é dado por S(τ, λ).
Por fim, $(τ, λ) representa o albedo de espalhamento sim-
ples, que é dado pela razão entre os coeficientes de espal-
hamento b e atenuação c

$(τ, λ) =
b(τ, λ)

c(τ, λ)
=

b(τ, λ)

a(τ, λ) + b(τ, λ)
, (3)

onde a é o coeficiente de absorção.
Ao discretizar-se a variável do comprimento de onda λ

em intervalos (bandas) ∆λg , os valores das funções depen-
dentes de λ nas equações (1) e (2) são dados pela média
dos mesmos nestes intervalos [2]. Deste modo, para uma
função genérica F (λ), têm-se

Fg = F (λg) =
1

∆λg

∫

∆λg

F (λg)dλ, (4)

onde λg é o comprimento de onda médio no intervalo g.
Considerando que o espalhamento ocorre apenas dentro de
um mesmo intervalo, não se emprega esta notação para a
função de fase. Logo, para um comprimento de onda λg , a
equação (1) torna-se
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(5)



sujeita às condições de contorno

Ig(0, µ, ϕ) = I0,gδ(µ− µ0)δ(ϕ − ϕ0) (6a)

Ig(ζ,−µ, ϕ) = 0, (6b)

para µ ∈ (0, 1] e ϕ ∈ [0, 2π].
Por sua vez, a função de fase ainda pode ser expressa por

uma expansão polinomial finita de Legendre em termos do
ângulo de espalhamento ψ, representada por p(cos ψ):

β(µ, ϕ;µ′, ϕ′) ≈ p(cos ψ) =
L

∑

l=0

ωlPl(cos ψ),

com ωl = 1, para l = 0

|ωl| < 2l+ 1 para 0 < l ≤ L,

(7)

onde {ωl} são os coeficientes da expansão de L-ésima or-
dem da função de fase. Esta ordem também fornece o grau
de anisotropia do espalhamento. A radiância e o termo
fonte são também expandidos através de uma decomposiçao
de Fourier [3],

Ig(τ, µ, ϕ) =

L
∑

m=0

Im
g (τ, µ)cos(m ϕ) (8a)

Sg(τ, µ, ϕ) =

L
∑

m=0

Sm
g (τ, µ)cos(m ϕ) (8b)

Desta feita, a equação de transferência radiativa dada pela
equação (5), pode também ser representada por
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onde

Pm
l (µ) =

(

1 − µ2
)m/2 dm

dµm
Pl(µ) (10)

define um função de Legendre associada, com

ωm
l =

(l −m)!

(l +m)!
ωl, (11)

e termo fonte dado por

Sm
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sujeita as condições de contorno

Im
g (0, µ) = Im

g (ζ,−µ) = 0 (13)

para µ ∈ (0, 1].

1.1 Formulação para geometria multi-região

As equações apresentadas até aqui, descrevem a equação
de transferência radiativa em um meio homogêneo, onde
consideram-se que os coeficientes são constantes com
relação à profundidade. Na situação oposta, com a(z, λ) e
b(z, λ) variando conforme a profundidade, têm-se um caso
de meio não-homogêneo. Configura-se deste modo um sis-
tema com R regiões com valores de coeficientes diferentes
entre as regiões, mas constantes dentro de cada uma. A
variável espacial τ é discretizada então em R+1 valores, de
τ0 = 0 a τR = ζ, Então, para r = 1, 2, ..., R e µ ∈ (0, 1], o
problema em geometria multi-região pode ser expresso por
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com

$g(τ) = $r,g =
br,g
cr,g

=
br,g

ar,g + br,g
, (15)

sendo constante em toda a região r, para qualquer valor de
τ , onde cr,g, ar,g e br,g são os coeficientes de atenuação, de
absorção e de espalhamento, respectivamente, para o inter-
valo de comprimento de onda g. A equação (14) está sujeita
as condições de contorno

Im
1,g(τ0, µ) = Im

R,g(τR,−µ) = 0 (16)

e para as interfaces para r = 1, 2, ..., R− 1, considera-se a
condição de continuidade

Im
r,g(τr,±µ) = Im

r+1,g(τr ,±µ) (17)

para µ ∈ (0, 1]. A fim de se obter uma aproximação da inte-
gral da equação 14 utiliza-se uma quadratura de ordem N ,
com nós {µj} e pesos {ηj}. Portanto, discretizando o valor
de µ em µj , com j = 1, 2, ..., N , a equação de ordenadas
discretas que define a equação e transferência radiativa é
dada por
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d
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onde agora o termo fonte não-homogêneo é dado por
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e as condições de contorno por

Im
1,g(0, µj) = 0, j = 1, 2, ..., n (20a)

Im
R,g(ζ, µj) = 0, j = n+ 1, n+ 2, ..., N. (20b)

Estas são as chamadas equações de ordenadas discretas,
ou simplesmente equações SN , as quais são totalmente de-
sacopladas entre si, fazendo com que a resolução das mes-
mas seja completamente independente uma da outra.

2. Problema Inverso - Estimação de perfis
verticais de clorofila

Mobley [7] apresenta modelos bio-ópticos onde os
coeficientes de absorção e de espalhamento mostrados na
equação (15), podem ser aproximados pelas equações (21)
e (22), apresentadas respectivamente por Morel [9] e Gor-
don e Morel [5].

ar,g =
[

aw
g + 0.06 ac

g C
0.65(z)

]

×
[

1 + 0.2 e−0.014(λg−440)
] (21)

e

br,g =

(

550

λg

)

0.30 C0.62(z), (22)

onde aw
g é o coeficiente de absorção da água pura, enquanto

ac
g é um coeficiente de absorção adimensional especı́fico de

clorofila e C(z) é a concentração de clorofila, em mg m−1.
O exemplo em questão refere-se a um caso de águas do
Caso 1, que são águas onde a concentração de fitoplânctons
é alta comparada com a de partı́culas não-orgânicas [8], po-
dendo inclusive variar de águas muito claras (oligotróficas)
até a águas muito turvas (eutróficas) [7]. Os valores de aw

g

e ac
g são tabelados para diferentes comprimentos de onda,

podendo ser encontrado em [11]. Deste modo, o problema
original de estimação dos coeficientes de absorção e de es-
palhamento, converte-se na estimação do perfil vertical de
concentração de clorofila, o qual é discretizado em Nz pro-
fundidades:

C(zk) = Cz = [ C(z1) C(z2) C(z3) · · · C(zNz
) ]

t

= [ C1 C2 C3 · · · CNz
]t

(23)

Uma outra abordagem consiste na adoção de um modelo ex-
presso por um valor de funto (background) mais uma Gaus-
siana:

C(z) = C0 +
h

s
√

2 π
e−

1

2 (
z−zmax

s )
2

(24)

onde z é a profundidade dada em metros. Partindo-se
então desta hipótese de modelagem, o problema resume-
se a estimar somente quatro parâmetros (C0, h, s, zmax),
reduzindo-se a complexidade do problema inverso.

3. Meta-heurı́stica de população de formigas -
Ant Colony System

O método que emprega uma meta-heurı́stica baseada no
comportamento coletivo de formigas na escolha do mel-
hor caminho até a fonte de alimento é denominado de “Ant
Colony System-ACS [4]. Cada formiga deposita durante
a sua trajetória uma quantidade de feromôneo, a qual será
posteriormente uma referência para as demais formigas.
Para exemplificar, a Figura 1 mostra formigas se deslocando
do ponto A para o ponto E (a). Um obstáculo é intro-
duzido bloqueando o caminho bem no meio (b). Agora dois
novos caminhos podem ser escolhidos, para a esquerda do
obstáculo (ponto H) ou para a direita (ponto C). Como num
primeiro instante, o número de formigas que escolhem os
dois caminhos é mesmo, a quantidade de feromôneo será
igual no caminhos. No entanto, como a caminho dado pelos
pontos BCD é mais mais curto que o formado pelos pontos
BHD, a concentração de feromôneo será maior. Portanto,
nos instantes seguintes, as formigas tenderão a seguir por
este caminho mais curto.

No método de otimização ACS, várias gerações de
formigas são produzidas. Para cada geração, uma quan-
tidade fixa de formigas (na) é avaliada. Cada formiga
é associda com um possı́vel caminho, o qual representa
ma solução candidata, sendo composta por um conjunto
particular de vértices de um grafo que contém todas as
possı́veis soluções. A melhor formiga de cada geração é
então escolhida, e o seu caminho percorrido é marcado com
feromôneo. Isto ira influenciar na criação de novas formi-
gas em gerações posteriores. Ao final de todas as gerações,
assume-se que a melhor solução é alcançada. A solução é

Figura 1. Formigas contornando obstáculo na
trilha (Dorigo et al [4]).

formada pela conexão de ns nós. Entre cada par de nós np
valores discretos podem ser escolhidos. Esta abordagem é
usada para se mapear um domı́nio contı́nuo. Portanto, ex-



istem ns × np possı́veis caminhos [i, j] disponı́veis, com
i = 1, 2, ..., ns e j = 1, 2, ..., np. Denotando por ρ a taxa
de decaimento de feromôneo e σ0 a quantidade inicial de
feromôneo, a cada geração t tem-se:

σij(t) = (1 − ρ)σij(t) + σ0. (25)

Aqui, σ0 é calculado conforme é sugerido em [1], us-
ando uma avaliação Q da função objetivo, obtida com uma
heurı́stica gulosa:

σ0 = 1/(ns ∗Q), (26)

A probabilidade de um dado caminho [i, j] ser escolhido é

Pij(t) =
[σij(t)]

α
[νij ]

β

∑

l{[σil(t)]
α

[νil]
β}

(27)

onde l ∈ [1, np] e νij é a visibilidade/custo de cada cam-
inho, um conceito emprestado do problema do caixeiro vi-
ajante (Travelling Salesman Problem-TSP), onde o custo é
inversamente proporcional a distância de um caminho par-
ticular. Os parâmetros α e β são valores que estabelecem
uma ponderação entre a influência do feromôneo e da vis-
ibilidade na probabilidade de cada caminho. Na Eq. 27
é assumido que todos os caminhos tem a mesma visibili-
dade/custo.

Para escolher o caminho entre cada par de nós i e i+ 1,
com i = 1, 2, ..., ns − 1, se utiliza um parâmetro deno-
tado por q0. Um número aleatório a0 é gerado no intervalo
[0, 1] é comparado com q0. Se este número aleatório for
menor, escolhe-se o caminho jmax, com j = 1, 2, ..., np,
cuja probabilidade dada por Pij for a maior até a presente
geração/iteração. Caso contrário, Será escolhido o caminho
jchoose cuja a soma acumulada das probabilidades ultra-
passe o valor do número a0 gerado aleatoriamente, ou seja,
(

∑jchoose

j=1 Pij

)

> a0.

4. Formulação da inversão multiespectral

Neste trabalho o problema inverso é formulado de
acordo com uma abordagem implı́cita, caracterizando-se
como um problema de otimização [6]. O conjunto de
parâmetros a serem estimados é representado por p, que
aqui vem a ser os R valores discretos de concentração de
clorofila C em função da variável ótica τ . Deste modo,
pr = C(τr) para r = 0, 1, ..., R − 1. Os dados ex-
perimentais são valores discretos de radiância multiespec-
tral logo acima da superfı́cie Iexp(0,−µi, λj) para i =
1, 2, ..., Nµ/2 e j = 1, 2, ..., Nλ. Portanto, os R valores
discretos de concentração de clorofila são estimados a par-
tir de Nµ/2 ×Nλ valores de radiância. A função objetivo
J(p) é dada pelo quadrado da diferença entre as radiâncias

experimental e do modelo, mais um termo de regularização.

J(p) =

Nµ/2
∑

i=1

Nλ
∑

k=1

[

Iexp(0,−µi, λk) − Ip(0,−µi, λk)
]2

+

γ Ω(p)

(28)

Ω(p) é a função de regularização, que é ponderada pelo
parâmetro de regularização γ. Por exemplo, a regularização
de Tikhonov de 2a ordem [14] é definida por

Ω(p) =
R−1
∑

i=2

(pi+1 − 2pi + pi−1)
2 (29)

Como problemas inversos são via de regra mal-postos,
quando houver ruı́do nos dados, o termo de regularizaçcão
será necessário. Neste tipo de problema, uma pequena
mudançca no perfil de concentraçcão irá causar grandes
alteraçcões na radiância observada, e vice-versa.

Existem alguns critérios para a escolha de um valor de
γ, tais como o princı́pio de discrepância de Morozov, o da
curva-L, etc. No entanto, um valor ótimo é muito dificı́l en-
contrar, o que pode demandar muitas execuçcões do método
de resoluçcão do problema direto. Um γ muito pequeno
pode resultar em um perfil com muitas oscilaçcões, en-
quanto que para valores altos o perfil tenderá a ser suave
demais.

É utilizado neste trabalho, uma versão do método ACS
que incorpora um esquema de regularização implı́cita [10],
que prescinde da regularização convencional (γ = 0). Uma
vez que de antemão se sabe que o perfil da solução deve ser
suave, tal informação é utilizada já na geração das soluções
candidatas, por meio de uma seleção prévia das formigas
mais suaves, antes mesmo da avaliação pela função obje-
tivo. O critério de suavidade escolhido para selecionar os
caminhos de acordo com sua suavidade, foi o de Tikhonov
de 2a ordem, que é normalmente usado como função de
regularização.

5. Resultados

Como em todo método de otimização estocástico, a
variação dos parâmetros do ACS influencia bastante nos
resultados obtidos. Logo, para produzir os resultados ap-
resentados, foi necessário um ajuste dos parâmetros, tais
como a taxa de decaimento do feromôneo ρ, o número de
possı́veis caminhos entre cada nó np, e o número de formi-
gas na em cada geração. Outro parâmetro adicional que
teve de ser levado em conta, refere-se ao critério de pré-
seleção das formigas. O método ACS foi executado usando
na =450 e pre-selecionado 1

30 destas formigas (nap =15)
de acordo com sua suavidade. Observou-se ainda que na



maior parte das vezes usando q0 = 0 resultou numa mel-
hor solução. Os valores utilizados dos parâmetros são então
mostrados na Tabela 1. O método ACS foi empregado

Tabela 1. Parâmetros do ACS
ns np na nap ρ q0

10 3000 450 15 0.30 0.0

para solucionar o problema inverso de recuperação de per-
fil vertical de concentração de clorofila em águas oceânicas,
numa geometria multi-região (R = 10), a partir de dados
sintéticos de radiância multiespectral sem simetria azimu-
tal, e na ausência de ruı́do de qualquer natureza.

Os dados são relacionados à radiância emergente da
superfı́cie d’água, sem simetria azimutal, com grau de
anisotropia L = 174, e incluem Nµ/2 = 10 direções po-
lares para cada um dos Nλ = 10 comprimentos de onda.
Dados sintéticos foram usados para simular valores experi-
mentais referentes ao perfil de concentração de clorofila do
mar Céltico, conforme mencionado na seção 2. Este é um
perfil unimodal, obtido atavés da Eq. 24, com parâmetros
(C0, h, s, zmax) = (0.2, 144, 9, 17).

Nenhuma regularização tradicional da função objetivo
foi utilizada (γ = 0), somente aquela baseada na pré-
seleção das formigas, baseada na suavidade da solução
associada a cada formiga, de acordo com o critério de
Tikhonov de 2a ordem.

Para solucionar o problema direto de transferência ra-
diativa foi empregado o método LTSN [12], que consiste
da aplicação de transformada de Laplace sobre as equações
SN , dadas em (18). Como resultado, obtem-se um sistema
de equações algébricas simbólicas.

Foram utilizadas dez diferentes sementes no método
ACS, na geração dos números pseudo-aleatórios. Na Figura
2 verifica-se a real dependência da escolha da semente na
obtenção de uma estimativa, onde não há garantia de que o
método converge para uma solução confiável para qualquer
que seja o valor da semente. No entanto, foi observado que
a média dos perfis representa uma solução bem mais satis-
fatória quando comparada com qualquer solução individual
para cada semente.

Neste trabalho considera-se um perfil vertical unimodal
de concentração de clorofila, contendo um pico localizado
próximo à metade da profundidade total do perfil. Uma
estratégia utilizada então para tentar melhorar o resultado
obtido, foi a de se calcular a média dos cinco perfis com
maior valor de concentração de clorofila na profundidade
de pico. Este novo perfil médio é mostrado na Figura 3,
onde se percebe, de fato, uma melhora na solução.

-40

-35

-30

-25

-20

-15

-10

-5

 0

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

P
ro

fu
nd

id
ad

e 
(m

et
ro

s)

C (mg/m3)

Concentracao de Clorofila

Perfil Exato
Perfil Medio

Perfis Recuperados

Figura 2. Perfis de concentração de clorofila
exato, e aqueles estimados por dez diferentes
sementes e respectivo perfil médio.
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Figura 3. Perfis de concentração de clorofila
exato, e aqueles estimados pelas cinco se-
mentes onde ocorreram os maiores valores
de pico, e o respectivo perfil médio.
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Figura 4. Comparação entre os perfis obtidos
fazendo-se a média de todos e dos cinco com
maior pico.

6. Considerações Finais

Resultados prévios com estimação multi-espectral para
a concentração de clorofila foram obtidos com simetria
azimutal [13]. No presente estudo, tal hipótese simplifi-
cadora não é adotada. Uma estratégia adotada em [13] que
permite uma melhoria nos resultados da inversão, onde a
estimação é feita em dois estágios, o primeiro estimando
a concentração de clorofila em todo o corpo d’água e após,
congela-se o resultado para a primeira metada da camada de
oceano e se repete o procedimento de inversão para a sub-
camada mais profunda, não foi adotada aqui. Este proced-
imento será investigado em trabalhos futuros. Outra ativi-
dade de investigação futura, é aplicação de ruı́dos nos dados
de trabalho.
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