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RESUMO

Uma possivel abordagem para modelagem de problemas bidimensionais envolvendo
conveccao e difusdo em esquemas centrados na célula para malhas néo-estruturadas
consiste no uso do circuncentro. Neste caso, utiliza-se 0 método de volumes finitos com
um arranjo de variaveis co-localizado (no circulo escrito que passa pelos vértices de
uma célula triangular). Os testes computacionais foram realizados em problemas
classicos de escoamento incompressivel em duas dimensdes como 0 escoamento em
desenvolvimento entre placas planas (Poiseuille Flow), escoamento em uma cavidade
(Lid-Driven Cavity) e o escoamento em um degrau com expansdo subita (Backward-
facing step). Também foram obtidos resultados para convec¢do natural utilizando a
aproximacdo de Boussinesq. O método mostrou-se simples e flexivel, sendo que seus
resultados apresentam boa concordancia com estimativas analiticas, experimentais e
numéricas disponiveis, dependendo do teste envolvido.



BIDIMENTIONAL MODELING FOR INCOMPRESSIBLE VISCOUS FLOW
WITH UNSTRUCTURED GRID CIRCUMCENTER BASED APPROACH

ABSTRACT

A possible approach for modeling two-dimensional convection-diffusion problems in a
Cell-Centered scheme with unstructured triangular grid is the use of the Circumcenter,
that is the center of the circumference that pass through the vertices of the triangular
volume. This point is used to calculate all variables involved in the numerical
simulation, and a Finite Volume Method was use to discretize the equations of an
Incompressible Viscous Flow. This work analyzes classical problems of bidimentional
flow like the inlet region of a Poiseuille flow, lid-driven cavity, backward-facing step
and free convection with Boussinesq approximation. The application of the method has
showed to be a simple and flexible scheme, and the results fits the analytical,
experimental or numeric data presents in the literature.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Nos ultimos 40 anos, a modelagem e simulacdo dos fenémenos associados a dindmica
dos fluidos ganharam um grande impulso com o avan¢o dos computadores digitais. A
modelagem numérica, conhecida dentro dos meios de utilizagdo tais como industria e
laboratérios como Dinamica de Fluidos Computacional® (DFC), tem sido largamente
empregada, tendo em vista a facilidade de aplicacdo e o baixo custo com relacdo aos

experimentos.

A modelagem numérica de escoamentos Vviscosos incompressiveis tem sido bastante
estudada, sobretudo perante o desenvolvimento de algoritmos de acoplagem pressao -
velocidade. Com isso, uma grande quantidade de estratégias para se obter a solucéo
numeérica das equagdes que modelam os fendmenos associados a dindmica dos fluidos

tem sido desenvolvidas.

Neste trabalho faz-se uso de malhas ndo-estruturadas com elementos triangulares para a
discretizagdo do dominio de célculo. Foi usado o arranjo co-localizado centrado na
célula com varidveis primitivas, permitindo o célculo das varidveis envolvidas no
mesmo local. Para a modelagem dos fendmenos associados a dindmica dos fluidos faz-
se uso das equacdes de Navier-Stokes, cujos termos viscosos tém sido discretizados
com a abordagem baseada no circuncentro (Travelho et al, 1999) do elemento triangular
o qual representa a célula de controle. J& os termos convectivos sdo discretizados por

um esquema espacial do tipo up-wind.

A evolucdo do campo de pressdo é obtida tomando-se o divergente da equagdo de
quantidade de movimento, aplicando-se condi¢fes de contorno do tipo Neumann. O

algoritmo de solucdo é de aplicacdo simples, sem necessidade de termos de correcdo ou

! Computational Fluid Dynamics (CFD)
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relaxacdo para qualquer propriedade envolvida. E, na solucdo do sistema de equacOes
lineares, um “SOLVER” especifico foi desenvolvido de acordo com a forma e largura

de bandas da matriz resultante.

Os testes computacionais (benchmarks) foram realizados em problemas cléssicos de
escoamento bidimensional, incompressivel, viscoso e laminar, como o escoamento em
desenvolvimento entre placas planas (Poiseuille Flow), o escoamento em uma cavidade
(Lid-Driven Cavity), o escoamento em um degrau com expansdo subita (Backward-
facing step) e em problemas de conveccdo natural ou livre com aproximacgdo de

Boussinesq.

O trabalho situa-se como um desenvolvimento do método da Abordagem Baseada no
Circuncentro (Travelho et al, 1999) e também como uma aplicacdo do trabalho de
Pereira Filho (2000), com novas simula¢fes numéricas envolvendo diferentes condi¢des
de contorno, campo de velocidade com a presencga de vortices e acoplamento de mais

uma equagcao de transporte.

1.1 — Aspectos Historicos da DFC e Revisao Bibliografica

Inicialmente, como aspecto histérico, serdo tratados os trabalhos que contribuiram,
ainda em um estagio inicial, para o avanco da DFC e, posteriormente, sera efetuada uma

analise dos trabalhos que contribuiram e que se relacionam mais fortemente a esta tese.

L.F. Richardson, na primeira década do século passado, realizou o primeiro ensaio para
se obter a solugcdo numérica de equacdes diferenciais parciais, conforme Roache (1998).
Um esquema foi desenvolvido para se obter uma solucdo iterativa da equacdo de
Laplace semelhante ao metodo de Jacobi. Libmann, na secunda década do século
passado, da mesma forma, resolveu a equacdo de Laplace, fazendo se uso de um
algoritmo semelhante aquele de Gauss-Seidel.
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Griebel et al (1998) cita que o primeiro trabalho a resolver numericamente equagoes
diferenciais parciais diretamente aplicadas a dindmica de fluidos foi obra de Thom em
1933. Thom utilizou uma discretizacdo por diferencas finitas com espacamentos
espaciais mais refinados em areas especificas e de interesse no dominio de célculo.
Nesta época ja se podia antever as possibilidades de solugdo de problemas de mecénica
de fluidos através da solugdo numérica; entretanto, os computadores digitais ainda nao

estavam disponiveis o que inviabilizava a aplicag&o.

Roache (1998) relembra que muitos trabalhos pioneiros em DFC foram realizados no
Laboratorio Cientifico de Los Alamos. Entre eles destaca-se o trabalho de John Von
Neumann, especificamente na ocasido da Il Guerra Mundial, o qual desenvolveu um
critério de estabilidade para equacdes parabolicas de diferencas finitas, apresentando um
método para analise de sistemas linearizados. Em seu trabalho juntamente com
Ritchmyer foi introduzido, pela primeira vez, o conceito de viscosidade artificial, que
introduz um efeito viscoso com o objetivo de dissipar a solucéo, reduzindo os gradientes

e espalhando o perfil.

Ainda na década de 50, ocorreu o aparecimento de diversos métodos numéricos para
tratamento de equacdes diferenciais parciais, como o método Alternating direction
implicit (ADI) e o método conhecido por “LeapFrog” de DuFort e Frankel. Na década
de 60 apareceram varios trabalhos que possibilitaram verificar, na pratica, a
potencialidade dos métodos numéricos, especialmente para solucdo de escoamentos
viscosos e incompressiveis. Em um artigo de Fromm, de 1964 (citado por Fortuna,
2000), sdo discutidos detalhes da aplicacdo de diferentes condicbes iniciais e de

contorno no problema testado.

Um método numérico da mesma década que se tornou rapidamente popular foi o
Marker-and-cell (MAC) descrito por Harlow e Welch em 1965 e desenvolvido no
Laboratorio de Los Alamos. Griebel et al (1998) destaca que, “apesar de sua
simplicidade, o método é surpreendentemente flexivel e eficiente, além de ser de facil

entendimento e por isto continua a ser usado ainda nos dias de hoje”. Foi também um
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dos primeiros métodos numeéricos a usar um arranjo deslocado de malha para posicionar
as diferentes propriedades para célculo. O método de MAC recebeu muitos esforcos e
melhorias que merecem ser citadas, como o metodo Simplified MAC (SMAC) de
Amsden e Harlow (1970) e o método SOLA de Hirt e Cook (1972) que, conforme
Fortuna (2000), simplifica a implementagédo das condi¢bes de contorno para pressao no
método MAC.

Ainda sobre 0 método MAC, em 1968, Amsden e Harlow utilizaram-no para produzir
um dos primeiros estudos numéricos da turbuléncia em fluidos, incorporando um
modelo de turbuléncia diretamente ao método MAC. Os resultados apresentaram boa

concordancia com resultados experimentais.

Ao mesmo tempo em que, conforme cita Roache (1998), nos artigos de Harlow e
Fromm e o de Macagno, ambos de 1965, ficaram estabelecidos, pela primeira vez, os
conceitos de simulagcdo numérica ou experimento computacional. Roache (1998) cita
ainda que o aparecimento destes dois artigos marca, claramente, o aparecimento da
Dinamica de Fluidos Computacional como um importante assunto a merecer esforcos

da comunidade cientifica.

Chorin (1967), através de seu método de compressibilidade artificial, simulou o
escoamento de um fluido através de um canal. Tal método consistia em tratar o
problema incompressivel como compressivel, de maneira que a compressibilidade
artificial possa desaparecer quando o sistema obtiver a convergéncia. Um ano mais
tarde apresenta outro método, conhecido como método da projecdo (ou método de passo
fracionério), o qual, conforme citado por Fortuna (2000), consiste em outra filosofia

para a resolucédo das equacdes de escoamento.

E importante citar também que as equacBes de transporte para dindmica de fluidos
podem ser descritas ndo apenas em funcdo de suas varidveis primitivas, ou seja, em
funcdo de propriedades fisicas do problema como presséo e velocidade, mas também

através de formulacBes alternativas que usam, especialmente, funcdo de corrente e
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vorticidade. Conforme Fortuna (2000), estas formulagdes coexistiram até a década de
80, quando a formulagdo com varidveis primitivas passou a predominar nos artigos que
tratam do assunto. O uso de formulacGes baseadas em vorticidade apareceram devido a
dificuldade na determinacdo da pressdo. Conforme Patankar (1980), varios autores
destacaram-se no uso de tais métodos, entre eles, Dix, Fromm e Harlow em 1963, que
se tornaram mais facilmente acessiveis apds a publicac¢do do livro dos autores Gosman
et al em 1969.

Conforme Venkatakrishnan (1995), outros métodos e esquemas numericos que surgiram
e fizeram relativo sucesso, agora ja na década de 70, foram os esquemas FCT — Flux
Corrected Transport — por Boris e Book e o esquema Total Variation Diminishing
(TVD) de Harten, ambos em 1973, os quais introduzem fluxos anti-difusivos para
prevenir o aparecimento de oscilagbes espdrias. Deve-se citar também o método
Monotonic Upstream-centered Scheme for Conservation Laws (MUSCL) de Van Leer,

surgido em 1979, que se tornou popular na década seguinte.

Outro método de sucesso, especificamente para o0 tratamento de escoamentos
incompressiveis, e do qual derivam varios outros, € o conhecido Semi IMPlicit Linked
Equations (SIMPLE) de Patankar e Spalding (1972), que se baseia em uma
discretizacdo temporal semi-implicita, e usa conceitos de malha com arranjo deslocado

ou desencontrado?.

Seguindo o método SIMPLE, varios outros foram desenvolvidos com melhores
propriedades numéricas, como o SIMPLE Revised (SIMPLER) (Patankar, 1980),
Pressure Implicit Momentum Explicit (PRIME) (Maliska, 1981), QUICK (Leonard,
1979) e SIMPLE Consistent (SIMPLEC) (Van Doormaal e Raithby, 1984), assim como
varios livros que popularizam o uso destes métodos como Patankar (1980) e Maliska
(1995).

2 Staggered grid
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Tanto os métodos baseados no SIMPLE quanto o método de Chorin procuraram tratar
especificamente o acoplamento entre presséo e velocidade em escoamentos
incompressiveis. Sobre este assunto, Maliska (1995) cita que “... € didatico deixar claro
que desenvolver um algoritmo para este fim & obter uma equagdo para avangar 0S

valores da pressdo de uma maneira eficiente.”.

Abdallah (1987) e Roache (1998) citam que a forma mais precisa de se obter uma
equacdo de evolucdo para pressdo é através de uma equacdo do tipo Poisson para
pressdo, obtida através da aplicacdo do operador divergente a equagdo de conservacgdo
da quantidade de movimento, juntamente com uma condi¢do do tipo Neumann para

evolucéo dos valores do campo de presséo.

Outra importante discussdo sobre o assunto pode ser encontrado em Gresho e Sani
(1987), no qual se pode verificar a importancia e também a dificuldade na obtencdo de
uma condicdo de contorno para pressao que satisfaca as leis de conservacdo de massa e
quantidade de movimento. O autor propde a utilizacdo, também, de uma condicdo de
contorno do tipo Neumann, como Abdallah (1987), obtida através da projecdo da
equacdo de conservacdo da quantidade de movimento na direcdo do vetor normal as

fronteiras.

Outro fator analisado por Gresho e Sani (1987), Abdallah (1987) e, posteriormente, por
Doescher et al (2001) trata de uma restricdo do modelo para a conservacdo global de
massa e necessaria para que o problema tenha solugdo. Nestes trabalhos verifica-se se a
condicdo de compatibilidade deve ser satisfeita. A condicdo de compatibilidade,
relaciona o termo fonte da equacéo de Poisson com a condicdo de contorno de Neumann

para pressao.

A solucéo da equacdo de Poisson de presséo pode ser obtida de muitas maneiras, sendo
gue a maioria dos autores preferem métodos iterativos classicos. Entretanto, no trabalho
de Bravo (1997) e de Platte (1998) usa-se um algoritmo explicito e direto para o célculo

da presséo.
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Quase todos os trabalhos citados acima utilizam uma malha computacional retangular
estruturada para o calculo das grandezas de interesse, sendo esta tendéncia
predominante até meados da década de 80. Com o0 avanco da computacdo e dos métodos
de solucdo para problemas de DFC surgiram novos problemas que poderiam ser
resolvidos com a aplicacdo dos trabalhos ja desenvolvidos. Entretanto, a geracdo e
adaptacdo de malhas computacionais a geometrias complexas representavam, e ainda

representam, um sério desafio.

Muitas alternativas surgiram para o uso de malhas estruturadas, como o sistema de
coordenadas coincidentes com a fronteira, técnicas de multi-blocos (Vatsa, Sanetrick,
Parlette, 1993) ou a técnica conhecida por Chimera (Benek, Buning e Steger, 1985), a
qual permite que diferentes malhas geradas, especificamente para diferentes variaveis,

possam se sobrepor.

No intuito de gerar malhas computacionais que pudessem, com mais flexibilidade, se
adaptar a dominios e geometrias complicados, procurou-se resolver as mesmas
equacdes de transporte em uma malha na qual o elemento, célula ou volume de controle
tivesse um formato arbitrario e, em muitas vezes, um diferente nimero de vizinhos,
conforme seu formato, a qual ndo pode ser determinada por uma simples relacdo ou lei
que conecte explicitamente seus pontos nodais ou celulas. Desta forma as células nédo

seguem uma ordenacao e organizacao espacial rigida.

Usualmente, as malhas ndo-estruturadas, em duas dimensdes, sdo formadas por
triangulos e, para dominios tridimensionais, por tetraedros, devido a relativa capacidade
de adaptacdo a geometrias complexas que uma malha formada por estes tipos
geométricos apresenta. Deve-se lembrar que estes elementos possuem uma vizinhanca
fixa; entretanto, como os elementos podem estar distribuidos ou arranjados em qualquer
ordem dentro do dominio de célculo, seus vizinhos ndo podem ser determinados
naturalmente, o que exige, em termos computacionais, uma estrutura de dados que

permita este relacionamento.
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O algoritmo para geracdo de malhas ndo-estruturadas foge ao escopo deste trabalho,
mas é uma area de pesquisa que se tornou popular desde meados da década de 80.
Maiores referéncias podem ser encontradas no livro de Thompson et al (1985) e em
Thompson e Weatherill (1993).

As vantagens e desvantagens do uso de malhas estruturadas e n&o-estruturadas sao
discutiveis e pode-se dizer que ndo existe ainda um consenso na comunidade entre o uso
de qual tipo de malha. Os adeptos do método de elementos finitos foram os primeiros a
utilizar malhas néo estruturadas, que se popularizaram depois entre os adeptos do
método de volumes finitos. O trabalho de Jameson e Mavriplis (1986) foi um dos
primeiros a mostrar resultados da resolucdo de uma equacao de Euler em uma malha
bidimensional triangular regular, onde as células triangulares foram obtidas a partir da

subdivisdo de uma malha regular com volumes quadrangulares.

Mavriplis (1988) desenvolveu o chamado “Esquema Nodal”, no qual as grandezas de
interesse séo calculadas nos vértices dos triangulos da malha bidimensional. O volume
de controle para cada ponto é formado pela unido de todos os tridngulos que
compartilham um determinado vértice. Tal técnica implica na sobreposicao dos volumes
de controle formados. Mavriplis afirma que a aproximacéo utilizada é equivalente a
utilizacdo de uma discretizacdo por Elementos Finitos com aproximacdo de Galerkin.

Para resolver o sistema de equaces discretizado € utilizado um esquema “Multigrid”.

Bonhaus (1993) optou por calcular as propriedades nos vértices, construindo volumes
de controle conhecidos por “median-dual’ a partir de uma malha triangular. Através do
método de volumes finitos foi utilizado um esquema de diferencas centradas na
discretizacdo dos termos difusivos. Para a parte convectiva foi feito uso de um esquema
de flux-spliting. Um algoritmo multigrid foi utilizado para resolver o sistema de

equac0es discretizado.
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Venkatakrishnan et al (1991) usaram o mesmo volume de controle median-dual em uma
malha triangular na solugdo da equacdo de Euler. O céalculo das propriedades requer a
resolucdo das integrais nos lados dos elementos triangulares da malha. Um esquema de
Runge-Kutta de quarta ordem foi usado para avaliar a solucdo da equacdo de Euler no
tempo. Todo o sistema foi, entdo, resolvido em méaquinas paralelas do tipo Multiple
Instruction/Multiple Data (MIMD).

Batina (1991) resolve a equacéo de Euler bidimensional em uma malha triangular com
uma discretizagdo seguindo o esquema flux-difference-splitting. Neste método o fluxo é
dividido em suas contribui¢cBes avante e a ré. Assim, para cada face de uma célula
triangular, os fluxos séo calculados em um sistema local de coordenadas cartesianas na
direcdo perpendicular e tangente a face. Para resolucdo do sistema de equacdes foi

adotado um esquema de Gauss-Seidel.

Frink et al (1991) obtiveram a solugdo da equacdo de Euler em escoamentos
compressiveis sobre uma malha ndo-estruturada tridimensional composta de elementos
tetraedrais, utilizando um arranjo co-localizado, onde todas as variaveis sdo calculadas
no centro da célula. A discretizacdo foi feita através do esquema flux-difference-
splitting, seguido de um novo processo de reconstru¢do da célula de célculo. No
proximo trabalho de Frink (1994) foi efetuada uma adaptacdo e ampliacdo do método
original para permitir a solucdo de problemas viscosos. Os fluxos difusivos foram
calculados nos vértices de células tetraedrais e, depois, atraves de uma média em torno

dos vértices, foi possivel obter o valor no centrdide.

Mavriplis (1992) utilizou-se do método “multigrid” para solucdo da equacdo de Euler
em malhas formadas por tetraedros, onde as propriedades sdo calculadas nos vértices.
Foi criado um “solver” bastante eficiente no tratamento da estrutura de dados baseada

em arestas.

Halt e Agarwal (1992) descrevem dois metodos para se construir aproximacdes de

ordem mais alta para discretizacfes seguindo um esquema cell-centered em malhas
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triangulares. Os resultados demonstram que 0s esquemas de ordem mais alta
conseguiram resultados com melhorias de precisdo da ordem de uma magnitude em
relacdo aos métodos convencionais. Os resultados mostram também um comparativo
entre os dois métodos desenvolvidos, enfocando prds e contras de suas aplicacfes a

diferentes tipos de problemas.

Barth e Linton (1995) utilizaram uma discretizacdo por volumes finitos para uma malha
triangular e tetraedral, onde as propriedades de massa, quantidade de movimento e
energia sdo calculadas nos vértices dos tridngulos ou tetraedros. Os volumes de controle
sdo formados pelo esquema median-dual. As integrais sdo aproximadas por quadratura
numérica. Para resolucdo do sistema de equagdes usa-se um algoritmo iterativo de
Newton. Para o caso tridimensional recorre-se a recursos de computacdo paralela em

multiprocessadores.

Em outro trabalho, Venkatakrishnan e Mavriplis (1995) usam o0 mesmo esquema
median-dual. Entretanto, neste caso, resolvem a equagdo de Navier-Stokes
bidimensional, incluindo termos viscosos para uma malha seguindo os contornos do
aerofélio NACA 0012. As integrais nas células sdo, entdo, calculadas sobre as faces do
volume de controle usando a regra do trapézio. O sistema de equagOes resultante é

resolvido de forma implicita em conjunto com um esquema “Multigrid”.

Hwang (1995) usou uma malha com arranjo deslocado (“staggered grid”), na qual
grandezas escalares sdo calculadas no baricentro da célula triangular e grandezas
vetoriais como velocidade, por exemplo, sdo calculadas nos lados ou paredes da célula
triangular. Neste trabalho, para o célculo do fluxo difusivo, € definido um novo sistema
de coordenadas local para cada face da célula. Adota-se também um esquema do tipo
SIMPLE para corregédo de pressao.

Outro trabalho seguindo esta linha é o de Despotis e Tangaris (1995), no qual a equacgéo

de Navier-Stokes discretizada para uma malha triangular € resolvida utilizando o

método de volumes finitos em uma malha deslocada, mas calculando a presséo no
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centro da célula e a velocidade nos vértices. Assim, tem-se dois volumes de controle

diferentes para resolver um sistema de equacoes.

Date (1996) apresenta uma nova equacao para correcdo de pressdo, especifica para
malhas com arranjo co-localizado, a qual deve ser, ainda, submetida a um processo de
suavizagdo antes de ser aplicada. Os problemas testados incluem o escoamento de
Hagen-Poiseuille entre placas planas, o escoamento em uma cavidade e 0 escoamento
em um degrau. Date também discute a causa para as oscilacdes numeéricas na solugéo da
equacdo de evolucdo de pressdo, comuns na solucdo com malhas de arranjo co-

localizado.

Mathur e Murthy (1997) resolvem o problema do escoamento incompressivel em
malhas ndo estruturadas feitas de poliedros convexos e arbitrarios. O arranjo é co-
localizado no centréide das células e o algoritmo de solucdo assemelha-se a0 método
SIMPLE. Neste artigo também encontra-se uma interessante maneira para aproximagao

dos termos difusivos das equacGes de transporte.

Pereira Filho (2000) resolveu o problema de Hagen-Poiseuille em tubos e dutos de
secdo quadrada utilizando-se de uma malha tridimensional formada por elementos
prismaticos retos de base triangular. As grandezas de interesse eram co-localizadas no
ponto equidistante das bases sobre o eixo que passa pelo circuncentro (Travelho et al,
1999) dos tridngulos da base. A malha utilizada pode ser considerada estruturada no
sentido perpendicular as bases e ndo estruturada e triangular nos planos da base. A
estratégia de solucdo mostrou-se viavel em problemas tridimensionais, que podem
adaptar-se a prismas, como os citados acima. A equacao para evolucdo da pressdo foi
obtida através da aplicacdo do operador divergente a equacdo de Navier-Stokes,
obtendo, assim, uma equacdo de Poisson. A aproximacdo dos termos viscosos segue a

abordagem baseada no circuncentro de Travelho et al (1999).

Um desenvolvimento independente e paralelo a abordagem baseada no circuncentro,

mas que segue 0s mesmos principios e também uma discretizacdo por volumes finitos, é
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0 esquema de quatro pontos, encontrado nos trabalhos de Herbin (1995), Herbin e
Labergerie (1997) e Gallouét et al (2000). Nestes artigos utiliza-se, também, do
circuncentro de um triangulo como local onde séo calculadas as varidveis de interesse.
Em Herbin (1995) é exibida a solucdo de uma equacdo de conveccao-difusdo para uma
propriedade escalar em uma malha triangular ndo estruturada com o esquema de quatro
pontos. Em Herbin e Labergerie (1997), é apresentada a compara¢do de varios
esquemas que utilizam o método de volumes finitos incluindo a solugdo, novamente, da
equacdo de conveccdo-difusdao e também a solucdo de um sistema de equacgdes
acopladas com grandezas escalares. Finalmente, em Gallouét et al (2000) é testada a

solugéo da mesma equacgéo com diferentes condicGes de contorno.

No trabalho de Kwak et al (1999) é apresentado um esquema de solucdo do tipo
Multigrid para a solucdo de uma equacdo envolvendo uma propriedade escalar

(— Au = f), pelo método de diferengas finitas. A malha utilizada para célculo é regular

e triangular, sendo que a propriedade de interesse é calculada no circuncentro da célula

triangular.

Doecher et al (2000) resolveram as equagdes de Navier-Stokes em escoamento
incompressivel em uma malha computacional mista, formada em parte por uma malha
retangular estruturada, e em parte por uma malha ndo estruturada. A regido de
interseccdo entre as duas malhas permite a sobreposi¢do das células. A equacdo para
calculo da pressdo é obtida, também, atraves da aplicacdo do operador divergente a
equacdo de Navier-Stokes, sendo suas condi¢cdes de contorno do tipo Neumann, como
definido em Gresho e Sani (1987).
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1.2 — Organizacéo do trabalho

O proximo Capitulo propbe-se a fornecer um embasamento tedrico da modelagem
numérica de escoamentos viscosos incompressiveis e laminares tratados por esta tese.
Detalha-se também a questdo do acoplamento pressao — velocidade e suas condi¢des de

contorno.

No Capitulo 3 serd mostrada a forma de transformacdo das equacGes diferenciais em
equacdes algébricas prontas a serem resolvidas numericamente, explicitando a
aproximacdo para os termos convectivos e difusivos das equacOes de transporte. Serdo
discutidas também as condi¢cdes de contorno aplicadas as equacdes discretizadas, o

algoritmo de solucéo geral e especifico para o “SOLVER”.

Os resultados das simulacBes numéricas de todos os casos testados podem ser
encontrados no Capitulo 4. Nele também podem ser verificados os resultados
comparativos da Abordagem Baseada no Circuncentro aplicado a transferéncia de calor

com dois outros métodos classicos disponiveis na literatura.

O Capitulo 5 apresenta as conclusfes e sugestdes para futuros desenvolvimentos e
aplicagcdes que poderiam ser derivadas deste trabalho. Nas conclusdes serdo ressaltadas
a simplicidade e a flexibilidade do método nas simulacGes apresentadas, lembrando que
seus resultados apresentaram boa concordancia com estimativas analiticas,
experimentais ou numéricas disponiveis, conforme o teste envolvido. Serdo citadas

também as limitacBes da presente técnica.

Finalizando, no Apéndice A ¢ possivel encontrar detalhadamente o processo de
discretizacdo por volumes finitos para a equacdo de conservacdo da quantidade de
movimento e no apéndice B discute-se a aplicagdo da condi¢do de contorno para

pressdo nas fronteiras referentes a uma parede solida.
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CAPITULO 2

FUNDAMENTOS TEORICOS DA MODELAGEM NUMERICA

Neste capitulo € apresentado, sucintamente, 0 embasamento tedrico para modelagem
numérica dos problemas tratados por esta tese, abordando alguns dos aspectos mais
gerais da Dindmica de Fluidos Computacional (DFC). A dindmica de fluidos
computacional (em inglés CFD — Computational Fluid Dynamics) é uma sub-area da
Computacdo Cientifica que trata dos estudos de métodos computacionais para

modelagem de fendmenos fisicos, envolvendo o escoamento de fluidos.

Com base nos dados obtidos com este tipo de simulagdo, um engenheiro pode melhorar
suas andlises e projetos, simulando condi¢Ges extremas onde o custo e dificuldade da
experimentacdo pratica torna a simulacdo proibitiva. Os dados obtidos através da
experimentacdo numérica devem ser, evidentemente, confidveis para que possam ser

aplicados. Entretanto, os desvios da solugdo correta subdividem-se em duas classes:

« Erros puramente numericos, resultado de uma solucgdo errada obtida mesmo a partir
do correto modelamento matematico. Neste caso, 0s aspectos de precisdo numérica
da maquina envolvida, e restricbes de convergéncia dos métodos e algoritmos
aplicados, podem ser os causadores.

e Erros da Modelagem Matematica, no qual as equacdes aplicadas ao problema nédo

modelam bem, fisicamente, o fendbmeno que ocorre.

As subsecdes seguintes tratardo de indicar a modelagem matemaética para os problemas

de interesse nesta tese.
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2.1 — Equacdes de Transporte

As equacbes mais frequentes em mecénica de fluidos expressam principios de
conservacdo e definem um balanco entre os varios modos de transporte e o termo
transiente referente a uma variavel de interesse. Esta variavel dependente representa
uma grandeza fisica intensiva. Para a representacdo destes fenbmenos de transporte
pode-se utilizar uma equacéo diferencial parcial na qual a variavel dependente serd dada

pela varidvel genérica ¢@. A partir desta, pode-se construir todas as equacOes

diferenciais presentes neste trabalho. Esta equagdo diferencial escrita na forma

conservativa em notacao vetorial serd dada pela Equacéo (2.1) a seguir:

a%(p(p)+DE(p\P(p):D[(FD(0)+ S, (2.1)

. . % .
onde p representa a densidade do fluido, o vetor V representa o vetor velocidade, I

representa o coeficiente de difusdo e S o termo fonte. Atraves da utilizacdo desta

equacdo é possivel efetuar, por exemplo, o célculo de escoamento incompressivel ou de
transferéncia de calor, como os tratados nesta tese. Convém citar que as proximas
equacOes estardo também em notacdo vetorial, como pode ser encontrada em
Schlichting (1979), Maliska (1995), Fortuna (2000), Patankar (1980) e Griebel et al
(1998).

Na Equacéo (2.1) o primeiro termo representa a variacao temporal da quantidade total

da grandeza pg no volume de controle; o segundo termo representa a variacdo devido

ao transporte convectivo; o terceiro termo representa a variagdo devido ao transporte
difusivo, e o dltimo é responsavel pela geracdo ou destruicdo da entidade por unidade
volume. A primeira equacdo a ser obtida a partir da Equacdo (2.1) é a equacdo de
conservacdo de massa estacionaria, sem fontes ou sumidouros, que representa o

principio de conservacdo de massa. Para esta equagao temos que ¢=1, ' =0 e S=0,
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sendo que a derivada %—’? =0. Assim, a equacdo de conservacdo de massa serd dada por

(2.2):

nreV)=0 2.2)

A proxima equacdo envolve o principio da conservacdo da quantidade de movimento,
sendo uma aplicacdo da Segunda Lei de Newton, resultando em uma equacdo onde as
taxas de variacdo temporal do momento sdo iguais as forcas de campo e de superficie
que atuam sobre o fluido. Assim, a equacdo de quantidade de movimento estacionaria

sem fontes ou sumidouros, sera obtida quando 40:\/H e considerando o termo (I'D\V),

representado o fluxo difusivo de momento, como 0 [0.

[ E(p\?vp): O E:b + pP (2.3a)

onde o termo pF representa as forcas de corpo, a qual, neste caso, representara a forca

gravitacional por unidade de massa. Assim, F: 5’

Considerando um fluido newtoniano com viscosidade ( ) e densidade ( p) constantes,

—

pode-se modelar o termo [1[6 convenientemente de maneira a se obter a conhecida

equacédo de Navier-Stokes (para p e u constantes), dada por (2.3b):

p0 )= poaV + pf - 0P | (2.30)
onde o termo [P representa o gradiente de pressao.

A terceira Equacdo (2.4) representa o principio de conservacao da energia aplicado a um

fluido newtoniano, em estado estacionario, sem fontes ou sumidouros de calor,
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considerando constantes a condutividade térmica (k) e calor especifico a pressao
constante (C, ). Para tanto, pode-se obte-la de maneira simplificada, tomando @=T

(temperatura) e ' = L:
Cp

0dovr)=0 [Ecﬁ o7 E (2.4)

Importante ressaltar que todos os problemas aqui tratados referem-se a escoamentos

laminares e incompressiveis, assim o valor de p serd tratado como constante. Nos

problemas de interesse neste trabalho o coeficiente de viscosidade tambem sera
considerado constante. Para modelagem do problema de convecgdo natural o
escoamento ndo sera isotérmico, embora as variacbes de temperatura serdo
suficientemente pequenas de modo a ndo causar grandes variacdes de densidade e

viscosidade do fluido.

2.2 - Acoplamento Pressdo Velocidade para Escoamentos Incompressiveis

O acoplamento entre pressdo e velocidade concentra grande parte dos esfor¢os para
solucéo de problemas de escoamentos de fluidos. A forma do acoplamento varia pois o
escoamento poder ser compressivel ou incompressivel. Em escoamentos onde a

densidade p varia principalmente com a pressdo P, a equacdo de estado pode fazer o
relacionamento entre p, P e T (temperatura) e, consequentemente, fechar o sistema de

equacdes a ser resolvido, bem como fornecer um meio para o célculo da pressao. Este
tipo de escoamento € comum, por exemplo, quando se trabalha com gases em alta
velocidade. A equacdo de estado para gases perfeitos pode ser descrita pela Equacao
(2.5):

P = ORT, (2.5)
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sendo R a constante para a mistura de gas que esta sendo usada.

Se a massa especifica ndo varia de forma significativa o escoamento é considerado
incompressivel e a equacéo de estado ndo pode ser usada. Assim, ndo se tem mais uma
equacdo de evolugdo para a determinagdo da pressdo. Esta costuma ser definida,
geralmente, a partir das equacOes de conservacao de massa e quantidade de movimento.
Este acoplamento pressdo-velocidade costuma ser o grande desafio nos escoamentos

incompressiveis.

Em alguns casos, como a conveccdo natural, permite-se que o valor de p apresente

pequenas variages apenas com relacdo a temperatura, entretanto, a determinacdo da
pressdo P continua a ser calculada sem o uso da equacdo de estado. Tanto na
conveccao natural quanto em escoamentos incompressiveis, a determinacdo do campo
de pressdo é necessaria para que o campo de velocidades satisfaca a equacdo de

conservacdo de massa.

S&o varios os métodos de solucdo para esta classe de problemas. No capitulo 1 é
possivel encontrar uma revisdo bibliogréafica que inclui assuntos relacionados a solugdo
de escoamentos incompressiveis. Apenas como informacao adicional deve-se lembrar
que a modelagem de escoamentos incompressivel em duas dimensdes foi tratada
durante muito tempo através do uso da funcdo de corrente e vorticidade, a qual
eliminava a pressdo da formulacdo com variaveis primitivas, resolvendo o problema do
acoplamento pressédo-velocidade. Entre os trabalhos que se destacaram utilizando esta

formulacéo estdo Dix (1963), Fromm e Harlow (1963), Gosman e outros (1969).

Atualmente, a maioria dos métodos de solucdo trabalha com as variaveis primitivas,
procurando obter uma equacgdo para calculo da pressdo de maneira que a equagdo de
conservacdo de massa seja satisfeita. Seguindo esta idéia, uma das primeiras técnicas
utilizadas foi a da “Compressibilidade Artificial” ou “pseudocompressibilidade”, que
procura resolver o problema do escoamento incompressivel através de técnicas

numeéricas utilizadas em escoamentos compressiveis. Chorin (1967) resolveu um

37



problema de conveccdo térmica em duas e trés dimensoes, através de uma formulacéo
que introduzia um termo 0P/dt na equagdo de conservacdo de massa, de maneira que

quando a solucdo no estado estacionario for obtida, este parametro ndo interfira na

solucéo.

Em alguns trabalhos utiliza-se uma equacdo de Poisson para pressdo. Uma maneira de
se obte-la foi definida pelo método SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-
Linked Equations), desenvolvido por Patankar e Spalding (1972), no qual, através da
substituicdo da equacdo de conservagdo da quantidade de movimento na equagdo de
conservagao de massa discretizada era possivel obter-se uma equagéo para P, mas que,
de acordo com o método, deve se comportar com uma equacao para correcdo de

presséo.

Mais tarde, aprimorando o método, Patankar (1980) desenvolveu o esquema SIMPLER
(SIMPLE Revised), no qual a equacéo de correcdo de pressdo era aplicada apenas para
o0 célculo do campo de velocidades, deixando o campo de pressdo ser determinado
diretamente por meio de uma equagdo de Poisson para pressdo. Depois deste, outros
métodos derivados do SIMPLE apareceram, como o SIMPLEC (Van Doormaal e
Raithby, 1984) e o PRIME (Maliska, 1995). Uma descricdo detalhada pode ser
encontrada em Maliska (1995).

Neste trabalho o procedimento empregado segue o trabalho de Gresho e Sani (1987), o
qual utiliza uma equacdo de Poisson para pressdo. Esta equacdo € responsavel pelo
acoplamento entre Pressdo-Velocidade e devera satisfazer a equagédo de conservacao de
massa. A equacdo pode ser obtida através da aplicacdo do operador divergente a
equacéo de conservagédo da quantidade de movimento (2.3b), obtendo assim:

0o iV )| =00 O + uoaV + o] (2.6)

Esta, ap6s um rearranjo, pode ser escrita como:
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0P =0 p0 otV )+ uoaV + pf] 2.7)

Assim, as equacOes a serem discretizadas por algum método numérico e resolvidas
como um sistema de equacgOes algébricas serdo, para problemas isotérmicos: (2.3b) e
(2.7). Para problemas nédo isotérmicos, como o de convecgdo natural, deve-se utilizar:
(2.3b), (2.4) e (2.7). Lembrando que, em ambos os casos, a solucdo deve satisfazer a

Equacdo de conservacdo de massa (2.2).

2.3 — Condicdes de Contorno

Considerando um dominio fechado Q=Q +0dQ, onde dQ representa a fronteira
(contorno) e Q a regido interna, uma estimativa inicial que deve ser respeitada para
escoamentos incompressiveis é a satisfagdo a equacdo da conservacdo de massa, ou

seja:
|J J—
OV =0em Q (2.8)

Quanto as condicdes de contorno, existem casos bem estabelecidos para a velocidade,

uma vez que, conforme Gresho e Sani (1987), a definicdo de condigdes de contorno

. .. . o M4
para o vetor velocidade deve ser suficiente para a determinacdo de V e P, uma vez que

ndo existem, a priori, condigdes de contorno para P . Assim, tem-se para a velocidade:

J\V m=0, (2.9)

onde A representa o vetor normal & face definida por dQ, sendo que a condicio (2.9)

implica que o sistema deve respeitar a conservagao global de massa.

A condicdo de contorno para o vetor velocidade quando este € definido no contorno, e

portanto, condig¢do de Dirichlet para \7 em 0Q, sera:
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VIh=C em 0Q, (2.10)

onde C é uma constante. Um caso particular e muito comum de (2.10), devido a

condicdo de aderéncia presente em paredes sélidas (no slip condition), sera:

V'=0 em 9Q (2.11)

Outro caso a ser citado, especialmente em escoamentos onde é definida uma regido de
saida do fluido, é a condicdo de Neumann (2° tipo) para o vetor velocidade. Nesta tese

interessam apenas as condi¢des onde:

v =0 em 0Q (2.12)
on

Para todos estes casos, novamente seguindo Gresho e Sani (1987), a definicdo da
condicdo de contorno para a pressao pode ser obtida como uma condi¢gdo de Neumann,
formulada através da projecdo da Equacao de conservacao da quantidade de movimento
(2.3b) sobre o contorno 0Q na direcdo da normal externa f, resultando na Equacéo
(2.13):

AP = - p0 YV )+ u0a + of] em a0 (2.13)

Conforme 0s mesmos autores, a existéncia de uma forca de flutuacdo, como por
exemplo, na aproximagdo de Boussinesq utilizada em problemas de convecgéo natural,
ndo causa nenhuma dificuldade adicional. Assim, quando se necessitar da pressao ou de
sua derivada definida em alguma regido do contorno, como na equacéo discretizada da
equacdo de conservacdo da quantidade de movimento, pode-se usar a Equagdo (2.13)

para sua determinag&o.
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Para que o problema descrito tenha solucdo, é necessario a satisfagdo de uma restrigdo
do modelo para a conservacao global de massa, a qual pode ser obtida utilizando-se a
Identidade de Green:

» Ve 0P
J:J(D P)dQ—izad(OQ) (2.14)

A Equacdo (2.14) relaciona o termo heterogéneo da equacdo de Poisson de pressao com
a condicdo de contorno de Neumann aplicada & mesma. (Gresho e Sani, 1987, Abdallah,
1987 e Doescher et al , 2001). Ainda conforme Doescher et al (2001), se o dominio de

céalculo Q for subdividido em outros N sub-dominios ou células Q., ondei=1, 2, ... N,

e aplicando em (2.14), tem-se a condicdo de compatibilidade:

‘;_zd(ag )= ZJ[ o0 [Q/Vp)+uD2V+p8 Dﬁ]d(aQ ) (2.15)

0 i

Os mesmos autores citam que, como cada fronteira interna (ou face) 0Q,, divide dois
sub-dominios (ou células) Q., as integrais de (2.15) deverdo aparecer com sinais

invertidos, anulando-se mutuamente. Desta forma, a integral (2.15) deve ser calculada

apenas nos contornos dQ do dominio total Q.

Admitindo uma aproximagdo para as integrais calculadas em 0Q, a Equacdo de

compatibilidade (2.15) pode ser escrita como:

s, E:gh[(— pa tiV)+ uoal + o)A Js, (2.16a)

ou
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_;ﬁ%_ [ oo )+ uDZ\?wg)mJE& =0 (2.160)

Conforme Doescher et al (2001), a Equacédo (2.16b) é uma condi¢do necesséria, porém,
ndo suficiente para que o sistema tenha solucdo. No capitulo seguinte serd possivel
examinar a aplicacdo das condicdes de contorno aqui definidas nas equacdes

discretizadas.
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CAPITULO 3

DISCRETIZACAO E SOLUCAO

Como se sabe, com o0 uso de técnicas numéricas de solucdo de equacdes diferenciais
parciais (EDPs), a regido do dominio Q néo é tratada como continua, mas sim como
um conjunto discreto e finito de pontos ou sub-dominios na qual as variaveis de
interesse sdo calculadas, sendo que quanto maior for 0 seu nimero, mais proxima da
solucdo exata sera a solucdo aproximada. O conjunto discreto de pontos ou sub-
dominios constitui a malha. Conforme Boris (1989), esta é a idéia fundamental das
técnicas numéricas: a dimenséo espacial é dividida em um conjunto discreto de pontos

ou celulas (malha) e o tempo é discretizado em pequenos intervalos.

Uma vez que o dominio deve estar discretizado, isto é, dividido em pontos ou células,
deve se obter um conjunto de equacdes escritos em funcdo dos valores das variaveis em
outros pontos da malha. Este procedimento resulta em um sistema de equagdes
algébricas, geralmente lineares, que representam as EDPs no espaco computacional. Os
principais métodos numéricos para discretizacdo de EDPs sdo, atualmente, o Método de
Diferengas Finitas (MDF), o Método de Elementos Finitos (MEF) e o Método de
Volumes Finitos (MVF).

No MDF as derivadas da EDP sdo aproximadas por diferencas, as quais podem ser
obtidas, por exemplo, utilizando-se de expansdes em série de Taylor ao redor de pontos
nodais distribuidos no dominio. Historicamente, 0 MDF vem sendo empregado, ha
muito tempo, pelos analistas na area de DFC e teve seu desenvolvimento baseado em
sistemas de coordenadas ortogonais. No MEF sdo empregadas funcdes de interpolacéo e
as equacOes discretizadas aproximadas sdo obtidas através da minimizacdo de um
residuo ponderado baseado em um critério adequado, através da escolha de uma fungéo
peso onde 0 mais conhecido é o método de Galerkin. O MEF foi muito empregado, no
inicio, para solucdo de problemas de elasticidade na area estrutural, e teve a vantagem

de utilizar, desde seu desenvolvimento, malhas ndo estruturadas.
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Conforme citado por Maliska (1995), recentes desenvolvimentos no MEF aplicado em
nivel de volumes elementares, resultou no método dos elementos finitos baseado no
volume de controle, conhecido na literatura como CVFEM (Control Volume Finite
Element Method), cujo objetivo é obter as equagdes aproximadas em nivel de volumes
elementares em uma base de elementos finitos. Entretanto, muitos autores néo
consideram o CVFEM como um método derivado do MEF. Nesta tese trabalhar-se-a
apenas com o Método de Volumes Finitos (MVF), o qual sera descrito com mais

detalhes na secéo 3.2.

3.1 - Malhas Estruturadas e Nao Estruturadas

Malhas sdo usadas em muitas areas de aplicacdo. Em cartografia e geoprocessamento,
por exemplo, 0 uso de malhas possibilita uma representacdo compacta das propriedades
de um determinado terreno. Em computacdo grafica muitos objetos sdo representados
por malhas antes de serem “renderizados”. Finalmente, malhas sdo também essenciais
para a solu¢do numérica de equacdes diferenciais parciais que surgem nas mais diversas
areas da fisica. Esta secdo pretende concentrar-se nesta Gltima area de aplicacdo, com

particular interesse na resolucao de problemas de DFC.

Como foi visto no inicio do capitulo, quando se utiliza um método numérico deve se
discretizar o dominio do problema em um conjunto de pontos ou sub-dominios. A
primeira escolha é a utilizacdo de um sistema de coordenadas cartesianas para
discretizacdo devido a sua simplicidade. Entretanto, deve-se saber que este sistema é
bastante limitado para resolver problemas do mundo real, onde, na maioria dos casos, a
geometria € bastante complicada. Como exemplo, pode-se citar uma discretizacdo
cartesiana para um dominio ndo simplesmente conexo apresentando uma regido circular
no centro, conforme a Figura 3.1. Uma solucdo seria usar uma malha preenchendo todo
o dominio, inclusive o buraco, e bloquear ou desabilitar algumas células referentes a

posicao do buraco.
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Fig. 3.1: Malha com coordenadas cartesianas.
FONTE: Maliska (1995).

Se a discretizagdo utilizada for obtida atraveés da utilizacdo de um sistema de
coordenadas dizemos que a discretizacdo resultante é estruturada, uma vez que cada
volume ou ponto interno tem sempre 0 mesmo nimero de vizinhos e a numeracao dos
mesmos tem uma seqiiéncia natural. Este tipo de discretizagdo apresenta uma série de
vantagens para a implementacdo do programa computacional, pois a regra de ordenacéo
dos elementos simplifica todas as rotinas. Além disso, e principalmente, a matriz
resultante tem diagonais fixas, permitindo que métodos para matrizes com banda fixa

possam ser aplicados. (Maliska, 1995)

Outro tipo de malha estruturada € a chamada malha em coordenadas generalizadas, na
qual geralmente se constréi uma malha baseada em um sistema de coordenadas
coincidentes com a fronteira ou que permita a concentracdo de pontos em areas
especificas do dominio. O uso de tais malhas exige que se encontre uma transformacao
entre o sistema cartesiano (x,y,z), representando o dominio fisico, e um sistema
generalizado, representando o dominio transformado ou computacional. Um exemplo

pode ser encontrado na figura 3.2:
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Fig. 3.2: Malha com coordenadas coincidentes com a fronteira.
FONTE: Maliska (1995).

Neste trabalho, as técnicas numéricas basearam-se em malhas néo estruturadas, que, em
geral, permitem a discretizacdo de geometrias complexas de maneira mais direta do que
seria possivel com malhas estruturadas, pois apresentam uma adaptatividade e
versatilidade muito maior, devido ao fato de ndo exigir a obrigatoriedade e rigidez de
ordenacdo e vizinhanca entre células ou pontos (Figura. 3.3). Entretanto, este aspecto
também caracteriza uma de suas grandes desvantagens: a dificuldade de estabelecer
uma regra de ordenacdo. O resultado dessa ordenacéo estabelece o tamanho das bandas
da matriz e 0 nimero de vizinhos. Essa variacdo no tamanho da banda da matriz
impossibilita a aplicagdo de muitos métodos de solucdo de sistemas lineares. As
vantagens e desvantagens sdo discutiveis e pode-se dizer que ainda ndo existe um

consenso na area de DFC quanto ao uso dos dois tipos de malhas.

Fig. 3.3: Comparativo de geometria discretizada pela metade com malha estruturada e metade
com malha néo estruturada.
FONTE: McGrory et al (1991).
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O trabalho de Jameson e Mavriplis (1986) foi um dos primeiros a mostrar resultados da
resolucdo de uma equacdo de Euler em uma malha bidimensional triangular regular,
obtida a partir da subdivisdo de uma malha de volumes quadrangulares. Normalmente,
em malhas bidimensionais, a discretizacdo consiste em um conjunto de triangulos e para

0 caso tridimensional, de tetraedros.

Existem diversos métodos para geragdo de malhas ndo estruturadas, como por exemplo
a técnica de avanco de frente e a técnica de triangulacdo de Delaunay. Se a malha
resultante for baseada em triangulos ou tetraedros, procura-se gerar volumes o mais
homogéneos e regulares possiveis, ou seja todos respeitando um certo formato, ndo
tendo angulos internos muito agudos ou obtusos. Além disso, devido a precisdo
numérica, ndo é aconselhavel a existéncia de volumes muito pequenos na vizinhanca
imediata de volumes bem maiores, sendo necessaria sempre uma certa suavidade na
transicdo dos volumes pequenos para os grandes. Os métodos e técnicas de geragdo de
malhas ndo estruturadas fogem do escopo deste trabalho. Assim, maiores informagoes

podem ser encontradas em Thompson e Weatherill (1993).

Cada discretizacdo consiste de um conjunto de pontos e de um sistema de equacdes
algébricas para calcular os valores nos pontos discretos. Existem diferentes maneiras
para se transformar uma equacéo diferencial parcial, baseada na hipotese do continuum,
em uma equacdo algébrica discretizada. Cada diferente forma tem propriedades
distintas, conseguindo aproximar melhor uma situagdo que outra. A escolha correta
depende de muitas propriedades do problema a ser resolvido e dos recursos

computacionais disponiveis.

O uso do método de volumes finitos permite que se calcule as propriedades discretas
tanto nos vértices, comumente chamado na literatura de esquema “cell-vertex”, quanto
em uma posi¢do no centro da célula, ou “cell-centered”. Para Venkatakrishnan (1995a),
0s esquemas baseados em uma discretizacdo cell-vertex adaptam-se melhor no célculo

de fluxos viscosos, especialmente quando os volumes s&o muito irregulares. Isto se
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deve, provavelmente, devido a dificuldade de célculo dos fluxos difusivos nas faces de

um volume de controle.

O volume de controle adotado no uso de esquemas cell-centered é, normalmente, obtido
diretamente através das triangulacdes ou tetralizacGes no momento da geracdo da malha,
ou seja, é formado basicamente por tridngulos ou tetraedros. No caso de esquemas do
tipo cell-vertex é necessario que se construam volumes poligonais a partir da malha
original. Estes poligonos podem ser formados por segmentos das medianas, num
esquema chamado de “median-dual”. Outra forma de se criar os poligonos ¢ através do
uso do diagrama de Voronoi, conforme Santos et al (1996), no qual as células séo
formadas unindo-se os circuncentros das células triangulares que compartilham um
vertice (bissetores perpendiculares as faces das células triangulares). Entretanto, estes
ndo sdo 0s unicos volumes possiveis de se formar. Um comparativo entre eles pode ser

visto na Figura 3.4:

Fig. 3.4: Comparativo entre volumes de controle formado pela técnica median-dual (linha
continua) e diagramas de Voronoi (linha tracejada).
FONTE: Barth (1995).

Deve-se notar que o volume de controle formado para o esquema cell-vertex ndo é
necessariamente convexo, podendo assumir formas muito irregulares. No caso de se
usar diagramas de Voronoi esta desvantagem desaparece (conforme Venkatakrishnan,
1995b), uma vez que o dual das células de Voronoi formadas é a triangulacdo de
Delaunay. Assim, o poligono de Voronoi tem seus lados perpendiculares as linhas que
unem os centros dos poligonos vizinhos (lados dos triangulos), mas é preciso tomar

cuidado na criacdo de células préximas ao contorno do problema.
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Os algoritmos de solucdo de problemas de DFC presentes neste trabalho foram
aplicados utilizando-se de um esquema Cell-Centered a dominios bidimensionais,
discretizados com malhas triangulares ndo estruturadas, gerados atraves do software de
dominio publico Easymesh (Niceno, 1997), que utiliza a técnica de triangulacdo de

Delaunay para geragdo dos volumes de controle.

Neste tipo de técnica, o circulo que passa por todos os veértices de qualquer triangulo
gerado ndo pode conter vértices de outro triangulo vizinho. Se isto ocorrer no decorrer
do processo deve-se efetuar uma modificagdo no formato dos triangulos vizinhos
alterando-se um dos lados. Um exemplo de malha gerada pelo Easymesh, na qual pode

ser observada a malha triangular obtida, pode ser observado na figura 3.5 a seguir:

WAVAVAVAy.
VAV y
D

JAS
Ab‘mxgﬂ‘

Gyt
I

TS
CRE

V)
A'AV};

Vv
6
ng"‘
;ta LT 1.»‘-”4"
TR R )
raYLy e TatAY gt e
iy SNPAVA AV
Al
Y
/

AV
Eh
‘%}ffv‘
vi%
v
0
.
AN
VAV

LAAOvY,
SR

o
AT
FAYAN;
VAV,
VAN
“

i
Lk
0
)
VAYAY

) Y
PaS v v
riTEn AR -3
AﬂVAYAVIﬂhsﬁgagggg%?%ﬁﬂi“‘aﬁ%ﬁyﬂ
POINPOOERS ST
NSRS e
R R
VAVAVS

Fig. 3.5: Exemplo de malha triangular ndo estruturada gerada pelo software Easymesh.
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3.2 — A Abordagem Baseada no Circuncentro (ABC)

Antes da definicdo da ABC deve-se especificar o método empregado na discretizacdo
das equacBGes. Como ja mencionado, este trabalho utiliza-se do MVF, o qual serd
sintetizado a seguir. Conforme Patankar (1980), a idéia principal da formulacdo por
volumes finitos (ou volumes de controle) € de facil entendimento e apresenta uma
interpretacdo fisica direta. Neste método o dominio de célculo é dividido em um certo
namero de volumes de controle que ndo se sobrepGem, onde cada um destes volumes

tem dentro de si um ponto nodal.

Uma maneira simples de discretizar uma EDP por volumes finitos € integra-la sobre
cada volume de controle. Pode-se usar perfis constantes em pequenos segmentos

(piecewise) para variagcdo de uma entidade @ entre os pontos usados no célculo da

integracdo. A equacdo algébrica discretizada obtida desta maneira expressa o principio

de conservagdo de ¢ para um volume de controle finito, assim como a equagdo

diferencial expressa este mesmo principio para um volume de controle infinitesimal.

A aproximacdo por volumes finitos é particularmente Gtil quando a malha ndo é
uniforme, particularmente em duas e trés dimens@es (Fortuna, 2000). Como o objetivo é
trabalhar com malhas ndo estruturadas triangulares, basta integrar as EDPs do problema

sobre o elemento triangular para obter a equacéo algebrica discretizada.

A solucdo de problemas difusivos em malhas estruturadas e considerada simples pois as
faces do volume de integracdo séo todas perpendiculares a linha que passa pelos centros
das células envolvidas no célculo, conforme se verifica na figura 3.6. Tal facilidade
geralmente ndo é encontrada quando se usam malhas ndo estruturadas, sendo que 0 uso
de Diagramas de Voronoi resolve esta questdo, pois as faces do poligono formado séo
perpendiculares a linha que une dois vértices do elemento triangular (face do triangulo).
Entretanto, o uso de Diagramas de Voronoi implica na utilizacdo de esquemas centrados

no vértice (cell-vertex).
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Para esquemas com arranjo centrado na célula, o mesmo calculo, geralmente, envolve
métodos de solucdo mais elaborados, como o esquema proposto por Frink (1994) ou o
esquema de Mathur e Murthy (1997). Na abordagem baseada no cincuncentro, ABC,
(Travelho et al, 1999) a discretizagdo pode ser aplicada tanto para problemas
bidimensionais quanto para tridimensionais, e consiste na utilizagéo do circuncentro ou
circunsfera, respectvamente, como o local onde as varidveis envolvidas séo calculadas,
ao invés do centréide comumente usado em esquemas “cell-centered”. Convém lembrar
que o centro do circulo ou esfera que passa por um triangulo ou tetraedro é definido
pelo local de encontro de suas mediatrizes, sendo que esta propriedade garante que duas
células que compartilham um mesmo lado tém a linha que passa pelos seus
circuncentros perpendicular a esta mesma parede. Assim, este esquema torna-se
especialmente util para problemas difusivos. Para a discretizacdo de termos referente ao
transporte convectivo, forgas de corpo e de variacdo temporal ndo se notam alteracfes
com o uso da ABC em relagdo a esquemas tradicionais de discretizagdo por volumes

finitos.

Para demonstracdo da ABC deve-se considerar a equagéo para o transporte difusivo de

uma variavel genérica @ em estado estacionario, sendo esta Equacdo definida pelo

primeiro termo do lado direito da Equacao diferencial (2.1), escrita na forma vetorial e

conservativa.
Oorog)=0 (3.1)

A discretizacdo da Equacdo (3.1) para uma malha triangular bidimensional pelo MVF

pode ser feita integrando a equagao no volume de controle:

J;[D {roe)dv (3.2)

Pelo teorema de Gauss:

51



[[otrog)v =f% (rOe)ds

(3.3)

Onde A sdo as normais as faces do volume de controle

Para a discretizagdo em malhas estruturadas, como os volumes definidos na figura 3.6, a
aproximacao dos termos difusivos resultara:

-

Fig. 3.6: Aproximacao do termo difusivo para malhas estruturadas

f } (rOg)ds = ( )s OF ) 22— 2. (3.4)

Para uma malha ndo estruturada de elementos triangulares, na qual o local onde a

varidvel @ esta sendo calculada é o centroide (ou baricentro) da célula, a linha que une

os dois centros adjacentes pode ndo estar exatamente na direcdo da normal externa #
como pode-se verificar na figura 3.7.

J 9oy :/ lj S
w

x\/b

Fig. 3.7: Aproximacéo do termo difusivo para malhas ndo estruturadas usando baricentro
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Um esquema de solugéo para o problema apresentado acima foi proposto por Mathur e
Murthy (1997), no qual a aproximacao para o termo difusivo de (3.3) pode ser escrito

por:

fsl)l[QFD(p)ds DF(AB)EJ)%%%Jr%%HE (3.5)

No caso acima, se os vetores A e { forem iguais, f é perpendicular a { e portanto, o

segundo termo de (3.5) é nulo e tem-se novamente uma aproximacdo como uma malha
estruturada da Equacéo (3.4). Com o uso de baricentros, isto ocorrera apenas caso 0S
triangulos sejam equilateros, o que ocorre, geralmente, em uma quantidade muito

pequena de células de malhas aplicadas a dominios de interesse pratico.

A idéia da ABC ¢ localizar as células ndo no baricentro, que é, geralmente, o local
escolhido pela maioria dos métodos centrados na célula, mas sim no circuncentro para
malhas bidimensionais triangulares ou na circunsfera para malhas tridimensionais
formada de tetraedros. Em duas dimensdes o circuncentro € definido pelo cruzamento

de suas mediatrizes.

Conforme Pereira Fo. (2000), o circuncentro em todos os casos dista igualmente de
todos os vertices. A primeira propriedade acima significa que dois triangulos que tém
um lado em comum tém seus circuncentros sobre a mediatriz daquele lado. Ou seja, a
linha que passa por dois centros de tridngulos adjacentes é perpendicular ao lado
comum e passa pelo seu ponto medio. Uma vez que o circuncentro pode ser
determinado como o local de encontro das mediatrizes de um tridngulo, sendo que a
mediatriz de um lado do tridngulo inicia-se no ponto médio do lado e faz um &ngulo de

90" com 0 mesmo. A figura a seguir ilustra esta caracteristica.
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Fig. 3.8: Aproximag&o do termo difusivo para malhas ndo estruturadas usando circuncentro.

Desta forma obtém-se uma aproximagéo para os fluxos difusivos idéntica a aplicada na

malha estruturada (Travelho et al, 1999 e Fazenda et al, 2000):

a(r -
fs% {r0p)ds =%s OF ) %s (3.6)

Para uma malha triangular, cada volume de controle tera trés vizinhos, denominados
neste trabalho de A, B e C, sendo o triangulo central identificado por P. Assim, para um
triangulo com faces a, b e c, conforme se pode verificar na figura 3.9, tem-se para o

termo difusivo a Equacdo discretizada dada por (3.7),

Fig. 3.9: Stencil de calculo para um elemento triangular da malha utilizada.

SaraFa +Sberb + Scrch :O’ (37)
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onde S,, S, e S, representam o tamanho das paredes a, b e c, respectivamente. I',, I,
e I, sdo os valores do coeficiente de difuséo avaliado na parede do volume de controle

e finalmente para os componentes F,, F, e F, teremos:

F = % (3.8)
on.

sendo i uma face da célula triangular (a, b ou c).

Uma vez que a linha que une os circuncentros de duas células vizinhas é perpendicular a

parede da célula, a aproximacéo para a derivada direcional, Equacéo (3.8), se resume a:

99 1% -0 (3.9)
on, DlstPI

onde @, representa a variavel @ na célula central P e ¢, representa a mesma variavel
na célula vizinha. Dist,_, representa a distancia entre os circuncentros da célula P até a

célula vizinha I. Assim, a discretizacdo para a Equacao (3.2) ficaré:

S, B, qr B"® g "% _ (3.10)
Dist,_, Dist,_g Dist,_

Lembrando que os sub-indices com letras minusculas referem-se a propriedades
calculadas nas paredes da ceélula e aquelas cujos sub-indices apresentam letras

mailsculas referem-se a propriedades calculadas nos circuncentros das células.
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3.3 — Tratamento dos termos convectivos

Em escoamentos nos quais a convecgdo tem papel importante, como aqueles com altos
nameros de Reynolds, a adequada discretizacdo dos termos convectivos é de extrema
importancia para a qualidade da solugdo numérica (Fortuna, 2000), pois é comum
encontrar-se efeitos como difusdo e dispersdo numéricas em aproximacfes para estes

termos.

A equacdo a ser trabalhada corresponde ao segundo termo de (2.1), sendo

convenientemente repetido aqui por (3.11) e integrada no volume V .

o {ove)iv (3.11)

Conforme o Teorema de Gauss e considerando p como constante, a Equagdo (3.11)

pode ser escrita como (3.12).

of (s (3.12)

Resolvendo para uma malha triangular com faces a, b e ¢ tem-se:

pi;,cl(ﬁi E;:h)ljsi (3.13)

., . TN -4
O problema aqui é como aproximar as variaveis V e @ nas faces a, b ou ¢ do volume

de controle triangular, uma vez que, para esquemas Cell-Centered, as variaveis sao

definidas e calculadas no centro de cada volume de controle.

Novamente, conforme Fortuna (2000), a maioria dos esquemas de discretizacdo dos

termos convectivos depende da direcdo local do escoamento, ou seja, da direcdo do
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escoamento em um ponto da malha. Fisicamente, isso reflete o fato de que as
propriedades do escoamento, em um ponto qualquer, dependem fortemente das
propriedades do escoamento a montante desse ponto, ou seja, que sao transportadas para

esse ponto.

Um dos esquemas que seguem esta abordagem é o bem conhecido Esquema UpWind de

primeira ordem, o qual define o célculo da variavel ¢ na célula central ou na vizinha

conforme a direcdo do escoamento nas faces. Neste caso, basta calcular a velocidade na
face através de uma media ponderada, por exemplo, e posteriormente verificar se o

fluido esta entrando ou saindo do volume de controle, através do produto escalar da

velocidade pela normal unitaria externa a face (?1, Bf;,‘)

Caso o valor deste produto escalar resulte positivo o fluido esté saindo e, portanto, deve-
se usar os valores a montante da face para o célculo, ou seja, o valor do ponto P. Caso

contrario usa-se o valor da célula vizinha, conforme se verifica abaixo:
Caso (r’lI Ekl)> 0 tem-se @ =@, (3.14a)
Caso (r’lI Ekl)<0 tem-se @ =@, , (3.14b)

Para tornar a notacdo mais compacta, utiliza-se a funcao max(a, b), a qual retorna como

resultado o maior valor entre dois argumentos (a,b) especificados. Assim, tem-se:
53 (% 7 ) Js, = 3 {max|(b, 7 )olg, —max|- (% & Jolu} s, (3.140)

Uma forma alternativa, inspirada no esquema UpWind descrito acima, foi desenvolvida
por Travelho (2002a), para o calculo desta variavel. Assim, caso 0 escoamento aponte

para fora do volume de controle, deve-se levar em consideracdo ndo apenas a variavel
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em P, mas uma média ponderada entre P e sua célula vizinha I, sendo o valor de ¢ na

célula | tomada no instante anterior, denotado por ¢ . Assim temos:

Caso (I)ll Bf’?)>0 tem-se @ = [Bi (l)l, Eﬁ)zpp +0{i(r)1i Bﬁ){p,] (3.15a)
Caso (I)ll Bf’?)<0 tem-se @ = [Bi (l)l, Eﬁ)zpp +0{i(r)1i Bﬁ)rp, J (3.15h)

onde a, e [B; sdo os termos referentes a interpolacdo linear entre a célula P e seu

vizinho | para a posicdo do meio da face i (maiores informacgdes sobre a forma de
calculo destes fatores podem ser encontrados no Apéndice A, equacdes (A.5a) e
(A.5Db)).

Reescrevendo (3.15) de uma maneira mais compacta, tem-se:

pi:;imax[(rlli EmOJ [Biqop +aiq0,*]— max[— (r’lI EmOJ [,Bi(p; +a.¢, ]}Si (3.16)

3.4 — Aproximacgéao de Boussinesq

Para solucdo do problema de convecgdo natural, tratado por este trabalho, sera
necessario a utilizagdo da aproximacdo de Boussinesq. Em tal técnica assume-se que

somente a densidade relacionada com as forcas de corpo, pf, varie proporcionalmente

com a temperatura e pressdo, sendo mantida constante, p, nos outros termos, assim:

p§=p(r.P)§ (3.17)

Desenvolvendo p em série de Taylor em torno de uma temperatura de referéncia T, e

de uma presséo de referéncia P, tem-se:
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pr0+é;L¢EL(T —T0)+é;la—§§(P—Po)+... (3.18)

O termo de flutuacdo de pressdo presente na Equacgdo (3.18) € desprezivel em relagéo ao
termo de flutuacdo de temperatura na maioria dos problemas encontrados em

engenharia termica (Bejan, 1996). Assim, a Equacéo (3.18) se resume a:

p Op, +é;r—.¢§(T_To)+--- (3.19)

Introduzindo-se o coeficiente de expansdo volumétrica  definido por:

g=-L[PPH

P_o . (3.20)
e rearranjando a Equacéo (3.20):
pOp, -8 -T1,)] +.. (3.21)
Substituindo a aproximacéo dada pela Equacdo (3.21) em (3.17) tem-se:
g =p,[t- (T -T, )¢ (322)

Entretanto deve-se ressaltar que o gradiente de pressdo que age no sistema pode ser
decomposto em dois termos, um referente & pressdo hidrostatica e outro referente a

influéncia do movimento do fluido. Assim:

0P =p,§+0P, (3.23)
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onde o primeiro termo do lado direito de (3.23) se refere a pressdo hidrostatica e o
segundo termo refere-se ao gradiente de pressdo que sofre variagbes devido ao
movimento do fluido. Substituindo (3.22) e (3.23) na equacdo de conservacdo da

quantidade de movimento (2.3b) tem-se:

P )= oV + p,§ - 0B - p, L - BT -T,)§ (3.24a)
Simplificando:

ol E(\VVH): uod - 0P + p, [B(T -T, )]8 (3.24b)

A maneira pela qual se obtém o coeficiente [ depende da natureza do fluido. Para
gases perfeitos tem-se a equacdo de estado, na temperatura e pressdo de referéncia,

definida por P, = p,RT, (Equacéo (2.5)), a qual, substituida em (3.20), resulta em:

__1mep t R 1 3.25
N T R, T (4:29)

Para liquidos e gases considerados ndo perfeitos, B pode ser obtido de tabelas

apropriadas comumente encontradas na literatura (Bejan, 1996).

3.5 — Equacdes Discretizadas

Nesta secéo encontrar-se-ao as Equaces (2.3b), (2.4) e (2.7) discretizadas pelo método
de volumes finitos seguindo a Abordagem Baseada no Circuncentro (ABC) para 0s
termos difusivos e o esquema Up-Wind da secdo 3.3 para os termos convectivos. Todas
as equacOes serdo discretizadas para uma malha triangular; portanto, admite-se a
existéncia de trés vizinhos para cada volume de controle. Serdo analisadas também as

condicdes de contorno para alguns casos testados neste trabalho.
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O esquema utilizado para nomenclatura dos coeficientes da equacdo algébrica
discretizada segue aquele proposto por Patankar (1980), substituindo a nomenclatura
para os vizinhos de uma malha formada por quadrilateros (N, S, E, W) pelos sub-indices

A, B e C referentes aos 3 vizinhos de cada célula triangular, resultando em:

I\J
AP TP, T3P taAP =D (3.26)

Assim, para a EDP de conservacdo da quantidade de movimento (2.3b), a Equacéo
algébrica correspondente sera definida por (3.26) assumindo q0:\7, com os coeficientes

dados por (3.27) (no apéndice A encontra-se, detalhadamente, a discretizacdo da

equacéo de conservagédo da quantidade de movimento):

a, = —%_L +pa, max[— (I)Ia N’?),O]Eﬁa : (3.27a)
[DIst,, 0]

8, = -0t + par, max|- (3, 7 )|, (3.27b)
CDIst g U

ac = —%_L +pa, max[— (P]C EV?),O]E{SC : (3.27¢)
[D1stpc O

D H Sa Sb Sc %
M —+t— +t—
0 HDlstPA Dist,;  Distp.

v )o+0 (3.27d)
o
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B EBa[Ba max[— (Rla EV?b)O}V? —-a, max (I)Ia EV?),O pA]
- Ep%b [Bb max[— (I)Ib N’?)O]\/U:Z -, max |)1b EV?)O]\Z]
e o !

(
C[BC max[— (I)IC . )0]\/0_:;Z -, max (I)lc . )O]\/pc]

(3.27¢)

+0
+f
O
H

sendo os valores a; e B, os coeficientes resultantes de uma aproximagéo linear para a
parede i entre os circuncentros P e | (A, B ou C). Os valores P representam as pressoes
no centro de cada face i, a qual deve ser interpolada entre P e o vizinho |
convenientemente assim como os valores dos vetores \Zj Em (3.27e), p§ representa a

forca de gravitacdo que atua sobre um elemento por unidade de volume.

No caso de se utilizar a aproximacao de Boussinesq, como definido na sec¢do anterior,
pode-se integrar o terceiro termo do lado direito da Equacdo (3.24b) no volume de
controle. Considerando que a temperatura mantém-se constante dentro do mesmo

chega-se a equacao:

[[PB(T. ~T,)av = pB(T, ~T, )V , (3:28)

V

onde V representa o volume (ou &rea, para o caso bidimensional) do volume de

controle, T, representa a temperatura no circuncentro da célula, T, representa a

temperatura de referénciae § o vetor que representa a aceleracéo da gravidade.

Na equacdo de conservacao da quantidade de movimento discretizada, sua solucdo deve
ser avaliada, para o caso bidimensional em estudo, sobre os componentes x e y do vetor
velocidade Vw, 0s quais serdo denominados u e v, respectivamente. Os coeficientes
definidos por (3.27a), (3.27b), (3.27c) e (3.27d) serdo idénticos para ambos 0s
componentes do vetor velocidade. J& o coeficiente b, que corresponde ao lado direito
da equacéo, sera especifico para cada componente, pois deve expressar o gradiente de

pressao Nos componentes x e y para u e v separadamente e também a contribuicdo de
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termos fontes. Caso seja usada a aproximacéo de Boussinesq, como em (3.24), 0 mesmo

raciocinio se aplica com relacdo ao vetor definido por §, que pode ter valores diferentes

para as direcdes x e y.

Para a Equacdo de transporte de energia (2.4), ¢ sera igual a temperatura T e 0s

coeficientes a serem aplicados em (3.26) serdo:

%mﬂr max[ ( v, )O][Sa,

Emﬂxbmax[ ( v, )O]DSb,

%mﬂr max[ ( v, )O][S :

E@IH S, N S, N S, %

0 HDistPA Dist,;  Disty,
a, = 5,8, max{(f, v, )]

B, max:(Pl

.. max{{, 7)ol

05, [, max|- (1, ¥, Jolr; -, max{@, o7, Jolr, ]+

£=5, [, maxl- (57 ol -, max](h )
EVQ

%c[ﬁc max :— (I)lc ) )O]TP —a_ max (I)IC N’(?b |

onde a (sem sub-indices) representa a difusividade
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Para a Equacdo de Poisson de Pressdo dada por (2.7) a integracdo nos volumes de
controle para obter a equacdo algébrica discretizada resulta em:

J’I(DZP)dV = ([0 d o0 W )+ o + ol (3.30)
N Y
a qual, pela aplicacdo do teorema de Gauss fica:

;fg_sds - -f(l)l s, (3.31)

sendo ¥ = -p0 E(\V\V)+ uD2\7+ pé)

Para a aproximacdo da derivada direcional do lado esquerdo de (3.31), uma
discretizacdo seguindo o esquema da ABC pode ser aplicada. Para o lado direito da

o 4
mesma equacdo, optou-se por calcular o termo W para cada volume de controle e
- , . 4
depois interpola-lo no centro das faces a, b e ¢ de cada triangulo. Este vetor, V., uma

vez calculado em cada face, serd submetido ao produto escalar com a normal unitaria

externa ﬁi resultando em um valor escalar. Assim:

flAs = ) A, o (3.32)

A discretizacédo para lej seguird o mesmo esquema das Equacdes (2.3) e (2.4) descritas

: . o Y
acima, apenas ressaltando o fato de que cada discretizacdo dos termo de W deve

apresentar-se dividido pelo volume, V , da célula.

Para adequar (2.8) ao esquema da Equacdo algébrica discretizada (3.26), ¢ deve ser

igual a P e os coeficientes a, serdo dados por:

64



a, =——-12 3.33a
" Dist,, (3.332)
= _Sb (3.33h)

Dist,g

a = - (3.33c)
Distp.

a, =—(a, +a, +a.) (3.33d)

=&, &, ), +(&, ), + (& . )s.] (3.33¢)

3.5.1. — Condicdes de Contorno

Nesta secdo serdo aplicadas as condi¢des de contorno (2.10), (2.11) e (2.12), definidas
na secdo 2.3, as equacOes discretizadas de conservagdo da quantidade de movimento e
Poisson para pressdo. Lembrando que em todas as fronteiras onde se considera uma

parede solida, sera utilizado condi¢bes de contorno de 12 espécie (Dirichlet), na qual se

. P
conhece o valor do vetor velocidade: V =0.

Como premissa basica, deve ser assumido que, na malha triangular utilizada, as células
que se encontram na regido do contorno sempre estardo com a face nomeada de “a”
localizada sobre 0 mesmo, e que apenas uma face por tridngulo estara localizada no
contorno, permanecendo as demais (b e c) inalteradas em seu tratamento, pois sempre

compartilhardo duas células.
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3.5.1.1. — Condicao de Contorno de Dirichlet para Velocidade

Inicialmente, sera considerada a condicdo de contorno de 1’ tipo (Dirichlet) para a

. : b A
velocidade, fixando, portanto, o valor do vetor V na face “a” do tridngulo no contorno,
comum nos problemas de Hagen-Poiseuille e da Cavidade onde em um dos contornos
do dominio a velocidade é mantida fixa ao longo do tempo. Conforme se pode verificar

na condicao definida anteriormente em (2.9), aqui reproduzida como (3.34a).
\Z E)Ia =C em 0Q (3.34a)

Um caso especial de (3.34a) e extremamente comum em problemas praticos é a

conhecida “condi¢do de aderéncia” (no slip condition — em inglés), onde o valor de

\Z =0. Sendo definida pela condicéo (3.34b), ou seja:

V., =0 em 0Q (3.34b)

A igualdade (3.34a) define que a contribuicdo do termo convectivo para a face a do
triangulo é considerada como constante na equacdo de conservagdo da quantidade de
movimento. No caso especial de fronteira com condigéo de aderéncia, (3.34b), implica
que a contribuicdo do termo convectivo é nula. Esta deducdo € aplicada a Equacao de
conservacdo da quantidade de movimento discretizada (3.27), a Equacdo de energia

(3.29) e ao lado direito da Equacéo de Poisson para presséo (3.33).

¥
Para o termo difusivo, aproximado pela derivada direcional %—V da equacdo de
n

a

« . : Y « :
conservacao da quantidade de movimento e presente em W na equacdo de Poisson da

pressdo, a aproximacao pode ser feita por uma diferenca centrada entre o circuncentro P

b . :
e o valor em a, onde V, representara o valor do vetor velocidade no centro da face a.
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- o : P
Para a condi¢do de fronteira ndo escorregadia, (3.34b), V, é nulo. Portanto, tem-se a

Equacéo (3.35) a sequir:

% VRN %
f@/IdSa Ve Ve (3.35)
) 0 Dist,,

considerando Dist,, como a distancia do circuncentro P até o meio da face a.

Com as Equacdes (3.34a) e (3.35) pode-se escrever os coeficientes para a Equacgéo
discretizada de conservacdo da quantidade de movimento avaliada no contorno, com

condicéo de Dirichlet. Assim:

a, =0, (3.36a)
0 H Sa + Sb + Sc
_ EHHDistPa Dist,;  Disty, % X
ap —B ésaﬁb max[(Plb W?),O] +% (3.36Db)
.8, mab, 77)o]
%pé\/ R\aPaSa+Rl RS, +I)I PS (Rl EE)pS +uDIStPa\Z
B @b[ﬁ max[ ) ]\/ -, max R\b BV?),O]\?*]+Q ’ (3.36¢)
E{O%sc[ max[ I)I v, )0]\/ —a, max (R\C EV?) }V ]

considera-se, ainda, que os coeficientes a, e a. permanecam inalterados em relagéo

aos definidos pelas Equacdes (3.27b) e (3.27c), respectivamente. Caso se trabalhe com

. - - L
fronteira com condigdo de aderéncia, os termos (rlla EK)pSa e u V, serdo iguais a

Pa
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zero. Entretanto, ainda resta definir quanto sera a pressao no contorno a, representada

por P,.

Fazendo-se uma andlise de grandeza, como a encontrada no Apéndice B, é possivel
mostrar que a pressao na direcdo normal a fronteira e na regiao proxima a mesma é
praticamente constante. Assim, chega-se a conclusdo de que se pode usar o valor da
pressdo no circuncentro P como valor para pressdo na face a nestas situagdes, como se

pode ver em (3.37).

Pl boo p, oP, (3.37)

on

a

Existem casos onde a fronteira tem uma condicdo de Dirichlet para o vetor velocidade,
mas o valor da pressdo no centro da face triangular a ndo pode ser aproximado pela
Equacdo (3.37). Assim, ocorre na regido de entrada de um escoamento entre placas

planas (Poiseuille flow), na qual, geralmente, se define um valor para o vetor velocidade

na fronteira. Neste caso o valor de P, deve ser aproximado de outra maneira. Estas

aproximagcoes serdo discutidas mais detalhadamente na sec¢do 4.2.1.

Uma vez definida a condicdo de contorno para a equacéo de conservacao da quantidade
de movimento, deve-se também definir as condi¢cGes de contorno para a equacdo de
Poisson de pressdo. Neste caso pode-se explicitar o termo responsavel pela contribuicdo
da face a da célula da Equacéo (3.31):

I%Edsﬁ [ Tds = 1 1R} w0V + ] s, + (%BB)dS (3.38)

a

Q)

Mo . o
Lembrando que o termo W, ja foi convenientemente substituido e que o segundo termo

do lado esquerdo e também do lado direito de (3.38) continuardo a receber 0 mesmo
tratamento definido no inicio da secéo 3.4.
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Se for usada a condi¢do de Neumann para pressao, Equacdo (2.13), e se for substituida a
propria Equacédo (2.13) no primeiro termo do lado esquerdo de (3.38), verifica-se que a
contribuicdo das varidveis calculadas na face a de uma célula no contorno
desaparecerdo da equacdo. Assim a Equacdo de Poisson para pressdo avaliada no

contorno seré definida por (3.39):

Pos= [Aobls. (339)

ou seja, sera necessario apenas o calculo da pressao nos pontos interiores do dominio de
calculo. Neste caso, pode-se estabelecer uma pressdo de referéncia em uma dada célula
do dominio para a devida normalizacdo dos valores, fazendo com que nesta célula a
pressdo seja sempre igual a zero, por exemplo. E preciso lembrar, mais uma vez, que
para o problema do escoamento incompressivel, o importante serd sempre o gradiente
de pressédo e nao o valor absoluto da mesma. Para a Equacao discretizada de (3.39) tem-

se 0s seguintes coeficientes:

a, =0 (3.40a)

= S (3.40b)
Dist,g

a, =—— (3.40c)
Dist,.

P _(aA tag t ac) (3.40d)

b= —[(LIFJb Dﬁb)sb + (LIFJC H’IC)SCJ (3.40e)
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3.5.1.2. — Fronteira com Derivada de Velocidade nula (Condicéo de Saida)

Neste caso, tem-se uma condicdo de 2° tipo (Neumann) para a velocidade, onde se esta
interessado apenas no caso em que a derivada é nula na fronteira, comum na regido de
saida do escoamento de Hagen-Poiseuille, como previamente definido em (2.12) aqui
reproduzido como (3.41).

6_\/7 =0 em 0Q (3.41)
on|

Em (3.41) o valor do vetor velocidade na face a do tridangulo do contorno, exatamente

sobre a fronteira, serd aproximado pelo mesmo valor do vetor velocidade em P, pois:

Moo
a_vu{ :Va _VP =00 \5) :\;)P (342)

o . % .
Esta aproximacdo pode ser usada quando se necessitar de V, nos termos convectivos da

equacdo de conservacdo da quantidade de movimento, no lado direito da equacdo de

Poisson para pressao e no termo de conveccao de energia térmica.
No caso dos termos difusivos de velocidade da equacgdo de conservacdo da quantidade
de movimento e no termo ndo homogéneo da equacao de Poisson para pressao, o valor

da derivada é zero, conforme (3.42). Assim, os coeficientes da Equacéo discretizada de
conservacao da quantidade de movimento para este tipo de fronteira seré definida por:

a, =0, (3.43a)

70



S, N S,
Dist,; Dist,.

a(l)'a W’Q)+ 0 (3.43b)

QD
)
1
FG0E D
® ™
3
Q
X
_—
<q
~
2,
+
[}

uob\/ (h,p.s, +A,RS, +h P.S )+

a a-a c c-c¢

b_{ max[ I)l v, )0]\/ -a, max[(b )]\?]+

%, (3.43c)
max[ I)l v, )0}\/ -a, max[( W?)O]V] H

EQJ':'EE@

O
=0
P
O

considerando ainda que, novamente, os coeficientes a, e a. permanecem inalterados

em relagéo aos definidos pelas Equagdes (3.27b) e (3.27¢), respectivamente.

Para o valor da pressdo na face a definida por P,, ndo sera conveniente o uso da mesma
aproximacdo de (3.37). Neste pode-se usar a mesma abordagem citada em Pereira Fo
(2000), onde o valor de P, é aproximado pela extrapola¢éo dos valores a montante de
P, . Entretanto, deve-se lembrar que neste caso bidimensional leva-se a desvantagem de

se trabalhar com malhas n&o estruturadas o que dificulta esta aproximagdo. Uma outra

abordagem para o calculo de P, sera o uso da Condi¢do de Neumann para presséo,

Equacdo (2.13), avaliada diretamente no contorno em quest&o.
A Equacéo de Poisson de pressdo avaliada no contorno onde a derivada de velocidade é

nula na fronteira sera a mesma definida em (3.39) e sua versao algébrica discretizada
(3.40).
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3.5.1.3. — Fronteira adiabatica com condicéo de aderéncia para velocidade

Encontra-se nesta secdo a equacao algébrica discretizada para transporte de calor
avaliada em um contorno na qual se tem, para a velocidade, a condicdo de aderéncia
como definida em (3.34b), e considerando a parede adiabatica, isto €, a derivada de T

na direcdo da normal externa a parede nula, como se pode verificar na Equacéo (3.44).

T =0 em 0Q (3.44)

on

Uma vez definidas as condices (3.34b) e (3.44), a contribuicdo do termo difusivo de T
na diregdo da normal a € nulo e, ja que existe a condigdo de aderéncia (3.34b), a

contribui¢do do termo convectivo com relagdo a T também é nulo, pois a velocidade

sobre a face a é zero. Assim, os coeficientes da Equacéo discretizada serao:

a, =0, (3.45a)
= B9 va, max]-(h, )o][sb, (3.45b)
Dist,g
=59 o max-(}, W )o][s (3.45¢)

% CDist,c ©
0fgs, . S,
gXEDistPB " DistPC %
8, = 5,5, maX[(P] A )o] (3.450)

%ﬁmax[ )]
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p_5u[, maxd- (3, o Jolr; —a, max{(, o Joir; ]+
" =55l maxl- 0 7 ok, -, maxffl, 7 )of] - o
lembrando mais uma vez que a (sem sub-indices) representa a difusividade térmica

dada por L
p

3.5.1.4. — Fronteira com condicdo de aderéncia para velocidade e Condi¢cdo de

Dirichlet para temperatura

Neste caso, o valor da temperatura € definido no contorno sendo, portanto, uma

condicdo de Dirichlet.
T,=C em 0Q (3.46)

A condicdo de contorno para velocidade permanece a mesma da se¢do anterior, ou seja,
condicdo de aderéncia. Portanto, a contribuicdo do termo convectivo permanece nula

pelos mesmos motivos da secéo anterior.

A condicédo de contorno (3.46) sera adicionada ao sistema através da aproximacao para
a derivada de T na direcdo da normal externa entre os valores no circuncentro P e 0

valor fixo na parede a, como se pode verificar em (3.47):

I)l DT = a—TS T ~Te —2_Pg, 3.47
afsa T )es, ~on e DlstPa (3.47)

a
Assim, os coeficientes da Equagéo discretizada serdo:

a, =0 (3.48a)
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ag = —E_L +a, max[— (P1b N?),O]Esb (3.48b)
CDIst g [

a, =09 +a, max|- (b, 7)o, (3.48¢)
[DI1Stec O
00 s, S S,
E‘P{HDistPa * Dis:PB * Dist . EJ'

ap = %aﬁb max[(%b m/?),o] + (3.48d)

%C B. max[(r)lC Waj )O]
H

0 s,
Ay Dist,, Tat

tg): %b B, max|- (I)lb W? )O]TP -a, max[(%b W? )O]TB] + (3.48¢)
5l mod- (. 5~ maofh, ol
E

3.6 — Algoritmo de Solugéo

O algoritmo iterativo de solucdo para o problema do escoamento incompressivel,
incluindo uma possivel variagdo de temperatura, foi implementado de maneira que as
equacOes envolvidas s@o resolvidas separadamente, apesar de estarem acopladas,
convergindo, apds um certo numero de iteragdes, para a solucdo no estado estacionario.
Sempre de acordo com as condicdes iniciais e de contorno, e com a geometria da malha

computacional, conforme se pode verificar nos passos a seguir:
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)
9)

Leitura dos dados de entrada (geometria da malha, propriedades do fluido,
condicdes iniciais e de contorno).

Célculo dos coeficientes que devem se manter constantes ao decorrer de todo o
processo iterativo, especialmente os que dependem apenas da geometria da
malha computacional, como os termos relativos ao transporte difusivo de
calor, transporte difusivo de quantidade de movimento e lado esquerdo da
equacao de Poisson de Presséo.

Célculo da parcela referente aos termos convectivos dos coeficientes para
equacdo de transporte de calor (se houver), incluindo as condicdes de
contorno.

SOLVER para o sistema de equacgdes algébricas de transporte de calor (se
houver).

Célculo da parcela referente aos termos convectivos, de gradiente de pressédo e
de flutuacdo de temperatura para os coeficientes da equacdo de quantidade de
movimento, incluindo as condi¢des de contorno.

SOLVER para o sistema de equacOes algébricas de conservagdo da quantidade

de movimento.

Calculo de lej referentes ao termo ndo homogéneo da equagédo de Poisson de
Pressdo, incluindo as condic¢des de contorno.

SOLVER para o sistema de equacdes algébricas de pressao.

Verificacdo dos critérios de convergéncia. Caso a convergéncia nao seja

atingida volte ao passo 3.

10) Fim.

3.7 — Solucéo do sistema linear de equacdes - “SOLVER”

Para a solucdo do sistema linear de equacGes algébricas discretizadas para velocidade

(3.27), para temperatura (3.29) e para pressdo (3.33), pode ser usado qualquer um dos

métodos iterativos classicos como o Jacobi, Gauss-Seidel ou SOR (Successive Over-
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Relaxation). As vantagens e desvantagens de cada um dos métodos acima é bem
estabelecida na literatura. Maiores informacdes podem ser obtidas em Hoffman (1992).

Entretanto, com o intuito de tirar vantagem da estrutura da matriz resultante da
discretizacdo em uma malha triangular, foi utilizado um método de solucdo especifico
para o sistema linear resultante (Travelho, 2002b). Neste método procura-se resolver
exatamente um pequeno sistema de equacGes, formado pelo conjunto de 4 células
representando as incognitas, que leva em consideracdo o valor de mais 6 células

vizinhas as mesmas, conforme se pode verificar na figura 3.10 a seguir:

LS

o

<
b

Fig. 3.10: Subconjunto de células da malha triangular usado no SOLVER.

Deve-se lembrar que as células da figura (3.10) representam VArios pequenos
subconjuntos de células contidas na malha triangular ndo estruturada. As células

denominadas P, A, B e C terdo suas variaveis @ calculadas através do sistema de

Equacdes abaixo:

aPP §0P + (aAACDA + aBB ¢B + acc (Dc) = bp (349&)
3,0, + (2,0 + AP + 2, 0) =D, (3.49b)
aPB (pB + (aABA(pBA + aBBB<DBB + acsp (pp) = bB (349C)
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apc(pc + (aACA(pCA + aBCB(pCB + accpqop) = bc (349d)

O sistema algébrico de Equaces (3.49) consiste de 4 equagOes e 4 incognitas, 0 que
permite, portanto, que se obtenha a solucdo. Uma maneira simplificada de resolucéo

consiste em explicitar o valor de ¢,, @, e @. nas Equacdes (3.49b), (3.49c) e (3.49d) e
substituir em (3.49a), obtendo assim a solugéo para ¢, . Posteriormente, substitui-se este
valor nas Equagdes (3.49b), (3.49c) e (3.49d) calculando o valor de ¢,, @, € @

respectivamente.

Este procedimento de solucdo pode ser repetido para varios subconjuntos - como o da
figura (3.10) - presentes na malha triangular usada no problema. Entretanto,
examinando mais detalhadamente a malha, percebe-se que este algoritmo de solugéo
ndo necessita ser repetido para todas as células mas apenas para um conjunto destas,
uma vez que a cada procedimento procura-se obter a solucdo para 4 células ao mesmo

tempo.

Como se trata de uma malha néo estruturada, onde ndo existem regras para a ordenagéo
dos elementos, as defini¢cdes de quais subconjuntos devem ser usadas ndo € tdo simples
como em uma malha estruturada. Uma providéncia interessante seria a definicdo destes
subconjuntos da malha apenas uma Unica vez por algum algoritmo dedicado, ja que a
malha permanece inalterada ao longo de todo o processo de solugédo. Este algoritmo
dedicado deve levar em consideracdo também a regido de fronteira do dominio de
solucdo, pois as células triangulares localizadas nesta regido tém um vizinho a menos e

seu subconjunto apresenta-se com trés equacdes e trés incognitas.

O algoritmo dedicado a definicdo dos subconjuntos deve procurar minimizar o numero
de células cujas variaveis de interesse serdo calculadas mais de uma vez a cada iteracéo
do SOLVER. Entretanto, como se trata de uma malha néo estruturada, ndo é possivel

garantir a existéncia de uma definicdo de subconjuntos que permita que todas as células
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tenham suas varidveis calculadas apenas uma vez, ndo havendo intersec¢do de células

de subconjuntos diferentes.

O algoritmo para definicdo dos subconjuntos, implementado nesta tese, consiste dos

seguintes passos:

1) Identificar e selecionar os subconjuntos nos quais o triangulo central tem
apenas 1 vértice no contorno (triangulos que sdo vizinhos aos triangulos cuja
face a esta na fronteira).

2) ldentificar e selecionar os subconjuntos nos quais o triangulo central ndo esta
marcado, bem como nenhum dos seus 3 vizinhos.

3) Identificar e selecionar os subconjuntos nos quais o triangulo central ndo esta
marcado, bem como 2 dos seus 3 vizinhos.

4) ldentificar e selecionar os subconjuntos nos quais o triangulo central ndo esta
marcado, bem como apenas 1 dos seus 3 vizinhos.

5) Identificar e selecionar os subconjuntos nos quais o triangulo central ndo esta

marcado, independente de sua vizinhanca.

Uma vez definido os devidos subconjuntos da malha triangular através do algoritmo
acima, pode-se armazenar a seqiéncia escolhida em um arquivo para utilizagdo do
SOLVER sempre que necessario. Assim, o processo de selecdo dos subconjuntos é

efetuado apenas uma Unica vez durante todo o processo.

Apenas como exemplo, para a malha representada pela figura 3.11, que consiste de
3692 células triangulares, a aplicacdo do algoritmo listado acima apresenta o seguinte

resultado:

* Quantidade de subconjuntos a calcular: 1159.
e Quantidade de células onde o calculo ocorre trés vezes para cada iteracdo do
algoritmo: 85, representando 2,3% do total 3692.

* Quantidade de células onde o célculo ocorre duas vezes: 774 (20,97%).
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* Quantidade de celulas onde o célculo ocorre apenas por 1 vez: 2833 (76,73%)
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Fig. 3.11: Malha triangular ndo estruturada gerada pelo software Easymesh, e usada para
célculo de escoamento em uma cavidade.

Caso esta mesma malha fosse adensada de maneira que o comprimento médio de cada
face fosse dividido por dois, a malha resultante, gerada pelo Easymesh, apresentaria um
total de 14842 células triangulares. Neste caso, a aplicacdo do algoritmo gera 0s

seguintes resultados:

e Quantidade de subconjuntos a calcular: 4179.

e Quantidade de células onde o célculo ocorre 3 vezes para cada iteragdo do
algoritmo: 175, representando 1,18% do total 14842.

» Quantidade de celulas onde o célculo ocorre 2 vezes: 1524 (10,27%).

» Quantidade de celulas onde o célculo ocorre apenas 1 vez: 13143 (88,55%)

Uma vez definidos os subconjuntos, o procedimento para solucdo do sistema linear de

equacdes seré descrito pelo algoritmo abaixo:
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1) Ler dados de entrada (matriz dos coeficientes a’s, valor inicial do vetor ¢,

identificacdo dos subconjuntos, critério de convergéncia).

2) Resolver todos os subconjuntos (cada subconjunto apresenta um sistema de
equac0es lineares dado por (3.49)).

3) Checar a convergéncia. Caso o critério ndo tenha sido atingido voltar ao passo
2

Como teste, serd apresentado um comparativo simples entre a solucdo de um sistema
linear de equacgdes pelo método de Gauss-Seidel e pelo SOLVER aqui descrito. O
comparativo serd efetuado calculando-se a primeira iteracdo global para solugdo de um
escoamento laminar entre placas planas totalmente desenvolvido com ndmero de
Reynolds: Re = 100. O critério de convergéncia para a solucdo do sistema linear de
equacdes serd tomado, neste teste, como o residuo relativo médio, definido pela
Equagéo abaixo:

(3.50)

Onde o residuo sera: , avaliado em cada circuncentro P das células

triangulares no dominio de calculo.

As Tabelas 3.1 e 3.2 indicam o nimero de iteracdes e o tempo gasto, respectivamente,
na solucdo do sistema de equacgdes para o vetor velocidade (componentes u e v) e
pressdo (P). A condicdo de contorno para o problema tratado consiste no perfil de
velocidade plenamente desenvolvido (parabdlico) na regido de entrada. A condicdo
inicial consiste na velocidade média em todo o restante das células do dominio de

calculo.
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TABELA 3.1 - COMPARATIVO ENTRE O NUMERO DE ITERACOES
Numero de iteracGes com Reynolds = 100
Preciséo (€) SOLVER Gauss-Seidel

U \Y; P u v P
1 4 1 1 19 1

1 32 1 8| 147| 362

27| 198 7| 133| 590 797

TABELA 3.2 - COMPARATIVO ENTRE O TEMPO GASTO
Tempo com Reynolds = 100 (em segundos)
Preciséo (¢) SOLVER Gauss-Seidel

U \Y; P u v P
0,1 0,4 0,2/ 0,05 0,98| 0,05

01 317, 0,09| 041| 7,56| 18,36

2,67 196| 0,69 6,82|30,35| 40,42

A Tabela 3.1 mostra que, para um determinado critério de convergéncia, o SOLVER
descrito nesta sec¢do necessita de uma quantidade menor de iteracbes quando comparado
com o tradicional método de Gauss-Seidel, entretanto cada iteracdo do novo SOLVER é
mais “custosa computacionalmente” que o método Gauss-Seidel. Deve-se ressaltar que
0 tempo total gasto &, nestes casos testados, favoravel a utilizacdo do SOLVER

desenvolvido em comparagdo com o método de Gauss-Seidel.

81



CAPITULO 4

RESULTADOS

No capitulo 4 encontram-se o0s resultados da aplicacio do método para alguns
problemas comuns em Fendmenos de Transporte como o problema da difusdo de calor,
escoamento laminar de um fluido viscoso incompressivel sobre placas planas (Poiseuille
Flow), escoamento em uma cavidade, escoamento com expansdo subita e o problema da

convecgao natural.

4.1 — Difusao de Calor

O problema presente nesta se¢do foi apresentado no ERMAC - 2000 (Fazenda et al,
2000) e em parte no XV COBEM (Travelho et al, 1999), consistindo na solucdo da
Equacdo de transferéncia de calor (2.4), que se encontra na forma discretizada em
(3.27). O problema tratado sera apenas de difusdo de calor em estado estacionario.

Portanto, a Equacdo (2.4) reduz-se a:
0okoT)=0, (4.1)

sendo que a condutibilidade térmica, k, serd definida através de uma variacdo linear

com a temperatura dada por:
k=aT +b, (4.2)
onde a e b sdo constantes.

Desta forma, o problema apresenta uma nao-linearidade devido a dependéncia do valor

da temperatura na determinacédo do valor da condutibilidade térmica.
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O dominio de solugdo para o problema apresenta a forma de um anel, como pode ser
verificado na figura 4.1, na qual as condigdes de contorno na fronteira interna (raio r)
sdo do primeiro tipo (Dirichlet), e na fronteira externa (raio R) de segundo tipo
(Neumann), ou seja, define um valor constante para a temperatura em r e um fluxo de

calorem R.

Fig. 4.1: Dominio de solugéo para o problema de difuséo de calor.

A malha triangular discretizada para a figura 4.1 € apresentada na figura 3.5.

A discretizacdo da Equacédo (4.1) em volumes finitos através da abordagem baseada no
circuncentro, levando em consideragdo a condutibilidade térmica definida em (4.2),
necessita do calculo de k nas faces de cada célula triangular. Uma vez que o valor da
temperatura é conhecido apenas nos circuncentros, sera necessaria alguma forma de
interpolacdo. Uma maneira possivel seria o0 uso de uma média ponderada pela distancia

do circuncentro a parede, e assim tem-se:

k=" +iE, f= St 4.3)
Dist,_,

onde o sub-indice | refere-se a posicéo do circuncentro da célula vizinha | (I = A, B ou

C) e o sub-indice i a posicdao referente ao meio da face i, situada entre as células | e P.
A solucdo numérica aplicada a malhas com diferentes nimeros de tridngulos foi

confrontada com a solucao analitica do problema; desta forma foi possivel identificar

uma queda no erro na medida em que a malha se tornava mais refinada e,
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consequentemente, o tamanho caracteristico da parede da célula se tornava menor,
conforme se verifica na figura 4.2. A ordem de convergéncia do método calculada para

este caso foi de, aproximadamente, 2,63.

001 k

Erro Quadratico (°C)

0.001 i i . N 5 N s i J
0.1 1

Tamanho caracteristico (M)

Fig. 4.2: Erro Quadratico da solu¢do numérica em relagcao ao incremento no nimero de células
da malha.

Outro teste executado foi um comparativo com a abordagem de Mathur e Murthy
(1997) para discretizacdo de termos difusivos (Equacdo (3.5)) e também uma
discretizacdo centrada no vértice, como o conhecido diagrama de Voronoi, na mesma
malha triangular. A figura 4.3 apresenta a queda no erro em relagéo ao incremento na
quantidade de células da malha para a condutibilidade térmica constante, ou seja, k =1.
Neste caso, a solucdo para diagramas de Voronoi foi a que apresentou as melhores

solucdes.
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Fig. 4.3: Erro Quadratico Médio da solugdo numérica para K =1 com a abordagem pelo
Circuncentro, Diagramas de Voronoi e método de Mathur e Murthy em relacao ao
incremento no nimero de células da malha.

Quando o problema torna-se nédo linear, devido a dependéncia do valor de k com a
temperatura na forma da Equacéo (4.2), a solugdo com a abordagem pelo circuncentro
produz melhores resultados, como se pode verificar na figura 4.4.

3

H
o]

i =
5 ) e

s [ PR & .

Syt AP

L2 } - %,,jr’@/;

3 F a

E 8 e

© - PR

g | -9l

& -7 o

5 . e

Rtk e

& £

o [/ ——fF—— Clreunesniro

E L/ k=daT+b - = Voronol

e & a=0.J5 e Mathur & Murthy

b=1.0

i i : i I | IEETETEE T i
o4 006 008 3.1
Tamanho caracteristico (m)

Fig. 4.4: Erro Quadratico Médio da solugdo numérica para K =aT +b ondea=0,5eb=1,0.

A maior ordem de convergéncia em problemas néo lineares para a solucéo utilizando a

ABC em comparacdo com a mesma solucdo em diagramas de Voronoi se deve ao fato
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de que a aproximacao para o valor de k seja efetuado exatamente sobre o ponto médio
do lado quando se utiliza a ABC, 0 que ndo ocorre com os diagramas de Voronoi.

Os perfis de temperatura para 0s casos testados, ou seja com condutibilidade térmica
constante (k =1) e com uma dependéncia linear com a temperatura (k =aT +b,
a=0,5 e b=1), podem ser observados nas figuras 4.5 e 4.6, respectivamente, para as
simulacdes numéricas obtidas com a ABC, diagramas de Voronoi e método de Mathur e
Murthy, em relacéo a solucéo analitica.
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Fig. 4.5: Perfis de Temperatura para K =1 obtidos com a abordagem pelo Circuncentro,
Diagramas de Voronoi e método de Mathur e Murthy em relacéo a solucdo analitica.
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Fig. 4.6: Perfis de Temperatura para kK =aT +b obtidos com a abordagem pelo Circuncentro,
Diagramas de Voronoi e método de Mathur e Murthy em relagéo a solugao analitica.

Conforme se pode observar nesta se¢do, a abordagem pelo circuncentro para malhas néo
estruturadas apresentou uma convergéncia de 22 ordem para um problema néo linear,
além de ter uma implementacdo computacional simples. O método apresenta as
vantagens do uso de diagramas de VVoronoi para solucdo de problemas difusivos sem as
dificuldades encontradas na geracdo da malha de VVoronoi, especialmente nos contornos.
Além do mais, apresenta um stencil menor que o diagrama de Voronoi e também um
tamanho médio da célula geralmente menor. Assim, pode-se observar que a abordagem

por circuncentro apresenta bons resultados para problemas puramente difusivos.

4.2 — Escoamento incompressivel

Os resultados apresentados nas subsecdes seguintes referem-se a aplica¢do do algoritmo
da secédo 3.5 para a solucdo de um problema de escoamento viscoso incompressivel em
regime permanente e laminar. Serdo analisadas as caracteristicas de cada escoamento,
incluindo suas condi¢fes de contorno, juntamente com a apresentagéo dos resultados da
visualizagdo do escoamento para as varidveis envolvidas, bem como, em alguns casos,

uma comparacao com outras solu¢Ges numéricas, analiticas e também experimentais.
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4.2.1 — Escoamento entre placas planas

O problema do escoamento laminar em um canal formado por duas placas planas
paralelas, conhecido por “Poiseuille Flow” (Brodkey, 1967), pode ser graficamente
visualizado na figura 4.7. A modelagem bidimensional sera feita tomando-se uma
seccdo longitudinal do escoamento. Neste caso, supondo um escoamento plenamente
desenvolvido, a velocidade maxima na direcdo paralela as paredes ocorre na regido da
altura media (H/2) e € 50% maior que a velocidade média. Lembrando que a vazéo de

massa é proporcional ao gradiente longitudinal de presséo, que “forca” o escoamento.

3
Umax = 7 Umedio

Fig. 4.7: Escoamento laminar em um canal formado por placas planas paralelas.

O dominio bidimensional a ser discretizado com uma malha triangular ndo estruturada
pelo software Easymesh (Niceno, 1997) pode ser visualizado pela figura 4.8 a seguir.
Nela pode-se identificar trés diferentes condi¢fes de contorno. A condigdo de contorno
para a fronteira de entrada, delimitada pela parede vertical a esquerda, sera um valor
constante para o vetor velocidade. Na condi¢do de contorno para a fronteira de saida do
escoamento, referente & parede vertical direita, considerar-se-a que ndo havera
mudancas no perfil de velocidades ao longo da direcdo longitudinal. E, finalmente, a
condicdo de contorno para as paredes sélidas, horizontais superior e inferior, seréo

fronteiras com condicao de aderéncia, onde o vetor velocidade sera igual a zero.
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A solucgdo analitica para o problema em questdo é o perfil de velocidades quando o
escoamento estiver plenamente desenvolvido, resultando em um perfil parabolico para o
componente u do vetor velocidade (componente no sentido longitudinal), dependente

unicamente da altura y, conforme se verifica na Equacéo (4.4):

_OP 1o
u(y) =5 2H(y Hy) (4.4)

As condigdes de contorno para as trés fronteiras presentes na figura 4.8 serdo definidas

da seguinte maneira:
Fronteira de Entrada:

Condicdo de contorno de Dirichlet para o vetor velocidade localizado na fronteira de

entrada, como na secao 3.4.1.1. Entretanto apenas o componente na direcdo longitudinal

. b
seré diferente de zero. Portanto V., ... = (Uyyasa 0)-

entrada

O componente u serd fixado na fronteira de duas maneiras distintas. Na primeira forma,

usada para teste e validacdo do método, serd inicializada com a solucdo analitica do
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vetor velocidade para o caso totalmente desenvolvido, portanto u dependera da altura y,
exatamente como na Equacdo (4.4). Assim, supde-se que o fluido ja entre na placa
advinda de estagio anterior na qual ja sofreu as acdes viscosas da parede sélida de
maneira suficiente para atingir o seu desenvolvimento. No segundo caso, procura-se
obter o célculo do desenvolvimento do vetor velocidade pela a¢do viscosa da parede,
assim u serad constante em toda a fronteira de entrada e com valor igual a velocidade

media deste componente (u entrada = U )

Entretanto, a questdo do valor da pressdo na fronteira de entrada ainda ndo foi
especificada. Deve-se lembrar, inicialmente, que em um escoamento incompressivel, o

gradiente de pressdo € o que importa para satisfacdo da equacdo da conservacdo de

massa. Assim, a aproximacdo da Equacdo (3.35), onde se supunha a%n =0, para a

face a do triangulo na fronteira, ndo pode ser usada neste caso, pois 0 escoamento

apresenta caracteristicas distintas em relagdo ao que ocorre nas paredes sélidas.

A solucdo implementada em Pereira Filho (2000), para 0o escoamento em um tubo
circular (Hagen-Poiseuille), foi especificar condi¢des de Dirichlet tanto para velocidade
quanto para pressdo na fronteira de entrada. Devido a caracteristicas da malha
prismatica utilizada, foi possivel posicionar, o centro da célula e ndo a sua face, na

fronteira de entrada, sendo esta a melhor opcao para condi¢Ges de contorno de Dirichlet.

No caso da malha triangular utilizada neste trabalho, o processo de geracdo da malha
através do EasyMesh (Niceno, 1987) ndo permite a criacdo de células com seus
circuncentros posicionados exatamente sobre uma linha ou fronteira pré-determinadas.
Deve-se lembrar que tal tarefa ndo é impossivel de ser realizada, desde que se utilize de

um procedimento externo ao programa ou outro software mais adequado.
Ao se utilizar uma malha densa o suficiente, ou seja, com uma grande quantidade de

pequenas celulas na regido de interesse, pode-se fixar o valor do vetor velocidade e da

pressao nos circuncentros dos tridngulos cuja uma de suas faces estd posicionado na
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fronteira de entrada. Neste caso, 0s circuncentros ndo estardo posicionados exatamente
sobre a fronteira de entrada, mas em uma regido muito préxima & mesma. Assim, o

tratamento seria similar ao trabalho de Pereira Filho citado acima.

Para o caso de se posicionar a face da célula no contorno, como foi utilizado neste
trabalho, pode-se fixar o valor do gradiente de presséo na fronteira que satisfaca o perfil
de velocidades na regido, especialmente em escoamentos plenamente desenvolvidos
como condicdo de entrada. Em escoamentos onde o perfil de entrada € plano e igual a
velocidade média do escoamento, pode-se também aproximar o valor do gradiente de
pressdao na fronteira que satisfaca a solucdo analitica (4.4), sendo esta a solucéo
esperada quando o escoamento estiver plenamente desenvolvido. Mas a aplicacdo desta
aproximacdo pode introduzir erros no sistema, uma vez que esta hipotese pode néo ser

valida na restrita regido da fronteira de entrada (em desenvolvimento).

A solucdo adotada foi o calculo do campo de pressdo levando em consideracdo apenas
0s pontos internos do dominio de céalculo sem a necessidade de se calcular os valores da
pressdo em posicdes sobre as fronteiras, como especificado pelas Equacdes (3.36) e

(3.37). Entretanto, como o valor da pressao na fronteira, P,, € necessario na equagao

discretizada de quantidade de movimento (especificamente no coeficiente b em

(3.36¢)), este valor ¢ atualizado a partir do valor médio do gradiente de presséo, Z—P
n

calculado na vizinhanca das células que tém uma face na fronteira de entrada. Este

processo sera repetido apds cada iteracdo para determinacdo do campo de presséo.
Fronteira de Saida:

A fronteira de saida do fluido sera uma condicdo de Neumann para o vetor velocidade,

. . x . : [ « N
assim como definido na se¢éo 3.4.1.2, ou seja, , a derivada de V em relacdo a direcéo
da normal externa a fronteira de saida serd nula como em (3.39), aqui reproduzida em
(4.5).
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G_VT 0 (4.5)

Como em (3.42), a aproximacao de (4.5) sera \7; :\7’P .

Assim como acontece na fronteira de entrada, é necessario o valor da pressao na
fronteira de saida na equacdo discretizada de conservagdo da quantidade de movimento
(coeficiente b dado por (3.43c)). Sera aplicado o mesmo raciocinio da condigdo de

contorno de entrada, ou seja, P, sera determinado de acordo com o valor medio da

derivada de P na vizinhanca da célula cuja face a esta situada na fronteira de saida.
Fronteira com condicéo de aderéncia:

As paredes horizontais presentes na figura 4.8 apresentam a condicdo de aderéncia;
. : L. b
portanto, o valor do vetor velocidade nesta fronteira sera igual a zero 6/a :0), e 0S

coeficientes da equacao discretizada de conservacdo da quantidade de movimento para
este caso serd a mesma da fronteira de entrada com condicdo de Dirichlet para
velocidade (3.36).

O valor da pressdo na face a do tridngulo na parede sera o valor da presséo no
circuncentro P (ver apéndice B). Assim a aproximacdo do gradiente de pressdo para
parede solida sera como em (3.35), aqui reproduzido como (4.6).

‘;—i 0oo P, OP, (4.6)

a

Os resultados para a condicdo de contorno na fronteira de entrada com perfil parabdlico
dado por (4.4) e com Re = 100 pode ser visualizado na figura 4.10 atraves do perfil de

velocidade, e na figura 4.11 exibindo o decaimento linear da pressdo. No teste
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apresentado nestas figuras, a malha triangular utilizada é composta de 4.882 vértices e
9.322 células triangulares, sendo o comprimento L dez vezes maior que a altura H de
0.1 metros (L = 10H).

Todos os valores estdo no Sistema Internacional, sendo que o valor médio do

componente longitudinal de velocidade € igual a 0.0001 m/s para 0 escoamento da &gua
o . . . . K

a 20'C, com densidade e viscosidade de aproximadamente 1000 Kg/m® e 0.00l—g,
ms

respectivamente. O gradiente de pressdo analitico que satisfaz a Equacdo (4.4) sera

P - 00012 K9 _.
[0 m-s

As condicdes iniciais para o célculo serdo dadas por um perfil plano de velocidades em
ST A . .
todo o dominio, blp = (o 0)] exceto na fronteira de entrada onde o valor de u sera dado

pela Equacéo (4.4), conforme figura 4.9. Os valores de pressdao em cada circuncentro P
serdo dados por um decaimento linear de P conforme o gradiente de presséo do
problema. O critério de parada utilizado serd& composto de 3 condigdes a serem

satisfeitas simultaneamente:

e O divergente quadratico medio do vetor velocidade:

4.7)

onde NT corresponde ao numero total de triangulos da malha.

e O Residuo quadratico relativo médio do componente u da velocidade:
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(4.8)

apUp _(a'AuA tagUsg +acuc)_b

onde o residuo relativo é dado por R, =—* = , sendo
a,u
u o valor médio da velocidade.
e O Residuo quadrético relativo médio do componente v da:
(4.9)

Os resultados da figura 4.10 mostram o perfil de velocidades depois de atingida a
convergéncia para um escoamento com fronteira de entrada com perfil parabdlico. Os
vetores da figura encontram-se em 20 posi¢es igualmente espacadas na malha
computacional no sentido longitudinal e transversal. Entretanto, tais resultados foram
obtidos por interpolacéo linear, apenas para efeito de visualizagdo, uma vez que em uma
malha ndo estruturada os circuncentros dificilmente estardo posicionados sobre uma

linha reta imaginaria, pois estardo espalhados pelo dominio computacional.

Ao se analisar os valores numéricos percebe-se, também, uma pequena diferenca no
perfil de velocidade entre o perfil de entrada, obtido analiticamente através da Equacéo
(4.4), e o perfil parabolico obtido pela solucdo do problema. A diferenca encontrada
entre a solucdo analitica na entrada e a solucdo numérica da saida foi de,

aproximadamente, 1,32% para uma malha de 3476 vértices e 6582 triangulos.
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Fig. 4.9: Perfil inicial de velocidade para Re=100. Entrada com perfil parabdlico e o restante
com perfil plano.
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Fig. 4.10: Perfil de velocidade para Re=100 em escoamentos plenamente desenvolvidos.
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Fig. 4.11: Campo de pressado para Re=100 em escoamentos plenamente desenvolvidos.

Os histdricos de convergéncia do segundo e terceiros critérios podem ser visualizados
na figura 4.12a, onde se percebe que, nas primeiras iteracGes, o residuo quadratico
médio de v aumenta levemente para depois cair. Isto se deve a acdo das forcas viscosas
nas paredes agindo sobre o perfil plano inicial de velocidades. A satisfagdo da equacéo
de continuidade pode ser melhor visualizada pela figura 4.12b, que permite identificar a

. " . Mo . : N
queda no residuo quadratico médio de OV a medida que avancam as iteracdes

globais, uma vez que a equacdo de continuidade para um escoamento incompressivel e

., . o
em estado estacionario tem como caracteristica 0 [V =0.
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Fig. 4.12: Historicos de convergéncia dos residuos relativos quadraticos médios deu e v e
também do divergente quadratico médio de velocidade (Re = 100 e condicado de
entrada com perfil parabdélico).

A solucdo analitica para a distribuicdo do campo de pressédo para um perfil totalmente
parabolico de velocidades, do inicio ao fim do dominio, consiste em uma distribuicédo
linear dos valores da pressdo ao longo da dire¢do longitudinal do dominio, como
exibido na figura 4.11. Assim, foi possivel estimar o valor do gradiente de presséo
medido ao longo da direcdo longitudinal, avaliando a variacdo a medida que se
adensavam as quantidades de células nas malhas utilizadas. Estas medidas podem ser
encontradas na Tabela 4.1 a seguir, juntamente com o0s tempos computacionais
despendidos na simulagdo numérica em uma maquina com processador tipo RISC
modelo SUN ULTRASPARC Il (ULTRA 60) — 360 Mhz com 256 Mbytes, lembrando

que o valor da solucdo analitica preveé: oP = —0,0012%.

[9)4 m<s
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TABELA 4.1 - 0P/0x EM DIFERENTES MALHAS - REYNOLDS =100

Quantidade de Tamanho médio dos a%x em (Kg /m252) Tempo gasto
triangulos lados dos triangulos (hh:mm:ss)
2382 H/10, L/100 -0,001188 1:57
9528 H/20, L/200 -0,001205 11:45
21438 H/30, L/300 -0,001205 36:17

Para as situacdes onde a condicdo de contorno na entrada € um perfil plano, sendo o
valor da velocidade definido como valor médio do componente longitudinal de
velocidade, U, deseja-se obter um perfil de velocidades em desenvolvimento para Re =
100, Re = 400 e Re = 800. O perfil esperado de velocidades na fronteira de saida sera o
perfil de velocidades parabdlico (totalmente desenvolvido), caso o comprimento L seja

suficiente para que ocorra o desenvolvimento em sua plenitude.

A malha utilizada para as simulacdes com perfil de velocidades em desenvolvimento
utiliza 18.864 vértices e 36.846 células triangulares para um dominio computacional
retangular discretizado com as dimensbes ja definidas anteriormente, ou seja,
comprimento 10 vezes maior que a altura. Os resultados finais podem ser vistos nas
figuras 4.13, 4.14 e 4.15 para o perfil de velocidades, e 4.18, 4.19 e 4.20 para 0 campo

de presséo, para os casos Re = 100, Re = 400 e Re = 800 respectivamente.

0100

0.075 — B T T T T i S T

y (m)

0025 e e e o e . . —E —E — — — — — — — — — ——

0.060 — — — S— e——— w—

0.000— -

Fig. 4.13: Perfil de velocidade para Re = 100 com fronteira de entrada com perfil plano de
velocidades.
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Fig. 4.15: Perfil de velocidade para Re=800 com fronteira de entrada com perfil plano de
velocidades.

Percebe-se que o tamanho da regido de entrada do fluido fica progressivamente maior a
medida que o numero de Reynolds aumenta (conforme as figuras 4.13, 4.14 e 4.15),
como era esperado. Para o escoamento com numero de Reynolds igual 800 (figura
4.15), percebe-se claramente que este ndo se encontra plenamente desenvolvido na

fronteira de saida, devido ao tamanho da regido de entrada.

Existem, na literatura, solucGes analiticas para o perfil de velocidades em

desenvolvimento na entrada de um tubo (Bennet e Myers, 1978), bem como para um
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duto de secdo quadrada e também o escoamento entre placas planas. Entretanto, a
solucdo ndo e trivial e, no caso de tubos, envolve a avaliacdo de funcBes de Bessel. Uma
estimativa bastante simplificada e confiavel para o comprimento de entrada foi proposta

por Schlichting (1979), e consiste em:

% =0,04Re, (4.10)

onde Le é o comprimento de entrada, H € a altura entre as placas e Re representa o
numero de Reynolds. Para confrontar o comprimento de entrada presente nos
escoamentos obtidos com a simulacdo numérica e o estabelecido por (4.10),

estabeleceu-se que, no caso das simulacGes, o escoamento estaria plenamente
V
desenvolvido quando a%x<€, onde x representa a direcdo longitudinal e € uma

constante proxima de zero. Assim, a Tabela abaixo apresenta os valores previstos pela

Equacao (4.10) para serem comparados ao método.

TABELA 4.2 - VALORES PREVISTOS PARA COMPRIMENTO DE ENTRADA

Reynolds Le
100 0,4
400 1,6
800 3,2

|J
Os gréficos 4.14 e 4.15 exibem os valores médios relativos da derivada a%x para as
simulagdes apresentadas com Reynolds de 100 e 200, respectivamente. Para Re = 100
- P - -
(figura 4.16), o valor de G%X relativo médio é menor que 0,1% para pontos onde a

coordenada x > 0,35 m, e para Re = 200 (figura 4.17) o mesmo patamar é atingido para
pontos onde a coordenada x > 0,75 m, lembrando que L = 1,0 m. Nas simulacGes para
maiores numeros de Reynolds este limitante ndo foi atingido, uma vez que o

desenvolvimento ndo se completou para o comprimento de malha testado.
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Fig. 4.16: a%x relativo médio (Re = 100, cond. entrada com perfil plano).
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Fig. 4.17: a%x relativo médio (Re = 200, cond. entrada com perfil plano).

O campo de pressdao exibe um comportamento similar para todos os numeros de
Reynolds testados (conforme as figuras 4.18, 4.19 e 4.20), variando apenas a inclinagao
da reta, pois o gradiente de pressdo deve aumentar conforme o0 aumento do nimero de
Reynolds. Para uma melhor observacdo do fendmeno, pode-se utilizar uma técnica
numérica que consiste em desprezar as Ultimas se¢fes do escoamento na fronteira de
saida, a fim de que a influéncia da condi¢cdo de contorno na fronteira seja menos
relevante. Neste caso bastaria desprezar os valores que correspondem a valores de X
entre 0,95e 1,0 m.
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Fig. 4.18: Campo de presséo para Re=100 com fronteira de entrada com perfil plano de
velocidades.
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Fig. 4.19: Campo de presséo para Re = 400 com fronteira de entrada com perfil plano de
velocidades.
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Fig. 4.20: Campo de pressédo para Re = 800 com fronteira de entrada com perfil plano de
velocidades.

A visualizacdo dos componentes u e v do vetor velocidade para Reynolds = 100 pode
ser verificada nas figuras 4.21 e 4.22, respectivamente. Percebe-se, na figura 4.21, um
perfil parabolico para u (componente longitudinal de velocidade), onde a velocidade
méaxima esta localizada no meio da altura H, exibindo, inclusive, a regido referente ao
comprimento de entrada. Na figura 4.22 percebe-se a influéncia da parede solida com
condicdo de aderéncia agindo no fluido, pois na regido do comprimento de entrada, v
tem valores opostos para cada metade da altura H agindo como um freio para o
componente u na regido proxima a parede, até se estabilizar quando o escoamento ja se

encontra desenvolvido.
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Fig. 4.21: Componente u (longitudinal - x) do vetor velocidade para Re = 100.

V: -4.309CE-05  -2.43B7E-05  -5.B443E-08  1.3079E-05  3.1802E-05 (M)

_0.08
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0.08

>
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0.25

0.79
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Fig. 4.22: Componente v (transversal - y) do vetor velocidade para Re = 100.

A evolucédo nos critérios de convergéncia podem ser visualizados nas figuras 4.23, 4.24
e 4.25.
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Fig. 4.23: Historicos de convergéncia dos residuos relativos quadraticos médios deue v e
também do divergente quadratico médio de velocidade (Re = 100 e condicao de
entrada com perfil plano).
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Fig. 4.24: Historicos de convergéncia dos residuos relativos quadraticos médios deue v e
também do divergente quadratico médio de velocidade (Re = 400 e condicéo de
entrada com perfil plano).
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Fig. 4.25: Histéricos de convergéncia dos residuos relativos quadraticos médios deuev e
também do divergente quadratico médio de velocidade (Re = 800 e condicado de
entrada com perfil plano).

Na Tabela 4.3 a seguir, pode-se observar os gradientes médios de pressdao ao longo da
direcdo longitudinal, confrontados com os valores do gradiente que satisfazem a solucéo
analitica para um perfil de velocidades totalmente desenvolvido. Estes valores ndo sdo
esperados para o0 caso onde se tem um perfil de velocidades em desenvolvimento, como
aqui tratado, e servem apenas como medida de comparagdo. Lembrando que os valores

estdo em Kg/m?s?.

TABELA 4.3 - GRADIENTE DE PRESSAO PARA DIFERENTES NUMEROS
DE REYNOLDS - MALHA COM 36846 (L/400, H/40) TRIANGULOS

NUmero de Valor calculado Com perfil de Tempo de
Reynolds velocidades processamento
desenvolvido (hh:mm:ss)
100 -0,001244 -0,0012 28:36
200 -0,002499 -0,0024 1:04:22
400 -0,004969 -0,0048 3:51:24
800 -0,0098550 -0,0096 36:11:24
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4.2.2 — Escoamento em uma cavidade

Conforme Ghia et al (1982), Platte (1998) e também Fortuna (2000), um tipo de
problema muito utilizado para avaliacdo de algoritmos numéricos para solucdo de
problemas incompressiveis é o escoamento sobre uma cavidade®. Neste caso, tem-se 0
interior de uma cavidade totalmente preenchido com fluido, onde na fronteira superior
do escoamento ha uma camada de fluido que se move com velocidade uniforme, sendo
as fronteiras restantes consideradas paredes sélidas com condicdo de aderéncia,

conforme se pode verificar na figura 4.26.

O dominio bidimensional da figura 4.26 é discretizado atraves de uma malha triangular
ndo estruturada pelo software Easymesh (Niceno, 1997), assim como 0 caso anterior.
Na mesma figura pode-se identificar duas diferentes condi¢Ges de contorno. A condicao
de contorno para a fronteira horizontal superior, correspondente a entrada, receberd um
valor constante para o vetor velocidade. As duas fronteiras verticais e também a
fronteira horizontal inferior correspondem a paredes solidas com condicdo de aderéncia,

onde o vetor velocidade sera igual a zero.

A
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v=0
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7 7
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7 S
7
S o //‘/ o
v i
7 7
;f/,:;/ u=0 ;;/«/ u=0
H | 77| v=o A
e f,///, V
///{ Ly 7
A s
77 7
7 B 7
//é'/; u = 0 /,;/ ?’2’
L v=0 w
L A //////,,,////.,,,{/,/,////,'f;f >y

Ly ,/’ / oy . /f/"/f
i

[ |

[ |

L

Fig. 4.26: Dominio bidimensional para o escoamento sobre uma cavidade.

! Lid-driven cavity flow, em inglés.
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Devido aos efeitos viscosos, ocorre uma transferéncia de quantidade de movimento da
fronteira de entrada para as camadas de fluido adjacentes, as quais também sofrem os
efeitos contrarios das paredes solidas. Assim, a solucdo final esperada no estado
estacionario para 0 escoamento em uma cavidade sera a circulacdo (movimento
rotatorio) do fluido confinado ao longo dos contornos, de maneira que se possa perceber
um vortice principal no perfil de velocidades, o qual depende, na sua forma e posicao,
do ndmero de Reynolds e também das dimensdes H e L do dominio. Vortices
secundarios sdo também notados em alguns casos, 0os quais dependem das mesmas

condicdes citadas.

Nos problemas testados a cavidade é quadrada (isto significa que L = H) mas outras
configuracBes do dominio sdo também possiveis. O trabalho de Platte (1998), apresenta
resultados numéricos para cavidades profundas e rasas. O numero de Reynolds

caracteristico para 0 escoamento em uma cavidade sera definido da seguinte maneira:

Re=toM (4.11)
1%

sendo H o tamanho de um dos lados da cavidade quadrada.
As defini¢Ges das condigdes de contorno para o problema séo dadas a seguir:
Fronteira de Entrada:

Condicdo de contorno de Dirichlet para o vetor velocidade localizado na fronteira de
entrada (parede horizontal superior), como na se¢do 3.4.1.1. Entretanto, dos dois
componentes do vetor velocidade, apenas o componente na dire¢do de X, ou seja, u, sera

. v :
diferente de zero, portanto V = (Uyyasa-0), S€NdoO este valor conhecido na face de

entrada
uma célula triangular que estd no contorno. Os coeficientes para a equacdo de
conservacao da quantidade de movimento, utilizada neste caso, serdo dadas por (3.36).
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Fronteira com condicéo de aderéncia:

As paredes verticais e a parede inferior horizontal apresentam a condicao de aderéncia;
. . . %
portanto, o valor do vetor velocidade nesta fronteira serd igual a zero 6/a :O),

novamente conhecido na face da célula triangular. Os coeficientes da equacdo
discretizada de conservacdo da quantidade de movimento serdo os mesmos da fronteira
de entrada com condicdo de Dirichlet para velocidade (3.36), e também da fronteira de

entrada definida acima.

I . . B . .
A equacdo discretizada para calculo de V nas células do contorno, exige, conforme o

- M « i

coeficiente b em (3.36¢), o valor da presséo na face a do triangulo na parede. Este
valor seré& aproximado pelo mesmo valor da pressao no circuncentro P, como em (3.35),
tanto para a fronteira de entrada quanto para a fronteira com condi¢do de aderéncia.

Portanto P, LIP, (ver apéndice B).

A equacdo de pressdo serd resolvida apenas para os pontos internos do dominio, nao
necessitando de valores definidos nos contornos, conforme a aplicacdo da condicdo de
Neumann para a equacdo de Poisson de pressdo avaliada na fronteira, como
especificado pelas EquacgOes (3.36) e (3.37). Os valores obtidos com a equacdo de
Poisson discretizada podem ser normalizados adotando-se o valor zero para a pressdo

em uma determinada célula triangular da malha de célculo.
O perfil de velocidades resultantes das simulagdes com o algoritmo desenvolvido pode

ser visualizado na figura 4.27 para Reynolds igual a 10, sendo que os sentidos dos

vetores velocidades para 0 mesmo escoamento podem ser vistos na figura 4.28.
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Fig. 4.28: Sentido do vetor velocidades para um escoamento em uma cavidade com Re = 10.

Para 0 escoamento com Re = 10 percebe-se um vortice proximo a altura 0,8H e largura

0,5H. A posicéo deste vortice corresponde aproximadamente a posi¢do encontrada por
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Fortuna (2000) em suas simulagdes para 0 mesmo numero de Reynolds e ocorre devido

a recirculacao do fluido.

Os historicos dos critérios de convergéncia para Re = 10 podem ser vistos na figura
4.29. O divergente quadratico médio do vetor velocidade, depois de aumentar nas
primeiras iteracGes, permanece praticamente constante. Este aumento ocorre devido a
brusca mudanga no vetor velocidade do fluido confinado na cavidade, o qual, como
condicdo inicial, tem valor zero. Assim, este critério ndo sera usado como condicdo de
parada, uma vez que este comportamento se repetird nas simulacfes para maiores

nameros de Reynolds.
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Fig. 4.29: Historicos de convergéncia dos residuos relativos quadraticos médios deue v e
também do divergente quadratico médio de velocidade (Cavidade com Re = 10).

Para Re = 100, além do vortice maior e central, considerado principal, surgem outros
dois vortices menores, localizados nos cantos inferiores esquerdo e direito, sendo o do
canto direito ligeiramente maior que o do esquerdo. A figura 4.30 exibe o perfil de
velocidades na qual € possivel localizar o vortice maior. Entretanto, os vortices menores

sO podem ser vistos na figura 4.31, onde se visualiza o sentido dos vetores velocidades,
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tude da velocidade nos vortices menores € muito menor que a velocidade

pois a magni

na fronteira de entrada.
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Importante notar que o tamanho dos vetores nos graficos que exibem o perfil de
velocidades é escalonado da mesma maneira para as simulagcbes com diferentes
numeros de Reynolds, onde o tamanho maximo do vetor é definido para a velocidade

uniforme na fronteira de entrada para cada caso testado.

Novamente, comparando os resultados com Ghia et al (1982) e também com Fortuna
(2000), percebe-se que os vortices presentes na figura 4.31 correspondem,
aproximadamente, as solu¢fes numéricas encontradas por estes dois trabalhos, para os
trés vortices do escoamento. O campo de pressao para 0 mesmo nimero de Reynolds, e

coerente com o perfil de velocidades encontrado, pode ser visto na figura 4.32 a seguir.

Fig. 4.32: Campo de pressao para Re = 100.

Os historicos dos critérios de convergéncia para os residuos quadraticos médios de u e v
no escoamento com Re = 100 apresentam um comportamento similar ao caso
encontrado para Re = 10, como pode ser verificado na figura 4.33. O divergente
quadratico medio de velocidade apresenta também um aumento devido a mesma

aplicacdo da condicdo de contorno do caso com Re = 10.
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Fig. 4.33: Historicos de convergéncia dos residuos relativos quadraticos médios deue v e
também do divergente quadratico médio de velocidade (Cavidade com Re = 100).

Diversos autores como Hou et al (1995), Degani e Fox (1996), Platte (1998), entre
outros, estabelecem o trabalho de Ghia et al (1982) como parametro de referéncia para
métodos que procuram simular o escoamento em uma cavidade quadrada com diversos
numeros de Reynolds. Para efeito de comparacdo do método aqui tratado, procurou-se
confrontar os perfis de velocidade do método ao longo das linhas que passam pelos
centros geométricos da cavidade com os valores obtidos por Ghia et al (1982). Os
resultados para Reynolds de 100 podem ser verificados nas figuras 4.34 e 4.35 a seguir.
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Fig. 4.34: Perfis do componente u (direcdo x) do vetor velocidade ao longo de x =L/2 com

Re = 100.

115



1 - o Gha
/f N, Valoras Intemoladas
& \
/ A
_/a \\@
/ \
v, 4 kY )y
7 °r ,‘“ﬁ\ f
. ‘k& f
- \\ /‘(‘
o1 5 g
i »\,\ f
| Q{
X /
0.2 N/
3 Y
- - L 1
¢ .26 0.6 [3) i
X,
L

Fig. 4.35: Perfis do componente v (direcdo y) do vetor velocidade ao longo de y=H/2 com
Re = 100.

Para Reynolds de 400, os resultados podem ser visualizados nas figuras 4.36 e 4.37 para
0 vetor velocidade e sentido do vetor velocidade, respectivamente. Nestas simulagdes
percebem-se o vortice principal e os secundarios, qualitativamente, como previstos por
Ghia et al (1982). Na figura 4.38 pode-se visualizar as linhas de corrente para 0 mesmo
escoamento, onde se pode notar claramente o vortice principal do escoamento, assim

como a figura 4.39 onde se tem a vorticidade para 0 mesmo escoamento.
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Fig. 4.36: Perfil de velocidades para um escoamento em uma cavidade com Re = 400.
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Fig. 4.38: Linhas de corrente para um escoamento em uma cavidade com Re = 400.
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Fig. 4.39: Vorticidade para um escoamento em uma cavidade com Re = 400.

Os perfis de u e v também foram confrontados com os dados obtidos por Ghia et al

(1982), e podem ser vistos nas figuras 4.40 e 4.41 a seguir:
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Fig. 4.40: Perfis do componente u (direcdo x) do vetor velocidade ao longo de x =L/2 com
Re = 400.
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Fig. 4.41: Perfis do componente v (direcdo y) do vetor velocidade ao longo de y=H/2 com
Re = 400.

Para Reynolds = 1000, pode-se verificar o resultado da simula¢do nas figuras 4.42 e
443 para o vetor velocidade e sentido do vetor velocidade, respectivamente.
Novamente, percebem-se o vortice principal e os secundarios, qualitativamente, como
previstos por Ghia et al (1982) e Griebel et al (1998). As linhas de corrente estdo em

4.44, bem como na figura 4.45, onde se tem a vorticidade para 0 mesmo escoamento.
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Fig. 4.42: Perfil de velocidades para um escoamento em uma cavidade com Re = 1000.
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1000.

Fig. 4.43: Sentido do vetor velocidades para um escoamento em uma cavidade com Re
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Fig. 4.44: Linhas de corrente para um escoamento em uma cavidade com Re
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Fig. 4.45: Vorticidade para um escoamento em uma cavidade com Re = 1000.

Novamente, como nos casos anteriores, comparando os perfis de u e v .com os dados
obtidos por Ghia et al (1982), tem-se as figuras 4.46 e 4.47 a seguir. Nestas, pode-se

verificar que os dados obtidos pelo método apresentam pequenos desvios nao previstos

pelo trabalho de citado, apesar da forma da curva apresentar-se de maneira similar.
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Fig. 4.46: Perfis do componente u (direcdo x) do vetor velocidade ao longo de x =L/2 com

Re = 1000.
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Fig. 4.47: Perfis do componente v (direcdo y) do vetor velocidade ao longo de y =H/2 com

Re =1000.

Também foram realizados testes, utilizando-se de diferentes malhas, para se avaliar a
variacdo do divergente quadratico médio do vetor velocidade (Equacdo 4.7), de maneira
a observar uma possivel queda a medida em que se aumentava a quantidade de
triangulos da malha e, consequentemente, diminuia-se o tamanho médio do lado do
triangulo. Os valores computados, juntamente com os tempos de processamento
necessario a convergéncia, podem ser observados na Tabela 4.4, a qual permite verificar
que a medida que refinamos a malha o valor do divergente quadratico médio diminui

assintoticamente:

TABELA 4.4 - DIVERGENTE QUADRATICO MEDIO E TEMPO
COMPUTACIONAL EM DIFERENTES MALHAS - REYNOLDS =100

Quantidade de | Tamanho médio dos NT 5 Tempo de
triangulos lados dos triangulos ,Z (D Eﬁ) processamento
NT (hh:mm:ss)
3692 H/40 17,7526 59:52
14768 H/80 16,0016 2:43:20
33228 H/120 15,5874 8:41:17
59072 H/160 15,3923 13:42:20
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4.2.3 — Escoamento com expansao subita (sobre um degrau)

Outro teste importante para 0 metodo aqui tratado € o calculo do escoamento sobre um
degrau, mais conhecido na literatura como backward-facing step. Conforme Griebel et
al (1998) e também Zhao e Zhang (2000), este tipo de escoamento é freqlientemente
usado como problema-teste para o desenvolvimento de cddigos computacionais para
escoamentos incompressiveis.

Este problema consiste de um escoamento com uma entrada de fluido em um canal
estreito, o qual, abruptamente, se expande. Apds a expansdo subita, o fluido continua a
escoar sobre placas planas até a fronteira de saida, conforme se pode verificar na figura
4.48. Alguns trabalhos computacionais que tratam do mesmo problema, como Sohn
(1988) e Gartling (1990) e experimentais como Armaly (1983) séo citados em Griebel
et al (1998). Também em Zhao e Zhang (2000) é possivel encontrar resultados

experimentais de outros autores e resultados numéricos do método desenvolvido pelos
mesmos.
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Fig. 4.48: Dominio bidimensional para Backward-facing step.

A A

Escoamentos sobre um degrau podem apresentar uma zona de recirculacdo contendo um

vortice logo abaixo do local da expansédo subita, cuja causa é a mesma do caso anterior
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(cavidade). O tamanho e forma desta zona de recirculagdo variam conforme a geometria
do dominio de calculo, as propriedades fisicas do fluido e as condicGes iniciais e de
contorno do problema. Quando esta regido termina o escoamento volta a se comportar
como um escoamento entre placas planas. Este local é bem determinado e conhecido na
literatura como re-attachment point. Na figura 4.48 pode-se identificar trés diferentes
condicdes de contorno para o problema tratado, cujas defini¢Ges estdo descritas a seguir:

Fronteira de Entrada:

Condicdo de contorno de Dirichlet para o vetor velocidade localizado na fronteira de
entrada (parede vertical a esquerda), como na se¢do 3.4.1.1., supondo um escoamento
plenamente desenvolvido entre placas planas resultando em um perfil parabolico para o
componente u, sendo este valor conhecido na face de uma célula triangular que esta no
contorno. Os coeficientes da equacdo discretizada de conservacdo da quantidade de
movimento séo dados por (3.36).

O valor da presséo na face a do volume de controle sera calculado pela aproximacao do
valor do gradiente de pressdo na fronteira que satisfaca a solucdo analitica (4.4).
Lembrando que deve ser esta a solucdo esperada quando o escoamento estiver
plenamente desenvolvido, como é exatamente 0 caso em questdo para a regido de

entrada.
Fronteiras com condicéo de aderéncia:

A parede vertical logo apds o degrau e as paredes horizontais inferiores e superiores,

apresentam a condicao de aderéncia como ja definida em situacdes anteriores, portanto
: : . P «
o valor do vetor velocidade nesta fronteira sera igual a zero 6/a :0). A equagéo

discretizada de conservacdo da quantidade de movimento serd a mesma da fronteira de
entrada com condicdo de Dirichlet para velocidade e também da fronteira de entrada

definida acima. Assim, os coeficientes sdo encontrados em (3.36).
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Assim como nas paredes solidas dos casos anteriores, 0 coeficiente dado por (3.36¢)
exige o valor da presséo na face a do tridngulo na parede. Novamente, este valor sera
aproximado pelo mesmo valor da pressdo no circuncentro P, devido a aproximacao do

gradiente de presséo para parede solida, como em (3.35). Portanto P, OP,.

Fronteira de Saida:

A fronteira de saida do fluido na regido da parede vertical a direita ser4& uma condigdo
de Neumann para o vetor velocidade, assim como definido na se¢do 3.4.1.2. Tal

condicdo é a mesma utilizada para fronteira de saida no escoamento entre placas planas,

definida na secdo 4.2.1 deste mesmo capitulo, ou seja, a derivada de \7 sera nula:
M o
on|

A pressdo na face a das células no contorno de saida serdo calculadas de maneira

similar a definida na se¢&o anterior para placas planas, ou seja, P, sera determinado de

acordo com o valor médio da derivada na vizinhanga da célula cuja face a esta situada
na fronteira de saida. Assim como em todos 0s casos ja citados, a equacdo de pressdo
serd resolvida apenas para os pontos internos do dominio, ndo necessitando de valores
definidos nos contornos. Conforme a aplicacao da condi¢cdo de Neumann para a equagéo

de Poisson de pressdo avaliada na fronteira, especificado pelas Equacdes (3.36) e (3.37).

Para validacdo do método numérico aqui desenvolvido, o escoamento sobre um degrau
foi testado para os nimeros de Reynolds de 50 e 150 de maneira a reproduzir 0s
resultados experimentais e numéricos citados em Zhao e Zhang (2000). Para o dominio
de célculo testado, a altura da regido de entrada do degrau terd uma relacdo dada por
H/h = 2, onde h corresponde a altura da regido do degrau e H a regido do escoamento
apos o degrau até a saida. O comprimento do degrau sera de 2H.
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Nesta configuracdo onde a altura do degrau h é a metade da altura méxima H, os
resultados das simulagdes podem ser verificados nas figuras 4.49 a 4.52. Sendo que 0s

numeros de Reynolds referem-se ao escoamento antes da expansao subita, portanto
utiliza-se h com tamanho caracteristico.

Deve-se lembrar que as escalas de tamanho nas figuras abaixo estdo definidas apenas
para efeitos de visualizacdo, de maneira que a altura apresenta-se 4 vezes maior que seu
tamanho original em relacdo ao comprimento. Os valores dos vetores representando as

velocidades estdo interpolados para 30 estdgios igualmente espacados tanto na
horizontal quanto na vertical.
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Fig. 4.49: Perfil de velocidade para Re = 50 em um dominio onde H/h = 2.
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Fig. 4.50: Vetores com o sentido do vetor velocidade para

Re =50 em um dominio onde
H/h = 2.
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Fig. 4.51: Perfil de velocidade para Re = 150 em um dominio onde H/h = 2.
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Fig. 4.52: Vetores com o sentido do vetor velocidade para Re = 150 em um dominio onde

H/h = 2.

No trabalho de Zhao e Zhang (2000) pode-se encontrar o resultado experimental e

numérico de um escoamento sobre um degrau para Reynolds = 150, em uma

configuragdo onde a relagdo H/h = 2, o qual pode ser visualizado na figura 4.53 e 4.54,

respectivamente. As localizagdes do vortice apds o degrau e do ponto de realinhamento

(re-attachment point) na simulacdo experimental para Reynolds = 150 encontram-se na

Tabela 4.5 abaixo, juntamente com os valores obtidos pelo algoritmo implementado

nesta tese, através da abordagem baseada no circuncentro (ABC). Deve-se ressaltar que

as localizacGes estdo descritas em fungéo da altura méxima H.
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Fig. 4.53: Linhas de corrente para o resultado experimental de um escoamento sobre um
degrau com Re = 150 em um dominio onde H/h = 2.
FONTE: Zhao e Zhang (2000).
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Fig. 4.54: Linhas de corrente para o resultado numérico de um escoamento sobre um degrau
com Re = 150 em um dominio onde H/h = 2.
FONTE: Zhao e Zhang (2000).

TABELA 4.5 - LOCALIZACOES DO VORTICE E PONTO DE
REALINHAMENTO

Coordenada xdo | Coordenaday do Ponto de
vortice vortice realinhamento
Solucao experimental 0,925 H 0,29 H 2,25 H
Numérica com ABC” 0,9 H 0,24 H 2,6 H

Os valores obtidos para Reynolds = 50 com a configuracgdo H/h = 2 podem ser
confrontadas com os valores obtidos pela solucdo numérica de Zhao e Zhang (2000),
conforme se observa na figura 4.55, o qual mostra que a solugdo obtida pelo método

implementado apresenta semelhanca com a solu¢do numérica do trabalho citado.

? LocalizacBes aproximadas
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Fig. 4.55: Linhas de corrente para o resultado numérico de um escoamento sobre um degrau
com Re =50 em um dominio onde H/h = 2.
FONTE: Zhao e Zhang (2000).

4.3 — Conveccao Natural

A conveccdo natural ou conveccgéo livre (free or natural convection) caracteriza-se pelo
escoamento “natural” do fluido sem a necessidade de uma condi¢édo externa que “forca”
0 escoamento, COmo nos escoamentos incompressiveis citados acima. Este escoamento
ocorre devido a variages na densidade do fluido quando submetido a variagdes de
temperatura ou pressdo. A variacdo de densidade causa um escoamento pois o fluido
estd, também, submetido a acdo de uma forca de corpo, geralmente caracterizada pela

atracdo gravitacional.

A variacao na densidade do fluido é comumente associada a presenca de um gradiente
de temperatura, sendo esta exatamente a situacdo tratada por este sub-capitulo. E
importante lembrar que a equacédo de estado para gases perfeitos (Equacdo 2.5) permite
estabelecer uma relagéo entre a temperatura, presséo e densidade do fluido, sendo que,
geralmente, a densidade diminui com o aumento da temperatura, devido a expansao do
fluido.

O dominio de célculo para o escoamento com conveccao natural pode ser visto na figura
456, onde se pode identificar duas diferentes condi¢bes de contorno térmico no
problema. As paredes horizontais superior e inferior adiabaticas e, portanto, com uma
condicdo de Neumann estabelecendo um fluxo nulo de calor, como as Equacdes
definidas na secdo 3.4.1.3; e as paredes verticais a esquerda e direita onde se fixa o
valor da temperatura do fluido, as quais resultam em uma condi¢do de contorno de

Dirichlet para ambas as regides, sendo as Equagdes definidas na se¢éo 3.4.1.4.
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A condicdo de contorno para a velocidade sera de 1° tipo ou Dirichlet, uma vez que em
todas as paredes tem-se a condicao de aderéncia e, portanto, a velocidade nula como nas
paredes inferior, esquerda e direita do escoamento incompressivel em uma cavidade.
Assim, a equacdo discretizada de conservagdo da quantidade de movimento utilizada
nas fronteiras do escoamento com conveccao natural, serd a mesma da fronteira de
entrada com condicdo de Dirichlet para velocidade, cujos coeficientes encontram-se em
(3.36), incluindo a aproximacéo dada pela Equacéo (3.35) para determinagédo da pressao

na face a da célula.
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Fig. 4.56: Dominio bidimensional para o escoamento com convecc¢ao natural.
A equacdo de transporte de calor a ser usada nesta simulacdo foi definida em (2.4) e
inclui os termos de transporte convectivo e difusivo de calor, omitindo-se termos fontes,

conforme aparece em (4.12). A sua versdo algébrica discretizada pode ser encontrada
em (3.27).
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0oVt )= EE} o7 E (4.12)

A equacéo de conservagdo da quantidade de movimento discretizada inclui a forca de

campo definida pela atracdo gravitacional pg e também a aproximacdo de Boussinesq

para que a equacao inclua os efeitos da flutuacdo na densidade. No capitulo 3, secdo 3.4,
pode-se encontrar a definicdo da aproximacdo de Boussinesq na equacdo de
conservacao da quantidade de movimento atraves das Equacdes (3.19) a (3.26).

Os resultados sdo dados para o numero adimensional de Rayleigh definido por:

3
Ra= 9PATH™ (4.13)
av

onde g define o valor da aceleracdo da gravidade, B é o coeficiente de expansao
volumétrica dada pela Equacdo (3.22), AT é a maxima variacdo de temperatura, H é o
tamanho caracteristico dado por um dos lados do dominio, a € a difusividade térmica

dada por a =k/pc, e v éaviscosidade cinematica v = u/p.

Os valores do niimero de Rayleight presentes nas simulacdes sio Ra = 10° e 10*, para o
escoamento de ar & temperatura media de 20°C. Os perfis de temperatura para 0s

respectivos testes computacionais podem ser vistos nas figuras 4.57 e 4.58 a sequir:
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Fig. 4.57: Cromograma de Temperatura para Ra = 10°.

T
O0G137ER

L I44E77
0.037176E
.03007B4
0.02ERBOY

(40802
-0.iHB001 B

+20 G

X

Fig. 4.58: Cromograma de Temperatura para Ra = 10%.

O perfil do campo de velocidades pode ser visualizado nas figuras 4.59 e 4.60 para
Ra = 10° e 10* respectivamente. Nas figuras 4.61 e 4.62 tem-se uma visualizacdo do

sentido do vetor velocidade, para Ra = 10° e 10*.
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A Tabela 4.6 a seguir permite uma comparacdo do nimero de Nusselt calculado na
parede vertical aquecida a esquerda, obtido com as simula¢des do método desenvolvido
com o trabalho de Vhal Davis (1983) para os nimeros de Rayleigh de 10% e 10*. Os
dados da simulacdo comparativa foram obtidos com uso de uma formulagédo de funcgéo
de corrente e vorticidade para as equagdes de transporte, e discretizadas pelo método de
diferengas finitas.

TABELA 4.6 - NUMERO DE NUSSELT EM CONVECCAO NATURAL -
COMPARATIVO

Ra =10’ Ra = 10"
Vahl Davis (1983)° 1,116 2,234
Simulacéo atual 1,06005 2,01911

Na Tabela 4.7 pode-se verificar a variagdo do momento angular calculado para os
nimeros de Rayleigh = 10 e 10* juntamente com o tempo computacional gasto, &

medida que se adensa a malha computacional utilizada.

TABELA 4.7 - VARIACAO DO MOMENTO ANGULAR

Tamanho Rayleigh = 10° Rayleigh = 10*
médio do lado Momento Tempo de Momento Tempo de
Angular processamento Angular processamento
(hh:mm:ss) (hh:mm:ss)
H/10 -1,69615x10° 5:46 Né&o atingiu a convergéncia
H/20 -1,59496x10 5:44 -6,11705x10" 0:32
H/30 -1,57189x10” 18:18 -5,9209x10° 19:37
H/40 -1,56479x10” 1:11:55 -5,62084x10” 1:03:08

® Malha retangular estruturada de 40x40 pontos
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CAPITULO5

CONCLUSOES E SUGESTOES

Neste trabalho procurou-se reproduzir os principais testes para a simulagdo numeérica
em duas dimensdes do escoamento de um fluido viscoso incompressivel. Foi simulado,
também, um caso de convecgdo natural, onde se utilizou a bem conhecida aproximacéo
de Boussinesq para acoplamento do sistema de equacOes envolvendo a equacao de

transporte de energia térmica.

A partir do trabalho de Pereira Filho (2000), o primeiro a fazer uso da ABC em
escoamentos incompressiveis, obteve-se um progresso no resultado das simulacdes
numéricas com a abordagem baseada no circuncentro, pois nos casos simulados foi
possivel a deteccdo de regides com recirculagdes do fluido (cavidade, degrau e
conveccao natural), além da solucdo do sistema de equacdes envolvendo mais uma
grandeza de interesse, como na solucdo de sistemas nao-isotérmicos (convecgdo
natural). Deve-se lembrar, ainda, que a malha utilizada ndo apresenta qualquer diregéo
preferencial estruturada como no trabalho acima, sendo o presente trabalho o primeiro
com malhas “totalmente” ndo estruturadas utilizando-se da ABC, a obter recirculagdes

na modelagem e simulacéo de problemas de conveccao-difusao.

Alguns aspectos referenciados por Pereira Filho (2000) foram também observados neste
trabalho como, por exemplo, nas simulacdes do escoamento sobre placas planas. Neste
caso, 0 programa ndo conseguiu estabilizar-se e recuperar o campo de pressdo e
velocidade, a partir de estimativas iniciais para o gradiente de pressdo com valores
muito diferentes do esperado.

Outro aspecto a ser considerado € que a convergéncia do sistema linear de equacoes,

para cada iteracdo global do método, apresenta uma queda no residuo nitidamente mais

acentuada para os componentes da velocidade do que para pressdo. “O que indica que 0
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campo de velocidades se ajusta rapidamente aos campos de pressao gerados.” (Pereira
Filho, 2000).

Também foi testado o acoplamento pressao-velocidade baseada no esquema SIMPLE,
SIMPLER (Patankar, 1980) e SIMPLEC (Maliska, 1995), com o arranjo co-localizado,
sendo que as instabilidades numéricas decorrentes inviabilizaram sua utilizacdo. Assim,
optou-se pela utilizacdo do esquema proposto por Gresho e Sani (1987) que utiliza uma
equacdo de Poisson para pressdo obtida pela aplicacdo do operador divergente a
equacéo de quantidade de movimento.

Conforme analise dos resultados (apresentados preliminarmente em Fazenda e Travelho
(2001) e Fazenda (2001)), conclui-se que o método pode ser utilizado como uma
alternativa para modelagens bidimensionais de escoamentos incompressiveis viscosos e
laminares. E possivel obter as equacBes discretizadas em variaveis primitivas de
maneira simplificada, sem a necessidade da utilizacdo de malhas deslocadas (staggered
grids), e equacOes adicionais de correcdo das variaveis envolvidas. Apresenta, ainda,
um “baixo custo” computacional (menor complexidade algoritmica), devido a menor
quantidade de operacOes aritméticas por iteracdo e conseqiientemente implica em menos
tempo de processamento, quando comparado a outros métodos conhecidos (Frink
(1994), Mathur e Murthy (1997), Despotis e Tsangaris (1995) etc).

Os testes mostraram bom comportamento do método, apresentando razoavel
concordancia com casos classicos encontrados na literatura. Entretanto, instabilidades
numéricas foram notadas durante o desenvolvimento do mesmo, com algumas
dificuldades na obtencédo da solugdo de escoamentos laminares a nimeros de Reynolds
maiores. Devido a tendéncia do escoamento a se tornar instavel conforme o aumento no
nimero de Reynolds, a futura inclusdo de uma modelagem para escoamentos
turbulentos poderd resultar em um tratamento melhor das instabilidades encontradas.

Além disto, 0 método apresentou uma dependéncia da qualidade da malha gerada.
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Testes preliminares (Siqueira e Travelho, 2001) mostraram perda de precisdo na
utilizacdo da mesma abordagem aplicada a problemas de transferéncia de calor em
malhas tridimensionais totalmente ndo estruturadas, formadas de elementos tetraedrais,

indicando uma possivel limitacdo da abordagem baseada no circuncentro.

Deve-se lembrar que em malhas onde um elemento triangular se encontre com um
angulo maior que 90 entre dois lados, o circuncentro devera estar localizado fora do
volume de controle (para triangulos com angulo entre dois lados exatamente a 90 o
circuncentro estara sobre a face oposta ao vértice). Estes casos devem ser evitados no
momento da geracdo da malha para ndo comprometer a qualidade da solugdo numérica

a ser obtida.

Experimentos praticos mostraram que a técnica de geracdo de malhas com triangulagédo
de Delaunay (como o Easymesh (Niceno, 1997)) minimiza este problema, mas néo
garante a inexisténcia deste tipo de célula. Assim, a criacdo de um gerador para malhas

triangulares que respeite este critério pode ser de grande utilidade.

Importante citar que este tipo de problema afeta também os diagramas de Voronoi pois
pode acarretar o aparecimento de poligonos com lados que ndo cruzam a face de um
triangulo. Em problemas tridimensionais com malhas de elementos tetraedrais existe o

problema similar onde o centro da circunsfera esteja posicionado fora do tetraedro.

Deixa-se como sugestdo para futuros trabalhos que contribuam com o desenvolvimento
da metodologia, a execucdo de testes comparativos para 0s casos bidimensionais
testados com outras abordagens encontradas na literatura. Como exemplo, pode-se
adotar os Diagramas de VVoronoi, utilizando assim um esquema centrado no vértice, ou a

utilizacdo do esquema encontrado em Frink (1994).
A extensdo do método para modelagem de escoamentos em trés dimensdes através da

utilizacdo de uma malha formada por tetraedros também pode ser melhor explorada.

Assim, pode-se estender o estudo feito em Siqueira e Travelho (2001) para solucéo de
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problemas envolvendo transporte convectivo, através da solucdo das equacgdes de

Navier-Stokes com escoamento incompressivel.

Outro item a ser melhor explorado é a solucdo de escoamentos compressiveis,
envolvendo, inclusive, alguma modelagem para turbuléncia (estudos preliminares
podem ser encontrados em Lombardi, 2001). Uma possivel aplicacdo seria a
modelagem de um reator tipo CVD (Chemical Vapour Deposition) utilizado na

producdo de diamantes (Lombardi et al, 2001).

Outros assuntos que merecem ser melhor explorados envolvem a aplicacdo da
aproximacéo do tipo UpWind utilizada neste trabalho, bem como a forma de solucédo do
sistema linear de equacdes algébricas (Solver) especifico para uma malha triangular.
Estes casos podem ser mais profundamente estudados no que se refere a taxas de

convergéncias em relacdo aos métodos tradicionais.
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APENDICE A
DISCRETIZACAO DA EQUACAO DE CONSERVACAO DA

QUANTIDADE DE MOVIMENTO

A partir da equacdo de conservacdo da quantidade de movimento para um fluido
incompressivel (o constante) e em estado estacionario, com a aproximacdo de
Boussinesq para a forga de corpo p§ , definida em (3.26b) seré detalhado o processo de

discretizagdo. A equacgéo serd dividida em quatro diferentes termos antes do inicio do

processo de integracdo no volume de controle triangular, como se pode observar abaixo:
=4 _ 2 4 oy
oM )=13Y -2+ il Tl (A
| 1

Integrando o termo, referente ao transporte convectivo, designado como | no volume de

controle V:

0 J;[D A v (A2)

Através da aplicagdo do Teorema de Gauss a integral no volume pode ser transformada

em uma integral de superficie:

pj(l)] v Vds (A3)

A qual pode ser aproximada, para um volume de controle da forma de um elemento

triangular com faces a, b e c e vizinhanga denominada A, B e C, da seguinte maneira:

p Z[u’] v Vs, (A4)
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o . % :
A aproximagéo para a variavel V nas faces a, b ou ¢ do volume de controle triangular,
lembrando que as variaveis sdo definidas e calculadas no circuncentro de cada volume

de controle, segue o esquema UpWind descrito na se¢do 3.3.

Inicialmente deve-se considerar que o valor (|)1I Ek)) presente em (A.4) sera tomado no

instante anterior. Assim, analisando-se 0 mesmo termo, caso 0 escoamento aponte para
fora do volume de controle, deve-se levar em consideracdo a média ponderada entre P e

sua célula vizinha I, sendo o valor de @ na célula | tomada no instante anterior,

denotado por ¢ . Assim temos:
Caso (I)ll Eﬁ) >0 tem-se @ = |_[3i (I)ll Eﬁ)(pp +a, (I)ll Bﬁ)go,] (A.5a)
Caso (P], Eﬁ) <0 tem-se @ = [Bi (P], Eﬁ)(pp +a, (|)|, Eﬁ)(p, ] (A.5b)

onde a, e B, sdo os termos referentes a interpolacdo linear entre a célula P e seu

vizinho | para a posicdo do meio da face i conforme pode-se verificar nas Equacdes a

seguir:
Q. :% (A.63)
Dist,,
B =1-a =2t (A.6b)
Dist,,

sendo a; + B, =1 e Disty, + Dist, = Dist, , ou seja, a soma da distancia entre o ponto

no circuncentro de P e 0 meio da face denominada i com a distancia do meio da face i
até o circuncentro da célula vizinha denominada por I, é igual a distancia entre os

circuncentros das células vizinhas P e I.
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De volta a discretizagdo do termo referente ao transporte convectivo, reescrevendo

(A.4) de forma compacta, tem-se:
p_:Z {maxl_(l)'i E&:)*’OJ[Bi(pP +ai(pl*] - maxl__ (l)ll E&:)*’OJ[Bi(p; il ]}Su (A-7)
Expandido a somatoria em funcdo das células vizinhas ao triangulo P tem-se:

pSa max (I)]a EE)*’O [Ba(pP +aa(p;]_ max|- (I)Ia EE)*’OJ[Ba(p; +aag0A]}+
pS, Imax (I)lb Eﬁ)o [Bbcop +ab<0;]—max —(Pn, Eﬁ)o [Bb(pé +a, @) + (A.8)
PS. Jmax (I)IC BE)O [Bcgop +acqoé]—max —(P]C Bﬁ)o [ch(); +a @

c

Para o termo referente ao transporte difusivo, designado por Il, deve-se integra-lo no

volume:

u IJ'(D Vv = u U’(D mV v (A9)
Pelo teorema de Gauss:

u J;[(D mv v = u;ft)l {Og)ds (A.10)
Pode-se aproximar a integral de superficie (A.10) por:

uf A [ﬁmvp)ds - “i:;,cg_n\;}i (A.11)

Expandindo a somatdria tem-se:
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(A.12)

: . % N : "
Pode-se aproximar as derivadas de V nas direcdes normais a cada face do triangulo por

uma diferenca centrada:

F\Vc
%/DlstPA % HDlsth HDlstPC > (A13)

Para a integracdo do terceiro termo do lado direito da Equagdo (A.l), referente a

contribuigéo do gradiente de pressao no escoamento, pode-se, inicialmente, reescreve-lo

IJ(DP)dV =[[o [{P1 )dv (A.14)

onde | é um tensor representado pela matriz identidade, de maneira que:

1 0 00 ™® 0 00
PI=P® 1 00=0 P 0. (A.15)
M 0 1 B 0 PH
que implica:
DmP|)=iP?+ipj+ipﬁ=DP (A.16)
0X oy 0z

Assim, aplicando o Teorema de Gauss a integral (A.14) tem-se:

fc [{P1)dv = if(ﬁ )PdS = j(ﬁp)ds (A.17)
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A integral de superficie (A.17) pode ser aproximada por:

I(ﬁP)dS = Z A,PS, (A.18)

Expandido a somatoria de (A.18) tem-se:
h,P,S, +A RS, +APS, (A.19)

Para o ualtimo termo de (A.1) deve-se considerar que a temperatura mantém-se

constante dentro do volume de controle, assim, chega-se a Equacéo:

ijB(TP ~T,)8av = pB(T, ~T,)8V | (A.20)

Com as discretizacdes para todos os termos da equacao de conservacdo de quantidade
de movimento pode-se substituir (A.8), (A.13), (A.19) e (A.20) em (A.1):

@a max (I)l a) [[3 @ +aaqu] max|- (P]a BE)*,OJ[ﬁaq); +aa¢A]}+E
P[P, |max (I)]b Bﬁ) [Bb(pP +ab(pB_ —Mmax|- |)1b Bﬁ)*,o [Bb(p; +a, @[+ 0=

ES° max (P1 Eﬁ) [,B @ +a.Q —max—(P1C EJE)O [,BC(p; +a. Q. E

p P p P P _\P
ute Ve g Ve Ve s, frEe—e s, G- (P, +h,Rs, +APs,)+ (A21)
Dist,,, HDist,, Dist,c

Agrupando os termos referentes aos valores no ponto P conforme o stencil de calculo

(Figura 3.9), tem-se:
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NI ﬁbmax(: LIE: SN

H @
E‘DiStPA DiStPB DiStPC % [3 max[( CW? 0] %

o gIIDD

Para os valores referentes aos vizinhos triangulos A, B e C tem-se:

Eru DlsstPA - pa, max[ . )O]@?A (A.23)
%— u DlsstPB - pa, max[ I)] EV 0]85) (A.24)
E}- U _S° - pa, max[— (P]C EV? )0]%2 (A.25)
0 Distye [l

O termos restantes podem ser agrupados em:

[B max[ (r)ma EV% O]\/ —a, max (r)ma N?),O]\%]+D
o) b[ﬁb max[ (P]b NE)O]\/ —a, max (P1b Eg),o pB]+% (A.26)
% [B max[ (I)lc [V, )O}V -a, max[(RlC v, )0]\/01 %
Assim, pode-se agrupar estes termos na Equacéo
a,V, +a,V, +a,V, +a.V, =b, (A27)

sendo os coeficientes a,, a,, az, a, € l:b)l definidos pelas Equacdes de (A.22) até

(A.26) respectivamente.
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APENDICE B
APROXIMACAO PARA O VALOR DA PRESSAO SOBRE O CONTORNO

REFERENTE A UMA PAREDE SOLIDA

Para se analisar o gradiente de pressdo agindo na direcdo tangencial e normal a um
contorno referente a uma parede solida, sera considerada as equacdes de Navier-Stokes
para um escoamento incompressivel, em estado estacionrio, bidimensional nos seus
dois componentes referentes x e y, abandonando, no momento, a notacao vetorial.

Lembrando que a parede sélida aqui tratada seréd considerada paralela ao eixo x.

ou ou_ oP 1 [P°u 0%
U tV—=——+ 4+ (B.1a)
ox dy ox Repx~ oy

2 2
uﬂ+vﬂ:—a_P+i \2/+a—\2/ (Blb)
ox oy oy Re[px" ody

Sendo a Equagéo (B.l1a) relativa ao componente x e (B.1b) relativa ao componente y.
Ambas representardo o escoamento do fluido incompressivel viscoso em uma pequena
regido o proxima a parede sélida.

Exatamente sobre a parede sélida os componentes do vetor velocidade assumem:

u=0,v=0 (B.2)

Como os valores dos componentes u e v ndo sofrem variacdo ao longo da parede sélida

paralela a x, tem-se, sobre a parede, que:
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a—u=0, ﬂ=0 (B.3)
[5)4 [5)4

Lembrando da equacéo de conservagdo de massa para um escoamento incompressivel é

escrita como:

uLv_y (B.4)
ox oy

E como g_u =0 (Equacdo (B.3)), o valor do segundo termo de (B.4) também deve ser
X

igual a zero na parede, assim:

A uma pequena distancia & da parede solida e se g_u # 0 temos que:
y

u~o (B.6)

Desenvolvendo v em série de Taylor na regido proxima a parede sélida e usando (B.5)

verifica-se que v é da ordem de &*. Assim:
v~0? (B.7)

Com as Equacdes (B.6) e (B.7) pode-se fazer uma analise de grandeza nas equagdes de

Navier-Stokes para 0os componentes x e y, dadas por (B.1a) e (B.1b) respectivamente:
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ou ou_ oP 1 [P d%
"o oy T ox Rext oyt

"x ; X Re 5X 6y (B.82)
a, 0% ~ sz

a 0 o o

v ov_ oP 1 [P’ 0%
“ox oy T Tox Refpxt oy?

2 , 5 a2 (B.8b)
a—— 0°— ~ a7

a o) o o

Lembrando gue o tamanho caracteristico respectivos a x e y serdo também da ordem de
0.

Comparando (B.8a) com (B.8b) termo a termo pode-se verificar as ordens dos

gradientes de pressao:

o%%a oéf;—zg (B.9)

Como o valor de J € pequeno, a variagdo da pressao em uma regido proxima a parede

solida na sua direcdo normal sera considerada nula.
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