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Resumo – A teoria de conjuntos difusos e lógica difusa (fuzzy, nebulosa) pode
ser entendida tanto como uma maneira de reproduzir o conhecimento e o senso
comum funcionando como uma interface entre números e śımbolos, assim como
uma ferramenta para construir funções numéricas quando se está lidando com
dados. Sendo um mecanismo de inferência, a lógica difusa é entendida como
uma forma de representar o racioćınio aproximado humano; sendo uma forma
de mapeamento, é um aproximador universal. Este artigo tutorial fornece os
principais conceitos, estruturas, e abordagens de projeto para se construir um
mapeamento não-linear ao lidar com informações que são imprecisas, incertas,
vagas, ou representam verdades parciais (subjetividades). Estas abordagens
têm a vantagem de serem representadas de maneira simples ao se empregar de
regras de produção do tipo SE-ENTÃO, podendo ser aplicada nas mais diver-
sas áreas, desde engenharia até medicina, passando por economia e f́ısica, só
para citar algumas. Este artigo tem como objetivo principal contribuir para a
disseminação da teoria de conjuntos difusos e lógica difusa para produzir sis-
temas difusos e, como tal, sistemas inteligentes em diversas áreas de aplicação.
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cisão, Racioćıno Aproximado.

Fuzzy Logic and Approximate Reasoning:
Concepts and Applications

Abstract – The fuzzy set theory and fuzzy logic can be understood both
as a manner to reproduce the knowledge and the common sense working as
an interface between numbers and symbols as a tool to build up numerical
functions when dealing with data. Being a mechanism of inference, the fuzzy
logic is understood as a form to represent the human approximate reasoning;
being a form to represent a mapping, it is a universal approximator. This
tutorial paper supplies the main concepts, structures and design approaches to
build up a nonlinear mapping when dealing with information that are imprecise,
uncertain, vague, or represent partial truth (subjectivity). These approaches
have the advantage of being represented in a simple manner by using production
rules in the IF-THEN form and can be applied in diverse areas, from engineering
to medicine, through economy and physics, only to mention some. This paper
aims at contributing for disseminating the fuzzy set theory and fuzzy logic to
produce fuzzy systems and so intelligent systems in diverse areas of application.

KeyWord: Fuzzy Logic, Fuzzy Systems, Modelling, Control, Decision-
Making, Approximate Reasoning.
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1. INTRODUÇÃO

O emprego do racioćınio permeia a própria existência
humana. Se, por um lado, o racioćınio imediato emerge
de maneira natural, por outro, o racioćınio mediato so-
mente se tornou formal com as obras de Aristóteles
com o conceito de lógica. A lógica é entendida como
o estudo dos prinćıpios e critérios de demonstração e
inferência válida. Ela tem como objetivo investigar
e classificar as estruturas de assertivas e argumentos,
ambas da perspectiva e estudo de sistemas formais de
inferência e pelo estudo de argumentos em linguagem
natural. Aristóteles tem dentre suas principais con-
tribuições para a consolidação da lógica a (i) sistema-
tização, (ii) identificação dos conceitos básicos, e (iii)
definição de termos fundamentais.
A lógica Aristotélica é vista como o mecanismo empre-
gado para descrever o racioćınio humano clássico em
que uma conclusão precisa e certa posśıvel, Q, é de-
duzida de uma coleção de premissas precisas e certas,
Pi, na forma:

SE P1 E P2 E . . . E Pn ENTÃO Q , (1)

sendo P1, P2, . . . , Pn uma seqüência finita de
proposições que, em conjunto, denotam o antecedente
da regra SE-ENTÃO, enquanto, Q é denominada
proposição final, sendo ainda chamadas, respectiva-
mente, premissas e conclusão do argumento.
Um argumento como dado em (1) é válido se e somente
se existe uma correspondência com a proposição
condicional,

P1 ∧ P2 ∧ . . . ∧ Pn → Q , (2)

que seja tautológica, sendo o operador de conjunção, ∧,
relacionado à conjunção lingǘıstica, “E”.
A lógica Aristotélica (clássica) é baseada no prinćıpio

do terceiro exclúıdo em que as proposições são assumi-
das verdadeiras ou falsas. Querer que as proposições
sejam sempre verdadeiras ou falsas é, em inúmeras
situações, uma fuga da realidade, pois exige que as in-
formações sejam perfeitas. Na realidade, entretanto,
muitas das informações com as quais seres humanos,
sistemas, ou máquinas lidam são imperfeitas, podendo
ser caracterizadas como imprecisas, incertas, vagas ou
que correspondam a verdades parciais e subjetivas
(Figura 1).
Uma alternativa para lidar com informações imper-
feitas é utilizar a lógica difusa1 A lógica difusa pode ser
abordada por três perspectivas diferentes. A primeira
remete à Lógica de Multivalor e está relacionada ao
campo da Matemática através da modelagem de valores
parciais verdadeiros ou da vaguidade (idéia de vago).
A segunda perspectiva refere-se ao Racioćınio Aproxi-
mado e está associada à ciência da computação através
da Inteligência Artificial e Inteligência Computacional
ao englobar métodos baseados em conjuntos difusos
para representar o racioćınio humano. Finalmente, mas
não menos importante, Computação numérica baseada
em regras difusas está vinculada à Engenharia de Sis-
temas pela modelagem de uma função numérica (ma-
peamento) (Nguyen and Sugeno; 1998). A ausência de
comunicação entre estas áreas enlarga o distanciamento
de entendimento entre estas diferentes perspectivas e
suas sobreposições.
Sendo capaz de ser aplicada nas mais diversas áreas,
desde engenharia até medicina, passando por econo-
mia e f́ısica, só para citar algumas. Da perspectiva
de estudos teóricos estão relacionadas com diferentes
áreas de estudo, por exemplo, teoria de possibilidade,

1Embora o termo nebuloso seja também aceito, neste tra-
balho optou-se pelo uso do termo difuso não só porque na
literatura sobre lógica este termo tem sido utilizado.

Figura 1: Racioćınio humano ao lidar com informações perfeitas ou imperfeitas
(Araujo; 1994,1995,2005).
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Figura 2: Mapeamento difuso (Araujo; 1994,1995,2005)

tratamento baseado em regras difusas, aritmética di-
fusa, programação difusa etc.
Equivalente em estrutura à lógica Aristotélica (1) (2) a
lógica difusa diferencia daquela pela obtenção de uma
conclusão imprecisa e incerta posśıvel, Q, deduzida de
uma coleção de premissas imprecisas e incertas, Pi, re-
presentadas por conjuntos difusos. Desta maneira, a
lógica difusa vem a ser um mecanismo de inferência
para lidar com condições que são parcialmente conheci-
das, permitindo o Racioćınio Aproximado (Racioćınio
Difuso).
A lógica difusa assume um papel fundamental para
a atividades de modelagem (representação da reali-
dade), projeto de sistemas inteligentes de controle
(automação), sistemas inteligentes de suporte a de-
cisão, pois ela contribui com o mecanismo de inferência
(lógica) necessário para a manipulação de incertezas
e imprecisões nas informações – incertezas e impre-
cisões estas limitadas por conjuntos difusos (função dis-
tribuição de possibilidade) permitindo a construção de
sistemas difusos e, como tal, sistemas e máquinas in-
teligentes. Sistemas difusos podem ser entendidos ba-
sicamente como um mapeamento (mapeamento difuso)
em que existe uma correspondência entre um ou mais
universos de discurso, (X1 × . . . × Xn), de entrada e
um universo de sáıda, Y , através de uma relação (não-
função) – seja um-para-muitos, seja muitos-para-muitos
(Figura 2).
Este artigo tutorial fornece os principais conceitos, es-
truturas, e abordagens de projeto para se construir
sistemas difusos. Seu conteúdo foi apresentado na
forma de palestra e está em consonância com o 13o

Encontro Regional de Matemática Aplicada e Computa-
cional – XIII ERMAC e, como tal, apresenta um viés
matemático, no entanto, sem perda de generalidade.
Desta forma, este artigo tenta fornecer uma breve visão
geral de maneira a ser auto-contida como pode ser veri-
ficado no decorrer do texto.

2. CONJUNTOS DIFUSOS

Quando não se está lidando com o conhecimento per-
feito, o conhecimento que se tem sobre uma situação
qualquer pode ser geralmente classificado como conheci-
mento imperfeito:

• seja porque há uma dúvida sobre sua validade,
conhecimento incerto,

• seja porque existe uma dificuldade de expressá-lo
claramente, conhecimento impreciso.

Adicionalmente, a capacidade humana de descrever pre-
cisamente um sistema é função inversa de sua complexi-
dade, p.ex., definida pelo número de elementos que o
compõem, das relações entre seus elementos e da di-
ficuldade de se definir suas caracteŕısticas. Portanto,
a necessidade de representar estes sistemas está rela-
cionada com a capacidade de lidar com dados que sejam
vagos, imprecisos, mal definidos, validade não absoluta,
submetidos a incertezas. Uma alternativa para repre-
sentar e manipular o conhecimento imperfeito, vago ou
aproximado é o conceito de conjuntos difusos.
O conceito de conjunto difuso foi introduzido em um
trabalho seminal pelo azerbajão Lotfi Aliasker Zadeh
em 1965 (Zadeh; 1965). Vale ressaltar, no entanto,
que em 1937 o também azerbajão Max Black havia
apresentado o conceito de conjunto para representar a
vaguidade (idéia de vago) através do termo conjunto
vago (Black; 1937) que é relacionado com conjuntos di-
fusos.
A noção de conjunto difuso permite o uso de categorias
com limites mal-definidos, de situações intermediárias
entre o todo e o nada, da passagem progressiva de
uma propriedade a uma outra, e a utilização de valo-
res aproximados. Assim, um conjunto difuso tem por
propósito permitir uma pertinência gradual e não ab-
soluta de um elemento a uma classe, ao contrário da
noção de conjunto clássico baseado no prinćıpio do ter-
ceiro exclúıdo cujo elemento pertence, ou não, a uma
classe.
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Figura 3: Exemplo de conjuntos difusos (convexos), Suporte e Núcleo (Araujo; 1994,1995,2005).

Definição: Considere pontos (objetos) genericamente
denominados por {u} distribúıdos em um espaço de
pontos denominados universo de discurso, U , que po-
dem ser discretos ou cont́ınuos. A coleção destes ob-
jetos, {u}, que representam elementos quaisquer, é de-
nominada subconjunto, A, em U .
A todo subconjunto, A, de um universo de discurso, U ,
é doravante designado como conjunto, sem perda de ge-
neralidade.
Definição: Um conjunto clássico, A, de um universo de
discurso, X = {x}, é definido por uma função carac-
teŕıstica (mapeamento), µA(x), que assume um valor
nulo para os elementos de X que não pertencem ao
conjunto A, µA(x) = 0 se x /∈ A, e valor unitário para
aqueles que pertencem, µA(x) = 1 se x ∈ A, ou seja,
µA(x) : X → {0, 1}. Na teoria clássica dos conjuntos,
um elemento pode pertencer ou não a um determinado
conjunto.
Definição: Um conjunto difuso, A, de um universo de
discurso, X = {x}, é definido por uma função de per-
tinência2 µA(x) : X → [0, 1] mapeando cada elemento,
valor ou ponto x do domı́nio, X, a um número (grau)
no intervalo entre os reais [0, 1]3 (Zadeh; 1965). Como
exposto em (Pedrycz and Gomide; 1998), a função de
pertinência µA(x) pode ser entendida como sendo o grau
de compatibilidade4 entre o elemento x e o conceito ex-
presso por A:

µA(x) = 1, x é completamente compat́ıvel comA;
µA(x) = 0, x é completamente incompat́ıvel comA;
0 < µA(x) < 1, x é parcialmente compat́ıvel comA,

com grauµA(x) ;
(3)

Definição: Um conjunto difuso, A, pode ser represen-
tado como um conjunto de pares ordenados de um ele-
mento genérico, {x}, tal que A = {(x, µA(x))∀x ∈ X},
sendo µA(x)) conhecido também como o grau de per-

2Neste trabalho adota-se a mesma notação para função

caracteŕıstica e para função de pertinência, sem perda de
generalidade.

3Se os valores de µA(x) são associados à graduação de
verdade, isto equivale à lógica de multivalor sendo que a
verdade assume valores cont́ınuos no intervalo [0, 1].

4Embora pertinência seja um termo fundamental para
conjuntos clássicos, não apresenta a mesma significação em
conjuntos difusos (Zadeh; 1965). Todavia, ao longo do texto,
for facilidade de expressão, não será feita distinção entre
estes termos.

tinência de x em A, e µA : X → M é uma função de
X para o espaço M chamado de espaço de pertinência
(Bellman and Zadeh; 1970).
Um conjunto difuso A em universo de discurso finito e
discreto em X pode ser expresso por:

A = {(x1, µA(x1))}, {(x2, µA(x2))}, . . . , {(xn, µA(xn))} .
(4)

embora seja usual representá-lo como:

A = {(µA(x1)/x1)}, {(µA(x2)/x2)}, . . . , {(µA(xn)/xn)} .
(5)

ou de maneira abrangente, como apresentado a seguir.
Um conjunto difuso pode ser entendido como a
disposição dos valores singulares (singletons) que o
compõem. Por sua vez, podem ser representados
na forma cont́ınua ou na forma discreta. Apesar
de ter cáıdo em desuso é posśıvel ainda encontrar,
respectivamente, a seguinte representação:

Universo de discurso discreto

A =
n

∑

i=1

µi/y , (6)

Universo de discurso cont́ınuo

A =

∫

U

µA(y)/y . (7)

sendo, que o sinal de integração representa a disposição
dos valores singulares, µA(y)/y, quando o universo de
discurso é cont́ınuo, e o sinal de somatório representa
a disposição dos valores singulares, µi, i = 1, . . . , n,
quando o universo de discurso é discreto, i.e., o suporte
é finito, {y1, y2, . . . , yn}.

Caracteŕısticas de Conjuntos difusos

Um conjunto difuso pode assumir diferentes for-
mas – a altura de conjuntos difusos e a dispersão
(espalhamento) podem assumir diferentes valores –
desde que seja convexo (Figura 3). Um conjunto
convexo é aquele que os valores assumidos pela função
de pertinência, µA(x), são monotonicamente crescentes
desde o valor inicial do suporte até o valor inicial do
núcleo e monotonicamente decrescentes desde o valor
final do núcleo até o valor final do suporte.
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Definição: Um conjunto difuso, A, é convexo se, e
somente se,

µA(λx + (1 − λ)y) ≥ min(µA(x), µA(y)),
∀x, y ∈ X ∀λ ∈ [0, 1] .

(8)

A noção de convexidade é importante por ser um meio
de preservar muita das propriedades que conjuntos difu-
sos têm em relação a conjuntos clássicos. Por exemplo,
(i) se dois conjuntos difusos, A e B, são convexos, sua
interseção é um conjunto convexo, (ii) se um conjunto
difuso, A, é convexo, seu núcleo é um conjunto convexo
etc.
Definição: Um conjunto difuso, A, é um número difuso
se, além de ser convexo, for também normal:

max
x∈X

µA(x) = 1, ∀x ∈ X . (9)

Definição: Um conjunto difuso, A, é subnormal se
maxx∈X 0 < µA(x) < 1, ∀x ∈ X, i.e., se não for
normal. Adicionalmente, um conjunto subnormal
não-vazio pode ser normalizado ao dividir cada µA(s)
por supx µA(x). Um conjunto difuso é vazio quando
µA(x) ≡ 0.
As principais caracteŕısticas de conjuntos difusos são
apresentadas na tabela 1.
Considere, por exemplo, uma função de pertinência li-
near por partes. Quando o conjunto difuso é chamado
de trapezoidal, A pode ser representado utilizando
a notação < a, b, c, d >, tal que Su(A) = [a, d] e
Nu(A) = [b, c]. De acordo com esta representação,

o suporte é dado por Su(A) = [a, d] e o núcleo é
Nu(A) = [b, c] (Figura 3). As funções entre a e b e d e c
são estritamente monotônicas crescente e decrescente,
respectivamente. Quando [b, c] = b′, a representação
anterior se torna < a, b′, d > e é denominado conjunto
difuso triangular.

Manipulação de conjuntos difusos

A manipulação de conjuntos é feita principal-
mente pelos operadores de interseção (∩), união (∪), e
complemento (¬). A interseção corresponde na lógica
ao operador de conjunção, ∧, e ao conectivo lógico,
”e”. A união corresponde à operação de disjunção, ∨,
e ao conectivo lógico, “ou”. O complemento equivale ao
conectivo lógico de negação de uma dada proposição,
apresentando a idéia de oposição.
Os operadores de conjunção difusos, também chamados
de normas triangulares (t-normas), e os operadores
de disjunção difusos, também chamados de conormas
triangulares (t-conormas ou s-normas) não são únicos
– i.e., constituem uma famı́lia de operadores. Um
operador t-norma, x⊤y = f(x, y), e um operador
t-conorma, x⊥y = f(x, y), são mapeamentos de
[0, 1] × [0, 1]em[0, 1] (f : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1]). Para
quaisquer x, y, z, w ∈ [0, 1], ambas devem satisfazer os
axiomas, propriedades dadas pela tabela 2.
Dados dois conjuntos A e B, os operadores de
mı́nimo e produto algébrico são as alternativas mais
empregadas para as operações de intersecção, (∪),

Tabela 1: Termos básicos da teoria de conjuntos difusos.

Definição Śımbolo Descrição

Suporte Su(A) conjunto dos elementos de U que pertencem ao conjunto A e cuja função
de pertinência positiva, i.e., não seja nula, Su(A) = {x ∈ U |µA(x) > 0}

Núcleo Nu(A) conjunto de todos os elementos com grau de pertinência unitário ao
conjunto A, Nu(A) = {x ∈ U |µA(x) = 1}

Altura Al(A) maior grau que um elemento de U pertence ao conjunto A correspon-
dendo ao maior valor (supremo) da função de pertinência, Al(A) =
supx∈U A(x)

Ordinário - um conjunto A é ordinário de U , quando é normalizado, Al(A) = 1, e
é idêntico a seu suporte e seu núcleo,

Cardinalidade | A | grau global com o qual os elementos de U pertencem ao conjunto
A quando U é finito, para o universo de discurso discreto: | A |=
∑

x∈U µA(x) e Para o universo de discurso cont́ınuo: | A |=
∫

U
µA(x),

Especificidade - um conjunto difuso A ∈ F (U)5 é mais espećıfico que B ∈ F (U) se
o núcleo de A (não vazio) é estritamente incluso no núcleo de B e
sup(B) ⊇ sup(A)

Singleton - singleton {x} de U é o conjunto difuso mais espećıfico, i.e., cujo suporte
é um ponto singular em U tal que 0¡µx(x) ≤ 1 e µx(y) = 0 para todo
x 6= y,

- um conjunto difuso A ∈ F (U) é mais preciso que B ∈ F (U) de mesmo
núcleo de A, se o suporte de A é estritamente incluso dentro do suporte
de B.

Precisão - o conjunto difuso mais preciso associado a A é o conjunto ordinário
Nu(A) de U .
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Tabela 2: Propriedade das T-normas e T-conormas.

Propriedade T-norma T-conorma

Comutatividade x⊤y = y⊤x x⊥y = y⊥x

Associatividade (x⊤y)⊤z = x⊤(y⊤z) (x⊥y)⊥z = x⊥(y⊥z)

Monotonicidade x⊤w ≤ y⊤z, se x ≤ y, w ≤ z x⊥w ≤ y⊥z, se x ≤ y, w ≤ z

Elemento neutro x⊤1 = x 0⊤0 = 0 x⊥1 = x 1⊤1 = 1

difusa representadas, respectivamente, pelas seguintes
t-normas:

µA∩B(x) = min(µA(x), µB(x)) ∀ x ∈ X , (10)

µA∩B(x) = µA(x) × µB(x) ∀ x ∈ X . (11)

Dados dois conjuntos A e B, os operadores de máximo
e adição algébrica são as alternativas mais empregadas
para as operações de união, (∪), difusa representadas,
respectivamente, pelas seguintes t-conormas:

µA∪B(x) = max(µA(x), µB(x)) ∀ x ∈ X , (12)

µA∪B(x) = µA(x) + µB(x) − µA(x) · µB(x) ∀ x ∈ X .
(13)

Definição: A operação complemento também pode ser
definida sobre os conjuntos difusos. A função N :
[0, 1] → [0, 1] é chamada negação se é uma função bije-
tora decrescente, cont́ınua e tal que N(0) = 1 e N(1) =
0. O complemento é dito involutivo se N(N(x)) = x
para todo x ∈ [0, 1].
O operador de complemento t́ıpico é dado por n(x) =
1 − x, i.e.:

µĀ(x) = 1 − µA(x) ∀ x ∈ X. (14)

As T-normas e T-conormas mais utilizadas são dadas
na tabela 3. Vale ressaltar que as t-normas, t,
e t-conormas, s, são duais, satisfazendo a seguinte
condição:

1 − t(x, y) = s(1 − x, 1 − y) . (15)

Operadores de Implicação

As T-normas e T-conormas são utilizadas
ainda na construção de operadores de implicação,

I : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1], utilizados para modelar
regras de inferência do tipo SE <premissa> Então
<conclusão>.
Exemplos de operadores de implicação são mostrados
na Tabela 4. Vale ressaltar que, embora existam
aplicações em lógica difusa que utilizam uma T-norma
para modelar a inferência da regra SE-ENTÃO (p.ex.,
controladores Mamdani), estas não são implicações
propriamente ditas. Elas não correspondem à im-
plicação da lógica booleana quando reduzidas, no caso
da teoria dos conjuntos clássicos.

Variáveis lingǘısticas, Termos lingǘısticos

O uso de conjuntos difusos fornece uma maneira
de manipular informações vagas e imprecisas e, como
tal, pode estar associado a variáveis lingǘısticas.
Assim, uma variável lingǘıstica é uma variável difusa
ao se considerar a faixa dos posśıveis valores que pode
assumir associada a um universo de discurso.
Uma variável lingǘıstica pode ser entendida como uma
variável que assume um valor que é um número difuso,
tanto quanto uma variável que pode ser atribúıda
um termo lingǘıstico. Assim, cada conjunto difuso
distribúıdo sobre a variável lingǘıstica representa um
valor lingǘıstico ou termo lingǘıstico (Figura 4).
Definição: Uma variável lingǘıstica é aquela cujos
valores posśıveis são conjuntos difusos. Formal-
mente, ela pode ser definida como uma qúıntupla
(x, T (x), U, G, M), sendo x o nome de uma variável,
U é o universo de discurso de x, T (X) é um con-
junto de conjuntos difusos em x chamados de termos
lingǘısticos, G é a regra semântica sintática para
geração dos nomes dos valores de x, e M é a regra
semântica para se associar com cada valor seu signifi-
cado.

Tabela 3: Principais T-normas e T-conormas.

Nome T-norma T-conorma

Zadeh min(a, b) max(a, b)

probabiĺıstica a.b a + b − a.b

Lukasiewicz max(a + b − 1, 0) min(a + b, 1)

Weber







0, se b = 1
b, se a = 1
0, senão







0, se b = 0
b, se a = 0
1, senão
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Tabela 4: Principais operadores de implicação.

Operador nome

max(1-a,b) Kleene-Dienes

min(1-a+b,1) Lukasiewicz
{

1, se a ≤ b
0, senão

Rescher-Gaines
{

1, se a ≤ b
b, senão

Gödel
{

1, se a ≤ b
b/a, senão

Goguen

1-a+ab Reichenbach

max(1-a,min(a,b)) Zadeh-Wilmott

A fim de ilustrar este conceito, considere, por exem-
plo, a variável lingǘıstica cujo nome é temperatura
(Figura 4). Seu conjunto de termos, T (temperatura),
pode assumir os termos lingǘısticos {baixa, média,
alta} que são caracterizados por conjuntos difusos no
universo de discurso, U . O grau com que um valor x
em U satisfaz o termo lingǘıstico A é a pertinência de
x em A dada por µA(x).

Modificadores Lingǘısticos

Inerentemente associado às variáveis lingǘısticas
estão operações que modificam a forma das funções
de pertinência introduzindo um novo significado ao
conjunto original ao se criar um conjunto difuso
composto (Yen and Langari; 1998; Negnevitsky; 2002).
Elas podem alterar estas funções de duas maneiras
diferentes: (i) modificando a forma do suporte e (ii)
movendo o núcleo. Enquanto na primeira condição a
transformação pode se dar tanto pelo espalhamento
dos limites inferiores e/ou superiores do suporte quanto
pelo deslocamento do próprio suporte; na segundo
opção move-se o núcleo da função de pertinência
(Zadeh; 1984).
Os operadores que modificam a forma dos conjuntos

difusos são denominados de modificadores lingǘısticos,

Figura 5: Exemplo de modificador lingǘıstico
(Araujo; 1994,1995,2005).

qualificadores difusos de bordas. Os tipos de modi-
ficadores lingǘısticos (Negnevitsky; 2002) podem ser
utilizados como:

• modificadores de proposta geral: muito, extrema-
mente etc.,

• valores verdade: um pouco verdadeiro, normal-
mente falso etc.,

• probabilidades: provavelmente, não muito
provável etc.,

• quantificadores: a maioria, vários, poucos etc.,

• possibilidades: quase imposśıvel, um pouco
posśıvel etc.

Exemplos utilizados na prática são dados a seguir:

• muito: representando uma operação de concen-
tração do conjunto difuso;

µmuito
A (x) = [µA(x)]2 , (16)

• extremamente: representando uma operação de
muita concentração do conjunto difuso;

µextremamente
A (x) = [µA(x)]3 , (17)

• mais ou menos ou alguma coisa: representando
uma operação de dilatação do conjunto difuso;

µmais ou menos
A (x) =

√

µA(x) , (18)

Figura 4: Funções de pertinência, termos lingǘısticos e variáveis lingǘısticas (Araujo; 1994,1995,2005).
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Figura 6: Descrição lingǘıstica e direcionada por dados do mundo real: Sistema Difuso (Araujo;
1994,1995,2005).

3. LÓGICA DIFUSA E RACIOCÍNIO

APROXIMADO

A habilidade de processar tanto informações qualitati-
vas quanto quantitativas, e tratar informações que são
ao mesmo tempo imprecisas e incertas, i.e., vaga, faz da
lógica difusa uma abordagem natural para representar
o racioćınio humano aproximado pelo uso de conjuntos
difusos na entrada e sáıda do mecanismo de inferência
(Figura 6).
Uma das principais caracteŕısticas da lógica difusa é
dada pela premissa (antecedente da regra) e a con-
clusão (conseqüente da regra) serem expressos na forma
canônica, que é, respectivamente, p : X é A, sendo p a
proposição, X o atributo do objeto, e A o valor do ob-
jeto (Zadeh; 1988). A proposição condicional difusa na
forma SE <antecedente> ENTÃO <conseqüente> as-
sume que tanto os antecedentes quanto os conseqüentes
sejam proposições difusas e, como tal, os termos A e
B são conjuntos difusos. A assertiva condicional rela-
cionada aos conceitos fundamentais previamente ap-
resentados é representada na forma de regras difusas
como dado em (19) sendo A1 . . . An e B1 . . . Bn con-
juntos difusos distribúıdos em universos de discurso
X1 . . . Xn e Y1 . . . Yn, respectivamente. A proposição
Px dada por x1 é A1 E . . . E xn é An e a proposição
Py dada por y1 é B1 E . . . E yn é Bn são relações
difusas em X1 . . . Xn e Y1 . . . Yn, respectivamente. A
combinação das proposições do antecedente e do con-
seqüente da regra SE-ENTÃO difusa é realização pelas
operações de implicação e de operações de conjunção
(T-norma) e disjunção (T-conorma) como será apre-

sentado na seqüência.
Devido a estas caracteŕısticas, a lógica difusa permite
que programas aumentem sua capacidade de compreen-
der a linguagem natural e fazer deduções lógicas aprox-
imadas. Estes atributos fazem da lógica difusa e o
racioćınio aproximado difuso uma alternativa para a
representação do conhecimento humano assim como
para emular seu processo de decisão.

Proposição Condicional Difusa e Regra Composi-

cional de Inferência

Existem dois diferentes tipos de regras difusas:
regra de mapeamento difuso e regra de implicação
difusa (Yen and Langari; 1998). Embora possam
parecer equivalentes, elas apresentam diferenças signi-
ficativas que influenciam o resultado do conseqüente
da regra devido à semântica diferenciada entre estas
abordagens. Neste trabalho será enfocado a regra de
mapeamento difuso.
Regras de mapeamento difuso (i) descrevem um
mapeamento funcional entre sáıda e entrada através
de termos lingǘısticos, (ii) o elemento fundamental
que o compõe é o grafo difuso, (iii) a inferência difusa
envolve um conjunto de regras difusas (modelo difuso)
cujo antecedente da regra forma uma partição difusa
do espaço de entrada, (iv) o conjunto de regras é
projetado e ativado também em grupo e não individ-
ualmente.
A proposição condicional difusa assume um papel
importante também na construção dos algoritmos
difusos (Zadeh; 1968). Este tipo de regra de inferência
pode ser considerada como uma extensão da regra de

variável termo variável termo

SE : lingǘıstica é lingǘıstico ENTÃO lingǘıstica é lingǘıstico
de entrada de entrada de sáıda de sáıda

l l l l
SE : x é A ENTÃO y é B

(19)
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modus ponens modus tollens

premissa 1: x é A premissa 1: y é B

premissa 2: SE x é A ENTÃO y é B premissa 2: SE x é A ENTÃO y é B
————————————————– ————————————————–
conseqüente: y é B conseqüente: x é A

(20)

modus ponens generalizado (GMP) modus tollens generalizado (GMT)

premissa 1: x é A′ premissa 1: y é B′

premissa 2: SE x é A ENTÃO y é B premissa 2: SE x é A ENTÃO y é B
————————————————– ————————————————–
conseqüente: y é B′ conseqüente: x é A′

(21)

inferência conhecida como modus ponens6 (20).
A lógica difusa tem seu núcleo, como outros sistemas
lógicos, em um sistema de regras de inferência. O
mecanismo de inferência difuso utiliza os prinćıpios da
lógica para determinar como os fatos e as regras devem
ser combinados para derivar novos fatos. A inferência
em avanço baseada em dados normalmente empregada
aos sistemas difusos é à regra de implicação difusa
denominada modus ponens generalizado (GMP) (21).
Uma outra regra de implicação difusa está associada
à inferência de retropropagação baseada em objetivo
emprega a regra de implicação difusa denominada
modus tollens generalizado (GMT) (21). Vale ressaltar
que, diferente dos sistemas especialistas t́ıpicos (lógica
Aristotélica), no mecanismo de inferência empregado
em sistemas difusos o conseqüente da regra não é
utilizado no antecedente de uma outra regra. Desta
forma, ao invés de se utilizar o mecanismo de inferência
em cadeia, emprega-se uma inferência em avanço um
passo-a-frente baseada em dado.
A inferência através do modus ponens generalizado
pode ser expressa na forma lógica (22) ou na forma
computacional (23). Os termos A e C são conjuntos
difusos com suas respectivas funções de pertinência, µA

e µC , ¬A é a negação de A, a operação ⊕ é composta
por outras operações, por exemplo, ∧ é min ou uma
t-norma:

Representação simbólica

X é A′

Y é C se x éA
—————————
Y é A′ ◦ (¬A ⊕ C)

(22)

Representação computacional

µ¬A⊕C(u, v) = 1 ∧ (1 − µA(u) + µC(v)) (23)

Uma caracteŕıstica da inferência pelo método modus
ponens generalizado é que o antecedente da regra, x
é A, não precisar ser idêntica à proposição que cor-
responde a informação de entrada também conhecida
como restrição elástica (Zadeh; 1988).

6Afirmação do antecedente

Adicionalmente, vale ressaltar que o modus ponens
generalizado pode ser associado a uma operação
conhecida também como regra composicional de
inferência. O termo A é um conjunto difuso com sua
respectiva função de pertinência, µA, R é a relação
entre X e Y , ∧ é min ou uma t-norma, e A′ ◦R é com-
posição da relação unária, A′, com a relação binária, R:

Representação simbólica

X é A′

(X, Y ) é R
—————–
Y é A′ ◦ R

(24)

Representação computacional

µA′◦R(v) = supu(µA(u) ∧ µR(u, v)) (25)

Assim, a inferência de implicação difusa é baseada na
regra composicional de inferência como sugerido por
Zadeh, resulta da aplicação do prinćıpio da extensão
ciĺındrica, prinćıpio da conjunção e o prinćıpio da
projeção (de Silva; 1995; Zadeh; 1988).

Definição: O prinćıpio da conjunção é dado por:

Representação simbólica

X é A′

X é B
—————–
X é A′ ∩ B

(26)

Representação computacional

µA′∩B(u) = µA(u) ∧ µB(u)), u ∈ U (27)

sendo que A′ ∩ B é a operação de interseção (operação
de conjunção, operação T-norma – por exemplo, mas
não limitada a, operação de mı́nimo) entre A′ e B.

Definição: O prinćıpio da projeção é dado por:

Representação simbólica

(X, Y ) é R
—————
X éXR

(28)
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Representação computacional

µ
XR(u) = supv µR(u, v), u ∈ U, v ∈ V , (29)

sendo que AR é a projeção de relação binária no
domı́nio de X de tal forma que µR(u, v) é uma função
de pertinência.

Definição: O prinćıpio da extensão ciĺındrica fornece
um mecanismo para calcular a restrição induzida. Se
uma variável X assumindo valores em um universo
de discurso, U , é restrita pela proposição, X é A, e
considerando que existe um mapeamento, f : U → V de
modo que X seja mapeado em f(X), então a restrição
em f(X) induzida pela restrição X é fornecida pelo
prinćıpio da extensão ciĺındrica expressa como a regra
de inferência:

Representação simbólica

(X) é A′

—————–
f(X) éf(A′)

(30)

Representação computacional

µf(A)(v) = supu µA(u) (31)

sendo que a função de pertinência de f(A) sujeita à
condição v = f(u), u ∈ U, v ∈ V . Em particular, se a
função, f é 1:1, então se tem a simplificação na forma
µf(A)(v) = µA(v−1), v ∈ V , e v−1 é a inversa de v.

Produto Cartesiano

Na maioria dos sistemas difusos, o conectivo “E”
obtido através de uma conjunção difusa no espaço do
produto cartesiano nas quais as variáveis assumem
valores em diferentes universos de discurso.
Definição: Um produto cartesiano de conjuntos difusos
A1, . . . , An distribúıdos nos respectivos universos de
discurso X1, . . . , Xn é também um conjunto difuso no
espaço de produto X1 × · · · × Xn com a função de
pertinência dada por:

µA1×···×An
(u1, . . . , un) = min[µA(u1), . . . , µA(un)]

(32)
ou

µA1×···×An
(u1, . . . , un) = µA(u1) · · ·µA(un−1) · µA(un)

(33)
No caso espećıfico de se ter um produto cartesiano de
dois conjuntos difusos, A × B, onde se tem um con-
junto difuso, A, distribúıdo no universo de discurso, U ,
e um conjunto difuso, B, distribúıdo em um universo
de discurso, V , tem-se:

A × B = µA(u) ∧ µB(v) . (34)

sendo que U × V denota o produto cartesiano. Isto
significa que A × B é um conjunto difuso de pares
ordenados (u, v), u ∈ U, v ∈ V , com grau de pertinência
de (u, v) em A × B dado por µA(u) ∧ µB(v) sendo ∧

uma T-conorma previamente escolhida. Neste sentido,
A × B é também uma relação difusa entre U e V .

Relações Difusas Simples e Compostas

Relações Difusas Simples são apresentadas primeiro.
O conceito de relação é uma generalização de função
e tem uma extensão natural para conjuntos difusos
e lógica difusa (Zadeh; 1965). Desta forma, a lógica
difusa tem uma perspectiva relacional, R, principal-
mente quando se utiliza a representação e manipulação
de funções e relações definidas em ambientes com
imprecisão e incerteza. Esta caracteŕıstica assume um
papel importante em projeto de sistemas inteligentes.
Esta forma de proposição condicional difusa descreve
uma relação difusa entre duas variáveis difusas (Zadeh;
1973).
Definição: Uma relação difusa, R, de um conjunto X
a um conjunto Y é um conjunto difuso no produto
cartesiano X × Y . (X × Y é a coleção de pares
ordenados (x, y), x ∈ X, y ∈ Y ). A relação difusa,
R, é caracterizada por uma função de pertinência
bivariável, µA(x, y), i.e., um conjunto difuso.
Uma relação difusa n-ária é um conjunto difuso
n-dimensional onde a cada n-upla X1 × X2 × · · · × Xn

definido em um universo de discurso multidimensional
tem-se:

RX1×···×Xn
=

{((x1, . . . , xn), µR(x1, . . . , xn))|(x1, . . . , xn)} ,

xi ∈ Xi, i = 1, · · · , n . (35)

Em seguida são apresentadas as relações difusas com-
postas. A composição de duas relações difusas R1 e R2

definidas em X × Y e em Y × Z, respectivamente, de-
notada por R1 ◦ R2, é também uma relação difusa que
associa diretamente X a Z e pode ser definida como:

R1 ◦ R2(x, z) =

{[(x, z), sup(y∈Y )(µR1
(x, y) ⋆ µR2

(y, z))],

x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z} . (36)

sendo que ⋆ pode assumir qualquer operador na classe
das t-normas, por exemplo, – mas não limitado a
– operações de mı́nimo, produto algébrico, produto
limitado, ou produto drástico. A composição mais
usual é a sup-min.
A composição de relações difusas, R = R1 ◦ R2(x, z),
pode ser, assim, entendida como a projeção de X × Z
da interseção R1 ∩ R2 entre da extensão ciĺındrica de
R1 e R2.

Grafo e Mapeamento Difusos através de Regras

A composição de relações difusas é importante
na construção do mapeamento difuso por regras e
diretamente relacionado a grafos difusos.
Grafos difusos – como discutido por Zadeh, e não por
Ronsenfeld (visão difusa pela generalização da teoria
de grafo) – é fundamental para o projeto de sistemas
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difuso (Yen and Langari; 1998).
Definição: Um grafo difuso, f∗, descreve um mapea-
mento funcional, f : U → V, X ∈ U, Y ∈ V entre as
variáveis lingǘısticas, X, do universo de discurso de
entrada, U , para variáveis lingǘısticas, Y , do universo
de discurso de sáıda, V .
Este mapeamento funcional pode ser entendido
também como a união dos produtos cartesianos
obtidos pela associação de termos lingǘısticos difusos
através de regras difusas:

f : SE x é pequeno ENTÃO y é pequeno

: SE x é médio ENTÃO y é grande

: SE x é grande ENTÃO y é pequeno
(37)

tem-se como valor aproximado de sáıda:

f∗ = pequeno × pequeno + . . .

médio × grande + . . .

grande × pequeno (38)

sendo que as operações + e × denotam, respectiva-
mente, as operações de disjunção e produto cartesiano.
O produto cartesiano na forma A × B sendo A e B
conjuntos difusos são denominados de grânulos carte-
sianos (Zadeh; 1996, 1997, 2002, 2005), ou simplesmente
grânulos.
O grafo resultante é inerentemente uma relação difusa.
Quando entendido como a combinação de relações di-
fusas ou, particularmente, união de produtos carte-
sianos envolvendo pares de entrada, x é A, e sáıda, x
é B, na forma A × B sendo A e B conjuntos difusos o
grafo difuso, f∗, de X a Y pode ser dado por:

f∗ =
⋃

i

Ai × Bi (39)

Partição Difusa

Um conjunto difuso particiona o universo de dis-
curso. Os tipos de partição nos sistemas difuso, seja no
problema de modelagem ou no problema de controle,
ou ainda no problema de suporte a decisão, estão
representados na Figura 7. A partição difusa pode
ser do tipo grade (Figura 7(a)), do tipo dispersão

Figura 8: Partição para sistemas difusos baseado
em dados (Araujo; 1994,1995,2005).

(associada a aglutinação/agrupamento/clustering)
(Figura 7(b)), do tipo árvore (Figura 7(c)). Um caso
particular de partição difusa é a partição de Ruspini
(Ruspini; 1969) e basicamente pode ser entendida
quando o núcleo do termo T acaba onde começa o
suporte do termo consecutivo T ′.
Definição: Dado que um conjunto de termos
{T1, ..., Tn} está em ordem consecutiva quando, para
todo i, se Su(Ti)∩Su(Ti−1) 6= ∅ e Su(Ti)∩Su(Ti+1) 6= ∅
então Su(Ti) ∩ Su(Tj) = ∅, ∀j /∈ {i − 1, i + 1}. Em
uma partição de Ruspini, todos os pares de termos
consecutivos T e T ′ são tais que T (ω)+T ′(ω) = 1 para
todo ω ∈ Su(T ) ∩ Su(T ′).

4. SISTEMAS DIFUSOS

A estrutura básica de um sistema difuso consiste,
basicamente, da (i) interface de fuzificação, (ii) base de
conhecimento, (iii) mecanismo de inferência composto
de funções de implicação difusa, e (iv) interface de
defuzificação. Um resumo dos principais conceitos
apresentados é mostrado na Figura 9 na forma de
diagrama em bloco que compõem o mecanismo de
inferência difusa e racioćınio aproximado representando
um mapeamento não-linear entre entrada e sáıda. O
mapeamento não-linear depende da base de regra

(a) Partição tipo grade. (b) Partição tipo dispersão. (c) Partição tipo arvore.

Figura 7: Partições Difusas.
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Figura 9: Sistema difuso que imita o mapeamento
humano mental (Araujo; 1994,1995,2005).

(base de conhecimento), da estratégia empregada na
inferência, estratégia de codificação (fuzificação), e
estratégia de decodificação (defuzificação). E que
qualquer modificação no sistema difuso pode fornecer
uma variedade infinita de mapeamentos entre a entrada
e a sáıda (Jenkins and Passino; 1999).
O primeiro módulo de codificação (fuzificação) refere-
se ao processo de conversão de informações precisas
em termos lingǘısticos representados por conjuntos
difusos. O segundo módulo representa o mecanismo de
inferência. Ele é agregado à base de regras que é com-
posta por um conjunto de regras do tipo SE-ENTÃO
que expressam a relação difusa entre as premissas e as
conclusões. Neste módulo, sistemas difusos apresentam
uma interpolação entre as sáıdas discretas que através
da sobreposição de regiões determinadas pelas funções
de pertinência representando um domı́nio cont́ınuo do
mapeamento. Estas caracteŕısticas contribuem para
uma operação do sistema previśıvel e bem comportada
e tornam a abordagem de sistemas difusos robustos.
Devido à sobreposição das funções de pertinência da
parte antecedente, cada regra é influenciada pelas
regras vizinhas e, conseqüentemente, cada ponto no
espaço de estados é aproximado por um subconjunto
de regras difusas.
Adicionalmente, qualquer função cont́ınua pode ser
aproximada considerando-se uma precisão arbitrária
e se for utilizada uma ativação de regra baseada em
produto, uma decodificação (defuzificação) do tipo
centróide e uma função de pertinência cont́ınua (e.g.,
gaussiana). Esta propriedade determina que o sistema
difuso seja um aproximador universal.
Posśıveis representações para os sistemas difusos
tanto aplicados em modelos quanto em controladores
difusos são apresentadas na Figura 10. As principais
categorias de sistemas difusos encontradas na literatura
são: (1) sistema difuso relacional, (2) sistema difuso
lingǘıstico (p.ex., sistema difuso Mamdani, sistema
difuso Larsen) que emprega números difusos para o
processo de decisão e (3) controlador difuso inter-
polativo ou baseado em modelo (p.ex., sistema difuso

Takagi-Sugeno, sistema difuso Tsukamoto) que gera
ações de controle ao empregar funções lineares com-
postas por variáveis de entrada do sistema manipulado.

Modelo Difuso Relacional

Um sistema difuso relacional realiza um mapea-
mento estático não-linear de conjuntos difusos, de n
universos de discurso de entrada, Xi |i = 1, 2, . . . , n,
para um universo de discurso de sáıda, Y , através
da relação difusa, R, e da regra composicional de
inferência. A regra de inferência difusa – regra com-
posicional de inferência – é obtida pela aplicação da
extensão ciĺındrica, prinćıpio (operação) de conjunção
e prinćıpio (operação) de projeção. No caso geral, os
conjuntos difusos referentes ao domı́nio de sáıda, Y ,
são calculados pela composição relacional:

Y = X ◦ R
= proj[conj(cil(M), R)] .

(40)

de forma que proj, conj e cil significam, respectiva-
mente, projeção, conjunção e extensão ciĺındrica apli-
cada a todos os conjuntos difusos referentes ao domı́nio
de entrada, Xi.
Empregando-se a regra composicional de inferência,
faz-se uma composição entre a medida do estado atu-
al do sistema, Xi, e a relação difusa, R, que mapeia as
entradas e sáıdas do sistema. O resultado é o sinal de
sáıda, Y , necessário para obter a ação adequada para
atingir um determinado objetivo. A medida, Xi, do
estado atual do sistema é aplicada sobre a base de co-
nhecimento através da extensão ciĺındrica. A operação
de conjunção determina a interseção entre o resultado
da extensão ciĺındrica e a base de conhecimento. Em
seguida o prinćıpio da projeção é aplicado de forma a
obter a projeção resultante e, depois da etapa de defuz-
ificação, o valor final de sáıda.
A operação, ◦, é associada à composição sup−t para
se obter U , embora a composição sup−min seja aceita
como o mecanismo de mapeamento entre o espaço de
estados e o espaço de controle (Pedrycz and Gomide;
1998; de Silva; 1995). A regra composicional de in-
ferência em (40) pode gerar a seguinte expressão:

U(u) = supx[A(x) ∧ R(x, u)]
= supx

[

A(x) ∧ ∨N
i=1Ri(x, u)

]

,
(41)

sendo a operação de conjunção associada a alguma
T-norma previamente escolhida.

Modelo Difuso Mamdani

Um caso particular do sistema relacional difuso é
o sistema difuso baseado na estrutura Mamdani,
que emprega a T-norma min, para construir uma
relação difusa para cada regra, e a T-conorma max,
para agregar as relações previamente encontradas. A
estrutura do sistema difuso Mamdani é fornecida a
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Figura 10: Arquiteturas para sistemas difusos.

seguir:

Rsi : SE x1(t) é Mi1(x(t)) E . . . E xn(t) é Min(x(t))

ENTÃO yi(t) = Ci(x(t)) .
(42)

A i-ésima regra (implicação) é representada por Rsi,
tal que i = 1, 2, . . . , Nr, sendo Nr o número máximo
de regras (implicações) difusas; yi(t), a sáıda da
i-ésima regra (implicação); x1(t), . . . , xn(t), variáveis
de estado; Mip, p = 1, 2, · · · , n, a p-ésima função
de pertinência da i-ésima regra que particiona o
universo de discurso de entrada; e Ci(x(t)), função de
pertinência da i-ésima regra que particiona o universo
de discurso de sáıda. O grau de ativação da i-ésima
regra é wi(x(t)) ≥ 0, sendo definido pelo operador
de conjunção. O sistema difuso Mamdani emprega a
operação de mı́nimo, wi(x(t)) = minn

p=1[Mip(x(t))].

Modelo Difuso Larsen

O sistema difuso Larsen é similar ao sistema di-
fuso Mamdani em (42) exceto que o grau de ativação,
wi(x(t)) ≥ 0, da i-ésima regra, Ri, é calculada o pro-
duto algébrico (Larsen), wi(δ(t)) =

∏n

p=1[Mip(x(t))].

Sistema Difuso Tsukamoto

O sistema difuso Tsukamoto é similar ao sistema
difuso Mamdani em (42) mas com funções de per-
tinência, Mij e Ci sendo monotonicamente crescentes.
Esta abordagem é flex́ıvel em aceitar somente funções
no conseqüente da regra, Ci, que sejam monotonica-
mente crescentes enquanto na premissa as funções de
pertinência da premissa, Mij , podem assumir conjun-
tos difusos quaisquer. O resultado final é obtido pelo
cálculo parcial αi = Ci(yi) da i-ésima regra, Ri:

y(t) =

Nr
∑

i=1

αi(x(t), ri)yi(t)

r
∑

j=1

αj(x(t), ri)
. (43)

Modelo Difuso Takagi-Sugeno

O sistema difuso Takagi-Sugeno (TS) foi proposto em
(Takagi and Sugeno; 1985) e é conhecido também como
sistema difuso de interpolação ou baseado em modelo.
Ele é caracterizado por particionar o espaço de entrada
em áreas difusas e fazer uma aproximação de cada área
através de modelos lineares locais de tal forma que o
modelo global seja obtido.
A caracteŕıstica principal do modelo difuso Takagi-
Sugeno é representar a dinâmica local das regras
difusas por um modelo composto de sistemas lineares
(Wang et al.; 1996), de forma que o modelo não-linear
do sistema é linearizado em certos pontos de operação,
produzindo um conjunto de submodelos lineares.
O sistema difuso TS utiliza um conjunto de regras
SE-ENTÃO em que a parte conseqüente da regra é
composta por submodelos lineares, fi(·), descrevendo
o comportamento dinâmico de distintas condições de
operação, enquanto a parte antecedente é responsável
por interpolar estes subsistemas:

Rsi : SE x(k) é Mi1(x(k), θi) E . . .
x(k − n + 1) é Min(x(k), θi) E . . .
u(k) é Ni1(x(k), θi) E . . .
uk−m+1(t) é Nim(x(t), θi)

ENTÃO xi(k + 1) = a0i + a1ix
1(k) + · · ·

+ainx1(k − n + 1) + E bi1u(k) + · · ·
+bimu(k − m + 1) ,

(44)
ou equivalentemente representado na forma de espaço
de estados:

Rsi : SE x(k) é Mi1(x(k), θi) E . . .
x(k − n + 1) é Min(x(k), θi) E . . .
u(k) é Ni1(x(k)) E . . .
uk−m+1(t) é Nim(x(k), θi)

ENTÃO xi(k + 1) = Aix(k) + Biu(k).

(45)
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A resposta final para eq. (44) ou (45) é:

x(k + 1) =

r
∑

i=1

wi(x(k))xi(k + 1)

r
∑

i=1

wi(x(k))
. (46)

sendo que
∑r

i=1 wi(x(k)) > 0 e xi(k+1) são calculados
também para a i-ésima regra. O peso wi(x(k)) fornece
um grau de ativação global para a premissa da i-ésima
regra:

wi(x(t)) = aggreg(Min, Nim) . (47)

Quando o conseqüente da regra é escolhido na forma
yi = aix+bi o controlador Takagi-Sugeno é considerado
de primeira ordem. Se o parâmetro do vetor é nulo,
ai = 0, e o termo bi = K é constante, o sistema difuso
é considerado de ordem zero. Esta última função
equivale ao modelo lingǘıstico Mamdani simplificado
que utiliza conseqüentes do tipo singleton.

Controle Difuso Takagi-Sugeno

Quando aplicado como controlador, o conseqüente da
regra do sistema difuso Takagi-Sugeno se torna:

Rcj : SE x1(t) é Mj1(x(t), θi) E . . .
xn(t) é Mjn(x(t), θi)

ENTÃO uj = −Kjx(t) + Hjr(t),

(48)

sendo que Rcj representa a j-ésima regra. No con-
seqüente da regra, as matrizes de ganho, Kj e Hj ,
compõem a lei de controle e o sinal de referência é re-
presentado por r(t). O grau de ativação da j-ésima re-
gra é também obtida por wj(xj , θi) ≥ 0.
A operação de aggreg tanto para o modelo quanto

para o controlador pode ser selecionado pelo produto
algébrico :

wj(x(t), θi) =

n
∏

p=1

Mpj(x(t), θi). (49)

visto que esta opção fornece uma resposta suave e
cont́ınua.

Sistema de Controle Difuso Takagi-Sugeno

O sistema de controle difuso Takagi-Sugeno em
malha fechada é dado por:

x(t) =

Nr
∑

i=1

Nr
∑

j=1

wiwj(x(t))[Ai − BiKj ]x(t)

Nr
∑

i=1

Nr
∑

j=1

wiwj(x(t))

, (50)

ou

x(t) =

Nr
∑

i=1

Nr
∑

j=1

wiwj(x(t))Gijx(t)

Nr
∑

i=1

Nr
∑

j=1

wiwj(x(t))

.

Os termos Gij = Ai−BiKj são responsáveis pelas cara-
cteŕısticas dinâmicas do projeto do controlador e pela
análise de estabilidade.

4. CONSIDERAÇÕES FINAIS

Ao se projetar um sistema difuso são considerados
todos os conceitos apresentados como mostrado na
Figura 11. A fim de atingir este objetivo é necessário se-
lecionar as variáveis lingǘısticas, selecionar (sintonizar)

Figura 11: Etapas de projeto de sistemas difusos, com ênfase ao se empregar dados (dos S. Coelho and
Araujo; 2009).
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Figura 12: Aplicações para sistemas difusos.

as funções de pertinência pela quantidade, forma,
posição (núcleo e suporte), deduzir regras de inferência,
construir relações lógicas, e determinar as fórmulas para
operações de união e intersecção (função de implicação),
selecionar a melhor técnica de defuzificação.
Da perspectiva computacional, é precisar ainda veri-
ficar se é posśıvel reduzir o esforço computacional e/ou
melhorar a precisão computacional.
A base de regras e as funções de pertinência que estão
associadas aos termos lingǘısticos e ao mecanismo de in-
ferência formam a base do conhecimento. A construção
da base de conhecimento para o projeto de um sistema
difuso pode ser realizado pela aquisição de conheci-
mento do operador através de técnicas de entrevista ou
pela aquisição caixa preta por otimização-identificação-
aprendizado (Figura 11).
Diferentes técnicas pra o projeto de sistemas difu-
sos empregando dados englobam tanto abordagens de
agrupamento (clustering) e abordagem de inteligência
computacional. Exemplos que podem ilustrar estas
técnicas englobam o algoritmo de aprendizado Gath-
Geva, algoritmo Wang & Mendel, fuzzy c-means etc.
das técnicas de agrupamento, assim como redes neu-
rais artificiais, algoritmo genético, otimização por en-
xame de part́ıculas (Particle Swarm Optimization –
PSO). Quando utilizadas para a construção de sis-
temas h́ıbridos tem-se assim os sistemas de inferência
neuro-difusos adaptativos, (Adaptive Neuro-Fuzzy In-
ference System (ANFIS), sistemas difuso-genéticos, sis-
temas neuro-difuso-genéticos, sistemas difusos como
otimização por PSO, entre outros, compondo ainda a
área de inteligência computacional.
O uso h́ıbrido de sistemas difusos com outras técnicas
vem do reconhecimento que lidar com problemas do
mundo real é imperativo a coalizão de metodologias que

juntas sejam capazes de lidar com imprecisão do mundo
real.
A habilidade de lidar com informações imprecisas,
incertas, vagas proporcionada pelos sistemas difusos
ao mesmo tempo em que se empregam técnicas de
otimização, aprendizado, ou identificação, faz com que
estes sistemas tenham uma ampla gama de aplicações,
nas mais diversas áreas. A fim de ilustrar a diversidade
de aplicações é mostrado na Figura 12 posśıveis exem-
plos de onde sistemas difusos, em particular, e sistemas
h́ıbridos, em geral.
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e ao racioćınio aproximado, Notas de Aula de Curso
(Apostila), São José dos Campos.
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Journal of Intelligent and Fuzzy Systems 7(1): 75–
103.

Negnevitsky, M. (2002). Artificial Intelligence: A Guide
to Intelligent Systems, Ed. Addison Wesley, Great
Britain.

Nguyen, H. T. and Sugeno, M. (eds) (1998). Fuzzy
Systems: Modeling and Control, Kluwer Academic
Publishers, Boston.

Pedrycz, W. and Gomide, F. (1998). An Introduction to
Fuzzy Sets: Analysis and Design, MIT Press, Boston.

Ruspini, E. (1969). A new approach to clustering, In-
formation and Control 15(1): 22–32.

Takagi, T. and Sugeno, M. (1985). Fuzzy identification
of systems and its applications to modeling and con-
trol, IEEE Trans. on Systems, Man and Cybernetics
15(1): 116–132.

Wang, H. O., Tanaka, K. and Ikeda, T. (1996). Fuzzy
modeling and control of chaotic systems, Proc. IEEE
pp. 209–212.

Yen, J. and Langari, R. (1998). Fuzzy Logic: Intelli-
gence, Control, and Information, Prentice Hall Ed.,
New Jersey.

Zadeh, L. A. (1965). Fuzzy sets, Information and Con-
trol 8: 338–353.

Zadeh, L. A. (1968). Fuzzy algorithms, Information
and Control 12: 94–102.

Zadeh, L. A. (1973). Outline of a new approach to
the analysis of complex systems and decision pro-
cess, IEEE Trans. on Systems, Man and Cybernetics
3(1): 28–44.

Zadeh, L. A. (1984). Making computers think like peo-
ple, IEEE Spectrum 30: 26–32.

Zadeh, L. A. (1988). Fuzzy logic, Computer 21(4): 83–
93.

Zadeh, L. A. (1996). Fuzzy logic = computing with
words, IEEE Trans. on Fuzzy Systems 4(2).

Zadeh, L. A. (1997). Toward a theory of fuzzy informa-
tion granulation and its centrality in human reason-
ing and fuzzy logic, Fuzzy Sets and Systems 90: 111–
127.

Zadeh, L. A. (2002). Toward a perception-based the-
ory of probabilistic reasoning with imprecise proba-
bilities, Journal of Statistical Planning and Inference
105: 233–264.

Zadeh, L. A. (2005). Toward a generalized theory of
uncertainty (gtu) – an outline, Information Sciences
172: 1–40.

16 Universidade Tecnológica Federal do Paraná


