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Abstract. This paper will introduce the vector representations (Stokes, Kennaugh, and Jones) of a plane
electromagnetic wave polarization. Some important applications of each of those vector representations will be
discussed. The synthesis of the linear, circular, and elliptical polarization, from the Jones Vector perspective,

will be derived.
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1. Introducao

Este trabalho discorre sobre a representacdo (vetor de Stokes, vetor de Kennaugh e vetor de
Jones) da polarizagcdo de uma onda eletromagnética plana. Cada um desses vetores tem a sua
aplicacdo tipica no campo da polarimetria. Especificamente, o vetor de Stokes ¢ ttil tanto para
caracterizar ondas completamente polarizadas como para ondas parcialmente polarizadas.
Esse também € o caso para ondas nao polarizadas. Ja o vetor o Vetor de Jones aplica-se
somente a ondas totalmente polarizadas, sendo bastante empregado no estudo da composigdo
de ondas eletromagnéticas planas, em termos da polarizacdo resultante, conforme sera visto
adiante.

2. Vetor de Stokes

O vetor de Stokes pode ser definido em relagdo a seis medidas de fluxo P realizadas com
polarizadores ideais posicionados em frente a um radidmetro (Shurcliff, 1962).

e P Polarizador linear horizontal (0°)

e P Polarizador linear vertical (90°)

o P, Polarizador linear a 45°

e £ Polarizador linear a 135°

e P Polarizador circular para a direita

e P Polarizador circular para a esquerda

Normalmente, estas sio medidas de irradidncia (W/m?) embora outras medidas de fluxo
possam ser utilizadas. O vetor de Stokes ¢ definido como:

S, P,+P,

Ez Si _ Py —F (1)
Sz P45_PL35
S3 PR_PL

Onde, S,,S,,S, e §; sdo os elementos ou pardmetros do vetor de Stokes (funcdo do

comprimento de onda, da posicdo do objeto e da direcdo do feixe de energia do emissor ou
espalhador). Portanto, a medi¢cdo do vetor de Stokes ¢ uma média que leva em consideracao
uma area, um angulo so6lido e um comprimento de onda, como qualquer medicao
radiométrica.

Também ha outras formas de se obter esse mesmo vetor. No entanto, quaisquer que sejam
os métodos utilizados, os resultados devem ser coincidentes com (1). Isso significa que o uso
de polarizadores ideais, para a determinacao do vetor de Stokes, ndo ¢ obrigatorio.

Cada elemento do vetor de Stokes tem sua unidade em Watts por metro quadrado, sendo
o vetor definido com relagdo a um sistema de coordenadas local X-Y, definido no plano
perpendicular ao vetor de propaga¢do. O sistema de coordenadas ¢ orientado para a direita e o
produto X x y dos vetores aponta na direcdo de propagacdo do feixe de energia.

O estado de polarizagdo de uma onda plana pode ser caracterizado pelos pardmetros
a, € 0 ou, alternativamente, pelos parametros v, y e I,, onde:

1, =aV2 +a,f (2)

a

Vo

Ou seja, [, é proporcional a intensidade total da onda (Ulaby and Elachi, 1990).
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Em 1852, G. G. Stokes introduziu um terceiro conjunto de pardmetros (/,, Q, U e V),

todos com a mesma unidade dimensional, para caracterizar o estado de polarizagao de uma
onda. No caso dessa onda ser completamente polarizada, esses pardmetros (vetor de Stokes)

2+|Eh|2

EV

E|-|E[
EE +E,E,

i(EE, ~E,E)

B[ +|E,[ ]

2

Ev ’ _|Eh
2Re(E,E,)

sao dados por (3):
A
5|
U
_V_
A
|9
U
_V_

| 2Im(E,E,)

|EE|+|E,E,
EE|-|E,E;
EE,+E,E,
i(E,E, ~E,E;)
) } 3)
a+a; 1,
a-a; 1,082y cos2y
2a,a, cos o I,sen2y cos2y
2a,a,seno | I,seny

Onde, E, e E, indicam os componentes horizontal e vertical do vetor campo elétrico,

com as amplitudes a, e a, e fases J, e o,, respectivamente; y ¢ o angulo de inclinag¢do (ou

orientagdo) e y ¢ o angulo de excentricidade.

De (3), tem-se, ainda, que [, é proporcional a intensidade total da onda; Q indica o

quanto a onda estd polarizada vertical ou horizontalmente (polarizacdo linear); U e V, em
conjunto, fornecem informacao sobre a diferenca de fase entre os componentes vertical e
horizontal do campo elétrico, expressando o quanto da onda estd com polarizacdo circular
para a esquerda ou para a direita (Collett, 1993). Embora o vetor de Stokes consista de quatro
parametros, todos eles reais, no caso de ondas completamente polarizadas, somente trés deles
sdo independentes, pois a soma dos componentes polarizados Q% U? e V* & igual ao quadrado
da intensidade total da onda. Assim sendo,

I =0"+U*+V?

De (3) temos que:

Q=1,cos2ycos2y;

Assim,

Q® =1} cos’ 2y cos’ 2y; U* =1;sen’2pcos’ 2y eV’ =1 sen’2y

Logo,

Q*+U? =1 cos’ 2 y(sen’ 2y +cos’ 2y) =I; cos’ 2y

O’ +U’+V? =1 cos’ 2y +1}sen’2y =1 (sen’ 2y +cos’2y) =1,

V2= Iozsen22;(

Finalmente, a igualdade de (4) fica assim comprovada:

U=1ssen2ycosy e V=1I1sen2y

4)

)

(6)

(7)

(8)

©)

O vetor de Stokes, por si s6, ndo fornece nenhuma informagdo relativa a dire¢do de
propagacdo da onda. Sua expressdo matemdtica s6 depende da escolha do sistema de
coordenadas (Andrade, 2006) no plano transversal a dire¢do de propagagdo, plano esse

definido por (\7, 71). Contudo, levando-se em consideracdo a direcdo de rotacdo do campo
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elétrico (rotacdo para a esquerda ou para direita) em relagdo a diregdo de propagacao (7{ ou
—k ), dois sistemas de coordenadas locais podem ser definidos: um orientado para a esquerda
e outro, para direita.

A uma polarizagdo orientada para a direita, em relacdo a direcdo de propagacao k (FSA -
Forward Scattering Alignment Convention), corresponde uma polarizacdo orientada para a
esquerda em relagdo a dire¢do inversa de propagacao, —k (BSA — Backscatter Alignment
Convention). Esse conceito, embora trivial, ¢ muito importante para uma adequada
interpretagdo das medig¢des polarimétricas com radar.

O estado de polarizagdo de uma onda completamente polarizada pode ser mapeado em
um ponto Unico P na superficie de uma esfera com raio /,, chamada de Esfera de Poincaré.

Os parametros Q, U e V definem as coordenadas esféricas do ponto P (Ulaby and Elachi,
1990) e os angulos 2y e 2y definem sua longitude e latitude, respectivamente.

Numa representagdo alternativa, o ponto P, agora grafado como M, passa a ter sua
posi¢do definida pelos parametros 2 ¢ 0 (Andrade, 2006).

O sinal de y determina a orientagdo da polarizagdo. Portanto, o hemisfério superior da
esfera de Poincaré ( y >0 ) apresenta as polarizagdes orientadas para a esquerda, enquanto o
hemisfério inferior ( y < 0) apresenta as polarizagdes orientadas para a direita. O polo norte
representa as polarizagdes circulares para a esquerda e o polo sul representa as polarizagdes
circulares para a direita e, no plano do equador sdo encontradas as polarizag¢des lineares.

Os parametros do vetor de Stokes para as diversas polarizagdes, assim como os valores
para os angulos de rotacdo (inclinagdo ou orientacdo) y , e excentricidade (elipsidade) y sao
listados na Tabela 1.

Tabela 1. Angulos de orientacio e excentricidade e pardmetros de Stokes para varios estados
de polarizacdo linear e circular. A intensidade total ¢ igual a 1.

Polarizagdo Linear Polarizagao Circular
Horizontal Vertical Diagonal Esquerda Direita
a, 1 0 /2 1/\2 1/\2
a, 0 1 1/\2 1/\2 /2
5 -5, 0° 0° 0°, 180° 90° -90°
v +90" 0° +45" indefinido
X 0° 0° 0° 45" -45°
0 -1 1 0 0 0
U 0 0 +1 0 0
4 0 0 0 1 -1

3. Vetor de Stokes modificado

A partir da defini¢do de /, e O dada por (3), as expressdes para as intensidades individuais

dos componentes polarizados verticalmente e horizontalmente podem ser obtidas conforme se
segue:

L=|Ef+E] e 0=|Ef-|Ef (10)

EV

EV

Logo,

L,+0=2|E[ e 1,-0=2|E[ (11)
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Assim,

> (L,+0) I,+I,cos2pcos2y I,
2 2 )

De forma similar,

I, - -1 2 2 1
( °2Q)=10 Ocoszl//cos Z:?O(I—COS2V/COS2;() (13)

Assim, alternativamente, pode-se definir o vetor de Stokes modificado §m, que consiste

E

v

I, =

(1+cos2y cos2y) (12)

1,=|E,[ =

do seguinte conjunto de parametros: /,, /,, U e V . Portanto,

S,=[1, 1, U V] -
. r (14)
S =1, [1/2(1+cos 2pcos2y) 1/2(1-cos2pcos2y) sen2y cos2y sen2;(]

Segundo Chandrasekhar (1960), o conjunto de parametros definidos pelo vetor de Stokes
modificado ¢ mais adequado para a solu¢do de problemas de transferéncia radiativa do que

aquele conjunto de pardmetros originalmente introduzidos por Stokes. Os vetores S ¢ S

m

relacionam-se por intermédio da seguinte relagdo:

S=uS, (15)
Onde,
1 1 00
1 -1 0 0
“looo 10 (16)
0 0 0 1
A partir de (12) e (13) pode-se comprovar a relagdo (15), pois, sendo
IV:¥:.ZIV:IO+Q (17)
e
Ih:¥.‘.21h:10—Q (18)
Tem-se, apos soma de (17) e (18):
200, +1,)=21,..1,=1 +1, (19)
Da mesma forma, da subtragao de (17) e (18) obtemos:
2(1,-1,)=20..0=1-1, (20)
Finalmente, chega-se a:
I, =1 +11, +0U+0V |1, 1 1 0 0)/1
o= -1,+0U+0V 0 _ 1 -1 0 01, o
U=01,+0/, +1U+0V |U 0 0 I Of|U
V=0[ +0[,+0U+1V |V 0 0 0 1)|V

Ficando, assim, comprovada a relagdo dada em (15).
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4. Vetor de Kennaugh

Uma outra formulagdo, para a representagdo das ondas transmitida e recebida, utiliza o vetor
de Kennaugh (quatro coordenadas). Semelhante ao vetor de Stokes, mas baseado em um

sistema local de coordenadas com origem na antena, transmissdo ou recepgao (l; apontando
para fora da antena), o vetor de Kennaugh emprega a convengdo BSA (Backscatter
Alignment), tratada em Andrade (2006), o que evita o problema de mudanga no sistema de
coordenadas e também, o problema da necessidade de se definir um vetor separado para a
antena de recepcao.

5. Vetor de Jones

O vetor de Jones - lembrar que, na conven¢do BSA, E () > E, (1) e E (1) E (1),
enquanto que, na convengdo FSA, E (1)«> E (t) ¢ E (t)«> E, (/) - uma representagdo

alternativa para uma onda polarizada, foi proposto, em 1941, pelo fisico americano R. Clark
Jones, e tem como vantagem, além de ser uma notagdo extremamente concisa, a possibilidade
de poder ser aplicada a ondas coerentes.

O vetor de Stokes ¢ amplamente utilizado no campo da 6ptica, sendo o vetor de Jones o
preferido para aplicagdes em Sensoriamento Remoto.

Diferentemente do vetor de Stokes, o vetor de Jones so se aplica a ondas polarizadas. A
melhor forma de representar esse tipo de onda ¢ em termos do seu vetor campo elétrico. O
vetor-coluna de Jones fica, entdo, representado por:

= E, (1) (22)
Onde E (f) e E (1) sdo os componentes escalares instantdneos de E . Evidentemente,

conhecendo-se E , sabe-se tudo a respeito do estado de polarizagdo da onda e, se a informagao
de fase for preservada, ondas coerentes podem ser manipuladas (Hecht, 1990). Assim, a
equacao (22) fica reescrita da seguinte forma:

0
= EOxe

= io,
y
Eye

(23)

Onde 6, e &, representam as fases de E () e de E (¢). Os componentes horizontal e

vertical de £ s@o dados, respectivamente, por:

L | E % . 0
E, = OB e E = E &% (24)

0y

Note que E = E, +E ,ouseja,

B oneié‘x
E= i (25)
E, e
v
Se £y =E;, e Oy =5y, o que corresponde a polarizagdo linear + 45°. Entdo,
E, =E,e* (26)

1
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ja que as amplitudes sdo iguais e a diferenca de fase ¢ nula. Nesse caso, pode-se

normalizar a irradidncia, £, tornando-a um vetor unitario, mas a custa de perda de
informacao de fase, dividindo-a por um escalar, de tal forma que a soma dos quadrados dos

seus componentes seja igual a 1 (um). Assim, dividindo-se (25) por V2 EOxei5X chega-se a:

~ 1 |1
Ey; =$ L} (27)

Do mesmo modo, pode-se mostrar que as equagdes (24), na forma normalizada, ficam:

Eh:{(l)} e Ev:{ﬂ (28)

Na polarizagdo circular a direita, E, =E, , E () e E (¢)defasados de 90°. Tendo em
vista 0 uso da forma (kz-ot), € necessario adicionar-se -n/2 a fase o,. Portanto, para a
polarizagdo circular a direita:

is,
= | Eye

" g ol (G/2) (29)
Ox

i,
Dividindo-se ambos os componentes por E()xe -, tem-se:

1 1]
e—iﬂ/2 :|:—i (30)

E o vetor de Jones, normalizado, fica:
= 1[1]
Es = . 3 1
%= [—z_ (31)

No caso da polarizacao circular a esquerda, obtém-se:

(32)

}
~
[l
I~
1
~, o
1

Combinando-se a polarizagdo circular a direita com a polarizagdo circular a esquerda, ou

seja, (31) +(32), chega-se a:
L1+1 _il
2l =i+i| 20 (33)

Que ¢ uma onda polarizada horizontalmente, mas com o dobro da amplitude de cada
componente. Ou seja, ¢ possivel sintetizar uma onda linearmente polarizada, a partir da soma
de duas ondas com polarizacdes circulares opostas e de mesma amplitude.

O vetor de Jones, para uma onda elipticamente polarizada, pode ser calculado seguindo-se

o mesmo método utilizado para se obter Esn e E,, mas, agora, E, ndo sera,
necessariamente, igual a £, ¢ a diferenga de fase serd, obrigatoriamente, diferente de 90°.

Para se obter uma onda com polarizagdo eliptica, basta “esticar” a forma circular na
direcdo de um dos eixos, vertical ou horizontal, multiplicando-se qualquer dos componentes
do campo elétrico por um escalar (real). Deste modo, (34) descreve uma onda com
polarizagdo eliptica horizontal, orientada a direita.
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112
N =
6. Conclusao

Esse trabalho mostrou que os parametros de Stokes, que caracterizam o estado de polarizagao
de uma onda eletromagnética plana, podem ser definidos em relagdo a seis medidas de fluxo
P realizadas com polarizadores ideais posicionados em frente a um radidmetro. Foi visto,
também, que a forma de se obter esses pardmetros ndo ¢ Unica, ou seja, quaisquer que sejam
os métodos utilizados para se estabelecé-los, os resultados devem ser os mesmos.
Significando que o uso de polarizadores ideais ndo € obrigatorio.

Foi visto, também, que, em 1852, G. G. Stokes introduziu um terceiro conjunto de
parametros (/,, Q, U e V), todos com a mesma unidade dimensional, a fim de caracterizar o

estado de polarizacdo de uma onda eletromagnética plana — o vetor de Stokes. Verificou-se
que esse vetor, por si sO, ndo fornece nenhuma informagao relativa a dire¢ao de propagacao
da onda.

Mostrou-se-se, ainda, de forma sucinta, que o estado de polarizagdo de uma onda
eletromagnética completamente polarizada também pode ser mapeado em um ponto unico,
P, na superficie de uma esfera de raio /;, chamada de Esfera de Poincaré.

Na seqiiéncia do trabalho, constatou-se-se que a uma polarizagdo orientada para a direita,
em relacdo a dire¢do de propagacao k (FSA), corresponde uma polarizagao orientada para a

esquerda em relacdo a diregdo inversa de propagacao, —k (BSA), fato de extrema
importancia na manipulag¢do de dados polarimétricos.

Foram, entdo, apresentadas duas formulagdes alternativas, para a representacao das ondas
transmitida e recebida, o vetor de Kennaugh, semelhante ao vetor de Stokes, mas baseado em

um sistema local de coordenadas com origem na antena, transmissdo ou recepgao (7(
apontando para fora da antena), ou seja, o vetor de Kennaugh emprega a convengdo BSA
(Backscatter Alignment), o que evita o problema de mudanca no sistema de coordenadas e
também, o problema da necessidade de se definir um vetor separado para a antena de
recepcdo, € o vetor de Jones, e uma representacdo alternativa para uma onda polarizada,
proposta, em 1941, pelo fisico americano R. Clark Jones, que tem como vantagem, além de
ser uma notacdo extremamente concisa, a possibilidade de poder ser aplicada a ondas
coerentes, o vetor de Jones.

Finalmente, foram discutidas as peculiaridades de cada um dos vetores e suas areas de
aplicacdo. Verifica-se, pelo exposto nesse trabalho, a importdncia em se compreender o
assunto a fim de possibilitar o adequado entendimento e manipulacdo de dados
polarimétricos.
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