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Resumo 
 

Em mecânica dos fluidos, a simulação numérica tem se 
firmado como ferramenta capaz de permitir grande 
economia, tanto de dinheiro como de tempo, no 
desenvolvimento de projetos. Essas soluções podem ser 
usadas sozinhas ou em conjunto com resultados 
experimentais ou teóricos. Principalmente nos casos em 
que é muito caro ou inviável um experimento qualquer, a 
simulação numérica pode ser a solução mais conveniente 
desde que o modelo numérico seja confiável e flexível, 
funcionando para um grande número de casos. Neste 
artigo, uma proposta para desenvolvimento de um código 
para simulação numérica implementando uma 
combinação de técnicas que traga maior eficiência e 
confiabilidade é apresentada. Como exemplo de aplicação 
pretende-se fazer a modelagem numérica do experimento 
em CVD (Chemical Vapor Deposition) em 
desenvolvimento no Laboratório Associado de Sensores e 
Materiais - LAS. 
 
1. Introdução 
 

O estudo de escoamentos gasosos tem várias aplicações 
práticas tais como queimadores industriais, motores-
foguete, crescimento de cristais pela fase vapor, etc. O 
crescimento de filmes de diamante através da fase vapor 
(ou CVD, do inglês Chemical Vapor Deposition) é uma 
aplicação promissora e de importância para a indústria. No 
INPE, no Laboratório Associado de Sensores e Materiais – 
LAS, estão em funcionamento vários experimentos 
utilizando a tecnologia CVD visando aplicações tais como 
proteção de células solares dos satélites, ferramentas de 
corte industriais, brocas odontológicas, etc [5,19-21]. 
Nestes experimentos são testadas várias proporções de 
diversos reagentes na busca da melhor combinação para 
geração de filmes de diamante com maior rapidez e 
melhor qualidade. Como o experimento de cada uma 
destas combinações é demorado e relativamente caro, 
identificou-se a necessidade de desenvolver um código 
computacional capaz de modelar o comportamento do 

reator para as várias configurações de reagentes e suas 
proporções. O uso de um software comercial, como o 
FLUENT poderia resolver o problema. Porém, o custo 
desse software é muito alto, além de implicar em um 
treinamento em seu uso. Esse trabalho visa a criação de 
um código otimizado para modelagem do reator, cujos 
resultados serão  comparados com os resultados 
experimentais já obtidos.  
 
2. Fundamentação Teórica 
 

O método numérico que será utilizado baseia-se na 
discretização por volumes finitos das equações de balanço 
de conservação de massa, momento e energia utilizando 
uma malha não estruturada. Essas equações serão descritas 
em detalhes mais a frente. A opção por malha não 
estruturada é devida a sua versatilidade em acompanhar os 
contornos de geometrias complexas, comuns em 
problemas reais. Essas malhas são formadas, geralmente, 
por triângulos nos casos bidimensionais e tetraedros nos 
casos tridimensionais. Neste trabalho será usado o método 
criado por Frink[11] que se baseia em esquema centrado 
na célula, mais precisamente no seu baricentro. Este 
método é usado em estudos de escoamentos compressíveis 
tais como o trabalho apresentado em [10], onde foi 
comprovada sua robustez e precisão. 
 
3. Equações Fundamentais 
 

As equações expressam o princípio da conservação da 
propriedade física de um fluido, definindo um balanço 
entre os modos de transporte de uma variável de interesse 
como, por exemplo, velocidade, energia ou espécies 
químicas. A partir de uma equação diferencial geral dada 
por: 
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onde φ  é a grandeza em estudo, ρ  representa a densidade 

do fluído, V  é o vetor das velocidades, 
r

Γ  é o fluxo 
difusivo da grandeza e S é o termo referente às forças de 
superfície e de volume [7].  Nesta equação, o primeiro 
termo representa a variação da variável dependente em 
relação ao tempo. O segundo termo representa a 
contribuição do transporte convectivo.  O terceiro termo 
representa o transporte difusivo. O último termo 
representa a geração ou destruição deφ . A equação da 
continuidade é obtida da equação (1) fazendo-se 1=φ  e   

, e a equação fica: 0=Γ
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A equação de momento é obtida fazendo-se V

r
=φ  e 

µ=Γ , onde µ  é o coeficiente de viscosidade do fluido. 
Para esta equação é preciso levar em conta a influência do 
gradiente de pressão, ∇ , e a força gravitacional por 
unidade de massa, 

P
grρ . Obtemos, então: 
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A terceira equação a ser obtida representa a conservação 
de energia. Para isso faz-se TC p=φ  e Tk∇=Γ , e 
obtemos: 
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onde T  representa a temperatura do fluido, k é a 
condutibilidade térmica e Cp é o calor específico à pressão 
constante. Como o objetivo é trabalhar com escoamento 
gasoso compressível, o acoplamento entre pressão e 
velocidade é obtido pela equação de estado de gases 
perfeitos dada por: 
 

RTP ρ=      (5) 
 
onde R é a constante do gás. Isto irá permitir o 
acoplamento da equação da energia com as demais 
equações. 
 
4. Metodologia 
 

Os programas serão desenvolvidos utilizando a 
linguagem C, em ambiente Linux. O compilador será o 

gcc [15], de domínio público, disponibilizado pela GNU 
Free Software Fundation. A princípio casos 
bidimensionais serão implementados para familiarização 
com o método e, posteriormente será criado um modelo 
tridimensional. Para a geração de malha serão utilizados os 
softwares EasyMesh (2D)[6] e Tetgen (3D)[18], ambos 
com versão gratuita. Exemplos de geração de malhas por 
esses softwares são dadas nas figuras 1 e 2. 

 

 
Figura 1. Malha gerada pelo EasyMesh 

 
 

 
Figura 2. Malha gerada pelo TetGen 

 
 
5. Método de Frink 
 

O principal desafio de um esquema de volumes finitos 
centrado na célula é  conseguir uma maneira precisa de 
obter o valor das grandezas nas faces ou lados. No método 
de Frink isto é conseguido utilizando técnicas 
convenientes no tratamento dos termos convectivo e 
difusivo [10]. O tratamento do termo convectivo das 
equações de balanço usa uma técnica de cálculo do valor 



de φ  em cada lado ou face baseada no valor de φ  em 
cada vértice. No tratamento do termo difusivo, o valor de 
φ∇  em cada lado ou face é dado pela média do valor de 
φ∇  nos vértices que formam o lado ou  face. O valor de 
φ∇  nos vértices é calculado em função dos valores de φ  

em cada célula que circunda o vértice. Uma descrição 
detalhada de cada técnica é dada a seguir. 

 
5.1 Tratamento do termo convectivo 

 
O termo convectivo das equações de balanço é dado 

por: 
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Pelo teorema do divergente temos: 
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onde n)  são as normais às faces do volume de controle e 
φ  é o valor da grandeza em estudo no centro da face. 
Conforme apresentado em [11], e de acordo com a figura 
3, o cálculo de φ  é dado pela fórmula  
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onde 3,2Lφ  é o valor da grandeza no lado 2-3, cφ  é o 

valor da grandeza no baricentro do triângulo, niφ , com 
i=1,2 e 3, é o valor da grandeza nos vértices do triângulo.  

 
Figura 3: Estencil para cálculo de 3,2Lφ  

Fonte: [11] 
 
 
O cálculo de nφ  para um vértice qualquer é dado por: 
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onde ic,φ  é o valor da grandeza no baricentro do triângulo 
e N é o número de triângulos que circundam o vértice n. O 
valor de  é dado por: ic,w
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onde  
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5.2 Tratamento do termo difusivo 
 

O termo difusivo das equações de balanço é dado por: 
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Pelo teorema do divergente temos: 
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onde n)  são as normais às faces do volume de controle e 
φ∇  é o valor do gradiente de φ  em cada face. No 

método de Frink, dado o volume de controle da figura 4, 
em 2D para simplificação, o cálculo de φ∇  no lado L é 
dado pela média dos gradientes de φ  nos vértices que 
determinam este lado: 
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O cálculo de φ∇  é obtido utilizando-se o teorema do 
gradiente: 
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O volume de integração é definido, conforme a figura 4, 
como um subconjunto de triângulos onde o lado L’ é 
paralelo ao lado L e passa pelo baricentro dos triângulos 
originais. Isto é necessário pois precisamos usar o valor da 
grandeza φ  que é definida no baricentro.  



 

 
Figura 4: Estencil para os termos difusivos 

Fonte: [11] 
 
Daí a conveniência de L’ passar sobre o baricentro do 
triângulo. Discretizando a equação (15) para esse volume 
de integração, obtemos: 
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onde A’ é a soma das áreas do triângulos reduzidos que 
compartilham o vértice n,  é o tamanho do lado do 
triângulo reduzido i e nf  é a quantidade de triângulos que 
compartilham o vértice n. Como toda linha que sai de um 
vértice e passa pelo baricentro sempre intercepta a metade 
do lado oposto ao vértice, e como a distância do vértice ao 
baricentro vale 2/3 da distância do vértice ao lado oposto, 
usando a semelhança de triângulos obtemos: 

'L
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onde L é o tamanho do lado oposto ao vértice n 
compartilhado pelo triângulo e A é a soma das áreas dos 
triângulos que compartilham o vértice n. 
 
Substituindo-se (17) e (18) em (16), fica: 
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6. Definição do Trabalho 
 

O primeiro passo é criar uma malha bidimensional ou 
tridimensional que cubra a região em que vai ser estudado 
o escoamento. Como exemplo de aplicação será estudado 
o reator CVD em desenvolvimento no LAS e mostrado na 
figura 5. Este modelo específico é usado para criação de 

brocas odontológicas, mas o substrato pode ter qualquer 
formato conveniente. Este reator é descrito em detalhes em 
[21]. Trata-se, basicamente, de um tubo de Pyrex de 60 
mm de diâmetro e 250 mm de comprimento com duas 
tampas de alumínio nas extremidades por onde são 
introduzidos os aparatos necessários ao funcionamento. A 
temperatura do filamento é da ordem de 2100 °C e a 
temperatura do substrato é da ordem de 800 °C. A pressão 
interna é de 50 Torr e a vazão é de 100 mililitros por 
minuto. Como o fluxo é bastante baixo, os fenômenos 
predominantes são convecção natural e difusão térmica 
conforme mostrado em [2]. Definidas as características de 
uma aplicação e suas dimensões, gera-se uma malha 
conveniente, adensada nas regiões de interesse. No caso 
do reator, ela deve ser adensada na região que engloba o 
filamento e o substrato, onde os fenômenos principais 
acontecem.  

 
Figura 5: Reator CVD 

Fonte: [21] 
  
O segundo passo é desenvolver um programa que leia as 
informações da malha e faça um pré-processamento, 
gerando um arquivo com as grandezas geométricas tais 
como distâncias entre os baricentros das células, tamanho 
dos lados, normais aos lados ou faces, etc. Esse pre-
processamento é necessário para reduzir o tempo 
computacional, uma vez que essas grandezas só dependem 
da malha e só precisam ser calculadas uma vez. Esse 
arquivo será lido pelo programa que irá modelar o 
escoamento. Esse pre-processamento poderia fazer parte 
deste programa. Porém, principalmente na fase de 
desenvolvimento, o programa de modelagem será 
modificado e compilado inúmeras vezes e, 
conseqüentemente, o pre-processamento será compilado 
todas essas vezes, desnecessariamente. O programa de 
modelagem irá seguir o algoritmo simplificado 
apresentado em [22] e dado a seguir: 
 
1. Parte-se de um campo conhecido de velocidades, 

pressão e temperatura 
 



2. Resolve-se as equações do momento fazendo-se a 
linearização das mesmas e supondo os campos acima 
conhecidos 

 
3. Resolve-se a equação da continuidade utilizando os 

novos campos de velocidade calculados no passo 2 
 
4. Resolve-se a equação da energia utilizando os novos 

campos de velocidade e massa específica 
 
5. Obtém-se o campo de pressões através da equação de 

estado e dos novos campos de massa específica e 
temperatura. 

 
Para a atualização dos campos serão usados coeficientes 
de relaxação obtidos através de experimentos numéricos. 
 
7. Considerações Finais 
 

É importante salientar que além de todos os aspectos 
computacionais envolvidos no desenvolvimento deste 
trabalho, existe a preocupação de se fazer uma aplicação 
em um problema real. Por exemplo, a produção de brocas 
de diamante pelo processo CVD é uma patente conseguida 
no INPE e seu processo de produção pode ser melhorado 
com a aplicação de simulação numérica. Não existe, ainda, 
um estudo detalhado da influência do fluxo dos gases com 
altos gradientes de temperatura nos fenômenos que 
acontecem dentro do reator, e este trabalho certamente irá 
contribuir para  um melhor entendimento desses 
fenômenos.  
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