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Resumo

Durante o processo de solidificação de ligas binárias, a

morfologia da interface, sob um certo conjunto de parâme-

tros de crescimento, depende de variáveis que exercem in-

fluência sobre a energia interna das fases sólida e lı́quida,

dentre as quais pode-se citar a distribuição de temperatu-

ra, o perfil de concentração de soluto e a curvatura da in-

terface. Para considerar a influência que a curvatura da

interface exerce no processo de solidificação foi estudado

um método para obter esse valor de curvatura, através de

técnicas de processamento digital de imagens, sendo rea-

lizados testes com imagens de cristais de neve. Pretende-

se, futuramente, realizar simulações numéricas bidimensi-

onais de crescimento de ligas binárias englobando efeitos

de curvatura na discretização das equações de transpor-

te, as quais descrevem o processo de solidificação. Nesse

caso as imagens a serem analisadas seriam os sucessivos

resultados fornecidos pela própria simulação. Dessa for-

ma, espera-se que as simulações possam ser aprimoradas,

tornando-se mais realı́sticas e auxiliando na realização de

experimentos.

1. Introdução

Cristais apresentam caracterı́sticas especiais, as quais lhe

conferem uma série de propriedades, tornando-os empregá-

veis, por exemplo, no caso de semicondutores, na fabricação

de diversos dispositivos eletrônicos. Porém, para essas apli-

cações, é necessária a utilização de cristais adequados em

termos de composição e de estrutura cristalina.

Algumas dessas caracterı́sticas podem ser manipuladas

com o controle do processo de crescimento. Para o estudo

da complexa inter-relação entre convecção, difusão e trans-

ferência de calor que ocorre durante a solidificação, pode-

se realizar experimentos em laboratórios e/ou simulações

numéricas desses crescimentos.

Uma das dificuldades encontradas nos problemas de so-

lidificação é que a posição da interface não é conhecida

a priori, enquadrando-se estes na classe de problemas de

condição de contorno livre (free-boundary problems), de

modo que a localização da interface, no decorrer do tem-

po, deve ser determinada como uma parte da solução do

problema.

Em condições ideais de equilı́brio, a solidificação ocorre

com o desenvolvimento de uma interface sólido-lı́quido lo-

calmente planar. Porém, sob condições de superesfriamen-

to constitucional, anisotropia, gravidade, altas velocidades

de crescimento, e outras perturbações externas, ocorrerá a

formação de estruturas dendrı́ticas devido ao surgimento de

áreas preferencias de crescimento.

Foi realizada, anteriormente, uma simulação bidimensio-

nal de crescimento de ligas binárias, brevemente explanada

no Apêndice A. Para obter uma simulação mais realı́stica,

um dos fatores que necessita ser incluı́do na simulação seria

a influência da curvatura da interface sólido-lı́quido no pro-

cesso de crescimento. Os efeitos de curvatura poderiam ser

considerados na discretização das equações de transporte,

as quais descrevem o processo de solidificação dendrı́tica.

Para o cálculo da curvatura foi utilizado o método pro-

posto por César Jr. e Fontoura Costa [6], que possibilita a

análise de contornos das imagens e avaliação de suas curva-

turas através da aplicação da Transformada de Fourier.

Para avaliar o desempenho desse método, no problema

especı́fico de crescimento de cristais, foram realizados tes-

tes com fotos e imagens de estruturas dendrı́ticas em cristais

[9]. Tais imagens podem passar por um pré-processamento

[8], para realçar as caracterı́sticas de interesse, antes da efe-

tiva análise da curvatura da interface sólido-lı́quida.

Os resultados obtidos indicam que o método utilizado

poderá ser adaptado e incluı́do na simulação de crescimento

de ligas binárias, implementado anteriormente. Nesse caso

as imagens a serem analisadas seriam geradas a partir dos

sucessivos resultados fornecidos pela própria simulação.

Uma das grandes motivações para a realização desse tra-

balho foi a possibilidade de se utilizar técnicas tradicionais

de processamento de imagens na quantificação da curvatura

local, ao longo do campo discretizado sujeito às equações

de transporte (em contraposição às aproximações clássicas



empregadas nas técnicas usuais de discretização).

A obtenção da curvatura poderá auxiliar na realização

de simulações de crescimento de cristais mais precisas. E

a pesquisa da solidificação dendrı́tica de ligas, o estudo da

forma, tamanho e orientação dos dendritos pode auxiliar na

realização de experimentos.

2. Processo de Solidificação

Na solidificação de ligas é necessário considerar o ponto

de fusão, ou o seu equivalente, da liga. Nas ligas de fa-

se simples, o lı́quido e o sólido contendo os componentes

da liga podem existir em equilı́brio. O sólido e o lı́quido

apresentam, quase sempre, composições diferentes e a tem-

peratura de equilı́brio depende da composição. Para ca-

da composição do lı́quido há uma temperatura, tempera-

tura liquidus, na qual ela está em equilı́brio com o sólido

apropriado e, inversamente, cada composição do sólido tem

uma temperatura solidus na qual ele está em equilı́brio com

o lı́quido apropriado. O sólido e o lı́quido podem estar

em equilı́brio somente a uma mesma temperatura, que é

a temperatura liquidus do lı́quido e a temperatura solidus

do sólido. Essas duas curvas definem o diagrama de fa-

se da liga, que pode ser visto na Figura 1. As mudanças

de fase são governadas pelo diagrama de fase. O diagra-

ma descreve os estados termodinâmicos nos quais várias fa-

ses podem coexistir em equilı́brio termodinâmico. O estado

termodinâmico da liga é determinado por duas variáveis,

temperatura e concentração. As curvas solidus e liquidus

demarcam as fases possı́veis: a liga está lı́quida acima da

curva liquidus e está sólida abaixo da curva solidus. Há

combinações de composição e temperatura que se encon-

tram entre as curvas liquidus e solidus, refletindo o fato de

que o material não está em equilı́brio estável ou ele consiste

de partes sólidas e lı́quidas, cada qual com a composição

apropriada para a temperatura do ponto. Essa região é co-

nhecida como região mushy.

2.1. Morfologia da Interface Sólido­Lı́quido

A região da liga onde ocorre a transição de fase, ou seja,

sólido e lı́quido coexistem, é chamada de interface. Sua es-

pessura pode variar de alguns angstroms a alguns centı́me-

tros, e a microestrutura pode ser bastante complexa, depen-

dendo de vários fatores (do próprio material, da taxa de res-

friamento, do gradiente de temperatura no lı́quido, da tensão

de superfı́cie, etc).

Com um gradiente térmico positivo no lı́quido, a interfa-

ce sólido-lı́quido deverá possuir uma forma macroscopica-

mente estável, pois o surgimento de uma estrutura irregular

na interface faria com que essa parte da interface se proje-

tasse para uma região de temperatura mais elevada, de modo
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Figura 1. Diagrama de fase de uma liga binária A-B.

Tem-se temperatura em função da concentração, no

qual TA e TB referem-se, respectivamente, à tempe-

ratura de fusão da substância pura A e B. gl(T ) egs(T ) correspondem à concentração do lı́quido e do

sólido, na região mushy.

que passaria novamente para o estado lı́quido e a interface

estabilizar-se-ia.

Porém a existência de uma zona de super-resfriamento

ocasionará um gradiente negativo de energia interna à fren-

te da interface e fará com que esta fique morfologicamente

instável, com perturbações na sua forma. De acordo com

o grau de super-resfriamento, pode-se desenvolver as mais

diversas morfologias.

Na ausência de super-resfriamento tem-se uma interface

localmente planar, conhecida como interface abrupta (sharp

front). Para baixos graus de super-resfriamento desenvolve-

se uma interface celular, a partir de uma interface planar,

inicialmente caracterizada por pequenas cavidades as quais

passam para células alongadas. Como o aumento do super-

resfriamento, as superfı́cies das células estendem-se e, even-

tualmente, ramificam-se para formar dendritas celulares.

Não há um critério bem definido para a transição de célu-

las a dentritas. Nesse caso a interface apresenta uma lar-

gura aparente, denominada de região mushy que, em uma

solidificação dendrı́tica, pode apresentar uma morfologia

bastante intricada. De acordo com Pamplin [10], na mai-

oria dos experimentos observa-se que a interface rearranja

sua forma para reduzir o super-resfriamento.

3. Análise da Morfologia da Interface Sólido-

Lı́quido

As temperaturas caracterı́sticas envolvidas em um cres-

cimento dendrı́tico são a temperatura do lı́quido longe da

interface, T1, a temperatura da interface, T i, e a tempe-

ratura de fusão, Tm. Deve-se observar que, em geral, T i
2



difere de Tm.

A diferença de temperatura �T � = T1 � T i contro-

la a taxa do fluxo de calor entre a interface e o lı́quido e,

portanto, controla a taxa de dissipação do calor latente no

lı́quido. Consequentemente, também controla a velocidade

de crescimento. Portanto T i precisa ter um valor tal que a

taxa de deposição no sólido seja igual a taxa de solidificação

macroscópica determinada pela transferência de calor.

Segundo Chalmers [3], há várias maneiras de considerar

o equilı́brio entre sólido e lı́quido separado por uma interfa-

ce curva. O tratamento mais geral é o de Gibbs, que parte

da definição termodinâmica de equilı́brio, a qual diz que se

uma fase lı́quida está em equilı́brio com a fase sólida, então

a energia interna de ambas as fases são iguais.

Quando as fases estão separadas por uma interface pla-

nar, ambas estão sob a mesma pressão e a temperatura na

qual as energias internas são iguais é a temperatura de fusãoTm. Entretanto, uma diferença de pressão de 2
=� existe

sobre qualquer interface que tenha energia interna 
 e raio

de curvatura �.

Como consequência tem-se o efeito de Gibbs-Thomson,

no qual a temperatura de solidificação de um lı́quido é re-

duzida em virtude da tensão superficial. Esse efeito deriva

das condições de equilı́brio termodinâmico de uma interfa-

ce curva, de modo que a relação entre as temperaturas de

fusão em uma interface plana (T planam ) e em uma interface

curva (T 
urvm ) é dada porT planam � T 
urvm = 2
S�; (1)

sendo que 
 é a tensão superficial, S é a entropia e � é o

raio de curvatura [7].

De acordo com Ludwig a curvatura afeta todas as va-

riáveis envolvidas no processo de solidificação e leva a um

desvio no estado de equilı́brio (quando a interface é plana).

A solidificação de uma liga binária é um processo que

envolve fluxos de massa, temperatura e energia, os quais de-

pendem da difusividade, do coeficiente de segregação inter-

facial, da condutividade térmica, da temperatura de fusão,

da densidade, da entalpia, da entropia, da tensão superfici-

al, do calor especı́fico e do calor latente.

Primeiramente deve-se observar que os fluxos são inter-

dependentes e cada um desses fluxos é dependente de pro-

priedades não-lineares, por exemplo, a concentração depen-

de dos coeficientes de difusão, os quais são dependentes dos

valores da concentração e da temperatura.

Portanto estão sob investigação as alterações que a cur-

vatura da interface causa sobre cada uma dessas variáveis

citadas e o efeito causado quando é realizado o acoplamen-

to desses fluxos e, consequentemente, de todas as proprie-

dades do material a ser solidificado.

4. Metodologia para Obtenção da Curvatura

Para a obtenção da curvatura foi utilizado o método pro-

posto por César Jr. e Fontoura Costa [6], o qual foi imple-

mentado por Fabbri [5], em Scilab [11].

Esse método utiliza a Transformada de Fourier e opera

no domı́nio da frequência. A partir do momento em que se

trabalha no domı́nio da frequência, operações de realce de

imagens podem ser realizadas através da multiplicação da

transformada de Fourier da imagem pela função de trans-

ferência de filtragem. Para se produzir a imagem realçada,

basta aplicar a transformada inversa, que o resultado estará

novamente no domı́nio do espaço.

O borramento da imagem pode ser realizado com a redu-

ção dos componentes em altas frequências e, inversamen-

te, o aumento das componentes em altas frequências em

relação ao de baixa frequência acentuará as transições abrup-

tas de nı́veis de cinza. Desse modo bordas e descontinuida-

des, como ruı́do, estão associadas aos componentes em altas

frequências da transformada de Fourier.

Para a suavização da imagem, no domı́nio da frequência,

foi utilizado um filtro passa-baixa gaussiano, o qual atenua

as componentes em alta frequência da imagem conforme o

valor de � adotado, que é correspondente ao desvio padrão

da gaussiana. Como resultado é obtido um contorno cuja

curvatura é mais homogênea. Depois de obtido o contorno

suavizado da imagem é realizado o cálculo da curvatura.

4.1. Cálculo da curvatura

Em um sistema bidimensional, seja uma curva dada por

equações paramétricas x = x(t) e y = y(t). A curvatura �
é definida por� = d�ds = d�dtdsdt = d�dtr�dxdt �2 + �dydt�2 = d�dtpx02 + y02 ;

(2)

sendo que � é o ângulo tangencial e s é o comprimento de

arco.

Com base na identidadetan� = dydx = dydtdxdt = y0x0 (3)

tem-se queddt (tan�) = se
2 �d�dt = x0y00 � y0x00x02 (4)

e d�dt = 1se
2 � ddt (tan�)= 11 + tan2 � x0y00 � y0x00x02
3



= 11 + y02x02 x0y00 � y0x00x02= x0y00 � y0x00x02 + y02 : (5)

Aplicando a Equação 5 em 2 tem-se� = x0y00 � y0x00(x02 + y02)3=2 : (6)

As derivadas de primeira e de segunda ordem são obtidas

utilizando a transformada direta e inversa de Fourier:X 0(s) = F (x0(t)) = i2�sX(s) (7)X 00(s) = F (x00(t)) = �(2�s)2X(s) (8)Y 0(s) = F (y0(t)) = i2�sY (s) (9)Y 00(s) = F (y00(t)) = �(2�s)2Y (s) (10)

e x0(s) = F�1(X 0(s)) = i2�F�1(sX(s)) (11)x00(s) = F�1(X 00(s)) = �(2�)2F�1(s2X(s))(12)y0(s) = F�1(Y 0(s)) = i2�F�1(sY (s)) (13)y00(s) = F�1(Y 00(s)) = �(2�)2F�1(s2Y (s)):(14)

Com base nas oito equações acima, a equação de cur-

vatura pode ser escrita em termos da transformada direta e

inversa de Fourier.

4.2. Transformada de Fourier

A transformada de Fourier, de uma função f(x) contı́nua,

denotada por F (f(x)) é definida pela equaçãoFff(x)g = F (u) = Z �1�1 f(x)e�j2�uxdx: (15)

A transformada inversa de Fourier, dado F(z), pode ser

obtida porF�1fF (u)g = f(x) = Z �1�1 F (u)ej2�uxdu: (16)

As equações acima são válidas se f(x) for contı́nua e

integrável e se F (u) for integrável, condições que são, nor-

malmente, satisfeitas na prática.

A transformada de Fourier discreta, como o próprio no-

me indica, se refere a variáveis discretas e não a variáveis

contı́nuas, ou seja, a função f(x) é tomada em pontos dis-

cretosff(x0); f(x0+�x); f(x0+2�x); � � � ; f(x0+[N�1℄�x)g
(17)

e, consequentemente, as integrais referente às transforma-

das de Fourier são dadas por somatóriasF (u) = 1N N�1Xx=0 f(x)e�j2�ux=N (18)

para u = 0; 1; 2; � � � ; N � 1, ef(x) = N�1Xu=0 F (u)ej2�ux=N (19)

para x = 0; 1; 2; � � � ; N � 1.

Os valores u = 0; 1; 2; � � � ; N � 1 na transformada dis-

creta de Fourier (Equação 18) correspondem às amostra-

gens da transformada contı́nua nos valores 0;�u; 2�u; � � � ;(N � 1)�u, ou seja, F (u) = F (u�u).
Os termos �u e �x são relacionados pela expressão�u = 1N�x: (20)

Na implementação de um programa que utilize a trans-

formada de Fourier, normalmente, é utilizado o algoritmo

da transformada rápida de Fourier (FFT), o qual diminui o

número de operações a serem realizadas tornando-se, por-

tanto, computacionalmente mais eficiente. Encontram-se,

com frequência, funções que implementam esse algoritmo

em várias linguagens comumente utilizadas em processa-

mento digital de imagens.

4.3. Procedimentos Principais

Destaca-se a seguir uma sequência de passos executada

para a obtenção da curvatura da imagem analisada.

1. obtenção da imagem;

2. binarização da imagem;

3. percorrimento de borda;

4. armazenamento das coordenadas de contorno (x,y);

5. aplicação da Transformada Rápida de Fourier (FFT)

nas coordenadas de contorno;

6. suavização do contorno no domı́nio da frequência;

7. aplicação da Transformada Inversa Rápida de Fourier

IFFT;

8. cálculo das derivadas de primeira e segunda ordem

das coordenadas de contorno;

9. cálculo da curvatura de cada ponto do contorno da

imagem.
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5. Resultados experimentais

Apresenta-se nesta seção resultados obtidos através da

implementação da metodologia apresentada anteriormente.

Esses resultados são provenientes de testes realizados com

imagens em tons de cinza e em preto e branco.

Primeiramente é exibida a imagem e seu contorno ori-

ginal e, posteriormente, os contornos suavizados através da

aplicação de filtros com certos valores de �, e os gráficos de

curvatura desses contornos suavizados.

No programa foram adotadas algumas convenções. Quan-

do o contorno é determinado, cada coordenada (x; y) cor-

respondente a um pixel da imagem é associado a um ı́ndice

que o identifica. No gráfico da curvatura, cada valor de cur-

vatura corresponde a um ponto da imagem, ou seja, está em

função do seu ı́ndice.

(a) Imagem

Original

(b) Imagem bi-

narizada

(c) Contorno da

Imagem

Figura 2. Imagem analisada.

(a) � = 5 (b) � = 15
Figura 3. Contornos suavizados da imagem.

Nota-se em todas as imagens que quanto maior o valor

de sigma, maior a suavização e a perda de informação da

imagem e, de forma correspondente, maior a suavização da

curvatura. Essa suavização pode ser útil quando se deseja

eliminar ruı́dos e/ou oscilações muito abruptas e o valor de�, ou seja, a taxa de suavização será especı́fica de cada pro-

blema e, provavelmente, poderá ser determinada em função

das caracterı́sticas do problema.

Figura 4. Gráfico da curvatura do contorno suaviza-

do da imagem (� = 5).

Figura 5. Gráfico da curvatura do contorno suaviza-

do da imagem (� = 15).

6. Considerações Finais

Pretende-se, a partir do estudo da teoria apresentada, da

análise da morfologia da interface sólido-lı́quido, apresen-

tar um equacionamento que descreva, matematicamente, os

efeitos da curvatura sobre o processo de solidificação. A

implementação desse modelo seria apresentado como pro-

posta de tese de doutorado.

Esse equacionamento deverá considerar a influência que

a curvatura exerce sobre os processos envolvidos durante

a solidificação de uma liga binária. E, certamente, essa

alteração no modelo matemático levará à pesquisa de no-

vas formas de implementação, inclusive ao teste de malhas

de discretização apropriadas.

Estima-se que com a inclusão dos efeitos de curvatura

da interface no modelo numérico, será necessário um tempo

computacional ainda maior para a realização das simulações,

pois além de se considerar mais um fator no modelo, esse

próprio fator exigirá malhas de discretização mais finas, pa-

ra que a curvatura seja estimada de maneira mais precisa e

seus efeitos possam ser relevantes à simulação do processo.

Para viabilizar a realização dessas simulações, técnicas

de processamento de alto desempenho poderiam ser utiliza-

das. Porém já foi verificado que esse problema apresenta

restrições em relação à paralelização [2]. Uma alternativa,
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a ser estudada, seria a utilização de chamadas à biblioteca

de comunicação por troca de mensagens, Message Passing

Interface (MPI), em trechos de código paralelizáveis para

execução em máquinas paralelas de memória distribuı́da.

Estima-se que a paralelização ficará bastante restrita e

exigirá grandes esforços na implementação de um código

mais adequado a um ambiente de processamento de alto de-

sempenho e também a realização de diversos testes para a

validação do programa paralelo frente ao sequencial. Devi-

do às caracterı́sticas inerentes ao problema, o algoritmo uti-

lizado apresenta dependência de dados, ocasionando maior

comunicação entre processadores.
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A. Trabalhos Relacionados

Anteriormente foi feita uma formulação do processo de

solidificação, baseada diretamente nas leis básicas de con-

servação de massa e energia interna e na adoção de equilı́brio

termodinâmico local, de forma que o diagrama de fases de-

terminasse a fase, localmente, a cada instante de tempo [4].

A modelagem ocorreu em nı́vel macroscópico, não abor-

dando o estudo da microestrutura da interface, nem tampou-

co os efeitos convectivos e as reações quı́micas [1]. O foco

de estudo concentrou-se no acoplamento entre a condução

de calor e a difusão de massa no material. De acordo com

esse modelo, a simulação bidimensional de crescimento de

ligas binárias com malha fixa foi implementada e executada

de forma sequencial [2].

Trata-se de um problema não-linear, ou seja, os campos

de temperatura, concentração e energia são interdependen-

tes. De forma que, por exemplo, para o cálculo da tempe-

ratura, em cada ponto da malha, faz-se necessário conhecer

a concentração e a energia, que por sua vez, são calculadas

com base no valor da temperatura no ponto e nas células

vizinhas. E, cada campo é dependente de propriedades não-

lineares, por exemplo, a concentração depende dos coefici-

entes de difusão, os quais são dependentes dos valores da

concentração. Como não seria possı́vel realizar os cálculos,

uma única vez, e fazer o acoplamento perfeito de todos os

campos e todas as propriedades ou variáveis dentro de cada

campo, os cálculos são realizados iterativamente.

No problema de mudança de fase abordado, a mode-

lagem realizada, o algoritmo desenvolvido e restrições do

High Performance Fortran (HPF), utilizado para a imple-

mentação, não possibilitaram que a simulação fosse reali-

zada em um ambiente paralelo. Estas restrições são devi-

das ao caráter “automático” com o qual o HPF distribui os

dados e aloca processadores considerando as diretivas de

paralelização como sugestões, as quais podem ser seguidas

ou não, ou seja, o programador não tem domı́nio completo

da paralelização. Essas caracterı́sticas restritivas poderiam

ser contornadas por alterações na modelagem do problema,

no desenvolvimento do algoritmo e/ou na utilização de ou-

tras linguagens e/ou bibliotecas para a paralelização.
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