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Transi¢ao para Turbuléncia na Equagao Kuramoto-Sivashinsky
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Resumo
Neste trabalho investigamos a transicao para turbuléncia em plasmas usando um sistema espacial-
mente estendido modelado pela equacio Kuramoto-Sivashingky. com representacio de alta dimensao
no espaco de fase, A andlise do modelo é feita com base em técnicas de sistemas dinfmicos.
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Métodos Numéricos

Sistemas dindmicos de alta dimensio podem fornecer uma ferramenta importante para o estudo
da transicao entre caos de baixa dimensao e turbuléncia plenamente desenvolvida, A evolucao de
sistemas que apresentam turbuléncia é geralmente descrita por equagoes diferenciais parciais (EDPs).
Tais equagtes podem ser reduzidas a um sistema de equacoes diferenciais ordindrias (EDOs) por meio
de métodos de expansdo da solucio em séries finitas (e. g método Galerkin (Gottlieb e Orszag.
1977)). Com base nesta aproximagao, € possivel construir uma ponte entre a descricao fradicional em
termos estatisticos (espectros de poténcia. funcoes de distribuicao de probabilidade, e quantificadores
de quebra de simetria (Rosa et al.. 1999)) e o comportamento dindmico no espaco de fase (orbitas
periddicas instiveis, variedades, bacias de atracao). Neste trabalho estudamos a transicao de regimes
periddicos para turbulentos na equaciao Kuramoto-Sivashinsky. levando em consideracio que pode-ge
definir caos em sistemnas estensos como sendo uma forma de turbuléncia fraca (Bohr et al.. 1998).

A equacao Kuramoto-Sivashingky (KS) foi derivada inicialmente por LaQuey et al. (1975) como
um modelo para deserever a saturacao nao-linear de uma onda de deriva associada com as oscilacoes
de particulas de plasma aprisionadas em potenciais criados pelo campo magnético nao-homogéneo de
um tokamak, A equacao KS foi obtida também em outros contextos, como uma aproximacao para a
evolucdo da fase da amplitude complexa da equagio Ginzburg-Landau (Kuramoto e Tsuzuki, 1976).
e como um modelo de instabilidade hidrodinimica em frentes de chamas (Sivashinsky. 1977).

A equacao Kuramoto-Sivashinsky unidimensional pode ser escrita como (LaQuey, 1975)

e = —0%u — viFiu — 0,4%, (1)

onde v é o parimetro responsavel pelo amortecimento dos modos de curto comprimento de onda. Em
termos de plasma confinado. este parfimetro estd relacionado ao amortecimento Landau, Os modos
de comprimento de onda longo sdo linearmente instdveis, devido ao termo —0?u. O acoplamento
entre os modos linearmente estavels e instaveis, por meio do termo nao-linear. garante a saturacao da
instahilidade,

Primeiramente resolvemos a eq. 1 pelo método Galerkin, Expandindo a solu¢ao u(x.1) em uma
gérie de Fourier e substituindo na eq. 1 obtém-se um conjunto de equacoes diferenciais ordindrias para
og coeficientes de Fourier
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bi(t) = (K2 — vk os(0) — ik D" b8t (2)
M=—00

Note que w(x.1) estd sujeito a condi¢oes de contorno periddicas w(w.t) = u(x + 2r.1). Como
u(x, 1) € real. nao € necessario integrar os coeficientes by, para k < 0. wma vez que by, = b7 . E possivel
simplificar o problema considerando apenas fun¢oes impares. fazendo b = —1/2ia;. onde os valores a;
sa0 reais. Isto elimina os termos cosseno da série de Fourier,

Por uma andlise de estabilidade linear da equagao 2 verifica-se que modos com comprimento de
onda |k| < 1/y/ sdo linearmente instdveis. e os demais modos sdo estdveis, Para verificar numerica-
mente a estabilidade dos modos, pode-se usar a média espectral /TNZ). introduzida por Thyagaraja
(1979). A quantidade /TN?) é uma medida da energia propagada. sendo proporcional ao niimero de
modos ativos. A Tabela 1 mostra os valores para o nimero de modos linearmente instaveis. obtidos
analitica e numericamente para diferentes regimes. Para v = 0.0304. o sistema exibe um comporta-
mento espaco-temporalmente periddico, Para v = 0,0292. o gistema é cadtico no tempo. mas ordenado
1o espaco. Para v = 0.0105. o sistema € fortemente cadtico € possui maior irregularidade espacial,
Foram utilizados 64 modos de Fourier na simulacao. Para valores menores do parametro de dissipacio.
a tendéncia € que haja transferénda de energia para mais modos.

v Y2 | max (\/ < Nz?)
0.0304 [ 5.7 5.3

0.0292 [ 5.8 5.6

0.0105 [ 9.8 9.1

Tabela 1: Comparacao entre o nimero miximo de modos linearmente instaveis obtidos
analiticamente € numericamente.

Com o intuito de validar as solucoes numéricas obtidas, a eq. KS foi resolvida por um método
de diferencas finitas, As derivadas espaciais foram aproximadas por diferencas finitas centradas de
gegunda ordem. Para a integracao no tempo. foi utilizade um método de Runge-Kutta de quarta
ordem e passo variado, O mesmo integrador foi utilizado no método Galerkin, Os resultados obtidos
mostram que ambos os métodos foram eficazes na integracio da eq. KS para virios valores de v, No
entanto. apesar de ser mais rapido, o método de diferencas finitas nao foi capaz de obter solucoes
corretas para funcoes impares como condicao inicial, com a grade espacial utilizada (Ax = 0.053). A
evolugao espaco-temporal de uma funcao impar deve obedecer a relacao w(z, 1) = —u(—z.1), o que nao
ocarren no método de diferencas finitag, O método egpectral nao apresentou este problema porque a
derivada espacial & resolvida analiticamente. sendo ficil cancelar os termos cosseno da série de Fourier.
Para os resultados seguintes foi utilizado o método Galerkin com um truncamento de N = 16 modos.
que ge mostrou suficiente para representar a dinimica nao-linear do sistema para oz valores de v dados.

A visualizacao da dindmica do sistema pode ser simplificada por meio de wm mapa de Poincaré
(Alligood et al.. 1996), O plano de Poincaré (N-1)dimensional escolhido foi definido por a; = 0. Os
pontos de Poincaré sao obtidos sempre que o fluxo corta o plano no sentido @; > 0. O diagrama
de bifurcacio mostrado na Figura 1 fol construido variando o parametro de dissipacao € exibindo os
valores do modo ag para 250 pontos de Poinearé da érbita. apos ser descartado um tempo transiente.

A Fig, 1 mostra a evolucio de um atrator de periodo 3. eriado em v ~ 0,029925, A drbita sofre uma
gérie de duplicacoes de perfodo, até ser gerado um atrator cadtico. No ponto indicado por BC na Fig.
1. o atrator cadtico se expande abruptamente. Este fendmeno denominado de crise interior (Alligood
et al., 1996) resulta em um aumento descontinuo no grau de caoticidade do sistema, A ferramenta
padrao para a medida de caos na evolucao temporal s4o os expoentes de Lyapunov. Os valores dos
expoentes de Lyapunov foram obtidos pelos algoritmos de Benettin et al. (1976) ¢ Wolf et al. (1985).
e concordam até a segunda casa decimal. No momento logo anterior & crise (v = 0,02992021). o valor
do expoente de Lyapunov maximo é A ~ 0.35, Apés a crise, em (v = 0.02992006), A ~ 0.63. Para
v = 0,0105, o valor encontrado foi A ~ 9,95, representando uma cacoticidade muito maior neste regime
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Fig. 1: Diagrama de Bifurcacao.

em que mais modos possuem participacio importante na dindmica do sistema (ver Tabela 1), Para
obter uma medida de desordem egpacial foi calculado o comprimento de correlacio £, obtido a partir
da largura média do espectro de poténcia (Morris et al., 1996). Para » = 0.0299202] ¢ » = 0.02992006,
obtivemos o valor aproximado £ ~ 0.67. Isto indica que nao houve aumento congideravel de desordem
egpacial apds a crise interior, J4 para » = 0,0105. foi obtide o valor £ ~ 0.37. Uma menor correlacao
espacial sugere maior irregularidade, uma vez que £ indica 0 comprimento além do qual os valores sao
basicamente nao-correlacionados.

Neste trabalho analisamos a turbulénda na equacao Kuramoto-Sivashinsky por meio de uma abor-
dagem baseada em sistemas dinfimicos. Uma vez que estamos trabalhando no espaco de Fourier, é
possivel retornar ao espaco real por meio da transformada inversa de Fourier. A andlise no espaco real
deverd gser efetuada em trabalhos futuros.
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