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Resumo

Este trabalho descreve uma metodologia híbrida base-
ada na aplicação do Algoritmo de Treinamento Populaci-
onal (ATP) juntamente com programação linear (PL) para
a geração de escalas variadas para tripulações de um sis-
tema de transporte coletivo. Estes métodos são aplicados
de maneira interativa, onde o ATP, através de informações
da relaxação da PL, é responsável pela geração de boas co-
lunas (baixo custo e boa cobertura das tarefas), e a PL pela
resolução de um problema de particionamento de conjuntos
formado por essas colunas. Os resultados obtidos são com-
parados com os da metaheurística Simulated Annealing.

Palavras-chave: Escalonamento de Tripulações, Algo-
ritmo de Treinamento Populacional, Geração de Colunas.

1. Introdução

O desenvolvimento de modelos capazes de gerar escalas
de tripulações que satisfaçam às restrições impostas, e que
possuam o menor custo possível, é um problema desde a dé-
cada de 60. Isso vem acontecendo devido à contínua trans-
formação dos sistemas de transporte, o que exigem cada vez
mais uma gerência eficiente dos recursos disponíveis. Prova
disso é a existência de congressos especializados sobre o
tema nas últimas décadas, como por exemplo, aInternati-
onal Conference on Computer-Aided Scheduling of Public
Transport(ver [19], [17], [16], [20], [8], [5] e [3]).

Como é sabido que nas empresas de transporte público
urbano a mão-de-obra operacional representa um dos maio-
res custos [2], uma pequena redução neste item pode signi-
ficar um ganho considerável no custo total, podendo reduzir
significativamente o valor das tarifas para o usuário final,
justificando assim qualquer trabalho no sentido de minimi-
zar os custos com a mão-de-obra.

Várias metodologias adotadas para resolver o Problema
de Escalonamento de Tripulações (PET) são encontradas na
literatura. O problema é conhecido por serNP-difícil. Me-

taheurísticas comoAlgoritmos Genéticos, Busca Tabu, Si-
mulated Annealing, entre outras, permitem incluir vários
tipos de condições de trabalho facilmente (ver [10], [11],
[12], [13], [6] e [9]). Técnicas de Geração de Colunas tam-
bém têm mostrado resultados muito bons (ver [4], [18] e
[3]).

Este trabalho apresenta uma nova alternativa para gerar
escalas variadas para tripulações. Tais escalas são geradas
com números fixos de tripulações (números próximos aos
encontrados nos melhores resultados obtidos em [12]). O
método evolutivo chamado Algoritmo de Treinamento Po-
pulacional (ATP) é utilizado para gerar colunas de alta qua-
lidade para formar um problema de particionamento de con-
juntos, que é resolvido através da programação linear (PL).

O restante do artigo está organizado como segue. A se-
ção2. apresenta a definição e a modelagem do problema. O
ATP é detalhado na seção3., enquanto a seção4. descreve
o processo de geração de colunas e a interação APT/PL. Os
resultados computacionais obtidos são apresentados na se-
ção5., e as conclusões são resumidas na seção6..

2. Descrição do Problema

O Problema de Escalonamento de Tripulações - PET,
também conhecido nos países europeus comoCrew Schedu-
ling Problem - CSP[5] ou Bus Driver Scheduling Problem
- BDSP[10], consiste na atribuição da tarefa de condução
dos veículos aos motoristas e cobradores (tripulações), de
tal forma que as viagens das diferentes linhas atendidas pela
empresa sejam executadas com o menor custo possível.

No transporte coletivo rodoviário, usualmente o escalo-
namento de tripulações é feito após a programação dos veí-
culos. Nesta, as viagens são reunidas emBlocos, onde um
bloco apresenta a seqüência de viagens distribuídas sucessi-
vamente a um ônibus começando e terminando na garagem.
Cada bloco mostra também asOportunidades de Troca -
OT’s(Relief Opportunitiessegundo [20] ou Relief Pointsse-
gundo [3]), que são intervalos de tempo suficiente para ha-
ver a troca das tripulações. A partir das viagens dos blocos



dos veículos são formadas asTarefas, a partir das quais são
criados osTurnos, que por sua vez são atribuídos às tripula-
ções, as quais irão executá-los durante um dia de trabalho.

O processo de formação desses turnos está sujeito a um
conjunto de regras que são específicas a uma organização.
Estas regras são geralmente derivadas de regras nacionais
e locais, podendo ser obrigatórias ou não. Tipicamente, há
restrições no tempo total trabalhado, na extensão total do
turno (duração entre o início e o fim do turno) etc.

O problema pode ser descrito como o de formação de
uma matriz, onde as colunas representam as tripulações, e as
linhas as tarefas. Cada elementoAi j ∈ {0,1}, sendoi ∈M =
{1..m} e j ∈N = {1..n}, mé o número de tarefas (linhas), e
n o número de tripulações (colunas), ondeai j = 1 se a tarefa
i pertence ao turno da tripulaçãoj, e 0 caso contrário.

Essa matriz é usada para resolver o seguinte problema de
particionamento de conjuntos (PPC):

Minimizar:

n

∑
j=1

c jx j (1)

Sujeito a:

n

∑
j=1

ai j x j = 1 i = 1, ...,m (2)

x j ∈ {0,1} ; j = 1, ...,n (3)

onde, c j representa o custo da colunaj e x j é igual a 1
se a coluna (turno)j pertencer a solução do problema e 0
caso contrário. Esta é uma formulação clássica e constan-
temente utilizada em diversos trabalhos encontrados na lite-
ratura [4]; [18].

Como citado em [21], na construção de uma escala, a
determinação da maneira de se medir o custo, ou seja, a
sua “qualidade”, não é um trabalho óbvio, pois cada em-
presa tem sua política de trabalho, obedece às leis vigentes
nas localidades onde operam, e ainda impõe as suas pró-
prias regras. Porém, de uma forma geral, essa qualidade é
determinada através do número total de tripulações usadas,
do custo sobre as horas pagas, de alguma combinação des-
sas duas, ou ainda através de alguma medida subjetiva de
qualidade. Seguindo esta idéia, com o intuito de apresentar
soluções variadas para o PET, além das restrições (2) e (3),
uma nova restrição está sendo inserida no PPC. Essa nova
restrição é definida pela expressão (4).

n

∑
j=1

x j = Z (4)

n representando o número de colunas (tripulações) do pro-
blema eZ um número pré-determinado (número de colunas

que deverão formarão a solução do problema). Essa abor-
dagem foi baseada nos trabalhos [1] e [14].

Os custos atribuídos às colunas, considerados neste tra-
balho, penalizam horas extras, tempo ocioso, tempos de so-
breposição e excesso no tempo trabalhado. Nestes custos,
o Tempo NORMAL de trabalhorefere-se ao tempo “nor-
mal” de duração de um turno (sem horas extras),Tempo
MÁXIMO de trabalhorefere-se ao tempo máximo de du-
ração de um turno (com horas extras),Tempo ociosoindica
o tempo em que uma tripulação não está trabalhando du-
rante seu turno,Tempo de sobreposiçãoindica o tempo em
que uma tripulação está, teoricamente, realizando duas tare-
fas ao mesmo tempo,Horas extrasindica o tempo em que o
turno de uma tripulação excede o tempo normal de trabalho,
eExcesso no tempo total de trabalhorefere-se ao tempo em
que um turno excede o tempo máximo de trabalho.

Considera-se obrigatório (essencial) evitar excesso no
tempo trabalhado e sobreposições, mas o tempo ocioso e as
horas extras são toleráveis (não essenciais). E o PPC requer
que todos os custos sejam minimizados enquanto todas as
tarefas sejam executadas. A partir desses custos, os turnos
são avaliados de acordo com a seguinte expressão:

c j = ETj +TSj +HE j +TOj (5)

onde

ETj = max(0, [HT(tult)−HI(tpri)]−TMT)

TSj =
p−1
∑

i=1
max(0, [HT(ti)−HI(ti+1)])

HE j = max(0, [HT(tult)−HI(tpri)]−TNT)

TOj = max(0,TNT− [HT(tult)−HI(tpri)])+ ...

...+
p−1
∑

i=1
max(0, [HI(ti+1)−HT(ti)])

onde,c j é o custo da tripulaçãoj; ETj é o excesso no tempo
máximo de trabalho da tripulaçãoj; TSj é o tempo de sobre-
posição da tripulaçãoj; HE j é o tempo que excede o tempo
normal de trabalho da tripulaçãoj (horas extras);TOj é o
tempo ocioso da tripulaçãoj; TMT é o tempo máximo de
trabalho (8hs + 2hs);TNT é o tempo normal de trabalho
(8hs); p é o número de tarefas do turno da tripulaçãoj;
HT(ti) é o horário de término da tarefai; HI(ti) é o ho-
rário de início da tarefai; tpri é a primeira tarefa do turno da
tripulaçãoj; tult é a última tarefa do turno da tripulaçãoj.

3. Algoritmo de Treinamento Populacional

O Algoritmo de Treinamento Populacional - ATP (ver
Figura1) é um tipo de técnica evolutiva empregado inicial-
mente em [15], e derivada do Algoritmo Genético Constru-
tivo (AGC).



No ATP, os indivíduos são avaliados diretamente em uma
base comum, usando um processo duplo de aptidão, cha-
madoaptidão-fg. Esse processo é executado através de heu-
rísticas. Um indivíduo é considerado bem adaptado se ele
não melhorar considerando a heurística de treinamento uti-
lizada. A adaptação no treinamento da população é, então,
usada para guiar a busca para áreas promissoras.

Figura 1: Algoritmo ATP.

Neste trabalho, a representação de um turno é dada
por: Sk = (a1k,a2k, ...,amk), ou, por exemplo, Sk =
(1,0,1,1, ...,0), significando que as tarefas 1, 3, 4,..., fazem
parte do turno da tripulaçãok.

As duas funções usadas no treinamento evolutivo são de-
finidas através deg(Sk) = “qualidade” do turnok (usado
durante a geração de colunas - ver expressão8), e f(Sk)=
Melhor g(S′k)|S′k ∈ Vizinhança(Sk) (a heurística de treina-
mento é detalhada na Figura2).

O processo evolutivo é desenvolvido privilegiando os in-
divíduos de menor diferença[g(Sk)− f (Sk)] e menorg(Sk)
(custo), atribuindo a eles os seguintesranks:

δ(Sk) = d× [gmax−g(Sk)]− [g(Sk)− f (Sk)] (6)

ondegmax é um turno aleatório de custo alto ed uma per-
centagem constante degmax. A população é controlada di-
namicamente por um parâmetro de evolução, denominado
α, que é atualizado por

α = α+Step×PS× δbst−δwst

RG
(7)

ondeStepé uma constante que controla a velocidade do
processo evolutivo,PSé o tamanho da população corrente,
(δbst− δwst) é a variação, no momento, entre osranks do
melhor e do pior indivíduo, respectivamente, eRGé o nú-
mero de gerações que faltam para terminar o processo.

O parâmetroα é comparado aosranks (ver expressão
(6)), e seα ≥ δ(Sk) então o turnoSk é eliminado da popu-
lação. A população no momento de evoluçãoα é dinâmica
em tamanho e pode ser esvaziada durante o processo.

3.1. Operadores do ATP

Para a aplicação do ATP na geração de colunas, é defi-
nida como heurística direcionadora, para o cálculo da fun-
ção f, uma busca local simples, onde são avaliados vários
(tamanho da vizinhança definido como parâmetro do ATP)
indivíduos alternativos em uma vizinhança. Essa busca é
mostrada na Figura2.

Figura 2: Heurística de treinamento.

A mutação também é baseada em uma busca local, im-
plementada de uma maneira bem simplifica, na qual uma
tarefa do turno de uma determinada tripulação é selecio-
nada aleatoriamente, e trocada por outra, também selecio-
nada aleatoriamente. Esse processo é repetido enquanto o
novo turno for inválido, isto é, não atender as restrições es-
senciais. Esse processo pode ser visto na Figura3.

Figura 3: Mutação.

Já o cruzamento, é responsável por gerar novos indiví-
duos (sempre válidos) da seguinte maneira: dois indivíduos
são selecionados (base e guia) e seus cromossomos são fun-
didos. Como a população é ordenada de maneira decres-
cente através dos valores dosranks(como na expressão (6))
dos indivíduos, um indivíduo base é selecionado da primeira
parte da população, enquanto o guia será selecionado de



toda ela. Feito isso, para garantir que o indivíduo filho seja
válido, uma posição do cromossomo fundido é selecionada
(aleatoriamente) e as tarefas posicionadas antes dessa posi-
ção são removidas, e as tarefas subseqüentes são inseridas
de uma forma seqüencial enquanto o novo indivíduo repre-
sentar um turno válido. Esse processo é descrito na Figura
4.

Figura 4: Cruzamento.

É interessante notar que, utilizando esses processos, o
ATP formará populações de vários tamanhos, guiados pelo
objetivo de selecionar colunas (tripulações) de baixo custo
e com uma cobertura suficiente das tarefas. As melhores
colunas deverão incluir um número de tarefas diversificado,
caracterizado pela heurística de treinamento (função de trei-
namento) que guiará o processo evolutivo.

4. Interação ATP/PL

Resolver o problema de particionamento de conjuntos
(expressões (1)-(4)) pode ser um desafio. Assim, a relaxa-
ção de PL é utilizada juntamente com o ATP (ATP/PL) para
gerar um conjunto de colunas mais “tratável” por softwares
comerciais [7].

Na ATP/PL, uma população inicial é gerada aleatoria-
mente contendo apenas colunas válidas (colunas que aten-
dam as restrições essenciais) e cobrindo todas as tarefas.
A PL é resolvida e novas colunas são geradas através do
ATP, considerando os valores das variáveis duais da PL para
construir as funções de aptidãof e g. A funçãog(Sk) é de-
finida por

g(Sk) =
c(Sk)

m
∑

i=1
λiaik +λm+1

(8)

θk = c(Sk)−

(
m

∑
i=1

λiaik +λm+1

)
(9)

ondec(Sk): custo real da colunak (descrito pela expressão
(5)); θk: custo reduzido da colunak; λi : variável dual para
a tarefai.

Pode-se observar através das expressões (8) e (9) que,
para custos reduzidos negativos, o valor da funçãog estará

no intervalo [0,1]. Então, a heurística de treinamento que
define a funçãof correspondente (melhorg em uma vizi-
nhança), atribuirá uma pequena diferença (g - f) para as
colunas que possuírem custos reduzidos negativos. Dessa
forma, a população estará então sendo treinada, indireta-
mente, para geração de indivíduos com custo reduzido ne-
gativo (melhorando as colunas para a PL), evitando assim a
geração de um número excessivo de colunas, e conseqüen-
temente, acelerando o processo.

As colunas com custo reduzido negativo (θk < 0) são adi-
cionadas ao problema corrente, e o novo PPC é resolvido
novamente através da PL. Esse processo é repetido por um
certo número de iterações, e quando a solução da PL estabi-
lizar (o mesmo valor objetivo for obtido por, por exemplo,
cinco interações consecutivas), ou um certo número de ite-
rações for alcançado, o processo é interrompido.

Entretanto, o valor da solução da PL poderá estabilizar
muito cedo, resultando em soluções pobres quando o PPC
for resolvido. Então, para evitar que isso aconteça, quando
a PL estabilizar, ao invés de adicionar à nova PL apenas
as colunas com custo reduzido negativo, todas as colunas
geradas pelo ATP são adicionadas. Essa correção renova a
geração de colunas e o processo continua convergindo.

Finalmente, terminada essa interação, a PL é convertida
em PLI e resolvida pelo software de otimização CPLEX [7].
Porém, o problema final ainda pode ser grande para ser re-
solvido de uma forma exata, então após algum tempo de
execução ou umgap limite (porcentagem da diferença dos
valores da melhor PLI e PL) a melhor solução encontrada é
tomada como solução para o PET. O algoritmo descrito na
Figura5 resume a interação ATP/PL.

Figura 5: Algoritmo ATP/PL.

5. Resultados Computacionais

Como descrito anteriormente, com o intuito de apresen-
tar soluções variadas para o PET, uma nova restrição (ver
expressão4) foi inserida no PPC. Assim, procurou-se ob-
ter soluções com o número de tripulações (fixo) a partir das
soluções apresentadas em [12]. Neste trabalho são apresen-
tados os resultados apenas para as instâncias com 25, 50 e
100 tarefas.



Além disso, os resultados são comparados com uma
abordagem que utiliza a metaheurística Simulated Annea-
ling (SA) aplicada a um conjunto inicial de colunas geradas
aleatoriamente. As penalizações no custo das colunas fo-
ram as mesmas definidas na expressão (4). Duas soluções
com o SA foram obtidas, sendo que em uma (SA-20), o SA
foi executado 20 vezes para diferentes conjuntos iniciais de
colunas, e a outra (SA), o SA foi executado apenas uma vez.

Todos os testes foram realizados em umlaptop Toshiba
A10 S127com processadorIntel CeleronR© de 2.0 GHz e
256Mb de memória RAM. Toda a implementação foi de-
senvolvida na linguagem C++ com chamadas ao software
CPLEX (ver [7].

Os resultados obtidos são mostrados nas Tabelas1, 2 e3.

Tabela 1: Resultados para 25 tarefas.
25 Tarefas

Número Tempo Horas Tempo de Tempo de
de Método ocioso extras sobreposição execução

tripulações (min.) (min.) (min.) (seg.)
ATP/PL - - - -

10 SA . . . .
SA_20 1632 213 38 1070.044
ATP/PL - - - -

11 SA . . . .
SA_20 1977 98 18 1035.088
ATP/PL 2356 15 0 0.30

12* SA 2356 15 0 1.98
SA_20 2356 15 0 39.60
ATP/PL 2821 0 0 0.99

13 SA 2821 0 0 0.49
SA_20 2821 0 0 984.38
ATP/PL 3301 0 0 0.80

14 SA 3301 0 0 0.46
SA_20 3301 0 0 999.86

Tabela 2: Resultados para 50 tarefas.
50 Tarefas

Número Tempo Horas Tempo de Tempo de
de Método ocioso extras sobreposição execução

tripulações (min.) (min.) (min.) (seg.)
ATP/PL - - - -

18 SA . . . .
SA_20 1813 84 89 1944.26
ATP/PL - - - -

19 SA . . . .
SA_20 2211 85 6 1898.39
ATP/PL 2600 0 0 41.64

20* SA 2607 7 0 95.79
SA_20 2600 0 0 1915.80
ATP/PL 3080 0 0 12.45

21 SA 3080 0 0 24.10
SA_20 3080 0 0 2001.58
ATP/PL 3560 0 0 0.37

22 SA 3560 0 0 25.19
SA_20 3560 0 0 1787.73

Nota-se que, em todos os experimentos, as soluções obti-
das pelo SA_20 não apresentou excesso no tempo máximo
de trabalho, porém nos casos em que os números de tri-
pulações foram inferiores aos obtidos pelas soluções apre-

sentadas em [12] (soluções com o número de tripulações
acompanhados do sinal “*”) o SA_20 apresentou tempo de
sobreposição, ou seja, soluções inválidas.

Tabela 3: Resultados para 100 tarefas.
100 Tarefas

Número Tempo Horas Tempo de Tempo de
de Método ocioso extras sobreposição execução

tripulações (min.) (min.) (min.) (seg.)
ATP/PL - - - -

38 SA . . . .
SA_20 6443 0 8 3226.50
ATP/PL - - - -

39 SA . . . .
SA_20 6917 0 2 3223.65
ATP/PL 7395 0 0 4.98

40* SA 7395 0 0 67.19
SA_20 7395 0 0 1343.80
ATP/PL 7875 0 0 2.35

41 SA 7875 0 0 52.87
SA_20 7875 0 0 3302.45
ATP/PL 8355 0 0 4.35

42 SA 8355 0 0 54.18
SA_20 8355 0 0 3253.64

Ainda nesses casos, o ATP/PL não obteve soluções, pois
tal método não conseguiu gerar um conjunto de colunas
(válidas) suficientes para solucionar o PPC de uma forma
inteira. Dessa forma, para esses casos o SA não foi utili-
zado, pois não era necessário comparar o desempenho do
ATP/PL. É interessante notar que, o ATP/PL não obteve so-
luções nesses casos, pois como são inseridas no PPC ape-
nas colunas válidas, o método não foi capaz de encontrar
um conjunto de colunas que resolvesse os problemas. Além
disso, o SA_20 também não obteve soluções válidas para
nenhum desses casos, o que nos leva a acreditar que real-
mente essas soluções não existem, porém não se pode afir-
mar isso, pois as soluções exatas para tais casos não são co-
nhecidas. Já para os casos em que o número de tripulações
foi maior do que os obtidos pelas soluções apresentadas na
primeira abordagem do PET, o ATP/PL assim como o SA
e o SA_20 conseguiram obter as mesmas soluções. Para os
PT’s com 50 e 100 tarefas o desempenho do ATP/PL foi
melhor do que o do SA, mostrando assim o potencial desse
método, pois mesmo com a inserção de uma nova restrição
no problema (ver expressão4) o método apresentou boas
soluções.

6. Conclusões

Este trabalho descreveu uma metodologia híbrida para
gerar escalas variadas para tripulações do setor de transporte
público. O ATP, integrado com uma técnica tradicional de
geração de colunas foi capaz de resolver o subproblema que
gera novas colunas de uma forma implícita. Em princípio, a
ATP/PL se mostrou satisfatória, pois apresentou melhor um
desempenho em relação a metaheurísticaSimulated Annea-



ling.
Além disso, a ATP/PL se mostrou “robusta”, pois mesmo

com a inserção de uma nova restrição no PPC, o que au-
mentou significativamente a complexidade do problema, ela
apresentou boas soluções.

Enfim, como continuação deste trabalho tem-se o tér-
mino dos experimentos para os outros PT’s utlizados em
[12] (250 e 500 tarefas), o que irá completar um conjunto
de experimentos cujo fim é a apresentação de soluções di-
versificadas para o PET.
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