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Abstract

We present a new parameter estimation procedure for
nonlinear systems. Such technique is based on synchro-
nization between the model and the system whose the un-
known parameter is wanted. Synchronization is accom-
plished by controlling the model to make it follow the sys-
tem. We use geometric nonlinear control techniques to de-
sign the control system. As an example, the proposed pro-
cedure is applied to estimate a parameter of the Lorenz’s
system.

Resumo

Neste trabalho é apresentado um novo procedimento
de estimação de parâmetros para sistemas não lineares.
Tal procedimento é baseado na sincronização entre o mo-
delo e o sistema cujo parâmetro se deseja estimar. O sin-
cronismo é obtido controlando o modelo de forma a fazê-
lo seguir uma referência gerada pelo sistema em questão
e o controlador é desenvolvido usando técnicas de con-
trole não linear geométrico. A técnica é aplicada, como
exemplo, na estimação de um parâmetro do sistema de
Lorenz.

1. Introdução

Os modelos matemáticos são uma ferramenta de capi-
tal importância em ciência e tecnologia. Muitas vezes, os
modelos para alguns sistemas não podem ser derivados a
partir de primeiros princípios. Nesses casos, pode-se usar
ferramentas de identificação de sistemas (Aguirre, 2000).
As técnicas de identificação de sistemas permitem obter
modelos matemáticos a partir de dados coletados no sis-
tema de interesse.

A estimação de parâmetros é uma parte essencial da
identificação de sistemas. Existem diversas formas de
se estimar parâmetros para sistemas dinâmicos, depen-
dendo da representação escolhida para o modelo (Aguirre,
2000). Por exemplo, no caso de modelos lineares dis-
cretos, pode-se utilizar o método dos mínimos quadrados.

Já no caso das redes neurais artificiais do tipoperceptron
multicamadas utilizam-se algoritmos como obackpropa-
gationou oLevemberg-Marquardt, entre outros.

No entanto, apesar das suas diferenças, boa parte des-
ses métodos de estimação de parâmetros pode ser vista
como um processo de otimização no qual os parâmetros
são ajustados de forma a minimizar uma função de erro,
que depende dos dados e dos parâmetros.

Neste trabalho, uma estratégia diferente é apresentada.
A estimação de parâmetros é feita através dasincroniza-
ção entre o modelo e o sistema a ser identificado. Sin-
cronização de sistemas caóticos é um tópico de pesquisa
bastante ativo, com um grande volume de publicações.
Dentre as diversas formas possíveis de se abordar o pro-
blema da sincronização, a maneira adotada neste trabalho
é via controle (Nijmeijer, 2001; Tôrres, 2001). Ou seja, a
sincronização de sistemas caóticos é vista como um pro-
blema de controle no qual um oscilador caótico mestre
gera a referência para um outro oscilador, o escravo. O
acoplamento dos dois osciladores é feito via uma lei de
controle que atua no parâmetro a ser estimado. Dessa
forma, a estimação do parâmetro é um subproduto da sin-
cronização. O projeto do controlador é feito usando técni-
cas de controle não linear geométrico (Nijmeijer e van der
Schaft, 1990; Isidori, 1995; Slotine e Li, 1991).

Uma das vantagens da técnica aqui mostrada é que ela
garante que o modelo obtido exibe o mesmo comporta-
mento temporal do sistema original, pois a estimação é
obtida fazendo com que o modelo siga uma trajetória do
sistema. Existem outros métodos que também garantem
isso, como por exemplo (Timmer et al., 2000) e (Jaeger e
Kantz, 1996). Tais métodos usam técnicas de otimização
não linear para minimizar o erro entre a trajetória produ-
zida pelo modelo e aquela gerada pelo sistema original.
No entanto, esses problemas de otimização podem se tor-
nar bastante complexos sendo inclusive sujeitos a proble-
mas com mínimos locais.

A técnica aqui apresentada, no entanto, ainda se en-
contra em desenvolvimento. No momento, ela necessita
do conhecimento detodoo vetor de estados do sistema a
modelar e a influência de ruído não foi avaliada.



Este texto está organizado da seguinte forma. A seção 2
introduz o procedimento de estimação. Na seção 3, são
apresentadas, de forma sucinta, algumas definições da te-
oria de controle geométrico necessárias para o projeto do
controlador usado na a estimação. O processo de estima-
ção é descrito em forma de exemplo na seção 4. Final-
mente, a seção 5 apresenta as conclusões do trabalho.

2. Procedimento de estimação

O procedimento de estimação aqui apresentado permite
a estimação de um parâmetro desconhecido do sistema
original. A extensão para problemas de mais de um pa-
râmetro se encontra em elaboração.

Suponha que o sistema a ser identificado seja represen-
tado por

ẋ1 = f(x1) + g(x1)p , (1)

sendox1 ∈ Rn o vetor de estados,f eg campos vetoriais
emRn ep ∈ R o parâmetro que deseja estimar.

O modelo é idêntico a (1), com a diferença que o parâ-
metro, no modelo, é tratado como uma entrada de controle

ẋ2 = f(x2) + g(x2)u . (2)

O procedimento de estimação consiste em projetar e
implementar um controlador que, atuando emu, sincro-
nize o modelo com o sistema original (1). Para tanto,
empregam-se os conceitos da teoria de controle geomé-
trico não linear. A seguir, o sistema a ser identificado é
usado como referência para o modelo.

3. Algumas definições da teoria de controle
geométrico

Nesta Seção introduz-se de maneira simplificada alguns
dos conceitos de geometria diferencial necessários ao pro-
jeto um sistema de controle não linear com entrada es-
calar. Esse assunto é apresentado de forma rigorosa em
(Nijmeijer e van der Schaft, 1990) e em (Isidori, 1995).
Em (Slotine e Li, 1991) pode-se encontrar uma aborda-
gem mais introdutória.

A principal idéia do controle geométrico é alineariza-
ção via realimentação. Nela, um sistema de controle não
linear dado por

ẋ = h(x, u) (3)

é transformado, via a mudança de coordenadas

x̃ = Φ(x)
ũ = Ψ(x, u) (4)

no sistema
˙̃x = Ax̃ + Bũ . (5)

Essa abordagem é diferente da linearização do sistema
em torno de um ponto de operação, procedimento normal-
mente empregado em problemas não lineares. O sistema

transformado (5) é o próprio sistema original, mas em um
outro sistema de coordenadas. Por outro lado, a lineariza-
ção em torno de um ponto de operação é uma aproxima-
ção do sistema real no mesmo espaço de coordenadas.

As transformações (4) são inversíveis e diferenciáveis
por definição. Mais precisamente sãodifeomorfismos.
Uma funçãoΦ : Rn → Rn é um difeomorfismo se e
somente se ela é suave e sua inversaΦ−1 existe e é su-
ave. O difeomorfismo funciona como uma mudança de
coordenadas para um sistema dinâmico não linear. Um
difeomorfismo não precisa estar definido em todo oRn.
É comum ter difeomorfismos válidos somente em uma re-
gião abertaΩ deRn. Tais difeomorfismos são chamados
locaise os válidos em todo o espaço,globais.

A mudança de coordenadas 4 transforma trajetórias
do sistema original biunivocamente em trajetórias de (5).
Isso permite resolver o problema de controle no espaço
de (5) usando a teoria de sistemas lineares e depois usar
as transformações inversas para voltar ao espaço inicial.

A teoria de controle geométrico lida com as questões
de quando essas transformações existem e como encontrá-
las. Para isso lança mão de ferramentas da geometria di-
ferencial.

No texto que se segue, em geral, existe a restrição de
suavidade sobre as funções. Diz-se que uma função é su-
ave quando ela é infinitamente derivável (C∞). No en-
tanto, em muitos casos, essa restrição pode ser relaxada
para apenas um certo número se derivadas contínuas, ou
seja,Cq, comq suficientemente grande.

Um conceito importante é aderivada de Liede uma
função escalar suaveh com respeito a um campo vetorial
suavef , denotada por Lfh. Ela é uma função escalar
definida como o produto interno do gradiente deh pelo
campo vetorialf . Ou seja, é a derivada direcional deh na
direção def .

A ferramenta de capital importância para a análise e
síntese dos sistemas de controle é ocolchete de Lie. É
uma operação em dois campos vetoriais que produz um
terceiro campo vetorial. O colchete de Lie dos campos
vetoriais suavesf e g é denotado por[f, g] e pode ser
calculado segundo

[f, g] = ∇g f −∇f g . (6)

Uma forma alternativa de representar o colchete de Lie
def eg é adfg.

Conforme já mencionado, o objetivo da linearização
por realimentação é transformar um sistema não linear
genérico (3) em um sistema linear controlável através de
mudanças de coordenadas da forma (4). Nesta seção,
aborda-se o problema restrito a sistemas com uma entrada
apenas e do tipoafim

ẋ = f(x) + g(x)u , (7)

sendof(·) e g(·) campos vetoriais suaves emRn, x o
vetor de estados eu o sinal de entrada.



A forma (7) é na verdade bastante genérica e descreve
uma ampla classe de sistemas. A maior restrição é o fato
de ter somente uma entrada.

Diz-se que um sistema da forma (7) élinearizável por
realimentação, ou controlável, se existir em uma região
abertaΩ emRn um difeomorfismox̃ = Φ(x) e uma
realimentação não linear̃u = Ψ(x, u) que transforme o
sistema (7) em um sistema linear

˙̃x = Ax̃ + bũ , (8)

com

A =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · 0




b =




0
0
...
0
1




.

Essa forma do sistema (8), chamada forma deBru-
nowski, é especialmente interessante neste caso, pois fa-
cilita o projeto de um controlador linear capaz de seguir
uma referência conhecida.

Um sistema da forma (7) é controlável se existe uma
região abertaΩ emRn onde:

• os campos vetoriais{g, adfg, . . . , adn−1
f g} sejam li-

nearmente independentes e

• o conjunto{g, adfg, . . . , adn−2
f g} sejainvolutivo.

A primeira condição é um análogo da condição de con-
trolabilidade para sistemas lineares. A segunda condição
está ligada à existência do difeomorfismox̃ = Φ(x).

A independência linear de campos vetoriais é seme-
lhante àquela dos vetores. Um conjunto dem campos
vetoriais é independente se a única solução para

m∑

i=1

αi(x)fi = 0

em termos das funções escalaresαi é αi = 0, i =
1, . . . , m.

Um conjunto de campos vetoriais é involutivo se o col-
chete de Lie de quaisquer dois elementos seus forma um
conjunto linearmente dependente com os demais campos
vetoriais.

Nem sempre essas condições são satisfeitas em todo o
espaço. Neste caso, o controlador é válido somente em
uma região aberta do espaço de estados. Uma vez verifi-
cado se as condições de controlabilidade foram satisfeitas,
procede-se à síntese do controlador.

O primeiro passo é obter a transformaçãox̃ = Φ(x).
Ela é dada por

Φ(x) =




φ(x)
Lfφ(x)

...
Ln−1

f φ(x)


 (9)

e a funçãoφ(·) é uma solução para o sistema de equações
diferenciais parciais





Lgφ(x) = 0
LgLfφ(x) = 0

...
LgLn−2

f φ(x) = 0
LgLn−1

f φ(x) 6= 0 .

(10)

A outra etapa é a função de realimentaçãou =
Ψ−1(x, ũ). Ela é dada por

Ψ−1(x, ũ) =
ũ− α(x)

β(x)
, (11)

sendo
α(x) = Ln

f φ(x) (12)

e
β(x) = LgLn−1

f φ(x) . (13)

4. Exemplo de aplicação — o sistema de Lo-
renz

Nesta seção apresenta-se um exemplo de aplicação que
ilustra como a estratégia de identificação baseada em con-
trole e sincronismo de caos funciona.

Suponha que o sistema a ser identificado seja o sistema
de Lorenz (Lorenz, 1963)





ẋ1 = σ(y1 − x1) ,
ẏ1 = rx1 − y1 − x1z1 ,

ż1 = −bz1 + x1y1 .
(14)

Suponha ainda que os parâmetrosσ e r sejam conhe-
cidos, bem como as equações (14) e que o único parâ-
metro desconhecido sejab. Mais ainda, que todas as va-
riáveis de estado estão disponíveis para coleta e não há
ruído. Isto é uma situação bastante idealizada, que pro-
vavelmente nunca ocorrerá na prática, mas serve como
prova de conceito.

O modelo a ser identificado é idêntico a (14), exceto
pelo parâmetrob que no modelo é substituído pela entrada
de controleu 




ẋ2 = σ(y2 − x2) ,
ẏ2 = rx2 − y2 − x2z2 ,

ż2 = −uz2 + x2y2 .
(15)

O objetivo é estimar o parâmetrob via controle e sin-
cronismo. Para isso, é necessário um controlador que
seja capaz de, computando a entradau, sincronizar o
modelo (15) ao sistema original (14). Por sincroniza-
ção entende-se que a diferença entre os estados do mo-
delo (15) e do sistema (14) seja zero no limitet →∞

O primeiro passo é projetar o controlador, o que foi
feito usando a teoria de controle geométrico. Inicial-
mente, o sistema a ser controlado deve ser colocado na
forma (7)

ẋ = f(x) + g(x)u . (16)



Para o sistema (15), tem-se1

f(x) = [σ(y − x), rx− y − xz, xy]T (17)

e

g(x) = [0, 0, −z]T . (18)

A seguir, a controlabilidade do sistema deve ser ava-
liada. Para isso, é necessário testar duas condições.
Primeiro, os campos vetoriais{g, adfg, ad2fg} devem
ser linearmente independentes e, segundo, o conjunto
{g, adfg} deve ser involutivo. Essas condições devem ser
verificadas em um subconjunto aberto deR3, onde o con-
trolador é válido.

O colchete de Lie[f, g] é dado pela equação (6) que,
aplicada a (17) e a (18), leva a

[f, g] = ∇g f −∇f g

=




0 0 0
0 0 0
0 0 −1







σ(y − x)
rx− y − xz

xy




−



−σ σ 0
r − z −1 −x

y x 0







0
0
−z




=




0
−xz
−xy


 . (19)

Usando-a novamente obtém-se ad2
fg

[f, [f, g]] = ∇adfg f −∇f adfg

=




0 0 0
−z 0 −x
−y −x 0







σ(y − x)
rx− y − xz

xy




−



−σ σ 0
r − z −1 −x

y x 0







0
−xz
−xy




=




σxz
(σ − 1)xz − σyz − 2x2y

(σ + 1)xy + 2x2z − σy2 − rx2


 . (20)

Os campos vetoriaisg, adfg e ad2fg são linearmente in-
dependentes seσxz 6= 0. Isso pode ser verificado notando
queg tem os dois primeiros componentes nulos,[f, g] tem
o primeiro componente nulo e ad2

fg não tem componen-
tes nulos, seσxz 6= 0. Ao contrário, seσxz = 0, os
camposg, adfg e ad2fg formam um conjunto linearmente
dependente.

Para testar se o conjunto{g, adfg} é involutivo é su-
ficiente verificar se

[
g, adfg

]
pode ser escrito como uma

combinação linear deg e adfg. Usando as equações (18)

1Os subscritos foram retirados por motivo de clareza.

e (19) tem-se
[
g, adfg

]
=


0 0 0
−z 0 −x
−y −x 0







0
0
−z




−



0 0 0
0 0 0
0 0 −1







0
−xz
−xy




=




0
xz
−xy


 (21)

que, por sua vez, é igual a
[
g, adfg

]
= c1(x)g + c2(x)adfg , (22)

sendoc2(x) = −1 e

c1(x) =
2xy

z
.

Dessa forma, o conjunto{g, adfg} é involutivo para
todo oR3. Assim, conclui-se que o sistema da equa-
ção (15) écontrolávele que o subconjunto do espaço de
estados no qual isso ocorre é o próprioR3 menos os pla-
nosx = 0 e z = 0. Essa é uma conclusão importante. O
sistema de Lorenz, com o parâmetrob visto como uma en-
trada, pode ser controlado de forma a seguir, com algumas
restrições, qualquer trajetória. Particularmente, é possível
controlá-lo de forma a seguiroutrosistema de Lorenz, ou
seja, o sistema a ser identificado.

Outro ponto interessante é que a condiçãoσxz 6= 0
pode ser derivada a partir de uma análise do próprio sis-
tema de Lorenz. Seσ = 0 a primeira equação do sistema
se tornaẋ = 0, o que quer dizer que a variável de estadox
é constante e, portanto, desacoplada do resto do sistema,
tornando-o não controlável. Sez = 0 a última equação
do sistema, e o sistema como um todo, fica independente
da ação de controle. Por fim, sex = 0, a segunda equa-
ção fica independente da última. Isso faz com que não
seja possível levar informações da última equação para as
outras duas, tornando o sistema não controlável.

A seguir, deve-se projetar o controlador. O difeomor-
fismo que transforma o espaço de estados é dado por

x̃ = Φ(x) = [φ(x), Lfφ(x), L2
fφ(x)]T . (23)

A funçãoφ é obtida pela solução do seguinte sistema
equações diferenciais parciais





∂φ

∂z
z = 0

∂φ

∂y
xz +

∂φ

∂z
xy = 0

−∂φ

∂x
σxz +

∂φ

∂y

[
(σ − 1)xz − σyz − 2x2y

]

+
∂φ

∂z

[
(σ + 1)xy + 2x2z − σy2 − rx2

] 6= 0 .

(24)



Uma solução simples é

φ(x) = [x, 0, 0]T (25)

que leva ao difeomorfismo (global)

x̃ = Φ(x) =


x
σ(y − x)

(σr + σ2)x− (σ + σ2)y − σxz


 . (26)

A lei de controle linear usada foi

ũ = ˙̃xd3 − k0e− k1ė− k2ë , (27)

sendo oski os ganhos do controlador. O sinal de erro
e é definido comox̃1 − z̃d1. x̃1 é a primeira coorde-
nada de2 x̃ = Φ(x2), enquanto quẽxd1 é a primeira
coordenada dẽxd = Φ(x1) que é o estado do oscila-
dor mestre (14) transformado para o espaço linear. Dessa
forma, as subseqüentes derivadas dee são obtidas to-
mandoė = x̃2 − x̃d2 e ë = x̃3 − x̃d3. O sinal ˙̃xd3 é
obtido derivando-se a última linha da equação (26) o que
leva a

˙̃xd3 = (σr + σ2)σ(y1 − x1)

− (σ + σ2)(rx1 − y1 − x1z1)
− σ [σ(y1 − x1)zz + x1(−bz1 + x1y1)] . (28)

Os ganhoski foram escolhidos de modo a obter uma
resposta estável, rápida e não oscilatória para o erro de
sincronização. Os três pólos do sistema foram escolhidos
reais e iguais a−20 o que leva aos valoresk0 = 8000,
k1 = 1200 ek2 = 60.

O difeomorfismoΦ(·), juntamente com a transforma-
ção da entrada a ser mostrada a seguir, é responsável por
linearizar a dinâmica do erro de sincronismo. Na verdade,
essa transformação coloca o sistema (15) em um sistema
de coordenadas no qual eleé linear. Nesse espaço, pode-
se usar a teoria de controle linear para projetar um contro-
lador, como foi feito. No entanto, há ressalvas. Uma delas
é que quaisquer referências que o sistema controlado deva
seguir devem ser expressas no novo espaço de coordena-
das. Por isso foi necessário transformar também os sinais
do sistema mestre.

A última etapa do projeto do sistema de controle é o
cálculo da função de transformação da entrada. Ela é dada
por (vide equação (11))

u(x) =
ũ− α(x)

β(x)
, (29)

sendo
α(x) = L3

fφ(x) (30)

2Neste ponto, para evitar confusão, os sub-índices de (15) são usados
novamente.
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t(s)

Sistema
Modelo

Figura 1: Variávelx em função do tempo para o sistema
original e para o modelo.

e
β(x) = LgL2

fφ(x) . (31)

Usando as equações (26) e (30) tem-se

L3
fφ =

[
(σr + σ2)− σz

]
σ(y − x)

− (σ + σ2)(rx− y − xz)− σx2y (32)

e a partir das equações (26) e (31) chega-se a

LgL2
fφ = σxz . (33)

É interessante notar que (29) é singular paraσxz = 0,
o que é coerente com a condição de controlabilidade.

Uma vez de posse do projeto do controlador, partiu-se
para a implementação. O sistema mestre (14), o sistema
escravo (15) e o controlador foram simulados conjunta-
mente usando o Octave. Os parâmetros usados foram
(r, σ, b) = (60, 10, 8

3 ). Usou-se como condição inicial
para o sistema um ponto do atrator, enquanto para o mo-
delo foi usado um ponto a uma distância de 10 unidades
do mesmo. Não foi incluído nenhum tipo de ruído.

Na figura 1 aparece a variávelx do sistema e do mo-
delo. Nota-se que o controlador é capaz de sincronizar
perfeitamente o modelo ao sistema original. Não é possí-
vel, na figura, discernir o sistema do modelo após o tran-
sitório.

Esse, por si só, já é um resultado interessante. O con-
trole geométrico fornece meios para se projetar um aco-
plamento que leva ao sincronismo.

No entanto, o resultado mais interessante é o comporta-
mento da ação de controleu. Ele é mostrado na figura 2.

À medida que ocorre o sincronismo,a ação de controle
converge para o valor do parâmetrob do sistema original.
Em outras palavras, a ação de controle é um estimador
para o parâmetrob do sistema. Isso mostra que é possível,
neste caso, usar sincronismo e controle para estimar um
parâmetro desconhecido de um sistema caótico.



 2
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u
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Figura 2: Ação de controle.

5. Conclusão

Um novo procedimento de estimação de parâmetros
para sistemas não lineares foi apresentado neste trabalho.
A estimação é feita via sincronismo do modelo com o sis-
tema original. Para se obter o sincronismo é utilizado um
controlador que atua no parâmetro do modelo a ser iden-
tificado. A ação de controle converge para o valor do pa-
râmetro desconhecido.

O método proposto tem a vantagem de garantir que o
modelo obtido reproduza o comportamento temporal do
sistema original, sem a necessidade da solução de proble-
mas de otimização complexos.

No entanto, o método ainda se encontra em desenvolvi-
mento. Por exemplo, o método necessita de todo o vetor
de estados do sistema a ser modelado. Além do mais, o
efeito do ruído na estimação não foi avaliado.
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