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RESUMO

Um desenvolvimento analitice da camara de combustao

dos Estato-Reatores a combustivel sdlideo ("Solid-Fuel Ram-

jets") & proposto neste trabalho com o objetivo de se estabe {

lecer a velocidade de gueima do combustivel ("Fuel Regression"). b

Aplicam-se as equag¢oes de camada limite com reagac quimica,
que com algumas simplificacdes e transformagbes de variaveis,
reduzem as equagoes de escoamento compressivel em uma regiao
tubular para as de escoamento incompressivel em placa plana.
Resolveu-se a equacao do tipo "Falkner-Skan'" associada para a

determinacgdo da velocidade de queima.

INTRODUGAO

para voos de velocidades supersonicas acima de Mach 2

pytasrrming

ao nivel do mar, o sistema de propulsao Estato-Reator a com-

bustivel sdlido ("Solid Fuel Ramjet") torna-se um tipO pro-
pulsivo de veiculos ou de artefatos bélicos bastante impor-
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tante para deslocamentos na atmosfera terrestre. A Figura 1
mostra os componentes basicos do Estato-Reator a combustivel

sblido,

A camara de cowbustdao tem a fungio de queimar certa
quantidade de combustivel sélido, o qual & gaseificado pelo
calor existente no interior da camara e misturado com grande
quantidade de ar, suprido pelo difusor de corpo central, e
através da combustdo da mistura ar-combustivel libera-se ca-
lor de maneira que o ar seja expandido e acelerado para for-
necer um fluxo regular e uniforme de gases quentes para o ex

pansor.,

Pode-se dividir a camara de combustdo em duas regides
distintas: regiao de suporte de chama e regido da camara
de reagdao. A regido do suporte de chama é necessaria para di.
minuir a velocidade do ar que sai do difusor e para realizar
a difusao da combustio ao longo da cémara, de forma que a
chama possa ser mantida. A regido da cdmara de reacido, que &
analisada neste trabalho, & aquela onde o processo da combus
tdo & realizado e completado, A figura 2 mostra estas re-

gides e suas caracteristicas.

Na regido da cdmara de reagdo ocorre apds o reatamento
do escoamento um perfil de velocidades em desenvolvimentogxg
sicnando o aparecimento de uma camada limite turbulenta com
reagao guimica. O modelo snalitico da combustdo assume que a
reagdo quimica entre a maioria do combustivel gaseificado o
0 ar ocorre no interior da camada iimite prdéxima a superfi-
cie do grao monoperfurado. O modelo admite algumas hipSteses
que serao mencionadas oportunamente no desenvolvimento anall
tico, mas algumas de carater geral podem ser estabelecidas
como: (A) o escoamento interno & axialmente simétrico em re-
lacgao ao eixo central da camara de combustdao: (B) o escoamen
to esta no regime'pérmanente: {C) as velocidades das reacgdes
quimicas sao altas o suficiente para manter o equilibrio no

interior da camada limite.

©2r1Zs autTres ter investigado a velocidade de queima
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diferentes condigoes. Basicamente eles determinaram estes va
lores em fun¢ao da temperatura do ar admitido, fluxo de mas-
sa e pressdo na camara de combustao e estabeleceram uma eqgua
g¢do empirica que calcula a velocidade de queima, porém este
valor esta submetido as varias condigbes do experimento como
tipo de combustivel, tamanho do motor, etc.Outros autores3’®
desenvolveram analiticamente o problema atraves da quantida-
de de calor transferido por convec¢ao e radiagao, da zona de
chama para a superficie do combustivel, porém utilizam-se de
pardmetros experimentais muitas vezes de dificil obtengao.Al
guns dados foram publicados sobre a velocidade de gueima®’®,
mas estes sao pouco adequados para a analise em certas condi

gCes de operagao.

Este trabalho procura obter analiticamente a velocida-
de de queima utilizando-se da analise tedrica da camada limi
te com reagao guimica compressivel desenvolvida na superfi-
cie interna da cdmara de reag¢ao. Este procedimento proporcio
na uma ferramenta bastante valiosa na andlise telrica da ca-
mara de combustdoc mesmo antes de construli-la e também na ani
lise de valores experimentais, otimizando estc procedimento.
Os pardmetros necessdrios a essa analise sao facilmente obti
dos experimentalmente e pelo emprego do cddigo computacional
NASA SP-2737,

DEFINICAC DO PROBLEMA

Um desenvolvimento andlogo ao realizado por Emmons® em
camada limite sobre uma placa plana semi-infinita estaciona-
ria com combustivel & proposto neste trabalho. Um tubo cilin
drico estacionario, com combustivel sdlido fixado na parede
interna, figura 3, orienta-se com seu eixo longitudinal para
lelo a um escoamento de ar com um perfil de velocidade em de
senvolvimento no escoamento central. Esse escoamento axial-
mente simétrico envolve gradientes de pressac na parte exter

na a camada limite,

Todas as analises em camadas limites turbulentas sao
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eitas, basicamente com a mudanga dos coeficientes de trans-
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que para Le = Pr = Sc = 1, as equacoes da camada limite tur-
bulenta tornam-se idénticas as da camada limite laminar. O
presente trabalho segue a teoria de Shvab-Zeldovich!®='! op
de os nameros de Lewis e de Prandt sio supestos serem apro-

ximadamente unitadrios. O nimero de Schimdt pede ser obtido

em relagao aos outros grupamentos como:

S¢ = Le Pr (1)

Como ja foi mencionado este trabalho assume a seqgquinle
hipOtese:

Le = Pr ~ S¢ =~ 1 (2)

EQUAGOES DE EQUILIBRIO

As equacoes de ehuilibrio simplificadas utilizadas nes
te trabalho sao similares as emovregadas por William Forman!?®
para um escoamento kidimensional compressivel, com as se-
guintes modificagdes: o sistema de coordenadas & o cilindri-

Co e a pressao € considerada variavel na direcao longitudi-
nal da camara.

(1) Eguagao da continuidade

P - 3 — _
5T {pr Vr} + 52 (pr Vz) =0 (3)

Observa~se que a eguacao (3} tem a forma similar a equacao
da continuidade para um sistema de um comrponente, apesar de
ter sido obtida pela andalise do principio da conservacao de

massa para um sistema multicomvonentes.

A velocidade média ponderada - massa da mistura de floi

dos & definida através de suas componentes como:

7= 5 ¢k ik (4)
K

onde o indice i corresponde ao da notagao indicial e k repre
senta o k-ésimo componente.
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(2) Equagao da conservagao da quantidade de movimento

linear
3V AV GV
v —2ay, —E- -1 L2 gy (5)
ar 92z p dz pr or ar

(3) Equagao da conservacao de energia

a8 _ 9B Y aB
Vv, — 4V, L =_zdR 18 Ty, (6)

or Jz oq dz pr or ar
onde T

I deT
B= qg_ - al T = TO—- e ul = Yl
T T para o, - 1,1 1
9 W v" =v'7)

A equagao da conservacao de energia foi obtida de forma simi-
lar a William Forman'? utilizando-se da formulagao de Shvab-
Zeldovich considerando entretanto, a pressdo na direcdo lon-
gitudinal a camada limite.

TRANSFORMAGAO DAS EQUAGOES DE EQUILIBRIO

Como as equagoes da camada limite incompressivel  sio
mais simples do que a compressivel & desejidvel escrever as
equagoes (3), (5) e (6) em termos de uma camada limite incom
pressivel hipotética.

Logo define-se uma nova coordenada radial ¢ por:

o]

r
L' = J (- &) ar (para r # 0) (7)
Ri r

Uma nova velocidade radial v' pode ser definida como:

1 — = (T 3(pr)
v! = - —Ipr Vr + Vz { (——ﬂ-g-m)r dr] {8)
pu JRi 3z

e finalmente define-se uma nova coordenada longitudinal por:

=5 dz (para r # 0) (9)
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Utilizando-se das equacdes (7), (8) e (9) e consideran

do o produto pu uma funcao de z somente'?, chega-se a:

av'! avz

'§—C—r + Hé? = (10)
oV v 3 %7

vio—E 4§ 2 z-. -4 (11)
or'! o€ ar! de
Y 38, 9%8. ©

o' — L1 vz T _ g -z dP (12)
oz’ g€ ag ' g de

o)
onde:
Aap .1 dr
de p de

ESCOAMENTO CENTRAL

As velocidades no escoamento central sdo bem naiores
do que as da camada limite, o perfil de velocidade no inte-
rior da camara de reagdo possui uma inclinacio muito acentua
da proximo da superficie interna do combustivel, conforme
ilustrado na figura 4. Pode-se Supox que a velocidade no es-
coarento central, & praticamente uniforme e em funcao da coor

denada z apenas.

Analisando o escoamento na vizinhanca da linha central
da camara, pode~se estabelecer um volume de controle cilin-
drico de raic §, da mesma ordem de grandeza da espessura da
camaca l1imite e de comprimento 1 icual ao da camara de rea-
¢ao. Em conseqiéncia, as equacdes de eguilibrio obtidas na
camada limite podem ser utilizadas nesse vproblema. Conside-
rando que o escoamento central tem uma velocidade VC unifor-
me, mas em desenvolvimento, com a componente V:(e) na dire-

¢ao do eixo coordenado z, a equacgao (11) pode ser reescrita

na forma:
av®
A ) - (13)
de < de

para o escoamento central na regiac fora da camada limite.
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Um conjunto de solugoes das equacoes da camada limite
fol obtido por Howarth'®’ e Tani!'. Estas solucgdes relacionam
0s escoamentos potenciais dado por:

vgfe) =a + a

o 1 7 n=1,2,3...) (14)

Admite-se n = 1 na equagac {14) e obtém-se os coefici-
entes constantes a, € a, através das condig¢Ges de contorno
na entrada e na saida da camara de reacdoc, isto é:

Para € = 0; V© =V logo a_ =V (LS}

z e 0 e
onde V_ é a velocidade central do fluido na entrada da céma-

ra de reacdo.

A segunda condigao de contorno & obtida através da e-
quagao da continuidade aplicada a um volume de controle esta

belecido em toda a camara de reagao.

g =m .+ mg o= M. (L + F) (16)

Da equagao acima tem-se:
Ve Par
=12 a1 +r - 1] (17)
€

S Dp

Para £ = ¢_; a, =
r s’ 71

Com as equagoes (13), (14), (15) e (17)conclui-se que

a derivada dP /de pode ser calculada pela equagao:

2
v 2
AP, . e (S0 ¢ 4 o] (18)
de Es Es
onde :
e
c =12 (1 +F) - 1) (19)
Py -

SISTEMAS DE EQUAGOES PARA A CAMARA DE REACAQ

Usandc as equagoes de (10} a (14) chega-se ao seguinte

sistema para o problema:
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. v
.a_v_ + —Z . 0 (10)
ag'! 3e
— 2—
W, W, -
v —S vy —2 o 2=alvz (19)
! oe or! '
38 38, 9°p a
vt — 4§ L z=- v, vo (20)
3z e ez’ 9.

Analisando as equacoes acima conclui-se que em um pro-
blema inicialmente de camada limite comoressivel no interior

de um tubo foi transformado em um problema de camada limite
incompressivel em uma placa plana com fluido de viscosidade

© massa especifica iguais a unidade.

CONDICOES DE CONTORNO

As condicOes de contorno para r = ¢ (onde as provrieda

des sao identificadas velo indice "c"), no escoamento cen-

tral sao:
Baar
= 0 (onde a taxa de variagio da concentragao de ar com
ir |c -
¥ no centrc do escoamento central o suposta nula)
BaT
— = 0 (a taxa de variacao da temperatura do fluido com
or lc - -
I no centrc do escoamento central & suposta nula)
3V,
— = 0 (a taxa de variacao da velocidade média no fluxo
ar |c -
com r no centro do escoamento central & suposta nu-
la)
= c . - . .
Vz c = Vz (a velocidade & igual a velocidade do escoamento
central)

Em termos da varifvel ¢' definida na equacao {7) estas

condicoes podem ser €Xpressas na forma abaixo:

Para r -~ 0 tem-se que ' + o,
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=V (21)

o oo

As condigoes de contorno para Gp € o desenvolvidas po

dem ser transformadas em condicdes de contorno na fungao de

acoplamento BT = Oy v G isto é:

T

BuT a&ar

. 9z 3g!

oo 4]

BBT

oz !

I
o

{(22)

As condigoes de contorno para r = Ri (onde as proprie-
dades sao identificadas pelo Indice "R;") na superficie in-

terna do grao de combustivel sao:

.. = 0 (& uma aproximagdo bastante razodvel em muitos
R, sistemas reais'?)
G = constante (uma medida da temperatura de sublimacio
Ry ou de fusao do combustivel s&lido)
v, =0
R.
i
Em termos da variavel adimensional ' definida pela

equagdo (7) estas condig¢des podem ser expressas na forma:

= cte (23)
ar

<
I
o

{24)

Aplicando a Primeira Lei da Termocdinimica na interfa-

ce entre as fases condensada e gasosa tem-se:

- (x_ 2T, = (p T (2 + a) (25)
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A equacao (25) em termos de ' pode ser escrita na for

ma:
oT
K —) = uovlo(2 o+ ) {26)
( I 5z c © g q_
t'=0
onde,
rvr
vi= (- —=) _
0 y r—Rl
Derivando Ay, e considerando a hipdtese de P = 1l,e subs
tituindo na equacao (26) tem-se que:
Bu
— = v' r {27)
(BC ) £ =0 o “cal
onde,
Lo+ qg
r = 4. P
cal
9c
Em termos da fungdo de acoplamento By equagao  (27)
toma a forma abaixo:
38, |
(*-—)' = v' r

ar IC"O o “cal (28)

SOLUCAD DO PROBLEMA DA CAMARA DE REAGAQ

A solugido do problema consiste inicialmente em resol-
ver o sistema de equacdes constituido
cials (10) e (19) com as condicdes de
seguida pode-se obter B, pela equacaoe

pelas equagoes diferen
contorno {2l)e (24),em
(20} e pelas condigoes
de contorno (22) e (23). Substituindo a solugao B
(28) obtém-se finalmente a velocidade de queima
(v.).

r Da equacao

modificada

Para solucionar este sistema de equacoes utiliza-se os
procedimentos convencionais das solucoes de Falkner-Skan.

Procurando solucdes de similaridade genérica da forma:
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V. o(g',e) = v‘;(e) £'(n) (29)

onde: n = & ; £f' = af e
gle) dn
a
gle) = [—255— (a_+ L o)1/?
{Vz) 2

A equagdo diferencial ordindria para a fungao f em ter-

mos de n é:

Fr'r o+ £ EY 4 B(e) 1l - (£9°] =0 (30)
onde
2ale a1
B{e) =-'-'TZ (ao+—€)
{Vz) 2

A condigoes de contorno (21) e (24) podem ser escri~

tas na forma:

Para n = 0; £'(0) =0 {31}
Para n » «; £f'(n) = 1 (32)

Nao foi obtido na equagao (30) um valor de B constan-
te, impossibilitando, portanto, a solugao de similaridade to-
tal para este tipo de problema, porém uma guantidade de B po-
de ser considerada como um parametro constante para gqualquer

valor de & especificado, obtendo-se assim similaridade local.

Para a forma de velocidade do tipo da equagao (29) a

fungao corrente {y) utilizada é&:

Y(g;e) = vg{a) gle) £(n), (33)
sendo v' = - —iim e Gz 1
de sz’

Com a equagac de v' e a condigao de contorno (31) po-
de-se mostrar que a velocidade de queima modificada (v'o) é i

gual a

AL (34)
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Como o objetivo é calcular a velocidade de queima modi
ficada, equacdo (34), torna-se necessario solucionar a equa-
¢do diferencial (30) a fim de se obter o valor de f(0). Ne-
cessita-se, entretanto, de uma terceira condigéo de contorno
para solucionar esta equacio, e essa seri obtida utilizando-
se das equacses (20) e (28).

Usando a equagao (19) e colocando BT em funcao da velo

cidade 37, pode-se modificar a equacdo (20) vara:

2 —

vV e, 3R v
( 2)2 —— é _ a]_ chj ( "_T + _..E) =0 (35)
9L SVz BVZ 9

Usando as condicdes de contorno (21} e {24) na solugao
da equagao (35) verifica-se que:

v
Para 7' -+ oo — = - < {36)
oV q
zZ{—= . ¢C 1
v, =V
e
B
Para 7' = 0: H:I = k e]K {37}
v
z v =0
g
onde
v
K = ay ch(ﬁ-z) 2 av
z 5! z

Ao analisar o perfil de velocidade do escoamento in-
terno da camara de reacac através do modelo admitide neste
trabalho, figura 4, conclui-se que o gradiente de velocidade

na diregdo ¢' & nulo no centro da camara de reacdo e a medi-
da que se aproxima do contorno da camada limite, este modifi

ca-se muito bouco, mas no interior o gradiente da velocidade
tem um Crescimento bem acentuado e finaliza com um valor mui
to grande no contorno ' = 0. Logo, o valor da integral na
equagao (37) tende para um valor muito pequeno. Desde que

ay Vg nac tenha um valor muito grande, pode-se concluir que
X tende para zero. Entao a relagao (37) fica igual a:
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_— = k(e) (38)
vV _=0
A

Com os valores (36) e (38) pode-se obter intuitivamen-
te uma funcao BT(VZ} auxiliar, que avesar de nao satisfazer

a equagao (35) nos pontos intermediirios do intervalo vz = 0
a Gz = Vz, satisfaz os valores e suas derivadas nos contor-
nos, e pode ser escrita na forma de:
~v§ k o vi
BV ) ~— + — (V.  V_ - —213) 4+ (39)
T "2 c z "z 1
2qc Vz 2

Pela condigao de.contorno (24) verifica-se que C na

1
equacao (39) & igual a BT{ .
0
Desde que B; seja avaliado no centro do escoamento cen
tral, ¢' - », tem-se:

C
Vo (e)
k(e) = =

(40)

2 C,= =
[ B (V) - B (V) ]+
C T 'z T 2" g - .
v (e) v, =0 NC
0 valor de B;(vz) pode ser avaliado através da equa-
¢ao (35) no contorno ' » », isto &, na regido central da ca-

mara de reacao, entao:

c, 2
- (v.)
Br (V) = - ——E 4+ gS(vS) (41)
T Z J T 2z v =v
g z e
Substituindo
BST ) BBT BVZ
L BVZ 3L
na condigac de contorno (28) e com a relagao (38) tem-se:
avz 1
— =k “(g) r v! (42)
' cal o
g
- {o

Comparando a derivada da relacao (29) e as equagoes

(34) e (40) com a equacdo (42) tem-se finalmente a terceira
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condigao de contorno para a solugdo da equacdo diferencial
(30)

(43)

Entao o problema matemitico fica reduzido a solucionar
a equagéo (30}, uma equagao diferencial ordinaria de tercei-
ra ordem, nao linear, com as condigées de contorno dadas pe-
las equagdes (31}, (32) e (43). Devido a sua nao-linearidade,
necessita-se de métodos numéricos para solucioni-la. Cebeci'Ss
fornece um método de solugao usando os procedimentos de Run-

ge-Kutta,

CALCULO DA VELOCIDADE DE QUEIMA

A velocidade de queima (r } pode ser expressa mais di-~
retamente em termos da veloc1dade de queima modificada (vé)

usando o procedimento abaixo:

A vazao massica de combustivel sHlido que gaseifica de
uma pequena &rea na superficie interna do grac de combustivel

pode ser dado por:

A M. = P rq AR (44)

Considerando a velocidade média do combustivel gaseifi-

cado liberado na superficie do grao (V ), a mesma vazao
massica pode ser reescrita como: Ri
Lm, o= p ¥ M (45}
F Fo r
R

Igualando as equagcdes (44) e (45), considerando a rela-

¢ao entre vig e Vr’R' definida na equacido (26) e a equacao
(34), a velocidade ' go queima do combustivel sélido & igual

a:
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p_ U
// g Ry £(0)

rq(e) = (46)
\pF Ri g{e)

AVALTAGAO DOS RESULTADOS

Considerandoc um estato-reator a combustivel s6lido com

as seguintes caracteristicas:

- Condigoes de v6o : Mach 2,2 ao nivel do mar

- Combustivel sélido : Poliéster (75% em peso) mais perclorato
de awonio (25%)

- Camara de combustac: Comprimento: 200 mm
diametro interno inicial: 35 mm

Pressaoc média: 10 atm.

Obteve~se a velocidade de gueima do combustivel em va-
rios pontos da camara de reag¢ao. Os resultados obtidos atra-

ves da equagac (46) sao transcritos na tabela 1 abaixo:

TABELA 1: Velocidade de queima do combustivel na cdmara de

combustac (DC = 35 mm)

Posicao Velocidade de queima (mm/seq)
2 (mm) Local Média
20 0,609
40 0,364 0,365
60 0,268
80 0,217
100 0,183
OBS.:
LS 2
D - Segac saida difusor ~
L [: CAMaRa
PR - Se¢ao de reatamento DIFySOR— mnmuomuﬁlwnﬁm
C - Safda camara de combustac @@ @

LS - 160 mm
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No calculo da velocidade de queima do combustivel sd1i
do (tabela 1) foi desprezado o valor relativo ao da extremida
de final da camara (z = 100 mm), pols supce-se que esta re-
glao & bastante turbulenta e afasta-se do modelo proposto nes
te trabalho.

Para avaliar os resultados aqui obtidos,utiliza-se uma

equagcao empirica por Schulte!.

0,28 TO,SO

(re) = 0,008 Pca D, total

média

(mm/seq) (47)

onde:

-

P4 © @ pressao média na cémara em bar,

TD,total €& a temperatura total do ar admitido em Kelvim

na entrada da camara.

Substituindo os valores assumidos neste trabalho, ch:
= 10,15 bar e TD,total = 586,76 K, na equacao (47) ,tem-se uma
velocidade de gqueima média de 0,371 mm/s. Comparando este re-
sultado com o valor médio da tabela 1, verifica-se que o va-
lor tebérico obtido neste trabalho & compativel com o obtido

experimentalmente,

Nos estato-reatores a combustivel sélido a queima pro-
voca uma crescente variagao no didimetro interno da camara de
combustao em conseqtiéncia a velocidade dos fluidos na entra-
da da camara de reagdo diminui. Variando os didmetros e as ve
locidades correspondentes calculou-se as velocidades de quei
ma média para varias condigoes, os resultados podem ser vis~
tos no grafico da figura 5. Desses resultados conclui-se que
no estato-reator, apesar da suverficie de queima aumentar du-
rante a operagéo do sistema, a velocidade de gueima diminui,
mantendo aproximadamente constante a quantidade de gases pro-

duzidos, denominada queima neutra.
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CONCLUSAD

As conclusoes deste trabalho pode ser resumida no ex-—
posto abaixo:

- 0 modelo proposto neste trabalho parece razoivel na
medida em que os resultados obtidos apresentam boa concordan

cia com dados experimentais.

. - - ~ j
~ A gueima do combustivel s0lido na camara de combns :
tao nao & homogénea, sendo maior no inicic da camara de rea

¢ao e decrescente na medida em que se aproxima do expansor.

Isto acontece devido ao aumento de velocidade dos gases nes-
ta regiao, e em conseqiéncia diminui a transferéncia de ca-

lor para a superficie do grao.

- A velocidade de queima do combustivel diminui com o
aumento do diametro interno do grao, devido a uma diminuicao

da transferencia de calor para a superficie.
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