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Abstract - High dimensional image data that are now becoming available, offer new possibilities in image
classification, specially when dealing with classes that present very similar spectral response. High dimensional
image data poses, however, the problem of obtaining accurate estimates of the parameters required by statistical
classifiers. This problem is caused by the small number of training samples usually available in rea world
conditions. Different approaches have been proposed in the literature aiming to mitigate this problem. One
approach involves the techniques of regularization of the covariance matrix. This study investigates the
applications of one regularization technique to high dimensional image data. Tests are performed using AVIRIS
data, covering agricultural fields, and the results are presented and discussed

Keywords: sensoriamento remoto, ata dimensionaidade, andlise discriminante regularizada, método
supervisionado, reconhecimento de padrdes

1. INTRODUCAO

A recente disponibilidade de dados em dta dimensondidade, para aplicagbes em
sensoriamento remoto, abre novas possibilidades, até entdo ndo disponiveis com a utilizagdo
de dados tradicionais em baixa dimensondidade como dados LandSat-TM e SPOT, por
exemplo. Dados com resolugdo espectral muito dta permitem a separagdo de classes
espectrdmente muito semelhantes. Pode-se mostrar (Fukunaga (1990)), que com dados em
dta dimensondidade, € possivel separar classes que possuem idéntica resposta espectra, ito
€ vetores média iguals, desde que as marizes covariancia difiram suficientemente entre 5. O
emprego de dados em dta dimensondidade apresenta entretanto, em Stuagbes reals, 0
problema da estimacdo dos parametros requeridos por classficadores edatisticos, em
especid, a estimacdo da matriz covariancia. Sempre que 0 nUmero de amostras de treinamento
€ pequeno, se comparado com a dimensiondidade dos dados, as estimativas dos parametros
torna-se incerta, resultando numa degradacdo na performance do classificador. Por outro lado,
€ conhecida a limitacdo quanto ao nimero de amodiras de treinamento em StuacOes reais, fato
esde, que em principio coloca severas limitagdes na utilizacdo de dados em dta
dimensionaidade, conhecidos como dados hiperespectrais. Na tentativa de minorar os efeitos
causados peo numero insuficiente de amosiras de treinamento, varios pesquisadores vem
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investigando abordagens que permitam uma dterngtiva De um modo gerd, diferentes
abordagens vem sendo propodtas regularmente na literatura, sendo as principais (1) reducéo
da dimensionalidade dos dados, para cada caso em particular, (2) aumento do ndmero de
amostras de treinamento por meio da introducdo de novas amostras, conhecidas como
“amostras ndo rotuladas’, obtidas com o emprego de agoritmos do tipo EM (expectation
maximization) e (3) mehoria na edimacdo dos paametros, especidmente da matriz
covariancia, pelo emprego de técnicas conhecidas como “técnicas de regularizacdo’. Egte
edudo invesiga a utilizacdo das técnicas de regularizacdo da mariz  covariancia,
origindmente propogtas por Friedman (1989) com vistas a classficacéo de dados smulados
(dados sintéticos) e dados reaivos a enologia, a0 processo de classificacdo de imagens
hiperespectrais. Os  experimentos foram desenvolvidos  utilizando-se dados do  sensor
hiperespectra AVIRIS, e a cena utilizada cobre uma area agricola locdizada no Estado de
Indiana — EUA. Eda area foi idedlizada para fins de testes de dados em dta dimensiondidade,
sendo coberta por culturas agricolas que agpresentam um comportamento espectral muito
semelhante entre §, falo este que as torna quase que ndo separaveis a partir de dados
tradicionals em baixa dimensondidade. Esta &ea possui também informagbes rddivas a
“verdade terrestre’ extremamente detdhados, os quais permitem uma andise precisa dos
resultados dos testes desenvolvidos.

2. METODOS

Um dos classficadores mais utilizados no processo de classficagéo de imagens digitais em
sensoriamento remoto € 0 da Maxima Verossmilhanca (MV), e a respectiva fungdo decisio
gpresenta a seguinte forma gerd:
G,(X) = p(X |W)Pw) (1)
XT w s G(X)>G,(X), paratodo j ! i 2)
onde, X € o vetor que representa um pixel individud a ser classficado, p(X |w) representa a
funcdo densidade de probabilidade associada a classe w, e P(w) representa a probabilidade
apriori associada a classe.

A utilizacéo prética do classficador MV, requer a especificacdo da funcdo densidade
de probabilidade (p(X |w)). A experiéncia prética indica a fun¢do densidade de probabilidade
Gaussana como a mais adequada aos dados de sensoriamento remoto. A judtificativa para
este fato, € fornecida peo Teorema Central do Limite. Neste caso, 0 classificador passa a
denominar-se de Mé&xima Verossmilhanca Gaussiana (MVG) e a funcdo decisdo (1), apds
agumas smplificagdes bem conhecidas adquire aforma:

G(X) a -Ins| - (X- m)'s;(X - m)+2In(PWw)) , i=1,.., ndmerodeclasses (k)  (3)
onde m é o vetor média associada a classe w,, e S, é a matriz covaridncia associada a classe
w,. Os pardmetrosmeS,; sfo normamente estimados a partir das amodiras de treinamento
disponiveis, por meio dos estimadores:
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N - ~ 1 8 . T
m—Niia:ixi Si—N_liazl(Xi m)(X; - m) (4)

onde, N; € 0 nimero de amostras de treinamento disponiveis naclasse w, .

Note-se que a funcdo decisdo (3) € quadratica. O processo de classificacdo que a
implementa recebe a designacdo genérica de Andlise Discriminante Quadratica (ADQ). Em
adguns caos, é acetaved assumir que todas as classes compartilham de uma mesma matriz
covariancia comum (S, =S,=..=S). ESte processo de classficagdo € genericamente
denominado Analise Discriminante Linear (ADL), e a matriz covaridncia comum pode ser
estimada por:

~ 18 - S
S=— NiSi N :a Ni (5)
N i=1 i=1
Deste modo, o termo quadrético torna-se comum para todas as classes, entéo a funcéo
decisto (3) smplifica-se, tornando-se umafuncéo linear em X:

G, (X) =- %(x - )TEX - )+ In(PW) 6)

O nimero de pardmetros a serem edtimados, especiamente no caso da matriz
covariancia, cresce rgpidamente com a dimensondidade dos dados. Assm, por exemplo, no
caso de dados LandSat-TM (7 bandas) o nimero de parametros a serem estimados € igud a
28. No caso do sensor AVIRIS (224 bandas) este nimero cresce para 25.200. A degradacéo
na acurécia dos resultados da classificacd com o aumento da dimensionaidade dos dados,
mantendo congtante 0 nimero de amosiras de treinamento, € conhecida como fenémeno de
Hughes ou a maldi¢do da dimensionalidade (Tadjudin (1998)). Este fendbmeno ocorre quando
em um primeiro momento o acréscimo de novas bandas espectrais, faz com que a acurécia da
classficacdo tenda a aumentar acancando um méaximo para a acurécia A patir dai, um
acréscimo no nimero de bandas espectrais passa a causar um decréscimo na acurécia
fornecida pelo processo de classificacdo. Em outras palavras, 0 acréscimo de novos dados, ao
invés de incrementar a acurécia do processo de classificac@o, tende a produzir, a partir de um
momento, o efeito inverso. Este fato € devido a degradecéo da edtimacdo da matriz
covaidncia Este problema, bem como possiveis dternativas para mitiga-1o, vem sendo objeto
de estudo por parte de véarios pesquisadores, como Shahshahani (1994), Hsieh (1998),
Tadjudin (1998), Friedman (1989), Aebehard (1993) e Cortijo F.J. (1999). A técnica proposta
por Friedman (1989), faz uso de dois parametros (I e @) que variam no intervao [0,1].
Através da utilizacdo de diferentes vaores numéricos para | e g, obtémse Stuagdes
intermediarias entre os méodos ADQ e ADL. Estas combinagBes tém por objetivo combinar
em diferentes graus tanto a edtimativa da matriz covaridncia comum das classes, quanto da
malriz covaridncia de cada cdasse individud, resultando em uma edimativa mas confiavel

denominada matriz covariancia regularizada (éi (1,9)).
Como o0 nimero de amodras de trenamento € limitado, as edimativas néo-
tendenciosas éi (4) para cada classe, podem ndo ser confidveis. Nestes casos, a combinagdo

A

linear da metriz covariancia éide cada classe e a malriz covariancia S comum entre as
classes poderd produzir uma mehor edimativa da esrutura bésica das classes, e

1063



1064

consequentemente um mehor resultado na classficagcdo. Este processo s conditui no
primeiro passo da regularizacdo, e é expresso por:

Ay (1-1HQ+1Q
Si(1)= N() 0f£1 £1 (8)
para
N,(1)=(- )N, +IN 9)
kL - .
Q=aQ Q=NS (10)

i=1
onde, éi representa a matriz covariancia prépria de cada classe individua, estimada em (5),
éi (1) representa a matriz covariancia regularizada pelo pardmetro | , N é o somatério das

A

amostras (N, ) de todas as classes, Q a matriz covariancia de cada (:Iasseéi ponderada pelo

tamanho da amostra de treinamento correspondente, e Q é o somatdrio das estimativas Q. A
equacdo (10) tem o objetivo de gustar o grau de influéncia do tamanho das amostras em cada
clase, levando em consideracdo 0 numero tota de amodras €ou o tamanho individuad de
amodtras de cada classe. A equacdo (8) implementa um processo semelhante, porém com o

A

termo Q, resultando no primeiro passo éi (') de regularizacdo da matriz covariancia O
parametro | controla portanto a contribuicdo da estimativa da matriz covariancia éi e da

estimativa da matriz covarianciacomums .

Egte primero procedimento de regularizacdo da matriz covariagncia resulta portanto em
um classificador intermediaio entre os méodos ADL e ADQ, e normamente ja produz uma
melhoria gSgnificativa no resultado do processo de classficacdo, especidmente quando o
tamanho de amodras das classes individuais € pequeno. A regularizacdo introduzida pela
equacdo (8) anda € entretanto limitada, por duas razdes (1) pode ndo redizar uma
regularizacéo  suficiente, s 0 nimero de amodras € inferior ou comparavel a
dimensondidade e (2) gusdar a matriz covaridncia de cada classe por meo da matriz

covaridncia comum pode néo ser a forma mas efetiva para mehorar as estimétivas S,, pela

razéo de que em aguns casos este processo pode introduzir tendenciosdades severas
(Friedman (1989)).

Para corrigir este problema, Friedman (1989) sugere um segundo passo no processo de
regularizacdo, o qua tem por objetivo corrigir o fato bem conhecido de que quando o nimero
de amodiras de treinamento € pequeno, os valores estimados para os autovaores da matriz
covariancia tornam-se tendenciosos. oS autovalores menores 50 estimados ainda menores e
0s maiores ainda maiores. Este segundo passo de regularizacéo é implementado pela equacéo
(12). O efeito deste processo serd diminuir os autovaores maiores e aumentar os autovalores
menores.
0£1 £1

0£gE£l (11)

$0.9=0- 980 +JuS ANl ,
onde:
tr[éi (1)]: éotraco de éi ();
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| : éamatriz identidede.

Nota-se que tr[S. (1 )] é iguad & soma dos autovalores de S, (I ), e portanto o quociente
tr[éi(l )]/ n representa a média dos autovalores de éi (1).
Empregando éi (1,9 no lugar da éi na funcdo decisio (4), a funcdo decisto
regularizada torna-se:
G(X)=-(X-m)'S*(l,9)(X-m)- In|S(I,9) |+ PWw) (12)
Aeberhard (1993), sdienta ndo exidir um processo que permita definir quais as
melhores configuragbes de parametros de | e g, para que se tenha uma probabilidade de
classficacéo correta (PCC) maximizada. A avdiacdo dos resultados do classficador é

redizada experimentamente, com um conjunto de pares de vaores numéricos (I ,g), e entéo
s20 selecionados os va ores onde o resultado tenha fornecido a melhor acurécia

3. EXPERIMENTOS

Os dados espectrais utilizados neste estudo S0 provenientes do sensor hiperespectra
AVIRIS. O snsor AVIRIS digpde de 224 bandas espectrais, utiliza uma plataforma
aerotrangportada, e é consderado um sensor experimental. A cena utilizada cobre uma area
experimenta, locdizada no Estado de Indiana, Estados Unidos. Esta &rea esta ocupada por
culturas que gpresentam respostas espectrais muito semelhantes entre 9, e por eta razéo néo
S50 adequadamente separavels utilizando-se dados tradicionais em baixa dimensonaidade,
condtituindo-se portanto, em uma area adequada para testar a eficiéncia das técnicas propostas
nete estudo. Com este objetivo, foram desenvolvidos uma s&ie de experimentos utilizando
as técnicas de regularizacdo da matriz covaridncia Nesta série de experimentos foram
testados diferentes vaores paa o nimero das amostras de treinamento, para os vaores
numericos de pares (I ,g), e diferentes nUmeros de bandas espectrais, isto €, dimensionaidade
dos dados (de 5 a 185 bandas espectrais). Este conjunto de experimentos permitiu um teste
bagtante completo da eficiéncia do processo de regularizacdo da matriz covariancia, quando
gplicado a0 processo de classficacdo utilizando o classficador MVG, envolvendo classes
espectrdmente muito semelhantes. Algumas das principais conclusdes obtidas, podem ser
dntetizadas na s figuras 1 e 2. Edtas figuras ilustram comparaivamente as exaiddes obtidas
no processo de classficacdo de duas das cinco classes que exibem um comportamento
epectral muito semdhante (Corn-Min (milho plantio direto) e Soy-Clean (Soja plantio
lavrado)). Para melhor ilustrar as vantagens oferecidas pelo processo de regularizacéo,
adotou-se um nimero baixo de amostras de treinamento (200 amostras por classe). Nestes
dois experimentos foram adotados vaores numéicos paa | e g conforme explicitado nas
figuras 1 e 2. O nimero de bandas espectrais (dimensiondidade dos dados) esta colocado ao
longo do eixo horizontal, e a exatiddo do processo de classficacdo ao longo do eixo vertical.
Os vaores numéricos atribuidos aos parametros | e g encontram-se explicitados em ambas as
figuras, para cada curva em particular. Pode-se observar claramente o efeito de Hughes na
curva que representa a exatidao fornecida pelo classficador quadrdtico MVG. A exatidéo da
classficacdo tende inicidmente a aumentar na medida em que novas bandas espectrais S0
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incorporadas. A partir de um certo ponto, entretanto, 0 aumento da dimensiondidade dos
dados tende a decrescer a exatidén. Como também seria de se esperar, o classficador linear,
que para dados com baixa dimensondidade fornece os valores mais baixos de exatiddo, tende
a mehorar a sua peformance a medida em que a dimensondidade dos dados aumenta
Também ede fato vem a comprovar as suposigdes anteriormente expostas. Dado o menor
nimero de parametros a serem estimados, este classficador tende a sofrer menos os efeitos
negetivos do aumento da dimensondidade. As duas figuras ainda ilustram o fato de que o
dasdficador que implementa a malriz covaridncia regularizada (ADR) tende a fornecer as
acurécias mais dtas, a medida em que a dimensionalidade dos dados aumenta.

Figural

Figura 2

CONCLUSOES

O presente edtudo teve por findidade verificar a €ficiéncia de um particular método de
regularizacéo da meatriz covariancia no processo de classficacdo de imagens digitais em
sensoriamento  remoto, contendo  classes  espectramente muito  semelhantes.  Experimentos
foram redizados utilizando dados coletados pelo sensor AVIRIS. Gs experimentos mostraram
a dficiéncia da metodologia proposta, que faz uso de dois pardametros (I e g na
implementacdo de processo de regularizacdo da matriz covariancia. O processo mostrou ser
capaz de atenuar sensvelmente o efeito de Hughes, o qud é claramente visivel nos resultados
obtidos a partir do classficador quadrdtico MVG. Os experimentos mostraram que, para 0s
dados utilizados (imagem AVIRIS) o parédmetro mas reevante foi o paréametro |, que
pondera as contribuigbes das matriz covaridncia estimada para cada classe individud com a
matriz covariancia comum estimada para todas as classes. Os experimentos colocaram anda
em evidéncia um fato com respeito a0 comportamento do paréametro g: os mehores
resultados em termos de acurécia no processo de classificacdo foram aqueles para os quais
g =0. Em outras paavras, ao contrario dos resultados apresentados por Aeberhard (1994), os
experimentos redizados neste estudo, sugerem que 0 parametro g tem pouca relevancia no
processo de regularizagdo. Uma possivel explicagdo para este inesperado resultado consiste
no seguinte o parametro g tende a contrabdancar a tendenciosidade na estimacdo dos
autovalores da matriz covariancia. Sempre que o0 nimero de amostras é pequeno, quando
comparado com a dimensionalidade dos dados, os menores autovalores sdo estimados ainda
menores, 0 oposto ocorrendo com os autovalores maiores. Em outras palavras, a aplicacéo de
g tende a tornar 0 hiperdipsdide Gaussano menos diptico, iso € menos dongado e com
uma dimensio um pouco maior na diregio delgada. E um fato bem conhecido que em
sensoriamento remoto, as classes etéo freqUentemente distribuidas a0 longo da direcdo de
méxima dispersdo dos dados. Incidentalmente, esta € a razéo pela qua a transformada de
Karhunen-Loeve (Componentes Principais), que € baseada na matriz covaridncia comum,
funciona geramente bem como um redutor de dimensondidade. Em outras pdavras, os
autovetores associados aos maiores autovalores em cada classe sf0  gproximadamente
pardelos entre 5. Nestas condigBes, e sendo os pontos centrais dos hiperelipsdides (vetor
médid) muito proximos entre §, o dagamento dos hiperdipsdides individuais tede a
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aumentar a regido de superposicéo e portanto o erro de Bayes. Este fato, peculiar as classes de
sensoriamento remoto envolvidas neste estudo pode ser uma explicacdo do comportamento do
par@metro g no processo de regularizacdo da matriz covaridncia neste particular estudo,
diferentemente do comportamento deste parametro reportado por outros autores. Um
problema relevante a metodologia avdiada neste estudo, consste na identificacdo dos vaores
numéricos para 0s parametros envolvidos no processo de regularizacdo (especidmente o
parametro | ). Efetivamente, ndo existe neste momento um procedimento definido que permita
encontrar-se para cada caso em particular os vaores numéricos mais adequados para estes
parametros, que devem ser obtidos experimentalmente a partir das amostras de treinamento
para cada classe. Deve-se notar que 0 custo computacional para encontrar as mehores
configuragbes de | e g no processamento das amostras nos experimentos, vai crescendo a
medida que aumenta a dimensonaidade.

Como sugestdes para trabahos futuros, pode-se citar: buscar um mehor entendimento
com relacdo a contribuicdo do pardmetro g para a separacdo de classes com comportamento
espectrd  muito semelhantes usando dados reas em dta dimensondidade de sensoriamento
remoto (imagens hiperespectrais); estudar um método mais rgpido para obtencdo das melhores
configuracbes de | ,g e a dimendordidade, a fim de s aplicar 0 mé&odo ADR, com mas
rapidez e eficiéncia
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Fig. 1 - Gréfico de acurécia das amostras teste da classe Corn-min, com estimag&o de parametros usando 200 amostras de treinamento

% de srmdcia paes: SoyCleon MY anashes e menemerio = RO

i,

<5 Ouadnmn

£ lambda= 2, gamasl

—4— Fou b (4]0 DT DB T
4~ e Tedae [125]10 5 00 11K

iy Linsar

cHS R ERNEREA2R2ESAERESR

| I P T T T T T N N T T Y Y T A B O B B
GO0 16 D0 2 G0 6 R of G0 G5 00 06 7076 0 BT 00 6 (D00 VIR0 VR0 IGE 1300 VD 1 LR8N 100K TAD 1T 1A
n® g handas

Fig. 2 - Gréfico de acuracia aas amosiras tesie ga classe S0y-Clean, com estimagao de parametros usando 200 amostras de treinamento
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