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SUMARIO

Este trabalho consta de um conjunto de procedimentos pa
ra determina@iu da localizagao de depositos para produtos agricolas, vi
sando minimizar os custos de transporte e de operagao dos armazens.

0 tratamento do problema e calcado na Engenharia de Sis
temas.

Analisam-se os aspectos economicos da armazenagem e 0S
efeitos da Politica de Pregos Minimos do Governo Federal.

Sao apresentados metodos estatisticos para estimacao dos
parametros de entrada do modelo matematico.

0 modelo e estruturado em termos de programagao linear,
o que torna viavel sua aplicagao pratica visto que o algoritmo para sua
resolucao e amplamente divulgado e faz parte das bibliotecas de progra
mas cientificos dos computadores dos principais centros tecnologicos do
pais.

E dada uma interpretacao economica para o problema dual
associado ao problema considerado, enfatizando-se a importancia do con

ceito de utilidade marginal.
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ABSTRACT

This thesis proposes a set of procedures for localization
of storehouses for agricultural products, the object of the process
being simultaneous minimization of the cost transport and the operational
costs of the storehouses themselves.

Treatment of these problems is based on the principles
of systems engineering. The economic aspects of storing and the effects
of the Minimum Price Policy of the Federal Government of Brazil are
analyzed. Statiscal methods for the estimation of the pa;ameters as
input to the mathematical model are presented.

The model is so structured that methods of Linear
Programming can be applied to obtain solutions in specific cases and
what makes its practical app1icztinn feasible is that algorithms for
such solutions are well known and can be found at the main Technological
Centers of the Country.

An economic interpretation is given to the dual problem

associated to the problem considered, with emphasis on the concept of

marginal utility.
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1.0 - INTRODUGAO GERAL

1.1 - INTRODUGAQ

0 projeto ARPA - Armazenamento da Prndu;iﬁ Agricola, se
propoe a estabelecer um modelo para um sistema de armazenamento e dis
tribuicao da produgao agricola de uma regido, visando a minimizagao dos
custos de transporte e de armazenamento.

0 sistema devera aproveitar, na regiao em que for implan
tado, a rede de armazéens ali existentes, e devera ter caracteristicas
que permitam sua aplicagao a qualquer estado da federagao.

0 problema da localizag@o de fabricas ou armazens tem si
do amplamente abordado na literatura técnica especializada em Pesquisa
Operacional, principalmente a partir da decada passada.

0s metodos de analise estudados nao pretendem gncuntrar
" s0lugoes ideais, pois a complexibilidade dos problemas reais nao permi
te uma perfeita analogia com qualquer modelo apresentado, por mais so
fisticado que seja este. Os modelos visam, primordialmente, servir como
base para a analise do problema, cuja solugao final dependera da sensi
bilidade as mudangas nos parametros, nas restrigdes e nos criterios
de otimalidade.

Os modelos ate aqui estudados podem ser classificados em
duas categorias gerais: modelos utilizando grafos e modelos analiticos.

Ford e Fulkerson |11|, Gomory e Hu |14|, Marks |17] @

Ponsard [20|, estudaram o primeiro tipo de modelo, que consiste numare



de formada por nos interligados por arcos aos quais se associa um custo
e uma capacidade. A aplicabilidade de tais modelos se reduz a medid que
aumenta o numero de nos.

Entre os autores que apresentaram modelos analiticos po
demos citar: Efroymson e Ray | 9| e E1 Shaeib | 1|, cuja analise &€ ba
seada no método "branch-and-bound", de enumeragdo implicita, utilizado
na programagao com inteiros. Este método envolve uma enumeragiu seleti
va que € guiada, em cada estagio, por um Timite na fungdo objetivo, ob
tido naguele estagio.

Uma outra abordagem analitica nos levaria a introduzir u
ma fungao objetivo nao linear, uma vez que os coeficientes desta fungao,
que indicam os custos unitarios de transporte, dependem das distancias
entre os centros de producdo e consumo e os armazens, cuja localizagao
e desconhecida. 0 calculo euclideano desta distancia, introduzirid um
fator quadratico na fungao objetivo, o que aumentaria muito o trabalho
requerido para otimizar tal fungao, pois nao dispomos de um algoritmo
geral para a solugao de problemas nao lineares.

Produramos reduzir o nosso problema a um conjunto de pro
blemas de programagao linear, cujo algoritmo para solugao, o metodo "sim
plex" devido a Dantzig |8 |, & de uso generalizado, podendo-se dispor
do mesmo nas bibliotecas dos computadores dos principais centros tecno
10gicos do pais. Esta redugao foi dificultada por ndao se conhecer a pio
ri as capacidades dos depositos a serem construidos, o que deu origem
a um sistema de restricoes com limite superior variavel. Outro fator que

contribuiu para tomar mais complexo o modelo foi o fato de ter que se



aproveitar a rede de depositos ja existentes. 0 modelo final aqui apre

sentado considera todos estes fatores.

1.2 - ORGANIZAGEO DO TRAEALHO

Alem deste capitulo introdutorio, este trabalho consta de
mais cinco capitulos e cinco apendices.

0 capitulo 2 trata dos aspectos economicos da armazenagem
Nele sao discutidas as caracteristicas peculiares da oferta de produtos
agricolas e os fatores que a influenciam. Introduzimos um Ttem sobre a
Politica de Pregos linimos do Governo Federal, cuja adogao tornou evi
dente a necessidade de uma reformulagao do sistema de armazenagem exis
tente, levando-nos a elaborar o projeto ARPA.

No capitulo 3 abordamos o problema da estruturacao do sis
tema. Nele sao indicadas as maneiras de se obter quantitativamente os
parametros de entrada para o modelo, que sao: produgdo estocavel, cus
tos de transporte, demanda, disponibilidades médias e custos operacio
nais de estocagem.

No capitulo 4, que constitue o nucleo principal do traba
lho, apresentamos o modelo matematico cuja elaboracao foi o objetivo
principal do projeto.

0 capitulo 5 consiste em um exemplo de aplicagao do mode
lo apresentado.

Mo capitulo 6 apresentamos as conclusces do trabalho e
sugestoes para oS que desejarem continuar estudando o assunto.

Nos apendices, de I a V, fazemos uma descrigao sumaria



das principais tecnicas estatisticas e de programagao matematica utili

zadas no desenvolvimento do trabalho.

1.3 - PROJETO PILOTO

Sera elaborado um projeto piloto para o estado de Pernam
buco. A avaliagao de seus resultados fornecera subsidios para as modifi
cagoes a serem introduzidas nos sistemas similares que possam vir a ser
implantados em outras regioes do pas.

A elaboracao deste projeto piloto constituira a fase Il
do projeto que tera inicio em setembro de 1972, e devera ser realizada
no Centro de Prestacao de Servigos Tecnicos de Pernambuco-CETEPE, com

sede em Recife.

1.4 - ABORDAGEM

A estruturacao do projeto foi baseada nos procedimentos
padroes da Engenharia de Sistemas, aplicadas a este projeto especifico.
0 fluxo de informagoes requerido para esta estruturagao & apresentada na
figura 1.1 .|6 |

Observamos que a figura consiste de 3 "loops" principais,

que passaremos a descrever com detalhes.
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LOOP I

LOOP 1II

LOOP III

guintes:

BLOCO A

BLOCO B

: Representa o estagio de planejamento e estruturagao do proje

to

: Este e um "loop" de decisao que especifica o sistema real re

querido em cada estagio de decisao. Determina-se aqui o mode

lo a ser adotado (ver seccao 3.1)

: Este e um "loop" de realimentagao que incorpora os resultados

do Projeto Piloto a ser executado em Pernmambuco. Estes resul
tados modificarao o modelo caso venha a ser aplicado ao res
to do pais.

Os elementos especificos do diagrama de fluxo sao o0s se

Informacao externa sobre o sistema

Compreende os seguintes Ttens:

1. Localizacao dos Centros de produgao

2. Localizacao dos Centros Consumidores

3. Localizacao dos armaznes existentes

4. Estrutura viaria existente

5. Oferta de cada produto agricola

€. Demanda nos centros de consumo, para cada produto
7. Determinacao dos custos unitarios de transporte

8. Determinacgao dos custos de armazenagem

Formulacao do Problema

1. 0 problema consiste em minimizar os custos de distri

buicao e armazenagem de produtos agricolas



2. Estabelecer um projeto piloto para o estado de Pernam
buco

3. Aplicar o projeto para todo o pais

BLOCO C
Estruturacao do sistema
1. 0 sistema e estruturado segundo o modelo matematico a
presentado no Ttem 3.1 .
BLOCO D

Realimentacao de informagdes sobre o sistema

1. Condigoes existentes em Pernambuco
i. Requisitos especiais da area
ii. Dinamica do sistema no espago e no tempo
Este teste devera ser realizado durante o primeiro estd
gio da simulagao.
2. Condigoes existentes no Brasil
i. Requisitos especiais da area
ii. Dinamica do sistema no espago e no tempo
Este teste devera ser realizado durante o segundo esta
gio da simulagao.

BLOCO E

Realimentacao de informagao sobre o problema

1. 0 projeto Piloto foi representativo para o problema
em Pernambuco?

2. A simulacao matematica foi consistente com o teste nas
condigoes reais?

3. Se nao, quais as modificagdes necessarias para a simu

lagao do modelo em Pernambuco?
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4. Se sim, ha necessidade de alguma modificagao para o
sistema em outras regioes?

5. Em caso afirmativo, pode ser aplicado em outras areas.

6. Em caso negativo, considerar a dinamica do sistema no

espago e no tempo.

Descrigao das rotas de informagao:

ROTA a:
Custos de transporte e operacionais como fungao dos Tens

do Bloco A, baseados em dados estatisticos.

ROTA b:

Estimativa da capacidade de armazenagem disponivel e fa

cilidades de transporte, a partir de dados estatisticos.

ROTA c:

1. Mudangas esperadas nos Ttens do Bloco A, em relagdo
ao tempo e ao espago em Pernambuco.

2. Idem, em outras areas,

ROTA d:

Informagoes sobre as variaveis do problema.

ROTA e:

Informagoes sobre as mudangas esperadas das variaveis,



BLOCO C
Estruturagao do Sistema.
1. 0 sistema e estruturado segundo o modelo matematico 8
presentado no T;em 3.0,
BLOCO D

Realimentagao de informagoes sobre o sistema.
Teste da adequagao do modelo adotado, considerando-se:
1. Condigoes existentes em Pernambuco.
i. Requisitos especiais da area
ii. Dinamica do sistema no espago e no tempo
Este teste devera ser realizado durante o primeiro esta

gio da simulagao.

2. Condigoes existentes no Brasil
i. Requisitos especiais da area
ii. Dinamica do sistema no espago e no tempo
Este teste devera ser realizado durante o segundo estagio

da simulagao.

BLOCO E
Realimentagao de informagao sobre o problema,
1. 0 Projeto Piloto foi representativo para o problema
em Pernambuco?
2. A simulagao matematica foi consistente com o tese nas
condigoes reais?
3. Se nao, quais as modificagOes necessarias para a simu

lagao do modelo em Pernambuco?
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ROTA f:
Resultados do sistema consistindo na localizagao dos ar

mazens e sua capacidade.

ROTA g:

Erros na simulagao do programa

ROTA h:

1. Fazer as mudangas necessarias nas variaveis do siste
ma como fungao dos Ttens 1 ou 2 no Bloco D.
2. Corrigir as partes do programa que produzem erro na

simulagao.

ROTA i:
Introduz as mudangas necessarias nas variaveis como fun

¢ao dos Ttens do Bloco E.
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2.0 - ASPECTOS ECONOMICOS DO ARMAZENAMENTO

2.1 - COMERCIALIZAGAO AGRICOLA

Ate mesmo nas economias mais primitivas existem necessi
dades que ndo podem ser satisfeitas pelo individuo, isoladamente, o que
gera a necessidade de intercambio de bens e servigos, Nas etapas ini
ciais do desenvolvimento verifica-se a simples troca direta, cuja e
volugdo conduz as complexas transagoes comerciais das economias moneta
rias contemporaneas.

0s paises em vias de desenvolvimento, ao procurar elevar
rapidamente o nivel de vida de seus habitantes, tem que enfrentar pro
blemas de produgao e comercializagao decorrentes do aumento da demanda
efetiva de alimentos e materias primas agricolas, devido ao alto cresci
mento demografico e ao fluxo migratorio das zonas rurais para os centros
urbanos.

K medida que se amplia o mercado e a demanda dos produ
tos agricolas, os produtores e consumidores se distanciam no tempo e no
espago, pois a produgao se localiza nas regioes que oferecem condigoes
de solo e climaticas mais favoraveis, enquanto o consumo tende a se con
centrar nos centros urbanos. Alem disso, o periodo de oferta & estacio
nal, ocorrendec na epoca das colheitas, enquanto a demanda se mantem por
um periodo mais amplo.

No mercado de produtos agricolas das economias sub-desen
volvidas se observam grandes flutuagoes de pregos a todos os niveis,

especialmente ao nivel do produtor. Os pregos da producao agrimla total
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apresentam deterioracao a longo prazo e alteragoes a curto prazo e
os produtos, separadamente, apresentam variagoes ciclicas no decorrer
dos anos e variagoes estacionais em determinadas epocas do ano. As deci
soes sobre o que produzir num determinado periodo sao baseadas nos pre
gos dos periodos precedentes, o que gera variagdes ciclicas considera
veis.

As oscilagoes ciclicas da produgao agricola e seu carater
estacional, aliados ao fato de que a demanda, alem de poder variar, esta
localizada em pontos diferentes, produzem falhas imprevisiveis na dis
tribuigao. Outro fator que contribue para uma distribuigao imperfeita
e o carater peculiar dos produtos agricolas, que sao volumsos, tem rela
tivamente baixo prego, sdo pereciveis e alem de tudo isto tem sua pro
ducao afetada por fatores climaticos nao controlaveis.

0s pregos dos produtos agricolas flutuam com as mudangas
da oferta e da demanda,e os desequilibrios de mercado sdo aproveitados
por especuladores, que podem obter margens extraordinarias a curto pra
z0. 0Os pequenos produtores nao tem facilidade de armazenamento, e por
tanto nao podem lucrar guardando seus produtos para vende-los na época
oportuna.

Para melhorar a posigao do produtor no mercado,podem ser
tomadas as seguintes medidas: a manutengao de um sistema de ¥formagao de
mercado, facilidades de credito, fomento das cooperativas de comercia
lizagao e implantagao de um sistema de armazenamento eficiente.

As necessidades de armazenamento, no caso de produtos a
gricolas, para evitar perdas e deterioragcao nos periodos de entre-sfra,
sao obvias. As pesquisas neste sentido, no entanto, nao tem dado a ne

cessaria enfase ao problema da localizagao dos depositos, de modo a mi
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nimizar os custos de transporte, nem a determinagao das capacidades de
armazéns que acarretem baixos custos operacionais.
A solugao destes dois problemas & o objetivo do projeto

ARPA.

2.2 - PORQUE ARMAZENAR

Podemos distinguir tres aspectos basicos do arma zenamen
to, no tocante a sua finalidade. |

A armazenagem dos produtos agricolas tem por objetivo fun
damental a regularizagao dos estoques de bens disponiveis, possibilitan
do o atendimento da demanda, que varia pouco durante o ano, enquanto
a oferta se concentra nos periodos de safra.

Objetiva-se também, com o armazenamento, alcancar uma re
lativa estabilizagdo dos pregos dos produtos agricolas, que por sua pro
pria natureza estao sujeitos a toda sorte de oscilagoes especulativas. 0
armazenamento serve, portanto, como instrumento para a defesa da renda
do agricultor.

Podemos citar ainda, como finalidade de estocagem, a me
Thoria de qualidade do produto estocado, o qual se obtem atraves das o

peracoes de beneficiamento.



14,

2.3 - CONDICIONANTES ECONOMICOS DA ARMAZENAGEM

Os postulados economicos que regem os fenomenos da esto
cagem de produtos agricolas, para fins comerciais, podem ser expressos
como segue: |21}

1. A estocagem e realizada ate quando seu custo marginal
iguale o aumento esperado do preculde mercadoria armazenada.

2. A generalizagao da prEtic& de estocagem tende a redu
zir os estimulos para sua efetuagao, na medida em que reduz as oscila
¢Oes de prego, atraves da regularizagao da oferta; no tempo. A recipro
ca e verdadeira.

3. 0 prego médio de equilibrio ao longo do ano tende a
diferenciar-se em fungao do custo marginal de estocagem, nos intervalos

de tempo considerados.

2.4 - POLTTICA DE PREGOS MINIMOS DO GOVERNO FEDERAL

Visando proteger os agricultores contra os transtornos a
vindos das violentas flutuagoes dos precos dos produtos agricolas, foi
instituida, pelo Decreto Lei N979, de 19 de dezembro de 1966, a Politica
de Pregos MTnimos, cujas diretrizes sdo estabelecidas pela Comissao de
Financiamento da Produgao.

A fim de prevenir uma abrupta queda de pregos pagos aos
produtos durante a safra, motivada pelo acumulo estacional da oferta q;i
cola, a CFP absorve o excesso concentrado da oferta ou atraves de aqui

sigoes diretas, que produzem um efeito revigorador sobre os pregos pa



gos, ou por meio de financiamentos, pelos quais os agricultores recebem
uma transfusdao crediticia que os capacita a reter sua produgao, fazendo
a oferta fluir por um perfodo maior de tempo com idéntico efeito revita
lizador sobre os pregos.

A Politica de Pregos MTnimos tem como objetivos princi

pais:

1 - Diminuir a incerteza que envolve o futuro comportamento dos pregos
agricolas
Com o prego minimo, o produtor tem a garantia de que pe
1o menos aquela renumeragao ele recebera, o que o encorajara a assumir

0S riscos inerentes a um dispéndio maior.

2 - Abrandar as flutuacoes estacionais dos precos agricolas

Este efeito e obtido atraves da diluigao da oferta por

um periodo maior de tempo.

3 - Prover credito de comercializacao a lavoura

Com isto, garante-se a existencia de credito, no caso de
haver produgao.

Alem dessas finalidades, que podemos classificar como ¥
mediatas, a PolTtica de Pregos Minimos visa ainda: possibilitar incre
mentos compativeis na renda rural, induzir alteragoes quantitativas e
qualitativas na produgao, auxiliar a politica de abastecimento nacional

e disciplinar a distribuigao geografica da produgao agricola no pais.
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Para atender a tao amplos objetivos, a CFP necessita dis
por de uma adequada rede de comercializagao e armazenagem,

Verificamos a existencia, atualmente, de inumeras regicdes
carentes de depositos para armazenagem de produtos agricolas, ao lado
de outras regides que contam com silos e armazéens operando com capacida
de ociosa e sem perspectivas de uma utilizacao mais economica .

Evidencia-se portanto, a necessidade de uma reestrutura
cao do sistema de armazenagem, com o levantamento das necessidades re
gioes, tomando-se por base a crescente demanda por armazenagem, conse
quencia da adogao desta po]Tticé,e procurando corrigir as distorgdes e

xistentes.
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3.0 - ESTRUTURAGCAO DO SISTEMA

3.1 - CONSIDERAGUES GERAIS

Neste capitulo abordamos o problema da elaboragao do mo
delo matematico para a localizagao dos depositos e a determinagao de
suas capacidades.

Relembramos aqui que o nosso problema consiste em deter
minar os locais onde construir novos depositos, de modo a minimizar o
custo operacional do sistema.

Em lugar de elaborar um uUnico modelo para o projeto, a
presentamos dois modelos, com diferentes graus de dificuldade e sofis
ticagao.

Justifica-se a necessidade desta hierarquia de modelos pe
las seguintes razoes:

1. Espera-se que num futuro proximo, com o inicio de pro
gramas educacionais e de desenvolvimento economico, havera uma gradual
mudanga de condigoes no setor agricola da economia. Com estes desenvol
vimentos, modelos com varios graus de sofisticagao serao mais represen-
tativos da situagao real.

2. 0 modelo deve ser aplicavel a diferentes areas do pas,
com caracteristicas bastante diferenciadas, havendo necessidade portan
to de uma maior flexibilidade na elaboragao do modelo.

3. As diferentes areas do pais podem ser classificadas &
acordo com as seguintes consideragoes:

a) Areas onde nao se espera nenhum  crescimenta num
futuro proximo. Estas areas podem ser representadas por um modelo mais

simples.
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b) Areas onde se espera um rapido crescimento , devi
do, por exemplo, a construgdo de novas fabricas com o consequente cres
cimento abrupto da populagao. Estas areas pedem um modelo mais sofisti
cado.

c) Uma seca ou uma enchente podem causar flutuagoes ines
peradas na oferta dos produtos agricolas. 0 estudo, desta situagao re
quer um modelo probabilistico.

d) Com um modelo probabilistico pode-se considerar a es
tocagem de bens pereciveis, onde as flutuagdes diarias da demanda repre

sentam um fator que nao pode ser negligenciado.

4. Na fase II deste projeto sera necessaria a utilizagao
do computador para a simulagao do modelo. Os custos e a disponibilidade
de mao de obra e de tempo no computador do CETEPE, que sera wutilizado
para este fim, devem ser considerados. Obviamente estes custos aumenta
rao na medida em que aumentar o grau de sofisticagao do modelo.Baseados
nestas consideragoes, foram estabelecidos os seguintes modelos para o

sistema:

MODELO ARPA 1:

A oferta e a demanda dos produtos agricolas € considera-
da deterministicamente previs?ve] e independente do tempo.
0 numero e localizacao dos depositos e variavel.

Podemos esquematiza-lo de acordo com a figura 3.1,
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LOCALIZAGAO VARIAVEL
r= ===
!

: |

. |

. |

OFERTA = sl -

DEMANDA
CENTRO  DETERMINISTICA DEPOSITO DETERMINTSTICA CENTRO
DE DE

PRODUGRO CONSUMO

MODELO ARPA I
FIGURA 3.1

MODELO ARPA II:

As fungoes oferta e demanda sao probabilisticas e depen

dem do tempo.
0 numero e localizagdo dos depositos € variavel.

0 diagrama esquematico de uma unidade operacional corres

ponde a este caso e a da figura 3.2 .

CENTRO DEPOSITO ﬂEQU
PRODUTOR CONSUMIDOR

MODELO ARPA II
FIGURA 3.2



.20,

Na pratica, tanto a oferta como a demanda tem um carater
estocastico, A fim de reduzir os custos, € necessario utilizar os depo

sitos na sua capacidade Otima. Apresentamos, no Apendice IV , um proce

dimento analftico para determinar os niveis adequados de estoque para
um sistema de armazenagem com fungOes de demanda e de oferta probabilis

ticas.

3.2 - ESTIMAGAO DA PRODUGAO ESTOCAVEL

Como produgao estocavel, queremos nos referir a parcela
da produgdo total que demanda armazenagem; em outras palavras: a parce
la da produgao total descontado o consumo imediato.

Este consumo imediato ocorre no proprio local de produgao
devido aos seguintes fatores:

- Estocagem para Consumo proprio dos Produtores

- Transferencias diretas aos Centros de Consumo

Deveremos obter junto ds Secretarias de Agricu1tura, Com
panhias de Armazenagem e demais orgaos relacionados, dados de Produgao
Estocivel em anos anteriores que irao servir de base para nossas anali
ses. E necessario que haja um exame dos dados obtidos para evitar infor
magoes tendenciosas. De posse destes dados, aplicaremos métodos estatTs
ticos (ap. I) que irao permitir a previsao da produgao estocavel no ano
base considerado, para cada centro produtor.

Previsoes deste tipo, geralmente sao feitas ajustando-se
uma curva aos dados disponiveis. Sugerimos o ajuste de um polinomio de

grau n (ap. II).



Devido ao grande numero de polinomios a ajustar (no caso
de Pernambuco: 160 centros produtores e 5 produtos agricolas em media,
daria 800), torna-se mais simples o emprego de polinomios ortogonais (
ap. Il1), visto que, por este processo consegue-se tornar diagonal a ma-
triz de coeficiente das chamadas equagoes normais (ap. I).

Testando hipoteses 15| sobre a nulidade dos coeficien
tes do polinomio, o método determina seu grau, permitindo utiliza-lo na

projecao de producao estocavel no ano base.

Admitamos entao que seja conhecida a estimagao da produ
cao estocavel de um determinado centro produtor {Pk]' Deveremos obter
dados nos armazens existentes afim de determinarmos a distribuicao de
entradas durante o periodo considerado (1 ano).

Como exemplo citamos a distribuigao obtida no  trabalho

"Uma pesquisa basica para um programa global de armazenagem": |21|

Entradas {
Acumuladas
total |- —— — - = y
: |
|
| : '
] ! | :
ol 1 2. 2 12 ~Pmeses

DISTRIBUIGAO DE ENTRADAS DE PRODUTOS

FIGURA 3.3



0 : infcio da colheita
a : fim da colheita
ou seja as entradas sao constantes para o periodo da colheita, e nu
los apos a colheita.Portanto:
a
} P .
Pz =5 (Entradas Medias)
Este sera o valor que serviracomo entrada para o modelo

ARPA 1.
3.3 - DETERMINAGAD DOS CUSTOS DE TRANSPORTE

Os custos de transporte dependem de quatro fatores prin
cipais: | 5|
1. A distancia de transporte
2. Metodo de transporte
. rodoviario
. ferroviario
. fluvial
3. Congestao de trafego em grandes cidades
4. Possibilidade de obtengao de cargas de retorno
Para aplicagao ao nosso caso, consideraremos os dois pri
meiros fatores como relevantes devido as condigoes da regiao onde ira
se aplicar o modelo. |
0 método de calcular os custos pode ser simplificado,con
siderando uma relagao linear com as distancias, afetada de um fator de
correcao relativo ao tipo de transporte utilizado.

Esta simplificacao torna extremamente trivial a deter

minagao dos custos e as excegoes, no caso de rotas com caracteristi



.23.

cas topograficas "sui generis" ou impedimentos naturais, poderdo ser

encaradas como casos isolados e passiveis de uma analise mais detalha

da.

3.4 - ESTIMAGAO DA DEMANDA NOS CENTROS DE CONSUMO

A quantidade de um bem consumida por unidade de tempo e
fungao do prego do bem, do prego dos bens substitutos e complementares,
da renda familiar, do tamanho e preferencias das familias e de outros fa
tores menos relevantes.

A estimagao rigorosa da demanda vai requerer, por conse
guinte, dados sobre todas essas variaveis, para que se possa aplicar os
metodos estatisticos gerais.

De inicio, pode-se introduzir uma restrigao: uma estimati
va sobre consumo baseada nas vendas de produtos pode nao levar a um .re
sultado satisfatorio, pois sempre que o estoque for insuficiente,a quan
tidade vendida sera menor do que a quantidade demandada. Torna-se por
tanto perigoso basearmos nossas analises da demanda de produtos em da
dos historicos de vendas.

Outro problema que surge & o da determinagdo das varia
veis, dentre as citadas acima, que sao realmente relevantes, em cada
caso.

Para contornar estes inconvenientes, damos indicagOes de
como extrair informagoes de dados obtidos atraves de um experimento o
rientado.

Deve-se analisar cada caso isoladamente. Dependendo das



caracteristicas de cada centro opta-se por um tipo de experimento que
possibilite uma estimagdao aceitavel,
0 experimento pode consistir de uma pesquisa junto aos
revendedores de produtos agricolas ou de pesqugﬁas junto ao consumidor.
A seguir analisaremos estes dois tipos de experimento:

3.4.1 - Pesquisa junto aos revendedores de produtos agricolas

Esta pesquisa visara obter informes sobre os seguintes T
tens:
- Estoques no inicio e fim do periodo

- Procedencia do produto

A escolha dos locais a serem visitados, dependera do Cen
tro de Consumo considerado, cujo sistema de abastecimento devera ser bem
analisado. Procurar-se-a obter uma amostra representativa da populagao
estudada.

Desde que nao haja escassez do produto, este experimento
satisfaz, porque o volume de vendas, neste caso, coincide com a demanda.

Havera interesse em se verificar se o Estado & ou nao au
to-suficiente para se suprir de produtos agricolas, determinando-se qual
parcela da populagao e abastecida pela produgao do proprio estado.

Feita a amostra podemos inferir o consumo per capita.

A partir deste dado, conhecendo-se a populagao, teremos
a demanda total.

3.4.2 - Pesquisa junto ao consumidor
Esta pesquisa devera obter informes sobres os seguintes

Ttens: - consumo individual

- consumo de bens substitutos/complementares
- renda familiar
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- tamanho das familias

Este experimento possibilita uma determinacao satisfato
ria da demanda de produtos agricolas. Cada Centro de Consumo devera ser
analisado isoladamente. A obtengao de uma amostra representativa deve le
var em conta:

- Tamanho da amostra

- Nivel de renda

- Habitos alimentares

Este metodo dara uma estimacao da demanda melhor do que
a obtida pelo metodo anterior mas, evidentemente, & mais oneroso e dedi

ficil efetivacao.

3.4.3 - Fungao demanda

A forma da fungao demanda & obtida empiricamente, a par
tir de dados sobre o consumo e as variaveis relacionadas no Ttem ante
rior.

A partir dos dados obtidos no segundo experimento descri
to, podemos derivar a fungao demanda, fazendo uma analise de orgamento
familiares e supondo que oS precos permanecam constantes durante o pe
riodo da pesquisa.

Uma analise de orgamentos familiares visa obter uma cur
va que indique como varia o consumo em relagao as variagoes da renda e
dultamanhn das familias. Isto e feito atraves da comparagao de familias
de diferentes tamanhos e niveis de renda, mas semelhantes em outros as
pectos socio-economicos como ocupagao, escala de valores, localizagao
geografica, etc. 0 que se pretende & que as familias comparadas tenham

curvas de indiferenga similares e difiram apenas quanto ao nivel de ren
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da [18].

Na pratica, isto se faz atraves de uma analise de regres
sao miltipla, onde a variavel dependente & o gasto num determinado pro
duto e as variaveis independentes s3ao a renda e o tamanho familiar, ou
seja:

D=f(n, r)
onde:

D = gasto total num bem, em cruzeiros
r = renda familiar, em cruzeiros
n = numero de pessoas na familia |

0s modelos empiricos deduzidos por Schultz, Moore e Stone
|22}, para a demanda de bens de consumo, nao duraveis, apresentam a for
ma exponencial, que tem sido geralmente utilizada para fungoes deste ti
po.

Com base nestas experiencias, e razoavel supor que O se
quinte modelo se ajuste bem aos dados obtidos:

D = ar®l n2 u (1)
onde:

a = constante, dada em unidades convenientes
cpec,= parametros admensionais
u = perturbagao aleatoria
Logaritmizando (I), obtemos:
log D = S * € log r + c, Togn+ logu

onde: ¢y = log a
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A estimagao desta funcao nos dara os valores de Cy € Cys
que representam as elasticidade renda e elasticidade tamanho familiar
da demanda, respectivamente.

A projegao do consumo futuro pode ser feita com base nas
seguintes hipoteses:

12 - A renda aumentard de maneira uniforme, a uma taxa

5rr , no periodo considerado.

2% - 0 tamanho familiar, no periodu em questao, decresce
An
n

ra uniformemente, na razao

3% - A variacao relativa no nimero de familias, N, sera

dada por: -QEL

0 consumo total no ano t, C,, calculado com base nas hi

poteses acima sera dado por: |18|

" Ar An AN
C=Co 1+ T+, ) 11+
onde:
Ct = consumc total no ano t, dado em toneladas
CU = consumo total no ano base, para um produto dado, expresso em tone

ladas.

Obviamente, a fungao proposta e apenas indicativa. Sera
necessario ajustar funcoes que se adaptem as condigoes existentes em ca
da caso, 0 que constitue uma questiu'empfrica, Acredita-se ser a aborda
gem apresentada suficiente para uma primeira estimativa do comportamen-

to da demanda e expansao do consumo.



3.5 - DETERMINACAO DE DISPONIBILIDADES MEDIAS

Para a determinagao das disponibilidades medias, necessi
tamos do conhecimento razoavel dos seguintes itens:
a) Quantidades e Periodos de Entrada dos Produtos no Sis
tema de Armazenagem
b) Quantidades e Periodos de Saidas dos Produtos no Sis

tema de Armazenagem.

Admitiremos a quantidade de produtos que entram no Sis
tema de Armazenagem, “"constante" durante o periodo de colheita e uma
estimativa de consumo constante ao longo do tempo.

Isto equivale a considerar um grafico do tipo mostrado na

figura 3.4 onde a curva OAC que representa as quantidades que entram
no Sistema e crescente ate o fim da colheita (PontoA) quando se estabili
za ate encontrar a curva 0BC que representa as saidas (consumo do Sistema)

Desta forma a diferenga entre as duas curvas mostra a
quantidade estocada em cada momento.

A figura 3.5 mostra esta quantidade estocada durante o
mes t. 0 estoque medio E, pode ser considerado como a ordenada na meta
de do periodo.

A disponibilidade sera dada por:

onde: C representa a capacidade de deposito em foco
Esta analise & feita para todos os meses de colheita dos

produtos e para todo deposito ja existente, tomando como disponibilida

de media:uij
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onde: & & o numero de meses onde se processa a colheita e o Tndice i re

Quantidades acumuladas

fere-se ao dep0sito e o Tndice j ao produto considerado.

A Q

A
;
|
I
|
|
|
1
|

Quantidade em estoque no mes j.

— . L $
0 1 12 meses
QUANTIDADE ESTOCADA

FIGURA 3.4

QUANTIDADE ESTOCADA EM UM MES
FIGURA 3.5



Disponibilidade media no periodo t ®w, =C, - E

3.6 - DETERMINAGAO DOS CUSTOS OPERACIONAIS

Os custos operacionais medios mensais para o manuseio de
uma'quantidadeqﬁ. de um produto j, em um deposito i,cuja capacidade dis

ponivel para o produto j EKﬁj,EEu dados por :

B

J \
e =01.K.. + .+ [—=+ §. 5
tij =485t Y [Kij i’ %4

onde uj, Yj‘ Bj’ éj sao parimetrcs associados com o processamento do pro

duto j; com dimensﬁes:uj e% em cruzeiros por unidade de volume e Y; €

Bj em cruzeiros
Esta estrutura de custos expressa o fato de que em qual-

quer deposito existem duas especies de custos: os fixos e os variaveis.
Os custos fixos no modelo sao considerados proporcionais a capacidade do
deposito e sao representados por:

custos fixos=a .K.. +y

5 el R

Os custos unitarios variaveis sao representados por:
custos unitarios variaveis = ——Eié—- +5j
1)

e exibem as economias de escala inerentes a qualquer processo. Quanto
maior o deposito, menores serao os custos variaveis unitarios. Esta re
presentagao tambem reflete o fenomeno de que a diminuicao destes custos

torna-se menor a medida que a capacidade aumenta.
Os parametros o 5Y59B5 € 8 sao determinados atraves de
uma regressao miltipla |15| feita com dados obtidos nos depdsitos exis

tentes.



No nosso problema uma das incognitas & a capacidade dos de
positos a construir.Isto implica que ndo conhecemos a priori os custos 0
peracionais destes depositos.

A capacidade dos depositos sera uma fungao das disponibilida

dades medias de estocagem.

K.. = f(W..
ij = Ty

Consideramos como aplicacao no modelo as disponibilidades
medias nos depositos a construir para efeito do calculo dos custos opera

cionais igquais e tendo por valor:

p = numero de armazens construidos e a construir.
Pij = produgao estocavel do produto j no centro produtor i
i = disponibilidade média de amagenagem para o produto j no depfsito

i, ja construido.

ou seja estabelecemos a disponibilidade media de cada deposito para um
dado produto como a média da diferenca entre a demanda e a oferta de ar
mazenagem para aquele produto.

No calculo de p levamos em conta os armazens construidos
e a construir porque a hipotese de ampliagao dos armazens existentes foi

considerada.



Trabalharemos portanto ao longo do processo com oS custos
operacionais diferentes dos custos reais. Apos determinada a solugdo oti
ma com aqueles custos, teremos os valores de HiJ reais, possibilitando-
nos determinar os Kij e uﬁ_custus operacionais. De posse dos novos cus
tos efetuamos uma andlise pos-otima afim de estudarmos as modificacoes in

troduzidas por estes, na solugao otima.
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4.0 - MODELO MATEMATICO

4.1 - INTRODUGRO

Como vimos nos Ttens 3.2 a 3.6,consideraremos como entra
das para o modelo, a oferta, a demanda e a disponibilidade de estocagem
com oS seus valores medios,e os custos operacionais e de transporte.

Observando a representagao esquematica do sistema (figu
ra 4.1) vemos que podemos considera-lo como formado por dois sub-siste
mas:

sub-sistema 1: centros produtores - armazens

sub-sistema 2: armazens - centros consumidores

Os dois sub-sistemas sao interligados pelo conjunto dos
depdsitos. As disponibilidades medias de estocagem para o0s novos depo
sitos sdo fungdo de sua localizagdo, implicando portanto que na repre

sentagdo matematica a 1igagao entre os dois sub-sistemas serd variavel.

SUB-SISTEMA 1 SUB-SISTEMA 2

>

CENTROS PRODUTORES DEPOSITOS CENTROS DE CONSUMO

REPRESENTAGAO ESQUEMATICA DO SISTEMA
FIGURA 4.1



4.2 - MODELO MATEMATICO

Devemos estabelecer um modelo que nos permita determinar:

a), N9 de depositos a construir

b). Disponibilidades medias dos depositos a construir

¢). Incremento nas disponibilidades medias dos depositos exis
tentes

d). Locais para constru¢ao dos novos depdsitos.

e). quantidades transportadas centro produtor-deposito , deposi

to-centro de consumo concentrado.

As disponibilidades medias dos depositos a construir bem
como 0 incremento nas disponiblidades medias dos armazens existentes se
rao dados por vetores V/..0 simbolo T colocado em cima e a direita de

um vetor indica a transposigao do vetor.

T _s
Wi =M Mg - - W)

Ty & wecp (4.1-1)

onde W;, indica a disponibilidade media no deposito i para o produto h;
o n? de produtos a estocar e s e o nQ total de depositos e p. Admitindo

que ja existam q depositos, entao para i=1, 2 ..... q:

V., | I w

i 11+ Yh

w- !

i2 Fiz * Yiz

_ _ (4.1-2)
. i

18 "is * Wis
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onde:
r.n: disponibilidade media para o produto h no deposito 1 (ja
construido)
H{h: incremento de disponibilidade media para o produto h no de

posito 1.

As quantidades transportadas de cada produto dos centros
produtores para os depositos e destes para os centros de consumo concen

trado serao dados pelos vetores X: @ Ti. respectivamente.

T
x.Iﬂ |x1 .IT X1 x LR x

20 *upi K2 vt X2 pieeeer Xnqieer X5 pi)

S TN N (4.1-3)

;
Yir Y oy mi Y20 Yamicee Youq Yo mil

i=1,2,...,8 (4.1-4 )

onde:
n: n? de centros produtores
m: n? de centros de consumo concentrado
Hh sf quantidade transportada do produto i do centro produtor h
para o deposito s

¥ : quantidade transportada do produto i do deposito f para

f gi
0 centro de consumo g.
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os dados para o problema sao:

a). nQ de centros produtores (n)

b). n? de centros de consumo concentrado (m)

c).

n? de produtos a estocar (s)

d). nQ de depositos existentes (q)

e).

f).

produgdo estocavel media de cada produto em cada centro pro

dutor i. P,

l--T - g

Pi= Py Pig +e Pyg)

-i=‘[-| 2, --;,n (4-1-5}

onde: Fij indica a produgao estocavel media do produto j no
centro produtor i.
a demanda media para cada produto em cada centro de consumo

concentrado j.

J=1,2, ..., m (4.1-6)
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9). os custos de transporte dos centros produtores para os depo
sitos para cada produto k. Para cada produto k representare

mos estes custos por um matriz

|-- -
Crik: Caai woevemeneeeenes C1 ok
Cote Copg wvvveeees covees Copp kA 85 s
: : : (4.1-7)
I:I"I“( EnZk ----- I E R " w cnpk
onde: cijk indica o custo unitario de transporte do produto
k do centro produtor i para o deposito j.
h). Os custos de transporte do deposito aos centros  consumido
res do produto k.
Representando-os por matrizes temos:
I -
d].lk d]zk ------- R EE d]mk
d
21k d22k IR RN 2 dka
dk= . h . (4.1-8)
dpik ;{sz reseserenneens donk

onde: dijk indica o custo unitario de transporte do produto

k do deposito i para o centro de consumo concentrado

i

i). os custos operacionais nos depositos, que representaremos

por uma matriz T,



CHE

] R .1-9)

tp1 tpz .--------n---or-....t

E B

onde: tij indica o custo operacional unitario no deposito i

para o produto j.

j). o conjunto dos locais viaveis,

L= {L]t Lz Pes e E Ry Lp-q}

Nada foi dito anteriormente quanto a determinagao dos lo
cais viaveis, cabendo portanto no momento uma exp]icaqiuisahre esta de

terminagao.

Locais Viaveis:

Entre os municipios do estado podemos determinﬁr, a prio
ri, aqueles que, por suas caracteristicas geograficas, socio-economicas
e politicas, apresentam melhores condigoes para a localizagao dos depo
sites.

Tais municipios, considerados locais viaveis, deverdo a
tender ao requisito de facil acesso, ou seja, a rede viaria que 0 serve
de \era proporcionar facilidade de transporte dos centros produtores aos
depositos e destes aos centros consumidores.

Nesta determinacao serao considerados ainda os seguintes
fatores; populacao, producao agricola, eletrificagao, abastecimento d'
agua e clima.

Dentre os municipios assim determinados, serao definidos,

utilizando-se o modelo matematico aqui apresentado, que leva em conside
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ragao os custos de transporte e de armazenagem, aqueles locais em que

se devera construir os armazéens.
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4.3 - FORMULAGAO DO MODELO

Podemos esquematizar graficamente o nosso problema da se

guinte maneira: >

FORMULAGAO DO MODELO
FIGURA 4.2

e formula-lo como:

mi X, = - 5
LR Mok G TR N g [ I g )

Sujeito a:
P Lo
;”m‘ ik i}g e D
s Jeipe: s
g fae € Yo FAE e k
1ZH'i.Ir. > Fhk K=1,2, eeun s (4.2-1)
Xijk» O Y i, 3,k
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Para melhor compreensao da solugao encontrada, considera

remos inicialmente o caso de apenas um produto.

4.3.1 HModelo

considerando-se apenas um produto

¢ao de 3.6.1,
min

Sujeito a:

L %55

J

— ey
>
-l

[

Considerando-se um Unico produto a estocar,a esquematiza

torna-se:

= i3 t.
X % E Xi5 G5 * g I Yij dis + % :

J

[

D (4.3-1)
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Por ser desconhecida, a priori, a localizacao dos
novos depositos, poder-se-ia cair em um problema com funcao objetivo
nao linear. Para efeitos computacionais isto traz grandes inconvenien
tes desde que programas para programacao nao linear nao sao ainda fa
cilmente disponiveis nas bibliotecas dos computadores. Este inconve
niente & evitado, com a interpretagdo economica dada ao problema dual,
que permitiu a decomposigao do problema e sua resolucdao atraves da
programagao linear. No tratamento que nds demos ao problema considera
mos como ponto de partida que as disponibilidades medias de estocagem
eram fixas. Resolveriamos este problema e procurariamos em seguida no
vos valores para as disponibilidades medias de armazenagem que nos des
sem uma melhor solugao; com esta solugao resolveriamos um novo pro
blema, e assim procederiamos ate atingirmos a solucao otima.
Para compreensao da solugao encontrada torna-se neces

cessario uma interpretagao do problema dual associado:

4.3.2 - Problema Dual

Considerando-se fixas as disponbilidades medias de ar
mazenagem passamos a ter dois problemas independentes, um para cada
sub-sistema.

0 sub-sistema 1 diz respeito aos produtores, ou seja,
considera o problema de transportar o produto dos centro produtores
aos depositos.

0 sub-sistema 2 refere-se aos revendedores, ou seja,

pessoas ou firmas que compram os produtos nos depositos para vender

nos centros de consumo.



0s problemas primarios com os respectivos problemas duais
associados relativos aossub-sistemas sao:

Sub-Sistema 1

min ') - i % Gyt Iy
L J

Sujeito a:
§ Xi5¢ Py

; Xi5€ W (4.3.2-1)

e 0 dual associado a este problema

min {gufi + §vj\-."j } (4.3.2-2)

Sujeito a:

Uyt vy > cij onde Eij = tij +t

De acordo com o que € visto no apéndice V,pagina 123

temos que na solugao otima:
X{VF TC . Xoor Tte TXey = JuPe + JvaMs (4.3.2-3)
0 ”15 1j§1§ij §11 ;ja '
Sabemos que:
3 x{"
é;jgg—— = acréscimo no custo do transporte ao se aumentar a  produ’
i

¢ao do centro i de uma unidade

1)
3 x§
E;‘;;__ = acréscimo no custo do transporte ao se aumentar a disponi

bilidade média do depdsito j de uma unidade



44,

De acordo com (4.3.2-3), temos:

224"
3P "
1
ax§h .
3V, 7Y

vj tem sinal contrario ao de My desde que aumentando a
disponibilidade meédia para armazenagem teremos realmente um decrescimo
no custo de transporte.

Sabemos que o problema primario associado ao sub-sistema

1 tem solugao otima quando:

C%j-{ui+vj]a-ﬂ *“i""’j’&c%j
isto nos leva a dar uma interpretacao economica ao problema.
E economico para o produtor 1 transportar para o deposi
to j ate ao ponto em que a proxima unidade a ser transpnrtaﬁa tenha o
custo de transporte superior a soma entre o acréscimo no custo 20 se au
mentar a producao de uma unidade e o decrescimo ao se aumentar a dispo

nibilidade media de uma unidade.

Sub-Sistema 2

2
min {xé ) - %‘ { ij djl}

Sujeito a:

e < W, j=1,2, ..., P
g Jk J

k=1,2, ..., M
§"'jk 2 Dy



ij >0

o dual associado a este problema e

max {Evé 0, - zuj hG }

Sujeito a:

Analogamente ao item anterior:

2)
!
E;ﬂg—— = uj acrescimo no custo do transporte ao se adquirir dispo
nibilidade para mais uma unidade no deposito j
(2)
3 Xy

At acrescimo no custo de transporte ao se entregar mais

2 Y%

uma unidade no centro de consumo k

2)

> 1§ _

Desde que :;151— tem sinal negativo podemos considera-lo
k

como um Tucro em lugar de um custo.
Teremos uma solugao otima para o primario do sub-sistema

2 quando

dyp = (Vg = ul) 30 S (v = ul) < dgy

ou seja o comprador efetua a compra de mais uma unidade ate o ponto em
que o custo de transporte para esta unidade seja superior a diferenca en

tre acrescimo no lucro no destino e o acrescimo de custo na origem



.46.

Considerando-se esta interpretagao podemos agora dar um
enfoque global ao problema. 0 sistema em consideragao tem que atender
tanto aos produtores (sub-sistema 1) como aos compradores ( sub-sistema
2) e minimizar os custos totais de operagao do sistema. Sabemos ainda

que:

X. = C.. X,.+ Y., d. . +7t. ¥X.. = Yu.P, + v. W, -
0 1z§1.] ij §E,]k \]kg‘lg‘i,] ;ii ;JJ
-gu:j”j + I"IE Dy

isto na solugao otima.

Podemos entao dividir o nosso problema em dois  sub-pro
blemas. No 19 consideraremos fixas as disponibilidades medias de armaze
nagem e procuraremos determinar os valores transportados que otimizam
0 sistema. No segundo procuraremos,de posse de Uy vj, uj e vﬁ , deter

minar novos valores para as disponibilidades de modo a melhorar a solu

¢ao anteriormente encontrada.

0 problema de:

min O =f Pay Cogt & Pak det It %y )
Sujeito a:
[X5¢ P
E s W (4.3.2-4)
Z ?jk > Dy
W, P i
; j ? EP-‘ xij:;t),?'jka,ﬂ,”iaﬂ *11\11‘:
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passa a ter a seguinte formulagao considerando-se os dois sub-problemas

min {X, = X:: Cot Yiooda %0 s }
0 ; § i 19 } Z Jk "k ; i § 1]

EY-?”‘ < W, (4.3.2-5)

que chamaremos de problema 1. 0 problema 2 &:
: = [ o 1
{n,rm {2y =JuP, + )"_\rj Wy + LV Dy = Tuy W)
Sujeito a:
IV 2] P, (4.3.2-6)
] i
e ainda a condigao de tornar vidvel o problema 1.

Obtemos desta maneira um processo que nos leva a determinar

]

a solucao do problema utilizando apenas programagao linear , e seguindo u

1 Problema analogo ao apresentado encontra-se no livro "Programagao Linear”
|13| de Girdo e Ellenrieder com o nome de "Prob. de Progr.Linear relacio

nado"
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ma rotina que se adapta naturalmente 2 estrutura do problema.

4.3.3 - Modelo

Adicionando as variaveis de folga necessarias (Apendice

V, pagina 121), podemos representar (3.6.2.1-5) em forma matricial co

mo :
min KD

Sujeito a:
A1x = t:.I X 20
hz? = bz Y 30 (4.3.3-1)
Bt:r.I =g h1an

onde:

X : e um vetor que representa as quantidades transportadas dos cen

tros produtores para os depositos
T
X 12 **° x1p 221 aes pr A

Y : vetor que representa as quantidades transportadas dos depdsitos

= leT X n! “aa xnpl

para 0os centros de consumo concentrado

T
Y= ¥y, Y Y Y

1220 Yim Y21 Yoo Yom -
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¢ vetor cujos elementos sao as produgoes e as disponibilidades me
dias de estocagem
7 &
by = P, W/ = [Fl Py o Pn "h".l Wy oo Wp]
b2 : vetor cujos elementos sao as disponibilidades medias de estocagem
e as demandas nos centros de consumo
A], AE e B : matrizes dos coeficientes tecnologicos relativos a X,Y e
b1|
e : vetor cujos elementos $30 0S termos independentes das restrigoes

que envolvem o vetor b1.

Fazendo: }
h*= H] ﬂ x*g x b*= .'
.P Az Y 2
e .
E*‘_' B =[B: ﬂ]
0

Podemos representar de forma condensada (4.3.2-4),(4.3.2-

-5) e (4.3.2-6) como:

Problema Drigina12

min xﬂ
Sujeito a:
* % *
A X =b
* & *
B b =e (4.3.3-2)
*
X 20

2. As variaveis de folga necessarias foram adicionadas de modo a tornar
as desigualdades em igualdades.
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Problema decomposto

Problema 1:
min Xu

Sujeito a:
*

A" x*= b
*

X220 (4.3.3-3)

Problema 2:

min Zﬂ

Sujeito a:
E* h*- e*
(A5, )7 6% 0
*
b0

(4.3.3-4)

onde n;1 e a matriz dos coeficientes tecnologicos das variaveis basicas
na solugao otima e a restrigao {A;]]'] b" > 0 impoe que a solugao en
contrada para o problema 2 nao torne o problema 1 inviavel. Para uma me
Thor compreensao da solugao encontrada apresentamos em seguida uma ana

logia com um sistema administrativo.



Sl

4.3.4 - Analogia com sistemas administrativos

Consideremos que o nosso sistema e composto por uma admi
nistragao de produtos e uma administragao de recursos. A administragao
de produtos conhece a funcao objetivo e as restricoes impostas ao vetor
X" (quantidades transportadas centros produtores-depositos, depositos
centros de consumo) para um particular vetor b (produgao media mensal,
disponibilidades medias de estocagem, demanda nos centros de consumo).
A administracao de recursos conhece as restrigoes impostas ao vetor b*.

De posse de um particular vetor b* a administracao de pro
dutos determina o vetor X" que otimiza o sistema. Com a solugao
otima ele obtem tambem o vetor de pregos T e a matriz H;1. Estes ele
mentos vao permitir a administracao de recursos procurar determinar um
novo valor para b* de modo a obter uma solugao melhor que a anterior.En
via este novo valor de b* 3 administragao de produtos que efetua nova
otimizacao determinando novos valores para Il e ATl,praseguindn este pro
cesso ate obtermos a solugao otima.

0 fluxo de informagoes estabelecido entre as administra

cao e o da figura 4.3.

ADMINISTRAGAO o ADMINISTRAGAO
DE g DE
¥
PRODUTOS T A . RECURSOS

FLUXO DE INFORMACOES
FIGURA 4.3

3. 0 vetor de multiplicadores (pregos) M eomvalorMl==u onde:

Nl = Uy Vs u::i Vi |
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4.3.5 - Algoritmo

L

1. Supor conhecido b* inicial e tal que [ﬁ11*]-1 b* = 0 para al
guma sub-matriz quadrada de A*, isto &, tal que exista solu

cao viavel para o problema 1 e para o problema 2.
*
2. Resolver o problema 1 em que o vetor b e a mais recente So

lugao do problema 2 ao alcance. Como resultado da otimizagao,
sao determinados: vetor Il e a matriz A;1.
3. Resolver o problema 2 usando Il e A;1 determinados em 2. 0 re

- *
sultado sera um vetor b .

4. Repetir o ciclo (2 = 3 + 2) ate repetir-se a solugao em 2.

SUPOR CONHECIDO

b* TAL QUE  0S
PROBLEMAS 1 e 2

SEJAM VIAVEIS
RESOLVER PROBLE

MA 1 DETERMINAN
D0 T e A;]

RESOLVER PROBLE
MA 2 DETERMINAN
DO NOVO b

NAO

SOLUGAO OTIMA

ALGORTTMO
FIGURA 4.4
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4.4.0 - Modelo para s produtos

0 modelo levando-se em consideragao a existencia de spmo
dutos a estocar e apenas uma ampliagao do modelo para um unico produto
De acordo com a notagao adotada em (3.6.2-2) podemos re

presentar o modelo formulado em (3.6.1-1) como:

min Kg
Sujeito a
Ay %y = by i : ' .
Restrigoes relativas ao produto 1
Ay Yy = by
R, X, =B
1272 712 Restrigcoes relativas ao produto 2
Ayy Yo = by
X =b
Is 7s Is Restrigoes relativas ao proguto s
25 s = Dos
B Mg = B
B12 b2 = o2 )
........ RPN § Restrigoes relativas aos terwios independen
R i
Bis Dy = &5
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Fazendo: ~
A nn
0 Ay ;
e |20 T
: 0
0 sedsseniass H'RZs_
*
x)'= | X1 Y KXo Yy eina X Yo |
*T_
(67)7= ] byy byy byp Bopeeeecens byg by

B* = |B]1 D B]ZU......... B] U |

onde os elementos de b*, 8" e e tem o mesmo significado dos apresenta
dos em (3.6.2.2). A Unica diferenga € a introdugdo de mais um indice in
dicando o produto.

Podemos entdo enuncia-lo como:

min Kn

Sujeito a:

B b =e (4.4.0-1)

que e identica a apresentada em (4.3.3-2)

A diferenca apresentada neste caso e que, quando fixado
o valor de b*, o problema 1 sera composto de 2 sub-problemas independen
tes (2 para cada produto). O procedimento para obter a solugao otima e

o mesmo descrito em (4.3.5)
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4.5.0 - Resultados

A utilizagao do modelo apresentado dara na solugao otima
um vetor x* e um vetor b*. Como apresentado anteriormente supomos ini
cialmente a construgao de p-q depositos (numero de locais viaveis) alem
da ampliagao dos q existentes.Nas sucessivas resolugoes do problema 2
alguns dos valores que representam as disponibilidades medias para arma
zenagem podem se anular . Nao se deve portanto construir depdositos onde
isto ocorre. Supondo que seja z o numero de valores torrados nulos na so
lugdo Otima, entao o numero de depositos a construir sera:

nQ depositos a construir =p -q - z

Concluindo, teremos com a solugao oOtima

nQ de depositos a construir

nQ de depositos existentes que necessitam de ampliagao

disponibilidades medias dos depositos a constuir

1

acréscimo das disponibilidades medias nos depositos existentes

locais para construcao dos novos armazens

De acordo com as consideragoes feitas no Ttem 3.6 os

custos operacionais para operar uma quantidade qij 530

B :
b = v o Ky g+ e 9y By,

o A
de

terminarmos a solugao otima devemos efetuar os calculos dos custos ope

Para proceder aos calculos atribuimos valores a priori para K;

racionais reais e proceder aumaanalise pos-otima para verificar as con

sequencias das modificagbes introduzidas. 0 procedimento para se efetuar
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uma analise pos-otima e apresentado no apendice I1I.

4.6.0 - Modelo com restricoes envolvendo simultdneamente todas as va

ridveis do problema 1

No modelo apresentado anteriormente considerou-se que nao
existiam restrigoes envolvendo todas as variaveis do problema simultanea

mente. Quando isto ocorre sao necessarias algumas modificagoes no modelo.

4.6.1 - Modelo considerando apenas um produto

Para efeito de simplicidade, consideremos que existe um
nico produto a estocar. Adotando a representagao feita em 3.6.2.2 pode

mos enunciar o problema como:

min xn
Sujeito a:
Ay %+ oY =b (4.6.1-1)
ﬁ] X = b] (4.6.1-2)
AET = h2 (4.6.1-3)
Hb] =g {¢.5.1'4]

X0 Y30 (4.6.1-5)



0 conjunto de restrigoes representados em (3.6.4-1) sao

as que envolvem simultdneamente todas as variaveis do problema 1.

Fazendo:
"A'1 Iz'
A=A 0 o) =[x v
0 Ay ()T = [ b, b,
(eV=[0 e 0] B =[0 b 0

podemos representar (4.6.1-1) - (4.6.1-5) como:

min X

Sujeito a:
* & *
A X=b
E* b*n e*

*
X0

que como vemos & idéntica a (4.3.3-2) e (4.4.0-1).

A diferenga fundamental deste modelo para o anterior en
contra-se no problema 1. No problema anterior o problema 1 consistia de
dois problemas de transporte independentes. Neste caso tal nao acontece

0 problema 1 agora e:



min X,
Sujeito a:
AX +E, ¥ =b (4,6.1-6)
Ax + = b, (4.6.1-7)
Az Y = h‘z [d,ﬁ.'l-&)
X320 Y0 (4.6.1-9)

Para problemas com esta estrutura, existe o algoritmo da
decomposicao | 8|, que permite resolver o problema decompondo-o em sub-
problemas.

0 algoritmo sugerido para resolugao deste problema, cons
ta em linhas gerais do seguinte:

As solugoes X >0 (Y3 0) satisfazendo AjX = by(AY = b, )
definem um conjunto convexo, onde os pontos extremos K1 s KE § xk (
Vi o Yo sl Y ) sao as solugdes basicas. Devemos encontrar uma solu
gao que, alem de atender a estesdois conjuntos de restrigees, tambem
atenda ao conjunto (3.6.4-6). Tal solugdo pode ser colocada como combi
nagao linear dos pontos extremos de (4.6.1-7) e (4.6.1-8), ou seja:

X = Eli X; Eli =1 X 20 Vi
L k
‘!'=§|.|:j1"j :}uj = ] My >0 ¥ J
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Podemos entao enunciar o problema assim:

min Kﬂ
Sujeito a:
K I
Pimxi}*}[‘”jﬁz Y;) = b
K
;11. = 1
L
I
11} 0 uj » 0 =

que € o programa mestre e ao qual nos referimos daqui por diante como o
PPLD].
Resolvendo este problema, determinamos A e My €0 vetor

H* de multiplicadores
*‘l'_ *
{“} -{Hﬂ-sﬂhtﬂ}

Devemos em seguida procurar uma nova coluna que, se colocada na base, me
lThore a solugao encontrada. Devemos entrar na base com aquela coluna
que tenha menor custo relativo (negativo). Devemos portanto determinar:
] * #
min (1, Ej} X; = min y, X,
*
min (I, Ié} j = miny, fj

sujeito as restrigoes (4.6.1-7) e (4.6.1-8) respectivamente.



Determinamos entre solugoes X, e Y, para

min Y; Ki
Sujeito a:

A1 X = b1

X >0

que passaremos a chamar de PPLD2-a

e
min Y, Yj
Sujeito a:
AE Y= b2
Y >0

que sera chamado de PPLD2-b

Se Yy Xx = S5 < 0 a introdugao desta na base ira melho

rar a fungao objetivo. 0 mesmo podemos dizer para

Se ambos forem nao negativos estaremos na solugao otima.-

Caso contrario devemos entrar na base com a coluna mais negativa e

re

solver novamente o PPLD1, definindo novos multiplicadores, efetuando no

vamente o PPLD2-a e o PPLD2-b ate atingirmos a solugao otima. 0 a1gur71

mo para solucao & o seguinte:



* * - *®
1 - Fixar um valor para b , tal que [A]]} ] b- 3 0 para alguma sub-ma
* = -
triz quadrada de A tal que exista solugao viavel para os problemas

1e2.

&i=igil

Determinar solugao basica inicial para o PPLD2-a e PPLD2-b

*

2.2 - Resolver o PPLD1, determinando X, u e T

2.3 _ Resolver o PPLD2-a e o PPLD2-b
2.4

Testar otimalidade. E otimo o problema 1?

Sim: ir para 3.

Nao: voltar a 2.2 entrando na base com a coluna que tenha o
custo relativo mais negativo

3 - Resolver o problema 2, determinando um novo b*e entrar com este va

lor em 2

4 - Repetir o ciclo (2.0 + 3.0 + 2.0) ate repetir-se a solugdo em 2.0.



FIXAR UM VALOR PARA
b TAL QUE 0S PROBLE
MAS 1 e 2 SEJAM VIR

VEIS

l

DETERMINAR SOLUGAD

BASICA INICIAL PA
RA O PPLD-2-a e PA

RA O PPLD 2-b

o

ENTRAR NA BASE
COM A COLUNA

NAO

QUE TENHA 0 CUS
TO RELATIVO MATS

NEGATIVO

T
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RESOLVER
> ppLD ] e
RESOLVER SUBSTITUIR 0 VE
TOR DOS TERMOS
PPLD 2-a INDEPENDENTES PE
LO NOVO,VETOR
PPLD 2-b b
i
TEMOS
SOLUCKO OTIMA
p/PROBL .
1?
SIM ;
EMOS RESOLVER :

SOLUGAO
OTIMA ?

. NR
"‘JgﬂPRUBLEMn 2

PARE

DIAGRAMA DE BLOCOS

FIGURA 4.5



4.6.2 - Modelo para o caso

de s produtos

Para o caso
A11 x} + IE] ?1 + ...
SRR
A 1

de s produtos a representagao sera:

........ + ]UI]S XS+I25 YS =b
= by
= by,

- Ay Xg = byg
ALY

25 5§ = sz

By1byy = ey

Bi2P12 = €2

1sP1s = oy

.63.



Fazendo:
ﬁi]
A
*
A = 0
Overnnnn.
*T r
(X ) =|_I]
*
B =[B), 0
*
(e ) =[§11 0

- . " ooww Izs
sevees B
- A ‘ﬂ
- - .Azs
a0
% Vyowwasn ¥, 1 ]
TR, R By 0 ]
€10 0 .ovnns e;0 ]

e obtemos mais uma vez:

min Xn

Sujeito a:

. *T ..
: (b7)" = [6byy by byy byy -

.64,

+ Dyg Do

A diferenca neste caso e que o problema 1 (decomposigao)

tera 2s estdgios. 0 algorTtmo para solugdo & o mesmo ja apresentado le

vando-se em conta o fato citado anteriormente.

]
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5.0 - EXENPLO

Consideremos para exemplificar um sistema com 3 centros
produtores, 3 centros consumidores e um unico produto a estocar. Deseja
mos localizar depositos de moso a minimizar o custo total de operagao
do sistema. Existem 2 locais viaveis . Consideremos que a demanda media
total nos centros de consumo & igual a oferta media total nos centros
produtores. Isto nao acarreta nenhuma perda de generalidade visto que
senipre pdderemos considerar um centro de consumo ficticio de modo que
aquela iqualdade seja obtida.

Sejam dados:

(120 100 2 5] (5 2 1]
P=|100| D=|1s0o| c<1 3 B

80 50 4 1 3 4 7
u=~;, v=10, B=1,5 e & =0,99

D,=100

ESQUEMATIZAGAO DO EXEMPLO
FIGURA 5.1

Fazendo-se KI = K2 = 150 teremos

1 1,5
3}{]5[]"' ]U"'{T*S-ﬁ

]
e
n

+0,99) X,

o
—
i
-
n

2 60 + xi



min Kn

- SYZI
ou:

min KD

t Vi3
Sujeito a:

0 nosso problema entao e:

n

2I1] + 5X12 + SHEZ + 4K3] +

+ 4T22 + ?T23 + K]] + X]E + X

.66.

Voo M- ¥
K32 + 511 12 13

21 + x22 + xa] + x32 + 60

= EK]] + 6K12 + 2){21 + 4K22 + 5x3] + 2x32 + 5?11 + 2?12 +
+ 3T]2 + 4?22 + ?Y23 + 60
K]I + X]Z = 120
Xz] + XEE = 100
gy + X35 = 80 Restricoes do sub-sistema |
Kjp+ Xy +Eg = W
K]Z + sz + H32 = W, J
Y., + Y, =100 |
11 21
Yi? + ?22 = 150
?]3 + ?q3 = 50 ‘
z > Restricoes do Sub-sistema 2
Mt N2t Nhs= W
Tt Yppt¥y= v

w] - w2 = 300



Resolugao

Iteracgao 1:

1) Fixemos inicialmente:

4 =

150

5040 |[70-0 || 120 120 120
s 6|l o Jd el
100-0 | 0 100 30 70 100
&-1_4 1 > - 4 0 <+ solucdo otima
a0 a0 an 20
5 2 4 5 2 2
150 (150 150 50
= -4 -
1
m=[-1 02 -2 -4]
(1) _
KG = 860

3) Resolucao Sub-Sistema 2

100 50 150
5 2 1 0
100 50 150
I 3 4 7 =9
100 150 50
-1 -2 Y

<— solugao otima

5 xéll + xézi + 60 = 860 + 750 + 60 = 1670
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Devemos agora procurar novos valores para W, e Wy  que

permitan melhorar a fungao objetivo.

Tenos que:
001 1 0 I
00 0 11 |
| .
1 1 0 0O
|
o011,
My 8 1 8 e ResApes L
1T 1. 00
i
1 [0 01 0
T 00T ]
L : |
Iteragao 2:
0 problema e:
100 ]
80 |
* s N]
wax Zp =1b =0-2 2 4 0 2 1 2]
W
2
lr.:.l
y ‘
. 100
L 150
Obs.: despresamos a la. restrigao do sub-sistema 1 e a ultima do  sub-
sistema 2.
max Zﬂ = ~2H1 - sz -90

I

min IG = EH] + sz + 90

sujeito a: [A{]}-]b* > 0



Wy + Wy = 30
-1
1
0

* -]
(Apy) " =p-

ficamos entao com

H1 + Hz -
H] <
HE p
N] - Hz <
w] + wz 2
W, >
H1 + ”2 =

as seguintes

180
180

80
100
250
100
300

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)

restricoes:

A restrigao (7) domina as restrigoes (1) e (5)

M restrigao (6) domina a restrigao (3)

Temos entao:

min Zﬂ = EH1 + EH2 + 90




o
Sujeito a:

180

£t

- W, £ 100

=
W

100

300

Resolvendo, encontramos:

=
n

180

- T
n

120

2) Resolucao Sub-Sistema 1

T | =
[ 0| 400 |120 I 120 120
: !
! 3) 6 0 3 6| -1
1100-0 |0 hoo | 1' 60 |40 |10
i | I : i | | - -,
1 2i-1 .! LII 5 2| 4 |, IZL"_ solugao otima
; g0 g0 | 80 | 80 i
| | |
- 51 zh 4 | | 5 2| 2|
s 20 | L |
Lo e L2 ol |

3) Resolucao do Sub-Sistema 2



130 50 180
5 2 ] 0
100 20 120 +— solucao otima
3 4 7 -2
100 150 50
% -2 .
xéa} = 690
n, =0 -2 -1 -2 -]
X = xé‘) + xézl + 60 =800 + 690 + 60 = 1.550

Iteragao 3:
m=( 2 -2 -4 0 =2 -1 -2)

ro 1 1 0 i
0 0 O 1§
1 1 0 o0
ﬁa . _”__Q__i_]i-___,h_h-__
‘11 0 o
L0 0 1 1|
E 0 0 1 0
[}

—_—
o
=
—
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Ficanos entao:

* -
=M'b =min Z, = 2/

%*
peh I o :
max Zn = I'b = min Zﬂ + 4H2 + 90

0 1

* -
A matriz A, e igual a da iteragao anterior, logo as res

trigoes sao as mesmas.
Resolvendo, encontramos novamente:
W, = 180

W

120

Portanto estamos na solucao otima global.
Podemos agora calcular os valores de K1 e K2 para esta

solugao. Consideremos neste exemplo que Ky = ¥,

] 1,5
K] =5 X 180 + 10 + f]gﬁ“ + 0,99) XS
K, =+ % 120 + 10 + (332 + 0,99) X
2°3 Too~ * 09 %
K] =70 + 1.07 Hi
K, = 50+ 1.002 X,

Como vemos a variagao nos custos variaveis unitarios fo
ram insignificantes dentro da dimensao do problema. E obvio gque a solu
cao original permanecera otima nao havendo necessidade neste caso de e

fetuarios a analise pos-otima de acordo com o procedimento descrito no

apendice 2 .
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6.0 - CONCLUSOES

Com este trabalho nao pretendemos, de forma alguma, esgo
tar o assunto da localizagao de armazens, que, por sua 1mpnrt5ncia,a1ig
da a complexidade dos fatores que a influenciam, merece uma atengao
toda especial dos orgaos de planejamento do pais.

Nossa intengao foi apenas aplicar as tecnicas da pesqui
sa operacional a uma area que vem se resentindo da falta de racionaliza
cao dos metodos utilizados na abordagem e solucao dos seus problemas.

Como enfatizamos na introdugao deste trabalho, a nossa
contribuigao principal esta contida no modelo matematico, apresentado
no capitulo 4. A estruturagao do modelo, permitindo sua resolugao utili
zando-se apenas as técnicas da programacao linear, constitue, a nosso
ver, uma colaboragao valida para a abordagem de problemas deste tipo.

0 modelo ainda & passivel de revisoes e modificagoesy pa
ra o que pedimos as sugestoes dos estudiosos do assunto. lma elaboragao
mais sofisticada podera ser obtida levando-se em conta os fatores do mo
delo ARPA 11, ou seja, as componentes aleatorias da oferta e da demanda.

Os resultados da implantagao do Projeto Piloto em Pernam
buco, que devera ser levada a efeito pelo CETEPE, quando incorporados ao
modelo, deverao atuar como fatores modificativos, originando mudangas
substancias no modelo que, como salientamos, ainda nao se encontra em
sua forma final.

0 modelo em sua forma aqui apresentada, foi elaborado de
modo a atender aos requisitos de um trabalho de conclusao de mestrado,
em Analise de Sistemas.,

A Analise de Sistemas preconiza a adogao de sistemas di
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namicos e flexiveis, que permitam a introdugao de modificagoes e aprimo
ramentos onde se fizerem necessarios. 0 projeto ARPA apresenta estas ca
racteristicas e acreditamos que tenha atingido os seus objetivos imedia

tos.
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mobELo  LINEAR(!)

1.0 - DEFINICAOD

Uma relagdo linear entre uma observagdo fisica Y, e k va
riaveis explanatorias, Xy wee Xpo sera chamada modelo linear estatisti

co, a parametros fixos, quando:

Vi = By Xjp + By Xyp + cene F By Xy * 8y
onde:
xij : valor da j-esima variavel explanatoria, correspondente a i-
esima observagao
Bj : coeficiente de regressao da variavel Y na variavel xj. cons
tante, desconhecido -
e, : residuo aleatorio
Em notagao matricial, estas n equagOes podem ser escritas
como :
]T = XB + ;;7
onde:
.. - . - -
" M ¥z e Nk & %
Ty Koy, Fgg s Kop B v:
Y= A= . g= e = |,
] 1|fn_ 3 a1 *n2 oo xnkﬂ i EnJ Fen*

(1) 0 tratamento descrito neste apendice tambem & conhecido como Regres

sao Multipla. :15}
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2.0 - AMOSTRAGEM

0 objetivo da amostragem consiste em obter informacao a
partir da qual se possa fazer algum tipo de afirmacao ou inferencia
acerca da populagao amastrada(]},

Estas inferencias se fazem a partir de certas fungoes dos
elementos da amostra.

Estamos supondo que o modelo linear se adapta na represen
tacao do processo fisico real.

Essa hipotese pode ser objeto de analise, mas isso foge
ao escopo desse apendice.

Portanto, o mecanismo de amostragem pode ser descrito co
mo sendo:

"Seleciona-se (aleatoriamente ou por projeto) um conjun
to de x's, digamos: x;y, Xip +oos Xqp © da distribuicao da variavel a
leatoria Y (f (Y; X] = Xj70 Xo = Xip on X = X5, )) seleciona-se uma ob
serﬁagiu v,."

Isto & feito para i =1, 2, ..., n de modo gue ho fim do
processo de amostragem teremos uma amostra de tamanho n. Com base na ma
triz X e no vetor observado Y, derivaremos estimadores para o vetor de
coeficientes B e parametros da distribuicao de e.

Cabe frisar que nenhuma restricao foi feita em relagao a

matriz X: seus elementos podem inclusive nao serem todos distintos.

(1) No nosso caso Y sera uma variavel aleatoria com distribuigao

Flys xq5 Xos ony xk}.
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3.0 - HIPOTESES

As suposicoes que podem ser feitas a respeito da fungao
de distribuigao da populagao, vao desde aquelas que meramente  afirmam
esta distribuicao satisfazer as propriedades de uma distribuicao de pro
babilidades, ate aqueles que a especificam completamente.

No nosso caso vamos admitir que os residuos e; sao varia
veis aleatorias independentes, com distribuigao conjunta normal, media
0 e variancia comum o2.

0 problema entao consiste em estimar, a partir de uma a
mostra, o valor de By» 32""Bk e 02.

Trataremos, especificamente, do caso em que as variaveis
explanatorias podem ser controladas completamente, implicando na possi
bilidade de escolha conveniente da matriz X.

Consideragoes sobre a finalidade de experimentagao exi
gem entre outras coisas, que seja possivel inverter a matriz X'X. Embo

ra nao viavel em geral |15, este requerimento sempre podera ser satis-

feito no contexto desse apendice.
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4.0 - ESTIMAGAO

As relacoes abaixo permitem completar os estimadores &,

3
$“, dos parametros 8, cz.

Equacoes Normais (X'X) g = X'Y

Varidncia Amostral  S% = (Y = Xg)'(Y - Xg)/(n - k)

h. ¥

Provam-se as seguintes propriedades, [jSJ :
E (B J=8 (8 & estimador ndo viesado de B)

E [52}= o [52 e estimador nao viesado de g)
g tem distribuigao normal, com media g, matriz de covariancias gE{X‘x}j1
(n - k]SE tem distribuicao chi-quadrada, com n-k graus de liberdade.

B e 52 sdo variaveis aleatorias estatisticamente independentes.

Teste de Hipoteses

Vamos dividir os coeficientes de regressao em dois  sub
conjuntos, 1 e 2, o que equivale a considerar o modelo Y = X8 + e par
ticionado de modo a

Yiis x]ﬂl + xaaz + e

Com a hipotese H, de que g, =0, as variaveis explanato

rias no grupo 1 sdo omitidas, estabelecendo-se o modelo reduzido.

Y = Kz By + e

Dessa forma podemos testar a nulidade de quaisquer con
junto de coeficientes e essa partigao nao acarreta perda de generalida

de desde que podemos reordenar o vetor B.
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0 procedimento para testar a hipotese acima e:
1) Obter as equagoes normais X'X B= X'V e computar §'X'Y
u = . ' v (M
2) Do modelo Y = X, B, + e obter as equagoes normais X, X, EE = X5 ¥,
e computar Eé Ké ¥:

3) Computar:
U - BX'Y-Bo XY n-k
Y'y - g8'x'Y r

onde: r & o numero de componentes do uetnrﬁ.
Prova-se [15| que U tem distribuigao F de Snedecor.

4) Decisao: Rejeita H, se VU > F, (rsn - k)

0
Aceitar Hyse U< F (r, n - k)
onde: F_ (r, n - k) representa a distribuigao F de Snedecor com ni
vel de significancia « e r e n - k graus de Tiberdade [15] .
Todos estes cdlculos podem ser postos num quadro de ana

lise de variancia [15] :

QUADRO DE ANALISE DE VARIANCIA

[GRAUS DE MEDIA
FONTE L IBERDACE] SOMA DE_QUADRADOS|QUADRADOS | ESTATISTICA:
TOTAL n 'y
Redugao devido a B k R AR
Reducao devido a Bl k-r Eé X5 ¥
o ' = ~ 2 2
Reducao devido a B. ro | B'X'Y-g X,Y = ks S 2
. ) 22 1 ; ; 51
ERRO n-k|Y'Y-g'X'Y = (n-k) 52 52 5;

(1) A notacao E2 indica que estamos considerando o modelo com a hipd

tese.
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POLINOMIOS ORTOGONAIS

Adaptado de [15)
1.0 - INTRODUGAD

Modelos polinomiais ou curvelineos podem ser apresenta

dos da seqguinte forma:

2 p

e se constituem em um caso especial de modelos lineares (ver apendice
1}.

A introdugdo dos polinomios ortogonais em modelos curve
lineos e devida a simplificacao dos calculos obtida ao se fazer uma
transformagao nos valores de x de forma a tornar a matriz X'X diagonal.

Pode-se utilizar os polinomios ortogonais para valores
de x igual ou desigualmente espacados. Contudo os procedimentos compu
tacionais sdo mais simples quando os valores de x sao igualmente espa

cados. Discutiremos aqui apenas este caso.

2.0 - POLINOMIOS ORTOGONAIS °ARA MODELOS LINEARES

Consideremos que dispomos de alquns dados aos quais de
sejamos ajustar um polinomio. Consideremos ainda que os valores de X

sao igualmente espacados, isto e:

X] =a+h, XE =a+ 2h, ..., Ki =a+ ih, ..., Xn = a+ nh

Suponhamos que desejamos ajustar aos nossos dados um mo
delo linear:

Ti = Bp + lei + Ei (2.1)
Escrevendo em outra forma:

Vi= o+ ogPy (i - i) + 2, (2.2)
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onde:
P (i - 7) € um polinomio do 19 grau em i - 7
T = Ej___, 1+2+...4n  _ (1+n)n _ 1+n
Tn n 2n S 2
Portanto:

Pr(i - T) = Py(i - Bhec, + (i - B (2.3)

e um polinomio do 19 grau em i - 7 e Cy e C; sao constantes.

Colocando o polinomio em X igual ao polinomio em i-1, te

mos :
+1
By + ByXi = o+ oy o+ Cy (1~ ﬂ-)] (2.4)
Bo + By(atih)=ag + oy [Co+ €y (i - B3N]
” e n+l - :
By + Bia*t Bihymag + op (€ - & 05 Teageys
Desde que isto e uma identidade podemos igualar os coefi
cientes:

e 0 C,(n+1)
coeficiente de i : ED + By = g + “11EU' ___?___

coeficiente de i : Byh = u]CI (2.5)

Quaisquer que sejam os valores de Eﬂ e E] (h #0) pode
mos determinar os Bi desde que os oy sejam conhecidos. Podemos portanto

usar o modelo:

. n+l
Yi =g+ o [+ Cli - =57)] + & (2.6)

ou seja:

Y = Xa + 2



que nos perniite estimar Gy € 0.

determinar ED e El'

1 En +L'Tf_l“ £1
1 g+ ¢,

Temos:

|

HC+-(1—1—C

L 2 1

"1i
|
|
|
|

Desde que podemos estabelecer valores para os constantes
Cn e Cl, escolhamos estes valores de modo a que a matriz X'¥X seja

gonal e tambem eliminemos as termos fracionarios do nodelo, Se n e

=

X'X =

par fagamos C, =1, se n e par facanos C;=2,eCy=0en
dos dois casos. Isto nos da:
= n+1
Y. = oy + u1P1 (i - ——?——} + L
n+1 ?1- n -1
onde: Py - ) = e n impar
(] et ; 1) el Bl n par
Portanto:
'n 0 _] [ﬁ
2 n(ntl) ((n-1) | e Wk Ty gl
0 C ! 0 P.(i - — |
1 12 . L Ef]( 1r“] ]
— | P
! Y5 | - | “G!
x“f=| n+] |a=l._.l
LYy Py (=) | [“U
- s Le

Podemos entao, por intermedio de {2.5),

qualquer

(2.7)

(2:7)"

.84.

dia

fn
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Assim as equagGes normais X'X a = X'V sdo facilmente re

solvidas. Temos:

- -—

o = | (2.8)

I [y G- 20T

Tendo os valores de o podemos facilmente determinar os v
lores de B.

Desde que queremos destar a hipotese a]=D, necessitamos
conhecer:

Redugao devida a oy € o : R{og,oq) = a X'Y

Reducao devida a ay, ajustada para aD:H(a],aU}=a‘X'Y-&'XiY

(Jy;Py [ - (n+1)/2])°
IO P D= (n4)/2]}°

R{a] ay) = R{a?} = &1:-:]? =

R(ays o) = R{ag) + R(ey) = aD Xp,'Y + oy XY =

C(p)? Py O - )2

n

$C Py fi - (n41)/2]¥

os valores de Pe(d - E%l} encontram-se tabulados para varios valores

de n, tornando simples a analise do modelo.

EXEMPLO: Dado

X; [5.1 |5.4 | 5.7 | 6.0 6.3
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Vemos que os X, sdo igualmente espagadcs, e a=4.8, h=.3,

n=5. Usando a tabela com n=5, temos:

Y

1.0 (2.0 [ 4.0 [3.0]5.0[2Y ="

Pyi-Tf2 |1 [0 |1

2 n+ |l

Iy;Pq (i- T—)=9

We=ss I (i-T)]%=1P%=10
Pela equagao (2.8) temos:
o {3.01

.9

|ﬁ5ﬂ "'"_"
X'X [n W =8 - 3

EU+ 4.831
Ull = .‘?}E]

Que nos da §1 = 3.33 &1, By = EU - 19&1

Portanto:
R[u]| uﬂ] = 8.1, R[uu, u1} = 53.1, Y'Y = 55.0
FONTE GL SQ MSQ EST. (U) NQ CRIT.
TOTAL 5 55.0
Rgug} 1 45.0
\R[m] [uﬂ) 1 8.1 8.1 13.5 55.6
ERRO . 3 1.9 .6 l




Adotando-se um nivel de significancia de 5%, temos
Fo(1.3) = 55.6 3
U < F.05 (1,3)

Portanto aceitamos a hipotese By =0
Observacoes:

1 - Desde que, por (2.5), B, & nulo se e somente se o, & nulo, podemos

testar B] = 0 usando o teste para oy = 0

2 - Podemos obter estimagao por ponto e por intervalo de BD e B] usan

do a equagao (2.5).

. e facil de calcular, desde

3 - 0 quadro de analise de variancia dos a

que as quantidades nas equagoes (2.7)' e (2.8) sao facilmente obti

das.

Se desejamos ajustar apenas um polinomio linear, os poli
nomios ortogonais nao sao de grande valia. No entanto se queremos ajus
tar um linear, depois um quadratico, etc. ateé encontrarmos o  melhor
ajuste e se os X, sao igualmente espagados, entdo o uso dos polinomios
ortogonais & de grande auxilio.

Com um procedimento analogo podemos ajustar um polinomio
do 29 grau, 39 grau, etc. Consideremos o caso geral de um polinomio do

p-esimo grau.

B87.
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3.0 - POLINOMIOS ORTOGONAIS DO P-ESIMO GRAU

- 2 P
Vi = Bg+ ByX; + B + .t BT 4 4y (3.1)
onde os X, sao igualmente espacados (X; = a + ih). Podemos representa-b
pelo polinomio:

Yi =0t “lPl{i -1) + usz{i = 1) # ann ¥ upPp(1-1]+£i

{5 Yy Bianng B (3.2)

gnde:

P (i-T):eum polinomio do t-esimo grau em i - 7, e 7 como ja vimos e

igual a B ; ]

Podemos representa-lo por:

o . on+1 n+1
Py = Plli= 1) =Pyl = “‘ﬁ‘“} =ag, + a]t{l = H?—$+...+
. n+ 1.t
ta, (i - _—?__} (3.3)
unde:ﬂut= a]t’ ces att sao constantes, que devemos determinar de modo

que a matriz X'X seja diagonal e tal que todos os elementos em Py $ao
numeros inteiros.

Se substituitmos em (3.1) xi por a + ih e iqualmente os
coeficientes de mesmo grau em (3.1) e (3.2) obtemos um sistema de equa

goes onde podemos determinar os B; em fungao dos &



As equagoes sao:
Coeficientes de i:

Coeficiente de i :

A1] oy + ...+ A1p up = E1] B] S B]p Ep
Coeficiente de ip:
App ap = Epp Bp (3.4)
onde:
n+1

. = - S L =
Ay : & o coeficente de i” no polinomio P, [i - —5—]

& o coeficiente de i° na quantidade (a + ih]t

=)
m

st °

Podemos escrever:

Aa=BR

onde: « e o vetor dos G s B e o vetor dos Ei e A e B sao matrizes(p+l)x

x ( p+ 1) cujos elementos ij-esimos sao A"i.]' e Bij respectivamente .
Desde que A, # 0 (1 =0, 1, ....,p) eBy; 20 (i =2, 1, ...,p) e co
mo A e B sao matrizes triangulares, existen A"l e 87!, Podemos entao es

crever.:

Sabemos ainda que:

B = Ca



-90.

Usando polinomios ortogonais estamos estimando ou testan
do hipoteses com referencia aos ot e Para dizermos algumas coisa em rela
¢ao aos B nos podemos usar as equagoes (3.4).,

Devemos observar um fato muito importante:

onde: p & o termo de mais alto grau (ver equagao 3.4). Isto significa
que, se nos ajustamos um polinomio linear, o coeficiente de X e zero se
e s0 se oy @ zero. Se ajustamos um ao 29 grau o coeficiente do termo do
20 grau e zero se e SO Se a, = 0, e assim por diante. Devemos nos lembrar
que cada vez que nos mudamos o grau do polinomio, nos mudamos todos os
coeficientes. Isto nao se verifica para os o o coeficiente do pa]in§
mio ortogonal de 19 grau e o nao importa quantos termos tenhamos ajus
tado. Isto acontece com o coeficiente de um polinomio ortogonal de grau
qualquer. Utilizando o procedimento dos polinomios ortogonais  podemos,
portanto, sempre adicionar um termo de grau mais alto ate determinarmos
o grau do polinomio que represente adequadamente os dados, Com a utili
zagdao dos polinomios ortogonais determinamos assim o grau do polinomio
que melhor se ajusta. Para deterninar o polinomio devemos utilizar as
equacoes (3.4).

Podemos, voltando a equagao (3.2) escrever O nodelo como:

Y = Xa + & onde:

n_+ | n+ 1,
1 P]{] - —2-—*—) ........ PD{T - _.__2_)
n+l n+ 1
X = 1 P][z = "—'E*---} ........ P”{E - T
] n+ 1 n+ 1
11 502439 s TWESY
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P , temos:

Chamando E P (1 - a2 ]} P (1 - n s ]} de JP_ ’

i=] ‘ c

no P IP, EFP
1P IP% PP, IPyPy

X'X

: 2
(P, PP Iep, I

Como ja foi dito devemos escolher os coeficientes A tais
que X'X seja diagonal. Estes coeficientes ja forma calculados ate n =
= 104 e existem tabelas aonde obtemos diretamente o valor do polinomio
no ponto desejado. Usando estas tabelas os calculos tornam-se extrema

mente faceis. Desde que:

Efi
Py

X'Y =

—
[~
=

-
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tambem : 5
(L¥y Pg)
| - -
R{ﬁq |'I2(]1_El21 =any q*]i uq.l_l: LR ] ﬂp] o R{ﬂq} - —ZP?B_
q

2
Var {Eq} = ~§;§ . As quantidades] Fé encontram-se tambem tabuladas.As

q

unicas quantidades que devemos calcular sao: Ey?, Zyi e Equi{q=l,2,..

. p).

Exemplo:

Nos anos abaixo verificaram-se os seguintes niveis de pe

cipitagao pluviometrica:

s S o --.-.-—.I e e

AND |1944 1945| 1946] 1947] 1948| 1949] 1950] 1951 |1952
Precipitaga |30.2 32.2] 35.1( 34.2| 39.1] 41.3| 36.1| 30.1 |30.5

A —

ANO [1953]| 1954| 1955|
Precipitagao [26.1| 24.8| 28.2

Desejamos determinar o polinomio que melhor se ajusta a
estes dados com um nivel de significancia de 0.02.
Tentaremos ajustar um polinomio do 49 grau. Da takela dos

polinomios ortogonais obtenios:
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(ANO) 1] 2] 3) al s) 6| 70 8] 9l1w})n|12]p?
Precipitagio |30.2(32.2]35.1/34.2]39.1(41.3(36.1(30.1/30.5)26.1|24.8]28.2
P -9 |-7|-s[-3|-1] 1] 3| 5] 7| 9|n]sn
Py -55] 25 | 1| -17| -29| -35|-35 [-29 |-17 | 1| 25 | 55 |12002
P35 -33] 3 l 21 | 25 | 19] 7 |-7 [-19 |-25 [-21 |- 3| 33 [5148
Py 33 33 |-33 [ 130 12| e 28 |12 [-13 |-33 |-27. | 33 |eoos

Portanto:

X'X

]
=

0 12012 0 eei
0 0 5148 ... 0

0 0 8008

y = 32,325 IP; ¥; = 202,30 Py ¥y = - 1.017,5
I Pay; = 445,10 Py v; = 525,10

32,325

202,30
572

a = =1 1175
12.012

445,10

525,10
 g.008 |
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0 quadro de analise de variancia e:

FONTE GL SQ | MSQ F
I

TOTAL 12 | 12.815,99
Redugao d. Bﬂ T | 12.538,87
Residuo 11 272,12
Redugao d.8, 1 71,55 71,55
Residuo 10 205,57 20,56 3,48
Redugao d.E2 1 103,96 103,9
Residuo 9 101,61 11,29 9,21
Reducao d.aa 1 38,48 38,48
Residuo 8 63,13 7,89 4,88
Redugao dirs4 1 34,43 34,43
Residuo 7 28,70 4,10 8,40

—%%f%g > FD.DE (1,10) » aceita-se hipotese que By =0
1_?%_3% < Fo.02 (1,-9) & rejeita-se hipotese que By = 0
_E%f%g 5 FD.DE (1, 8) » aceita-se hipotese que Bé =0
_g%f%% > Foop2 (15 7) @ aceita-se hipotese que B, = 0

0 polinomio que melhor se ajusta aos dados & entao um po
linomio do 29 grau
2
Yi = Bp * ByXy * BXy + 4y
os valores de By» By e B, podem ser determinados atraves das equagoes

(3.4).

Conclusao:

E desejavel obter dois resultados nao significativos con
secutivos antes de decidir o grau do polinomio. Isto porque, se um po
linomio do 30 grau se ajusta aos dados, e provavel que o termo linear
de uma redugao significativa, mas nao o termo quadrado. De fato, se um

polinomio do grau par se ajusta aos dados, qualquer polinomio do grauf’m
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par provavelmente em nada contribuira. Portanto se paramos no 19 re

sultado nao significativo nos podemos perder resultados importantes.
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ANALISE POS-OTIMA

1.0 - INTRODUGAO

Em muitos problemas praticos nao queremos apenas encon
trar uma solucao otima, mas estamos tambem interessados em determinar ¢
que acontece com esta solugao otima quando ocorrem certas mudangas no
Sistema. Gostariamos de determinar os efeitos dessas mudangas sem ter
de resolver um novo problema ou uma série de novos problemas. As mudan
¢as a que o sistema esta sujeito podem representar ou mudangas reais no
sistema fisico que o modelo de programagao representa, ou mudangas fic
ticias que sao feitas para investigar os efeitos da incerteza nos dados
basicos. A aplicagao da programagao linear pode ser prejudicada pelo o
nhecimento imperfeito dos dados necessarios ou por uma completa falta de
dados. Para ter confianga nos resultados finais, devemos investigar co
mo estes resultados dependem dos dados originais. Analisaremos aqui as
duas principais mudangas que podem ocorrer no modelo de programagao 1i
near, ou seja: mudangas no lado direito e mudangas nos coeficientes da

funcao objetivo.

1.1 - MUDANGAS NO LADO DIREITO

Consideremos dois casos:
a) Determinagao de intervalos em que podem variar as res

tricoes permanecendo inalterada a base anteriormente encontrada.

b) Determinagdao de mudangas ocorridas no sistema quando

variamos o lado direito continuamente (programagao parametrica).
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Caso A

Suponhamos que resolvemos um problema de programagao 1i
near (P.P.L.) e encontramos a solucao otima, mas agora ndS queremos mu
dar um dos b, por uma quantidade 6. Temos entao o seguinte problema

modificado:

Ax = b + gb* 1)

onde: 8 : escalar

b* : um vetor com coeficiente unitario na na r-esima

linha e zero em todas as outras linhas.

Seja B a matriz formada pelos coeficientes originais dos variaveis que

estao na base na solucao otima. Multiplicando (1) pela esquerda  por

B'], obtemos
87ax = 87'b + o7 'b»
Fazendo:
g=8"p
g* = B p* (r-8sima coluna de B™))
B']Ax = B + 08* (2)

Isto pode ser representado em forma de tableau da seguinte maneira:

Ao = gy = Saggh %aﬂj (-X5)
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LY

X; = a0+ 0a,0%+ ] a.. {-Kj} (3)

Jz ey

A condigao de otimalidade continua satisfeita, uma vez
que os coeficientes da funcao objetivo nao sao alterados pela variacao
do vetor b . Portanto para ver se a solugao anterior continua otima e

necessario apenas verificar a sua viabilidade.

Procuraremos agora determinar um intervalo de variacao
para os 6.

De (3), tiramos, como condigao de viabilidade:

. B, 3. % 3
K1 aiﬂ % aa!D 0
Para E'D* < 0, vem:
40
a] = min —
1 *
i, a;% <0 Iam |

Obtemos assim um limite superior para 8. Se a,

Vi' teremos: 6, ==, ou seja, a variagao do lado direito sera aberta

Se -;in* > 0 podemos determinar o limite inferior para

8, que sera dado por: -8, , tal que

40
32 = _min
: * > *
1,a.u 0 aiﬂ
- . - o
Se aiu <0, *i , entao 52 .

Portanto um intervalo de variagao para b, , de modo a
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nao alterar a base anteriormente encontrada sera

(b, - 8, » b +0)

CASO B

Nos agora estamos interessados em observar as transigoes

que ocorrem a medida que 0s bi sao mudados continuamente.
Se 0s bi deven mudar continuamente nos podemos escrever:
bi (8) = bi t a0, 82 0 (1) ,

se as mudangas sao linearmente relacionadas. 0 lado direito e conside
rado como uma fungao linear de um parametro nao negativo 6 e 0s a; sdo
constantes que sao os dados de entrada.

Consideremos agora o que acontece com as variaveis bEsi
cas da solugao otima a medida que 6 aumenta. Quando 8 = 0 nos temos o
otimo original. A medida que @ aumenta as varaveis basicas mudarao
seuS valores. Enquanto estes valores permanecerem nao negativos a base
original continua otima. Eventualmente contudo atinge-se um valor

B =8 no qual uma variavel basica, digamos X.» se anula. Isto

max "’
significa que para levar @ alen de 8 pay devemos renover Kr da ba
se e substitui-la por X_ que e alguma outra variavel que tambem e nula
para 6 = Smax,, mas que aumenta em valor O vai alem de Emax e que man

tem a otimalidade.
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Y

Onax max 8
FIGURA T11.1

Plotando os valores de xj (8) como fungao de @ nos ob
temos o grafico mostrado na figura IIL1. A nova solugao otima obtida ao
substituir X por X. terd o seu proprio dominio de validade. Este do

. - cu Y - i ks
minio comecara para 6 = 6. ., e se estendera ate 8 i onde outra varia

vel ameaga tornar-se negativa.

Determinagao de X.

Conhecemos os valores dos variaveis basicas na solu

cao otima original, que sao:

— ® "]
X; = ] Bixbx Bi, : elemento de B

Como b, e uma fungao de & , podemos escrever:

xiw} i zBixbx * ¥ ):Bi:cmx

Podemos ter duas situagoes

I B;,% 7 0 para todo i
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) Bi @, < O  para alguns ou todos i's

No primeiro caso podemos dar a & qualquer valor positivo
sem alterar a viabilidade (] Bi b, 2 0). Portanto a solugao Et%ma
original independente dos valores tomados por 6 . MNeste caso o proces
so do PLP termina pois nada mais ha a fazer . No segundo caso, teremos

um Timite para 6 que sera dado por:

_ I ﬁixhlﬁ ): Er‘r:brc
Budx = Min =
LlBe <0 1 D8l (g0 |
Quando @ = Biiax ° Kr = (0 e deve ser removida da base e

outra devera tomar seu lugar.

Determinacao de Xs

Se xs substitue xr , temos que 0s novos custos reduzidos

serao:
s
* = (.
CJ CJ : Cs
rs
ou
33
* = o
40j 20j : 30s
rs

Se a nova base deve ser otima, s deve ser escolhido de

tal modo que:
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0 novo valor de IS sera:

ag (0)
(o) =

1
aI"5

Temos que:

a,(8) < 0 para o> 4@ . e nos queremos X (8) 3 0.
Logo as candidatas a xs sao aquelas variaveis que tem elementos negati

vos na r-esima linha do tableau. Podemos entao reescrever

i
al“j

i . - e, o] i
Se arj > 0 isto permanecera valido desde que aﬂj e a5

sao maiores que zero. Para a;j 1

[ %5 | 0s 20j
al, = —m— a' >0 =
0J [ Os i 1

s | Faggl  lagy

S sera determinado entao, de modo a que:

] (]
0s 20j
= min

Iars' 'a;jl

onde a;j e obtido da seguinte maneira:

m
a;..] = KE]BFKaKj
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Temos entao uma nova base com xs substituindo xr. Este
processo tem apenas dois possiveis terminos:

1. 0 lado direito torna-se aberto

2. Nao encontramos um 3 ; negativo, o que significa

que nao podemos aumentar 6 alem do maximo atual sem

violar as viabilidades.

0 valor de Z muda, quando & cresce.

Z(e) = = Jbiti -8 [ aivi

1.2 = Mundangas nos Coeficientes da Fungao Objetivo
Vamos mas uma vez cunéiderar dois casos:

a) Determinagao de intervalos em que podem variar  0s
coeficientes da f. objetivo permanecendo otima a'sg

lugao anteriormente encontrada.

b) Programagao Paramétrica.

Caso A

Consideremos inicialmente uma variagao no coeficiente de
uma variavel nao basica (X.) na funcao objetivo.

Sabemos que em cada iteragao se soma um multiplo de uma
linha a f objetivo.

Seja a,. o coeficiente de xc na f. objetivo original e

Oc

dpc O seu valor na solugao otima. Aumentando ¢ de & teremos Oc

seu valor na solugao otima.

+ & com
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Para que a base continue Otima devemos ter:

aGc +46 > 0

§ > -3,

-] > 6 }'Eﬂc

Entao o novo coeficiente da funcao objetivo ag. =

a, + & pode variar no intervalo (g - EEC , =) sem alterar a oti

Oc
malidade da base.

Considerenos agora que a variagao seja no coeficiente de
uma variavel basica (X.).

0 coeficiente que era nulo na solugao Otima passa a ser é.
Queremos anular este coeficiente, devemos portanto multiplicar a linha

que contem X por d e subtrair da funcao objetivo.

0 termo geral sera entao:

— % o (%

Para que a solugao permanega otima devemos ter:
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6, = maximo valor para 6.

0 intervalo de variagao sera:

(B = 825 3. * &)

Caso B

0 caso de programacao parametrica para os coeficientes
da fungdo objetivo, e analogo ao para o lado direito considerando-se o

problema dual.
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UM MODELO MATEMATICO PARA OPERACAO OTIMA DE ARMAZENS

1.0 - INTRODUGKQ

Na analise padrdo de operagdo de armazéns costuma-se o
timizar os niveis de estoque em relagdo a um critério de custo. Tal ana
lise baseia-se na hipotese de que a oferta e a demanda dos produtos @
previsivel e nao estocastica.

0 modelo matematico aqui apresentado considera o carater
aleatorio das fungoes de oferta e demanda.

Para operar um armazem no nivel de estoque que denomina
remos capacidade otima deve-se investigar a probabilidade de esgotar-se
0 estoque. Esta probabilidade, para um dado periodo, depende do nivel
de estoque no infcio do intervalo de tempo e e determinada por fungoes
probabilisticas de oferta e demanda, no mesmo intervalo.

Nesta analise a oferta de novos produtos e tomada como
uma fungao probabilistica, dependente do tempo. A demanda consiste de
uma fungao probabilistica composta de uma demanda diaria flutuante e

de demandas excessivas no intervalo de tempo dado.

2.0 - ESTABELECIMENTO DO PROBLEMA

Suponha que num dado intervalo de tempo O< t< T, a opera
cao do armazem passa por um ciclo completo. Desejamos garantir que nes
te ciclo a probabilidade de se esgotar o estoque nao e maior do que um

valor determinado, digamos F{SG}. Da7 podemos calcular o nivel minimo
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de estoque S, necessario para operar o armazem com a capacidade dese
jada. 0 custo otimo de operagao do armazem, que denotaremos por C;,seri
entao fungao de Sﬂ e outras variaveis X; que determinam o custo de ope
ragao.

* *

Temos pois: Cy = Cp(Sgs %) 1= 1, 2, .0y 1.

C; e determinado atraves da analise deterministica ja pa
dronizada. No que se segue o nivel otimo de estoque sera calculado ba
seando-se numa analise probabilistica da oferta e da demanda.

A probabilidade de esgotar o estoque, para um dado Ttem
estocado, e uma funcao composta do nivel de estoque no inicio do ciclo

e das variaveis aleatorias para a demanda e oferta de estoque.

Logo: P =P (S;» Ppo P,

e o nivel inicial de estoque para o tem estocado i,

[ %]
m

e a probabilidade de que a demanda total em t dias seja maior

=
m

ou igual a D,
P_ €aprobabilidade de que em t dias o numero de unidades que che

gam seja no maximo S.

2.1 - ANALISE DA DEMANDA

Calcularemos PD’ a probabilidade de que a demanda totd em
t dias, para cada item, seja maior ou igual a D.

A demanda € uma fungao composta de uma demanda diaria flu
tuante f; e de uma excesso de demanda f_ que e uma fungao aleatoria do

tempo e da quantidade.
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A demanda diaria para um unico dia pode ser representade
por uma fungao de distribuigao de Poisson deslocada para a direita e

truncada num ponto de demanda minima dy:

Ou seja:
fﬂ (d, dOJ =0 d< dﬂ
=A 4 (d - d,)
_e " 0
fD (d, dﬂ} = Ta- ab]f d» dG (2.1)

A demanda diaria media X e dada por:

A= dﬂ + A (2.2)

A demanda para t dias pode ser obtida substituindo-se dD por

dgt em (2.1).

De (2.1) e (2.2), obtemos:

e ald -4 ) (A - dg) (5 - dg)(d - )
(d - dp): (d - dg) !

Susbstituindo dﬂ por dﬂt:

(X = dgt) 5 . dﬂt}[d - dyt)

f.(d, dnt) =
p\®s %
(d - dot) !
e
X = t(dy + A) (2.3)
Portanto:
f, (d, dit) = 0 d <d.t
o {9 % At (5d-dgt 0
fy (d, dgt) = S d > d,t (2.4)
(d - dgt)!

A demanda excessiva & representada por uma fungao de dis

tribuigao marginal bidimensional fp(j, t).



AT
fe(d, t) = f(n, t) f (i/n) (2.5)
n

fe(dst) e a fungao de densidade que indica que a demanda
excessiva em t dias sera exatamente igual a j.

f (n,t) e a densidade de probabilidade de que serao fei
tas exatamente n requisigoes excessivas em t dias.

f (j/n) e a densidade de probabilidade condicinnal de que
o numero de unidades requisitadas em excesso sera j, dado que n requisi
coes foram feitas.

Agora:

-kt
f(n,t) = € nfkt]n (2.6)

Seja ¢, a demanda excessiva minima para uma requisigao .

Entao né, e a demanda excessiva minima para n requisicoes.

Portanto:
f(i/n) = 0 j< ng,
-né Jj-né
£(5/n) = &—In8) D i > ns, (2.7)
(J - nﬁu]!

e o valor esperado de j e:
J= n(éy + 6)
Substituindo (3.6) e (3.7) em (3.5):

li/6g) -kt ,.n “N&, «\j-né
£ (3, t) = e kt . _e (nd) 0 _

onde:
Ejféﬂl & o maximo inteiro menor que j/§.
A expressao (2.8) e muito complicada para os calculos.
Para simplifica-la, introduziremos uwa aproximagao.

Inicialmente, mudaremos a notacgao:
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De: Para:
kt m

n X

né z

J - né, y
Denotemos: p = 5--ﬂ§- =6

n
Com esta nova nutagan obtemos:

-m_x

f',tz En;' A=y :

s 1) = 155 {Tk-yl - 97} (2.9)
Onde:

11m X-y *z:"F &

e P B
A expressao (3.9) pode ser simplificada do seguinte mo

do:

Deslocando os limites de integragao:

@ oM oX 5 py e X=y X
LSy o - 5 =)

y _=m +7 2 +3 i
=L‘;f—?—————{m"',+my+iq+my—2!——~g—+ ..."‘f—-;-:-g-— "'] =
-m 2 y _-m m{l -p) -mp
=i‘%-'27ﬂ+{mq}+%£}}h+”l (mp)’e =.L.El_le_

Yy Y.

y—
™

Substituindo novamente as variaveis originais:

o KOt (kst)? n§,
{J - ndﬂ]!

fe(i,t) = 2.10)
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Desejamos calcular a probabilidade de que a demanda to
tal em t dias seja no minimo igual a D. (Pp)-
Inicialmente, para encontrar a distribuigao conjunta das

variaveis de Poisson indenpendentes, d e j, devemos formar:

f(d, 3, t) = fy (d, dgt) fc (3, t) (2.11)
Substituindo n por seu valor esperado n = kt, de  (2.6)
vem.

(@07 |G- k0T |

f(d, j, t) = (2.12)

Sabemos que a soma de duas varidveis de Poisson
independentes (d - dﬂt} e (j - kﬁﬂt} se distribue como uma Unica varia

vel de Poisson, com media igual a soma das duas medias simples.

Portanto a distribuigao de probabilidade & uma fun¢ao de
uma unica variavel | d+j -(dgtksp)t?| com media (A + k §).
A probabilidade de que a demanda total em t dias seja

no minimo iqual a D e:

@ =Mt n

e (M) (2.13)

Pn(ts d,. > D) = g
D t n=|0-Ct| n.
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Onde:
D=d + j
C = dn + ké,
H=A + k¢
e |U- Ct| denote o menor inteiro maior que: D - Ct.

2.2 - ANALISE DA OFERTA

Desejamos calcular Ps{t, s¢ S), ou seja, a probabilidade
de que em t dias o numero de unidades que chegam sej no maximo iual a S.

Seja Pu[t] a probabilidade de que haja ao menos um carre
gamento que chegue em t dias.

Denotemos por Ps{u a probabilidade condicional de que a
quantidade de um produto que chegue num carregamento seja no maximo i
gual a S, dado que chega um carregamento.

P! e a probabilidade condicional de que a quantidade

sfu
no carregamento seja no maximo igual a S, se nao chega nenhum carrega

mento.
Claramente:
ST 2.1
Pejg =1 para todo t (2.14)
e
p - (0 se S< quantidade pedida
s/u 1 se S> quantidade pedida
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0 para t< t, (2.15)

P 1-27o(t-tg) para 0< to< t

NORE

A figura IV.] representa P (t)

N . I T

oa(t-t)) /et
i
/ ! FIGURA IV.]

Como t e s sao eventos nao independentes, a probabilida

de de que ambos ocorram e:

P(t, ) = Py(t) Py, (t, ).

Seja:
PU(ts s) = Py (t) Pg)y (L, S) (2.16)
Onde:
P'(t) =1 - Pu[ t)
Ja que P(t, s) e P'(t,s) sdo as probabilidades de dois
eventos mutuamente exclusivos, a probabilidade de um ou outro ocorrer e

a soma de suas respectivas probabilidades.
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Portanto:

Pe(t, s) = P(t, s) + P'(t, s)

ou:

Ps{t, s< S)

Pu Pspu + 11 - Pyl Pgyy (2.17)

Entao:

n
—

P(t, s< §) t< t

= {t*tﬂ} para S< quantidade ordenada

-
PS(t‘ §<3) '{1 para 5> quantidade ordenada

0< ty< t (2.18)

2.3 - PROBABILIDADE DE ESGOTAR O ESTOQUE:

A probabilidade de esgotar o estoque e uma fungao compos
ta do nivel de estoque inicial 51 no infcio do ciclo e das variaveis a
leatorias da demanda e da oferta de estoque

P = P(S;s Pys Po) (2.19)

Seja n, o estoque no armazem no tempo t.

Entao:

n, =S; + St - Dy (2.20)
onde:

S = nivel de estoque inicial no armazem no inicio do ciclo

S; = quantidade que entra devido a novos carregamentos em t dias

S, = quantidade que sai devida a demanda até t dias
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Seja PN a probabilidade de que o estoque liquido no ar

mazem seja no maximo N unidades.

N, = Sj + S, = Dy< N (2.21)
Entao P" e:
FN{"t‘ N) = J Pu{t; nta S; + St - N)d PS{t; 33 St} (2.22)
S
t

Suponhamos que a oferta de produtos e muito grande.Entao
a probabilidade de que PD dependa de St e muito pequena. Podemos, por
tanto, substituir F[:| (ts Dt> S; + S¢ - N) por Pp(ts D> S; - N)e por
para fora do sinal de integral, obtendo:

Py = Py - P (2.23)

N D -

Substituindo (2.15) e (2.m) em (2.24), vem:

[
-Mt n
} 2 ﬁﬂt} para t < t
n=Si-N-Et ’ 9
P {I’! < |".|}=+
w ~a(t-t.) e Mt (ug)"
e X\ ¥ ————EL——ln para t > tg
n=5,i"ﬂ"tt '
(2.24)

Fazendo N = 0 em (2.24), obtemos

PH{nt< 0), ou seja, a probabilidade de esgotar o estoque em t dias

Para determinar o nivel de estoque adequado, fagamos:

P (s;) = "2% Py(ny < 0) (2.25)
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De onde o valor de 5; pode ser obtido para um valor pres
crito de P (S;), (ver figura IV.2).

Denotemos este valor de S, por So

So & portanto o nivel minimo de estoque inicial necessa

rio para garantir que a probabilidade de esgotar o estoque nao é maior

que Ph (Sﬂ].

P(S;)

NIVEL DE ESTOQUE ADEQUADO
FIGURA IV.2

A curva de P\ (S;) @ obtida calculando-se para cada valor
de S; o valor de t para o qual Py(n, < D) € maximo e entdo fazendo Fh (

S;) igual a este na equacao (2.25).
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RESUMO SOBRE PROGRAMACAO LINEAR

0 objetivo da programagao linear e determinar os pontos
extremos (ponto de minimo ou ponto de maximo) de uma fungao linear de
varias variaveis, sujeitas a um conjunto de restrigoes lineares e com a
condigao de nao negatividade.

A formulagao classica de um problema de programagao 1i

near e:
Ein{ 1= Ty 4 E] X + Cp Xp + e +C Kn} (5-1)
.‘l
Sujeito a:
311+K] +ay, Ko + unnn + 3, Xn g b1
(5-2)
a1 Xy 4 3y, Ko+ oenn ta, X $ by
3 XT + X2 T ta Kn b bm
:':] ?( ﬂg xz:‘f G! ---- ¥ xn :} D {5-3]

As desigualdades ' representadas em (5-2) sao as restri
coes e (5-3) as condigoes de nao negatividade. A fungdao Z e denominada

de funcao objetivo. Podemos representar o sistema de (5-1) a (5-3) de

uma maneira mais condensada como:
n
min{ Z = 7, + ; C; X;) (5-4)

X

1. As desigualdades podem ser do tipo de "maiores ou iguais", "menores

ou iguais", podemos ter tambem igualdades.
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Sujeito a:
n
j£1aij Kjg b, 27, veres m (5-5)
!i >0 ¥i (5-6)

0s coeficientes "aij" sao denominados de coeficientes tec
no]ﬁgicns, enquanto os Ci e 0s bi sao chamados respectivamente de  cus

tos reduzidos e disponibilidades. Todos estes valores sao fixos.

Adicionando variaveis as expressoes (5-5) de modo a trans

forma-las em igualdades, obtemos:
¥ a;j X5+ S5 = by (5-7)

as variaveis S; sao denominadas de variaveis de folsa.

Definigoes:

Definigao 1 : Solugao viavel: qualquer conjunto de valores que satisfa

ca (5-5) e (5-6).

Definigao 2 : Solugao basica: uma solugao obtida colocando-se n - m va-

riaveis iquais a zero e resolvendo-se para as restantes
m variaveis. Resaltamos que o determinante da matriz dos
coeficientes dos m variaveis deve ser nao singular.

Definicao 3 : Base: conjunto das m variaveis que sao diferentes de zero

na obtengao de uma solugao basica.

Definigdo 4 : Solugao basica viavel: uma solugdo basica de (5-5) que tam

bem satisfaz (5-6)
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Definicao 5 : Solucao otima: solugao viavel que satisfaz (5-4)

Definicao 6 : Solucao basica otima : solucao basica viavel que satisfaz

(5-4)
Apresentamos em sequida alguns teoremas basicos:

Teorema 1: "0 conjunto de solugoes viaveis constitue um conjunto conve
X0 cujos pontos correspondem a solugoes basicas viaveis".

Teorema 2: "Se uma solugdo viavel existe, entdo uma solugdo basica via
vel existe"

Teorema 3: "Se a fungao objetivo possui um ponto extremo finito, entao
pelo menos uma das solugdes otimas & uma solugdo basica via

vel"

Na resolugao de problemas de programagao linear & utili
zado o metodo "Simplex".

0 procedimento do simplex & um processo iterativo que
partindo de uma solugdo basica viavel determina a sa]uciﬁ otima do

problema ou indica a inexisténcia de solugdo. |8 |, |[12| e |13].

Problema Dual: associado com todo problema de programagao linear (chama

do problema primario) existe outro problema de programagao linear que
e denominado de problema dual.

Se o problema primario e enunciado tal como em (5-4),
(5-5) e (5-6) o problema dual tem a forma:

max{ v =] b, u,} (5-8)
u
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Sujeito a:

; a5 Y > G 21,2 coees i (5-9)

u; 20 (5-10)

Desta forma o problema dual & obtido em (5-5) mudando-
se 0 Tndice sobre o qual se aplica a somatoria e invertendo-se o sinal
de desigualdade. Os custos reduzidos e as disponiblidades do primario
passam a ser as disponibilidades e os custos reduzidos do dual,respecti
vamente. Se o primario procura minimizar sua fungao objetivo, a fungao
objetivo do dual devera ser maximizada.

0 problema dual & muito util para a interpretacao econo

mica do primario.

Teoremas:

Teorema 1: 0 dual do dual e o primario

Teorema 2: Se existem solugoes viaveis para o primario e para o dual,e
xiste solucao otima para ambos os problemas. Temos ainda:
min Z = max v

Teorema 3:a)Se existe solucao viavel para o primario, mas nao para o dual,
existe uma classe de solugoes para o primario tal que

l+-w
bjSe existe solugao viavel para o dual, mas nao para o prima

rio, entao existe uma classe de solugoes para o dual,tal que:

V+t+w
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Pelo teorema 2, sabemos que na solugao otima se tem:
min Z = max v
Ou seja:
Z=)C. X, =Jb, U
LG5 %5 = oY
Obtemos assim Z como uma fungao das disponibilidades.
Derivando Z em relagao a cada uma das disponibilidades

temos a utilidade marginal destas ultimas. Temos pois:

Isto nos diz que na solugao otima a i-esima variavel do
dual representa a utilidade marginal da i-esima disponibilidade.

Em geral nos problemas de programagao linear a fungao Z
sempre representa ou um custo ou um lucro. As variaveis do dual indica

rao portanto ou um custo marginal ou um lucro marginal.

Decomposicao em Programacao Linear

Para muitos problemas o conjunto de restricoes consiste
de sub-cﬂnjunto% independentes de equagoes. Estes sub-conjuntos por sua
vez aparecem ligados por um pequeno conjunto de equagoes. Um exemplo de
problema deste tipo e:

min{ Z =] C, X; + ] d; y; } (5-11)
; i J )
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Sujeito a:
Ei” H‘+{1}kyk=55 TR P A (5-12)
E PR Xk = b?f f = 4525 siini my (5-13)
Pl ¥g=by r=1,2,..0,m, (5-14)

X; %0, Y20 Vi, k

Podemos encarar este tipo de problema como um numero de
problemas de programagao linear separados que devem satisfazer a um con
junto adicional de restricgoes.

Para solugao deste tipo de problema existe o a]gurf?mo
da decomposigao '8!, que tem uma interessante interpretagao economica em
termos de planejamento descentralizado.

Como exemplo de um problema deste tipo consideremos o ca
so de uma organizagao industrial que possui dois departamentos, onde e
xiste uma fungao objetivo comum e um conjunto de restrigoes que se apli
ca simultaneamente aos dois departamentos, ao lado de dois conjuntos de

restrigoes impostas a cada departamento isoladamente.

ATIVIDADES | ADMINISTRAGAO | PRECOS DAS
v | =
—

f CENTRAL =

o = | =

S S| 2 =

&£ =] o g i
‘ ADMINISTRAGAQ = - ADMINISTRACAO
DEpARTAMENTO | MIVEISOEL T DEPARTAMENTO
o PRODUGKD

ESQUEMA DE DECOMPOSICAO
FIGURA V.1
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Os administrados dos departamentos deverao, alem de pro
curar otimizar o funcionamento de suas proprias unidades, considerar a
existencia da outra. As administragOes dos departamentos serao coordena
das por uma administracao central.

Podemos resumir as informagoes de que dispoe cada admi
nistragao, bem como suas atribuigoes, da seguinte maneira:

Administracao Central: conhece os valores de a,., 1,, e b, em (5-12) e

J'!
a fungao objetivo Z (5-11). Recebe das administragoes dos departamen

tos valores para os niveis de produgdo (X's eY's) que em carater proviso

rio usara para otimizar o sistema, determinando a proporgao em que se

rao divididos os recursos sob sua responsabilidade. Determinara com is

to um conjunto de precos que devem ser atribuidos §s atividades dos d

|

partamentos.

Administragoes Departamentais: conhecem os valores de e © hif {1rs'

b2n} e recebem da administragao central o conjunto de pregos que devem
ser atribuidos as atividades sob sua responsabilidade. Com estes valo
res deverao maximizar, de maneira provisoria, a utilidade associada ao
seu programa de produgao. Com isto obterao novos valores dos niveis de
producao que enviarao a administracao central. |

0 fluxo de informagoes entre a administracao central e
a administracao dos departamentos & mostrado na figura V-1.

Um outro tipo de problema que deve ser citado e aquele
onde as disponiblidades devem satisfazer a um conjunto de restrigoes.

Seu enunciado e:



min {Z, = g Ci X5}

Sujeito a:
J 215 %5 €5 J ® Bacmanes 2
‘E_b,.s Y. 8 P s = 1 oniids m,
XJ 320 %

No caso em que este modelo representa um sistema de pro
ducao, devemos determinar os niveis das atividades produtivas (X%) e
das disponiblidades dos recursos de produgao (b'S) que otimizem o siste
ma.

Considerando que o poder de decisdo e dividido entre dois
responsaveis, podemos dar uma interpretacao economica a este tipo de pro
blema.

Suponhamos que existe uma administragao dos produtos e
uma administragao dos recursos, com atribuigoes e informagoes assim de

finidas:

Administracao dos produtos:

Conhece os valores de a,; ea funcao objetivo.Recebe da

J
administracao de recursos valores particulares para as disponibilidades
destes recursos (b's) e deve otimizar o seu problema de producao. Deter
minara com isso as utilidades marginais das disponibilidades, que envia
ra a administragao dos recursos. Devera também enviar para a administra

cap de recursos os valores de 33 associados aos niveis de pruduqin[xj}

diferentes de zero na solugao otima, de modo a que os novos valores das
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disponibilidades, determinandos por aquela administragao, nao tornem in

viavel o problema de producgao.

Administracao de Recursos

Conhece os valores de b . e de p . Recebendo da adminis
tracao dos produtos as utilidades marginais associadas aos recursos de
produgao pela solugao otima mais recente do problema de produgao, deve
otimizar a escolha das disponiblidades dos recursos. Feito isso envia-
ra estes valores a administracao dos produtos e o processo se repetira
ate atingirmos a solugao otima global. Um algoritmo para solugao deste
tipo de problema encontra-se no 1ivro "Programagao Linear" [13|, de Gi

rao e Ellenrieder.

Na figura V-2 apresentamos o fluxo de informagoes entre

a administracao de recursos e a administragao de produtos.

ADMINISTRACAO CECNOLOGIA ADMINISTRAGAO
DE UTTLIDADES DE
PRODUTOS RECURSOS

< RECURSOS

FLUXO DE INFORMACOES
FIGURA y.2
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: numero de mes em que se processa a colheita ........evvn..

: matriz dos coeficientes tecnologicos relativos aos vetores

O Ry P A IR P A O S 1 -1y -t~
: idem, relativos ao vetor X ..... S R R R R R s
: idem, relativos ao vetor xj ..... 8 S T it
v Ydem; relativos a0 vetor Y .iiiicsinedesavenia AR
: idem, relativos ao vetor Yj ..............................

: idem, relativos ao vetor X na restrigao que envolve simul

tEneamEntens veturestYiIii‘iiiliiliiilllrlil‘llli‘ill

: idem, idem, relativos ao vetor Y .......... TR S

. idem, relativos ao vetor Xj na restrigao que envolve simul

taneamente 0s vetores Xj 2 Yj RSN S - g

: idem, idem, relativos aos vetor ?j. .............. A

: matriz dos coeficientes tecnologicos das variaveis basicas

na Sﬂ]ugan atim'a IIIIIIIIII LR R R I D B L L B I O R

: vetor dos termos independentes na restrigao que envolve si

multaneamente 05 VELOTES X 8 Y iieesviinasessesssssvusssss 5

. . - ® *
: idem, nas restrigoes impostas a X ...... i e

: vetor cujos elementos sao as produgoes e as disponibilida

ded medias e EEEOBA0EN «ovuwpiiesvsmi e A -

: vetor cujos elementos sao as disponibilidades medias de es

tocagem e das demandas nos centros de CONSUMO ...........-
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deposito j, no caso de um Unico produtd .........ceeeeenns
cijk 06N, JaeN,. PAVE B PIDAULE. K convsernasnnysansnnseenes Ceae
C; : capacidade do APMAZE T i R N e pae oy Yt
Ct :-consumo total Mo and L oiiiciiinissssenivisai s
Cy + consumo total no ano base ...ttt
cIk : matriz dos custos unitarios de transporte ..... R T
dij : custo unitario de transporte do deposito i para o centro
de consumo j, no caso de um Unico produtO........eeeenness
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E, : estoque MEdio NO MES £ veverrrennnnnrennnsnnnnnnns Cereennn
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: conjunto dos locais Viaveis ............ R A
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+ entrada media relativa ao centro produtor i ...... —— -
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: renda familiar ...... R T P TR ORI TR
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CGnStruidﬂ' & E R R R RS R EE S e R RE R R RS R e R e

1 niumere de produtos @ @StOCAY: vivisrssisivsssainassssnsvase

: custo operacional unitario no deposito i, no caso de um @

nicﬂ prudutﬂ R E A EE R R R EE R RS R R AR e
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AN i AR R s G T S e R e .
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: vetor cujos elementos sao as quantidades transportadas dos

centros produtores para os depositos, no caso de um unico
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to j, no caso de um Unico produto ......eeeveeerininneranas

: idem, idem, para 0 Produto K «..eocesrecesesassnssssassrss

: vetor cujos elementos sao as quantidades transportadas dos

depositos, para os centros de consumo, no caso de um uni
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