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SUMARIO

0 presente manual tem por finalidade a apresentagao dos

conceitos basicos de Analise de Decisoes.

Na sua elaboragao, tentou-se obter um texto que fosse ri
goroso o suficiente para ser adotado como texto de um Curso do Programa
de Mestrado e, ao mesmo tempo, fosse acessivel a leitores mao especia

listas no assunto como, por exemplo, Administradores e Gerentes.

No primeiro capitulo procura-se, com um exemplo simples,
motivar o leitor para o problema de Andlise de Decisdo, sendo entao a
presentados os conceitoe fundamentais, como: Arvore de Decisao, Atos,

Consequencias, Valor Esperado, Valor da Informagao, ete.

Nos capitulos seguintes, sao abordados, em detalhe, o8
principaie aspectos da Teoria de Decisao, ou seja: Probabilidade e Uti
lidade.

Inicialmente, é feita wma revisao dos conceitos de Proba
bilidade e introduzida a nogao de Probabilidade Subjetiva. Em seguida,
8ao apresentadas as téenicas para levantamento das curvas de distribui
¢ao de probabilidades subjetivas, bem como de sua eventual revisao (do

ponto de vista Bayesiano).



Nos capitulos dedicados a Teoria de Utilidade, é feita
inicialmente a apresentagao dos ariomas basicos da mesma. A seguir sao
propostos varios metodos praticos de levantamento de curvas de utilida

de. Em particular, é estudado o problema de Analise Multidimensional.

Uma segqunda parte do manual ¢ dedicada a apresentagao de

exemplos de aplicagao das téenicas anteriormente estudadas.

A area de levantamento de distribuigao de Probabilidade
Subjetiva € exemplificada com wm estudo do impacto de uma campanha de

publicidade sobre a procura de wm certo produto.

Como exemplo de aplicagao da Teoria de Utilidade, é apre

sentado um modelo de avaliagao de wniversidades.

Em apendice, é apresentado wm programa para processamen

to de Arvores de Decisao.



ABSTRACT

The fundamental concepts involved in Decistion Analysis are
presented rigorously enough to be used as a textbook in a graduate course,

but also accessible to the non-specialized reader.

The first chapter motivates the reader (through the use of
a simple example) to the kind of problems Decision Analysis deals with;
it also presents basic concepts such as decision trees, acts, consequences,

expected value and value of information.

In the remaining chapters it is attempted to explain with
more detail the most important subjects concermed with Decision Analysis,
that is, probability and utility. At first the fundamental notions of
probability theory are presented introducing the reader to the idea of
subjective probability; the subject if further expanded upon by
investigating the general techniques used in obtaining the distribution
curves of subjective probabilities and revising subjective probabilities
in light of new information using the bayesian approach. Then, in
chapters dedicated to utility theory the reader is introduced to the
bagic utility theory axioms and sorme practical methods of encoding
utility curves. The problem of Multidimensional Utility Analysis is

also studied.



Finally an application of these techniques to real
situations 18 shown through: (a) probability encoding procedures
applied to study the effects of an advertising campaign on the
volume of sales of a certain product; and (b) the use of utility theory

to construct an evaluation procedure for universities.

A computer program to solve decision trees is presented

as an appendiz.
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PARTE I

INTRODUGEO




CAPTTULOD 1

INTRODUGAO A AMALISE DE DECISOES

1.1 - SITUACAD DO PROBLE!A

Diariamente nos defrontamos com a necessidade de tomar
decisoes em que, nem sempre, as consequencias da a¢5n que adotamos sao
conhecidas com certeza. Frequentemente, nossa decisao deve ser feita an

£
tes que algum evento aleatorio ocorra, o que gera incerteza sobre o re
sultado que obteremos, pois estes dependerao desses eventos. Nossa deci

sao consiste em selecionar um curso de acao e somente o acaso decidira

sobre os resultados.

Assim, um problema de decisao existe quando uma escolha
deve ser feita entre acoes alternativas com consequencias incertas que
dependem de eventos aleatorios, ou seja, sobre os quais o decisor nao

tem controle; a esses eventos chamaremos estados da natureza.

Em administracao, decisoes sob incerteza sao bastante co
mun. Podemos dizer que quase todas as decisoes importantes em adminis
tracao sao tomadas sob condicoes de incerteza. Por exemplo, temos o ca
so do fabricante que deve decidir sobre o langamento de um novo produto,
nao conhecendo ao certo qual sera a demanda por esse produto. Um outro

caso, no qual tambem existe incerteza sobre a demanda, e o problema de



quanto estocar de um certo produto, em um supermercado. Se o estoque e
menor que a demanda, o venﬁeﬁnr perde a oportunidade de vender, deixa
de obter lucros, alem dos fregueses ficarem insatisfeitos. Por outro la
do, se ele estoca em excesso, podem advir prejuizos. Inumeros outros
exemplos podem ser citados de situagoes em que o decisor precisa sele
cionar um curso definido de acao entre varios disponiveis, sem saber se

tera um bom resultado ou nao.

Neste ponto e importante salientar que existe uma distin
gao entre uma ma decisao e um mau resultado. Pode acontecer que, mesmo
que uma boa decisao seja feita, um resultado satisfatorio nao seja obti
do, ja que as consequencias da decisao sao controladas pelo acaso. As
sim, vemos que a incerteza e quase sempre um elemento chave na estrutu
ra do problema, ou seja, todo problema de decisao envolve pelo menos um
elemento de incerteza. Naturalmente, ha casos em que ela & tao pequena
que pode ser ignorada. Neste caso, o problema e tratado como uma deci
sao deterministica e para resolve-lo metodos matematicos tem sido de

senvolvidos, dos quais o mais difundido e a Programagao Matematica.

Para analise de problemas em que a incerteza envolvida &
muito grande, usamos a Analise de Decisoes. Portanto, podemos dizer que
ela tem por objetivo melhorar o processo de tomada de decisoes, atraves

de uma analise sistematica e racional dos problemas.



Vimos que os resultados de uma decisao denendem de qual
evento, dentre um conjunto deles, ocorre, ou seja, de qual estado da na
tureza e verdadeiro. Geral-=s-*z, o decisor possui apenas alguma informa
Gao sobre a possibilidade de cada um desses eventos ocorrer. Essa infor
magao possibilita a ele atribuir uma probabilidade a cada um dos pﬂssi
veis estados da natureza. Assumindo que o ato otimo, para o decisor, de
pende das probabilidades de que cada consequencia associada a ele venha

a ocorrer e das preferencias do decisor com relagdo a essas consequen

cias, determinamos esse ato otimo.

Um aspecto importante € que, quase sempre, # possivel ao
responsavel pela decisao melhorar seu conhecimento sobre os estados da
natureza atraves da aquisigao de novas informacoes. Para obter essas in
formagoes, o decisor tera um certo custo. Um dos objetivos da analise e
determinar ate que ponto e valido pagar por essa informacao, ou seja,
qual o valor economico da informagao adicional obtida atraves de expe

rimentagao ou amostragem.

Podemos, portanto, dividir o processo de Analise de Deci

soes em tres fases, o que pode ser melhor visualizado na figura 1.1.

Com base nas informagoes disponiveis, sao estabelecidas,
na primeira fase, as relacoes entre as variaveis: tanto as controladas
pelo decisor quanto aquelas sobre as quais ele nao exerce controle. As

primeiras sao as chamadas variaveis de decisao e as seguintes variaveis
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Fiqura 1.1 - Ciclo da Analise de Decisoes.
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de estado.

Nesta fase, e feita a sensitividade deterministica. In
corporando-se medidas de preferencia num modelo deterministico construi
do para o problema em analise, obtemos um certo valor. Testes de sensi
tividade consistem, entao, em fixar as variaveis de estado, variando-se
apenas uma e verificando-se a variagao no valor que & fornecido pelo mo
delo. Isto nos permite saber ate que ponto este valor e sensivel a va
riagoes nas variaveis de estado, ou seja, quais dessas variaveis sao o
ticas para o valor em questao. Esses testes sao feitos para todas as va
riaveis de estado, sendo interessante tambem variar duas ou mais conjun
tamente. Com isso, podemos eliminar todas aquelas variaveis as quais os

resultados nao sao muito sensiveis.

Na fase probabilistica, o decisor quantifica a incerteza
existente atribuindo distribuicoes de probabilidade as variaveis de es
tado. Analise de sensitividade estocastica & feita nesta fase, admitin
do-se que uma das variaveis de estado e conhecida e determinando-se dis
tribuicoes de probabilidade condicionais para as demais variaveis. 0
efeito dessa variavel no resultado € entao medido. Segundo Ronald Howard
[19] esta analise & de grande importancia pois & ela que nos dira se a
obtencao de novas informacoes sobre esta variavel e necessaria. Alem
disso, ela pode tambem mostrar que variaveis consideradas criticas na
fase anterior podem perder parte de sua importancia num ambiente nao de

terministico.



Finalmente, na terceira fase, & determinado o valor eco
nomico de se obter informagoes adicionais sobre as variaveis de estado.
A comparagao do valor de um experimento com seu custo permite ao deci
sor determinar se ele deve obter novas informagoes ou se deve adotar um
determinado curso de acao. Se ele decide pela primeira alternativa, a
nova informagao deve ser incorporada a estrutura do problema, repetindo

se o0 ciclo.

Nas proximas segoes, serao introduzidos varios conceitos

e, para facilitar seu entendimento, usaremos o seguinte exemplo:

Um fabricante deve decidir se fabrica ou nao determinado
produto. Caso ele decida pela fabricagao, tera um lucro de Cr$300.00000
se o produto for aceito pelo mercado consumidor e um prejuizo de Crs
100.000,00, caso nao seja aceito. Baseando-se nas informagoes disponi
veis sobre o mercado, ele acredita que ha 70% de chance do produto ser

aceito.

Com um determinado custo, o fabricante pode realizar uma
pesquisa de mercado que The dara maiores informagoes sobre a probabili
dade do produto ser aceito, embora essas informacoes nao sejam totalmen
te confiaveis. No entanto, resultados de pesquisas feitas anteriormente
pela mesma organizagao que conduzira a pesquisa, mostram que ela acerta

em 90% das vezes.



0 problema, entao, consiste em determinar a sequencia 0
tima de decisoes e, atraves da determinagao de ganhos adicionais, quan

to o fabricante pode pagar pela pesquisa.

Um ponto que cabe ressaltar & que trataremos apenas de
decisoes individuais. Como decisao individual @ considerada aquela em
que ha apenas um interesse em jogo, isto €, ha apenas um decisor. Este
pode ser um individuo, um grupo deles ou uma organizacao. Decisdes em
que ha varios decisores com interesses conflitantes, denominadas “deci

soes em grupo”, nao serao tratadas neste manual.

1.2 - DADOS BASICOS

Os componentes basicos de um problema de decisao sao:

a) Um conjunto A = {al, Azs +ees B

} dos possiveis atos, onde ato e
toda escolha disponivel ao decisor a qual estd associada diretamen

te uma recompensa.
b) 0 conjunto S = {51, Syp saey 5k} dos estados da natureza.

c) 0 conjunto C = {cij} y 1=1,2, ..., ky, j=1,2, ..., n das

consequencias ou recompensas, que dependerao de que estado ocorre e

do ato adotado. Assim, Cij € a recompensa obtida para o ato j se

S i ocorre.



0 conjunto C € uma matriz onde as linhas estao relacionadas aos
estados e as colunas aos atos alternativos que o decisor pode ado

tar, como se pode ver na tabela abaixo:

TABELA 1.1

Matriz de Recompensas

ATOS
Estado
ﬂl az a-a LI an
5, Ci Cra Cy3 Cin
S2 C2: Caz Caz - Can
Sk k1 k2 ks : kn
d) Um conjunto E = {e,, Bys soey em} , cujos elementos sao 0S experi

mentos que podem ser realizados pelo decisor com o fim de melhorar
seu conhecimento sobre os estados da natureza. 0 elemento e, re
presenta a opgao de nao realizar experimentos.

e) 0 conjunto R = {rt, Fas cany rp} dos resultados experimentais.

Para nosso exemplo, os dados basicos sao:



S

{ a,: nao fabricar o produto

fabricar

s,: 0 produto & aceito

o produto nao € aceito
As consequencias podem ser vistas na tabela 1.2.

TABELA 1.2

Matriz de Recompensas - Exemplo

ATOS
Estados
a, a,
S, 0 300.000
S, 0 -100.000

e,: nao realizar pesquisa
Experimentos
e,: realizar pesquisa

Resultados { r,: o produto serd aceito

Experimentais r,: nao sera aceito
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1.3 - HARVORES DE DECISAO

0 fluxo de decisao no nosso exemplo seria: o fabricante
deve adotar um ato, sem realizar a pesquisa, ou fazer a pesquisa de mer
cado. Se ele decide pela primeira alternativa e escolhe a, oua,, 0 a
caso decidira qual evento ocorre. Caso ele realize a pesquisa, a deci
sao sequinte e do acaso: a pesquisa conclui que o produto sera aceito

ou nao. Entao, o fabricante opta por a, ou a, e temos, da¥ para a

2

frente, um fluxo semelhante ao de nao realizar a pesquisa.
Um fluxo de decisao pode ser visto melhor por meio de um
diagrama denominado arvore de decisao, denominagao proveniente da estru

tura ramificada do grafico.

Para a construcao de uma arvore de decisao, as seguintes

convengoes sao usadas:

a) 0 simbolo [] representa uma decisao a ser tomada pelo decisor.

b) 0 simbolo () representa uma decisao do acaso.

Para o nosso exemplo, temos o diagrama apresentado na fi

gura 1.2. .

A todos os ramos oriundos de nos onde ha decisiao do aca
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so, devemos associar probabilidades.

Esse diagrama, embora so seja util em problemas onde
ha poucas alternativas de agao e poucos estados, facilita enormemente a
analise, porque possibilita ao decisor ter sempre em mente a estrutura

logica do problema.

1.4 - DETERMINACAO DA DECISA0D OTIMA

Na figura 1.2, notamos que, se o decisor nao realiza a
pesquisa e fabrica o produto, decisao que ele toma baseando-se na sua
informacao atual sobre os gostos do consumidor, ele chega ao ponto A.
Neste ponto, o que ele tem a sua frente e uma especie de jogo em que,
se o produto for aceito, ele ganha um certo valor e, caso contrario, tem
uma perda. Tal "jogo" e chamado uma loteria. Assim, nosso fabricante tem

a seguinte loteria:

0 1 Cr$ 300.000 ,UD

0.3 - Cr$ 100.000,00

Um outro exemplo de loteria seria o caso em que temos,
numa caixa, 10 bolas, das quais 8 sao azuis e 2 brancas. Retiramos uma
bola ao acaso; se ela e azul ganhamos Cr$ 10,00, caso contrario, perde

mos Cr$ 5,00. Essa loteria pode, entao, ser representada por:



SERR ACEIT ()

1RO R ACETTO (r,)

Figura 1.2 - Brvore de Decisoes,

D FASRICA (a))

FACEITO (s,)

FABRICA ()
AN\ £ KO (s,)

W0 FABRICA (a,)
FACETO (s))

FABRICA (ay)
W0 E ACEITO (s,)

RO FABRICH (3
£ ACEID (5,

FABRICA (a,)
W0 £ KCEIT (s,)
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0.8 Cr$ 10,00

- Cr$ 5,00

Para chegar-se a alternativa otima, todos os cursos de
acao disponiveis ao decisor s3o analisados separadamente determinando-
se um valor para cada um deles. Estes valores sao, entao, comparados,
sendo considerada Otima a alternativa com o maior valor. Nos itens se
guintes, veremos os varios aspectos sob os quais atos alternativos po

de~ ser analisados.

1.4.1 - Atribuicao de Probabilidades

Para a analise que faremos, necessitamos das distribui
goes de probabilidade tanto dos resultados experimentais, quanto dos es

tados da natureza.

Assim, podemos sumarizar as informagoes disponiveis na

tabela 1.3, abaixo:
TABELA 1.3

Probabilidades Condicionais

Resultados ESTADO REAL
da

Pesquisa S1 S2
ry 0.9 0.1
ry 0.1 0.9
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0 elemento na linha k, coluna 1, representa a proba
bilidade do resultado da pesquisa ser r, dado que o estado & s;. As
sim, o numero 0.9 na primeira linha e primeira coluna representa a
probabilidade da pesquisa concluir que o produto sera aceito, dado que

ele realmente o sera.

Temos, ainda, que:

0.7

1]

P (s,))

P (s,) = 0.3

As probabilidades acima sao denominadas "probabilidades
a priori" dos estados s, e s,, porque sao aquelas de que se dispoe an
tes que qualquer informagao adicional seja obtida. Usando as novas in
formagoes, podemos revisar as probabilidades a priori dos estados, va

lendo-nos da regra de Bayes.

Assim, se o resultado r, & obtido e queremos determi
nar a probabilidade do estado ser S5 temos:

P(s;lry) = P (re) , 1=1,2
k k

n
—d
-
™~

e P(ry) = P (rs,) . P(s,) +P (Tk|521 P (s,)
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P [rk|5i] e encontrado na tabela 1.3.

P (s;lr,) @ chamada probabilidade “"a posteriori" do estado

s ou seja, € a probabilidade revisada com base na informagao forneci

j?
da pelo experimento.

Entao, temos:

P(r,) = 0,9x0,7+0,1 x0,3 = 0,66
P {‘"z} = 1 ~-P {r!} = D,34
P (s;|r,) = 290 0.7 . 0,35
0,66
P (Szlrlj = ] = P {5[|r'|,} = G‘GS
P (sylra) = 22T - o2
0,34
P (sz|r2) = 1-P (s,|r,) = 0,8

1.4.2 - Valor Monetario Esperado

Para qualquer loteria L = (C;Pys CoPps vens C.P,)» onde

c; eo i-esimo resultado possivel e p, a probabilidade desse resul

tado, i=1,2, ..., n, definimos seu valor esperado como:
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_ n
V(L) = z' c.:p

B Por exemplo, o valor esperado da loteria L, abaixo e:

V(L) = 0,7 (Cr$ 300.000,00) + 0,3 (-Cr$ 100.000,00)
S V(L) = Cr$ 180.000,00
onde Cr$ 300.000,00
L, =

-Cr$ 100.000,00
Cr$ 10,00

A loteria L2 =
-Cr$ 5,00

tem valor esperado V [Lz} = 0,8 (Cr$ 10,00) + 0,2 (-Cr$ 5,00)
?’(Lz} = Cr$ 7,00.

Para qualquer ato a5 definimos, entao, seu Valor Mone

tario Esperado, como:

k
W(aj} = 1. P; ¢
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probabilidade de que o estado s. ocorra.

onde P; i

j-esima consequencia associada ao ato j.

Lz
m

ij

Se, na figura 1.2, incorporarmos as recompensas e as pro
babilidades e calcularmos o valor esperado para cada ato, podemos, atra
vés da comparacao desses valores, determinar o ato otimo. Este & defini

do como aquele que tem o maior valor.

Assim, se VM & o valor esperado do ato otimo, temos

que:

* —_—
VM = max VM {aj} = max Z P i3
J J i

Na figura 1.3, temos a mesma arvore anterior, agora com
as probabilidades nos varios ramos onde ha incerteza e as consequencias

associadas a cada par (ato, estado).

Vemos que, nao realizando a pesquisa, o lucro e maximo

se o fabricante decide por a,, pois:
VM (a,) = 0
VM (a,) = Cr$ 180.000,00

e VM = max (0, Cr$ 180.000,00) = Cr$ 180.000,00



Cr$ 180 000,00

Cr$ 260 000,00
N
0.66
Cr$ 184 800,00
Cr$ 0,00
y
0.3

Figura 1.3 - Arvore de Decisoes Processada,

Cr$ 0,00

Cr§ 300 000,00

*(r$ 100 000,00

Cr$ 0,00

Cr$ 300 000,00

-Cr§ 100 000,00

Cr$ 0,00

=Cr§ 20 000,00

Crs 300 000,00

-Cr$ 100 000,00,
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Portanto, o ato otimo @ a,, a, sendo eliminado como

se pode ver na figura 1.3.

Se a pesquisa e realizada,o resultado desta nao esta sob
o controle do decisor sendo, portanto, incerto. Se o resultado e r,,
isto'&, a pesquisa diz que o produto sera aceito, o ato otimo sera a,,

ja que:

VM (a,) = Crs$ 0,00
VW (a,) = Cr$ 280.000,00

e VM = Cr$ 280.000,00

Se a pesquisa conclui que o produto nao sera aceito, o

ato otimo € nao fabricar o produto (a,), pois:

-
=
—
=1
-
L
n

Cr$ 0,00

-
=
—
=Y
[
S
I

-Cr$ 20.000,00
—_
e VM = Cr$ 0,00

Temos, neste ponto, uma loteria, qual seja:
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u,EE Cr$ 280.000,00
0,34 Cr$ 0,00
0 valor esperado dessa loteria e:

0,66 x Cr$ 280.000,00 + 0,34 x Cr$ 0,00 = Cr$ 184.800,00

que representa o ganho medio obtido antes de ser desembolsado o custo

da pesquisa, quando esta e realizada.

1.4.3 - Valor da Informacao Imperfeita

Antes de decidir se conduz ou nao um experimento destina
do a melhorar sua informagao sobre os estados da natureza, o decisor ne
cessita algum conhecimento dos ganhos adicionais decorrentes das infor
macoes que podera obter com o experimento. Somente comparando estes a
crescimos com o custo do experimento e que ele tem condigoes de deci
dir. Consideremos o caso, por exemplo, do lancamento de uma nave espa
cial. Naturalmente, nao & sensato nem economico realizar varios langa
mentos, ou mesmo um, para se ter uma idéia da probabilidade de sucesso,
dado o alto custo do experimento. Em tais casos, o que comumente se faz
€ desenvolver a pesquisa voltada para o assunto. Desejamos, entdo, de
terminar quanto investir em pesquisa e, no caso de realizar experimen

tos, quanto pagar por essa realizacao.
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Isto e feito, como dissemos, comparando o acrescimo no
ganho esperado, decorrente da melhoria de nossa informagao sobre deter
minado evento, com o custo do experimento ou da pesquisa. Assim, defini

mos o Valor da Informagao Imperfeita como a diferenga entre o ganho es

perado quando se realiza o experimento e aquele que se espera obter sem

experimentagao.

No nosso exemplo, o que queremos e determinar ate quanto
vale pagar pela pesquisa de mercado. Nao realizando a pesquisa, o fabri
cante tem um lucro esperado de Cr$ 180.000,00 ao passo que, com a  pes
quisa, seu ganho medio e Cr$ 184,800,00. 0 valor da pesquisa e, entao,
Cr$ 4.800,00 e o fabricante nao devera pagar mais do que esse valor

por ela.

Assim, se o custo da pesquisa e menor que Cr$ 4.800,00,
o fluxo otimo de decisao e realizar a pesquisa; se o resultado indicar
que o produto sera aceito, entao o produto deve ser fabricado; caso con
trario, o ato otimo e a,.
Se o custo e maior que Cr$ 4.800,00, a pesquisa nao deve

ser realizada e o ato otimo € a,.
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1.4.4 - Valor Esperado da Informacao Perfeita

Suponhamos que o fabricante tenha a possibilidade de sa
ber qual estado e real. Conhecendo isto, ele adota o ato otimo. Por e
xemplo, se s, fosse o estado real ele escolheria a,, tendo um lucro
de Cr$ 300.000,00; dado que s, ocorrera, ele escolhe a,, seu lucro
sendo nulo. Como s, ocorre com probabilidade 0,7 e s, com probabi

lidade 0,3, seu ganho medio, sera:
0,7 x Cr$ 300.000,00 + 0,3 x Cr$ 0,00 = Crt 210.000,00

Se o fabricante decide apenas com base na informagao a
tual, sem realizar a pesquisa, seu ganho medio sera Cr$ 180.000,00. A
diferenca entre o valor medio que ele espera obter quando toda a incer
teza e eliminada e o valor esperado do ato otimo, sem experimentacao, e

chamada de Valor Esperado da Informacao Perfeita (ﬁfﬁ].

No caso, temos:

VIP = Cr$ 210.000,00 - Cr$ 180.000,00 = Cr$ 30.000,00

Se essa informacao, que lhe possibilita o conhecimento
certo do estado real, tiver um prego inferior a Cr$ 30.000,00 ele a com
prara. Portanto, este valor e o maximo que ele paga pela informacao. De

ve-se notar que, como essa informacao possibilita ao decisor conhecer
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com certeza os resultados da decisao que tomar, ela vale mais que qual
quer outro tipo de informagao. Assim, temos que

——

IP > Valor da Informacao Imperfeita

-

Por qualquer informacao a que possa ter acesso, o fabri
cante pagara no maximo Cr$ 30.000,00, que e o quanto vale para ele sa

ber ao certo se seu produto sera aceito ou nao.

Para determinar VIP existe um outro metodo que veremos

na segao seguinte.

1.4.5 - Perdas de Oportunidade

Com muita frequencia, & mais simples determinar atos oti
mos atraves das "perdas de oportunidade". Estas sao definidas como a di
ferenca entre o lucro condicional do ato otimo, dado um evento particu
lar e 0 Tucro condicional de qualquer outro ato, dado o mesmo evento.
Lucro condicional e aquele que e obtido se ocorre um evento particular
e e definido para cada par (ato, estado). Dado que um certo evento ocor
re, o decisor adota o ato cujo valor e maximo. Adotando outro ato (ndo
otimo), ele perde a oportunidade de obter um lucro maior e essa quantia

que ele deixa de ganhar e chamada perda de oportunidade.

Na tabela 1.4, temos os lucros condicionais, para o ramo
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€, do nosso exemplo. Para cada estado Sj0 0 lucro do ato otimo esta

assinalado com um asterisco.

TABELA 1.4

Lucros Condicionais

ATOS
Estados
a, a,
s, 0 300.000*
S, 0* -100.000

Perdas de oportunidade podem ser calculadas pela formu

la:
Plig = (M8 ©5y) - <4y
onde PDij = perda de oportunidade em que se incorre se o ato j

e adotado e ocorre S5+

Ainda para o ramo e,, as perdas de oportunidade estao

mostradas na tabela 1.5.
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TABELA 1.5

Perdas de Oportunidade

ATOS
Estados
dj dz
S, 300.000 0
S, 0 100.000

Dado que o produto nao & aceito (s,), o ato otimo &
nao fabrica-lo (a,); adotando este ato, o decisor tem uma perda nula,

ao passo que, adotando a,, sua perda sera:

0 - (-100.000) = 100.000

Da mesma forma foram calculados os demais elementos, de
vendo-se notar que, para um ato otimo,a perda de oportunidade € sempre

nula e que, para os demais atos, ela e positiva.

Assim, vemos que a perda de oportunidade e a perda decor
rente de se tomar uma decisao errada, isto €, aquela em que se incorre

em virtude da ma ou da pouca informagao.

Como as perdas de oportunidade para um ato sao condicio

nais a um certo estado, ou seja, sao definidas para cada um dos estados,

definimos a Perda de Oportunidade Esperada para um ato aj, como :
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k k
PO(a;) = § PO..p. = J (max .= €:.) ps
J iz 3N i1 3 1] 1355y
onde PO {aj] = perda de oportunidade esperada do ato aj.
Pnij = perda de oportunidade para o ato aj, dado o es
' tado Sy
p; = probabilidade de s, ser o estado real.
Para nosso exemplo, temos:
PO (a,) = 0,7 (Crs 300.000,00) + 0,3 (Cr$ 0,00) = Cr$ 210.000,00
PJ (a,) = 0,7 (Cr$ 0,00) + 0,3 (Cr$ 100.000,00) = Cr$ 30.000,00

Na secao 1.4.4, em que definimos valor esperado da infor
macao perfeita {?TE}, dissemos que havia uma outra maneira de definir
VIP, que &:

VIP = minPT::(aj}, T [ S
J
Assim, o Valor Esperado da Informagcao Perfeita e iqual a
menor perda de oportunidade esperada. Mo caso, esta e Cr$ 30.000,00, co

mo ja tinhamos visto.

Podemos concluir que o ato otimo e aquele cuja perda de

oportunidade esperada & minima. Isto equivale a dizer que o ato otimo €
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0 que tem o maximo valor monetario esperado, ja que a soma do valor mo
netario esperado com a perda de oportunidade esperada & igual para to
dos os atos, ou seja:

k, ﬂ}

n

VH (a;) + PO (35)

onde K & o valor que se espera obter, em média, quando toda incer

teza e eliminada,

k' =
i

Il 37

1{m§x c'ij} P -

Isto pode ser visto se lembrarmos que

I
Il =37

PO (aj} i ]{mgx C4g " cij] py =
k k
= max c..) p; - s
A T B AT
PO {aj] = k- VM {aj] => VM {aj] + PO {aj} = Kk

No nosso exemplo, temos:

PO (a,)

Cr$ 210.000,00 WM (a,) = Cr$ 0,00

0 (a,) Cr$ 30.000,00 VM (a,) = Cr$ 180.000,00

¥
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PO (a,) + VM (a,)

Cr$ 210.000,00

PO (a,) + VH (a,) Cr$ 210.000,00

1.4.6 - Equivalentes Certos

Vemos, pela figura 1.2, que uma decisao complexa pode
ser decomposta em decisoes mais simples, ate chegarmos a decisoes ele

mentares.

Tomemos , por exemplo, um ramo da arvore de decisoes da

figura 1.2. Seja o ramo e representado na fiqura 1.4, abaixo:

nl‘

NAO FABRICA

i e Cr$ 0,00
£ ACETTO Cr$ 300.000,00
FABRICA
NAO E ACEITO
-Cr$ 100.000,00
Figura 1.4 - Ramo e, da arvore de decisoes do exemplo

apresentado.
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Para chegar a uma decisao final, o decisor precisa resol

ver todas as decisoes deste tipo que porventura venham a aparecer.

0 criterio anteriormente apresentado para resolver tal
tipo de decis3o & que o decisor procura maximizar o valor monetario es
perado, ou seja, de posse das probabilidades do seu produto ser aceito
ou nao, calcula o valor esperado da decisao "fabricar"; se este valor
esperado for positivo, toma esta decisao; caso contrario, a decisao oti

ma & nao fabricar o produto.

Na pratica, poucas pessoas concordariam com tal critério.
0s fatores que influenciam uma decisao sao inumeros e vao muito alem
dos simples valores monetarios envolvidos. Podemos notar que, mesmo se
a decisao de fabricar for tomada corretamente (no caso de seu valor es
perado ser positivo), ela pode levar a um grande prejuizo, no caso do
produto nao ser aceito. Isto pode influir nos demais negocios da firma
e na situagao do fabricante que certamente levara este fato em conta ao

tomar sua decisao.

0 problema com que se defronta nosso fabricante neste
ponto @ o sequinte: sera que a decisao de fabricar tem para ele, um va
lor igual ao valor esperado ? Em geral, a resposta e nao. Os fatores a
cima mencionados fazem com que, para o fabricante, a decisao tenha um

valor diferente do seu valor esperado; em geral, menor.
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A este valor que, para o decisor, e equivalente a lote
ria que & constituida pela decisao de fabricar o produto, chamamos “E

quivalente Certo" da loteria.

Quando o equivalente certo € menor que o valor monetario
esperado, dizemos que o decisor tem aversao ao risco. Se e igual, trata
se de um decisor "medio" ou indiferente ao risco. E, nos raros casos em
que o equivalente certo e maior que o valor esperado, dizemos que o de

cisor tem atracao pelo risco.

Nossa regra de decisao deve, entao, ser alterada do se

guinte modo:

Colocado frente a uma decisao elementar do tipo apresen
tado na fiqura 1.4, o decisor deve avaliar o seu equivalente certo para
a loteria (levando em conta as recompensas, as probabilidades e = suas
atitudes frente ao risco). Caso este valor seja positivo, ou seja, maior
do que a recompensa da outra decisao possivel (nao fabricar), ele deve

decidir pela fabricagao do produto.

Quando trabalhamos com equivalentes certos, o processa
mento & identico ao que se faria se estivessemos trabalhando com valo
res esperados. A Unica diferenca @ que, nos diversos nos de decisao do
acaso, ao inves de calcularmos o valor esperado, usamos equivalentes

certos.
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0 que vemos e que, de uma maneira geral, as pessoas dife
rem em sua atitude frente ao risco e que seus padroes de valores ta hem
sao diferentes. Assim, nem sempre valores monetarios constituem um guia
para acao. Entao, e preciso uma medida de valor que leve em conta as
preferencias do individuo, bem como seu comportamento diante do risco.
A tal medida denominaremos utilidade e esta sera definida para cada re

compensa associada a um ato. 0 criterio de decisao sera maximizar nao o

valor monetario esperado, mas a utilidade esperada.
Os Capitulos IV e V serao dedicados a teoria da utilidade.
1.5 - CONCLUSDES

0 principio basico da analise que apresentamos & o de
que, ao inves de tomar uma decisao no inicio do processo, o decisor de
fine que ato adotaria se determinado evento tivesse ocorrido. Considere
mos o ramo e, do exemplo que apresentamos anteriormente. Se o fabri
cante realiza uma pesquisa de mercado e esta conclui que o produto sera
aceito, que curso de acao ele adotaria ? Naturalmente, aquele que tem
para ele o maior valor, ou seja, admitindo que este valor e ?ﬁ, ele ado
taria a, (fabricar o produto). Se a pesquisa revelasse que o produto
nao seria aceito, o ato otimo seria a

, (nao fabricar), ja que, se ele

adotasse a,, teria um prejuizo esperado de Cr$ 20.000,00.

Atraves da eliminagao de atos nao otimos e da atribuicao
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de valores aos varios nos do acaso, chegamos ao inicio da arvore, onde
temos uma decisao entre alternativas simples cujos valores ja estao de
terminados. A alternativa escolhida sera aquela que tiver o maior valor,
seja este o valor monetario esperado ou a utilidade esperada. Vemos, as
sim, que a analise & feita a partir dos extremos a direita da arvore a
té o inicio da mesma e a solugao que obtemos e uma sequencia otima de
decisoes. Tal analise & denominada "analise em forma extensiva" e, se
gundo alguns, possui um sério inconveniente que & o de requerer a atri
buigao de probabilidades a todos os ramos em que ocorrem eventos aleatd
rios. Nem sempre E possivel associar probabilidades "objetivas" a cer
tos tipos de eventos e variaveis aleatorias. Usamos o termo "objetivas"
para probabilidades atribuidas com base na repeticao de um experimento,
ou seja, probabilidades como limite da frequencia relativa de ucnrrég
cia de um certo evento. Frequentemente, dispomos apenas de uma pessoa

com informagoes sobre a ocorrencia desse evento e usamos tais  informa
coes para determinar quao provavel e essa ocorrencia. Falamos, entao,

em "probabilidades subjetivas" e, como essas sao estimativas grosseiras,
ha pessoas que nao se sentem bem usando a analise extensiva, preferindo
um outro tipo de analise denominada "analise em forma normal". Essa ana
lise nao requer a atribuicao de probabilidades a todos os nos do acaso;
ela trabalha com intervalos dentro dos quais podem estar as probabilida
des necessarias. Para cada intervalo possivel, determina-se uma ‘"estra
tegia" otima, onde estratégia e uma regra de decisao que diz ao decisor
o que fazer em qualquer ponto, dado qualquer fato passado. Um exemplo

de estrategia e, no caso do nosso fabricante: nao realizar a pesquisa e
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fabricar o produto a qual denotaremos por (e,, a,); outro exemplo se
ria [e,, (ry1» a3), (rss 3;)], que significa realizar a pesquisa e, se

o resultado for r,, fabricar o produto; se for r,, nao fabricar.

Usando a analise normal, testamos a sensitividade do ato
otimo as probabilidades. No entanto, podemos tambem fazer isto com a
analise extensiva. Variando, por exemplo, as probabilidades e realizan
do toda a analise novamente, podemos verificar se uma dada probabilida
de & critica, no sentido de que altera o ato otimo. Isto talvez mostre
que € interessante e valido realizar novos experimentos que aumentem a
informagao sobre o evento, permitindo, assim, revisar as probabilidades.

Sobre analise em forma normal ver Raiffa [40] e Schlaifer |[47].

Nos Capitulos II e III faremos, respectivamente, uma bre
ve revisao dos conceitos de probabilidade e a apresentacao de tecnicas
para codificacao de incerteza, isto e, para determinacao de distribui

coes de probabilidades subjetivas.

No inicio deste secao, dissemos que, partindo do final
da arvore para o inicio, a cada no do acaso, considerado como uma lote
ria, associamos um valor que & ou o valor monetario esperado, ou 0 va
lor dessa loteria para o decisor (equivalente certo) ou a utilidade es
perada da loteria. Quando substituimos cada consequencia por sua utili

dade, processamos a arvore da mesma maneira que quando trabalhamos com

os proprios valores monetarios. 0 Capitulo NV sera dedicado ao estudo da



- 35 -

teoria da utilidade e, no Capitulo V, apresentaremos tecnicas para le

vantamento de curvas de utilidade.



PARTE I1I

TEORIA DA DECISAO
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CAPTTULO 11

REVISAO DOS CONCEITOS DE PROBABILIDADES

2.1 - PROBABILIDADES "A PRIORI"

0 termo "probabilidade a priori" foi usado por Jacob

Bernoulli para definir probabilidades.

No lancamento de uma moeda honesta, se nos perguntarem
qual a probabilidade de sair cara numa jogada, nossa intuigao nos diz
que esta probabilidade e —%—. Da mesma forma, se alguem nos perguntar

sobre a probabilidade de obtermos um "dois" quando um dado honesto &

lancado, responderemos que esta e igual a ~%—. No entanto, se nos pedi
rem para justificar porque respondemos —%— ou —%—. certamente nossa jus

tificativa nao sera precisa.

E nesse sentido que e usado a denominagao “probabilida
des a priori" pois, ao respondermos que a probabilidade de sair "cara"
no langamento de uma moeda e —l—, estamos supondo que todos os resulta

2
dos possiveis (cara e coroa) sao igualmente provaveis de ocorrer.

0 matematico frances P. S. Laplace [28] formulou  este
conceito, afirmando que "a teoria das chances consiste em reduzir todos

os eventos do mesmo tipo a um certo numero de casos iqualmente pnssi
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veis". Isso, em outras palavras, significa "reduzi-los de forma a ficar
mos igualmente indecisos com relagao a sua ocorrencia e também de manei
ra que se possa determinar o numero de casos favoraveis do evento cuja
probabilidade se quer determinar. A razao entre esse numero e o de ca
sos possiveis e a medida da probabilidade, que consiste numa relagao cu
jo numerador & o numero de casos favoraveis e cujo denominador & o nume

ro de todos os casos possiveis".

Esse enfoque de probabilidade apresenta duas caracter{g

ticas:

12) E possivel prever a ocorrencia de qualquer um dos resultados do ex
perimento. Por exemplo, no lancamento de um dado, admitindo que es
te @ honesto, ao sermos interrogados sobre a probabilidade de ob

& s —— .I
termos a face "dois", dizemos que essa e <

28) Ele se baseia em raciocinio abstrato, nao dependendo da realizagao

do experimento.

2.2 - PROBABILIDADE COMO LIMITE DA FREQUENCIA RELATIVA

Um outro enfoque de probabilidade e aquele baseado na re

petitividade de um experimento.

Seja novamente o experimento "lancar uma moeda". Defina
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mos os eventos: C "aparece cara" e K "aparece coroa". 0 experimento
foi repetido 200 vezes, e 0s resultados obtidos acham-se apresentados
na tabela 2.1, onde n e o numero de lancamentos, nc o numero de vezes

que o evento C ocorreu e fo a frequencia relativa da ocorrencia de C.

TABELA 2.1

Resultados de sucessivos langamentos de uma moeda

n e o™ ?F
10 6 0,60
30 17 0,56
50 23 0,46
80 43 0,54
100 49 0,49
140 72 0,51
180 88 0,49
200 102 0,51

Na figura 2.1, temos a frequencia relativa da ocorrencia
de C em relagao ao numero de jogadas. Notamos que fc flutua conside
ravelmente quando n @ pequeno e, a medida que n aumenta, ela tende
a se estabilizar em torno do valor 0,5. Isto significa que a frequencia
relativa possui a caracteristica denominada regqularidade estatistica,

quando n & grande.

0 valor em torno do qual fc tende a se estabilizar e a
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0,60
0,58
0,56
0,54

0,52
0,50

0,48

0,46
0,44¢

0,42

0,40

L Lo i L e b ]

I ! = n
20 40 60 80 100 120 W40 160 180 200

Figura 2.1 - Frequencia Relativa da Ocorrencia de Caras em n
Lancamentos de uma Moeda.
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probabilidade do evento C. No exemplo, P (C) = P (cara) =0,5.

2.3 - CONCEITOS BASICOS

2.3.1 - Experimento Aleatorio

Sequndo Parzen [36], & um "fenomeno empirico, caracteri
zado pelo fato de que, sob certas circunstancias, nem sempre provoca o
mesmo resultado, mas os resultados obtidos, ainda que diferentes, condu

zem a uma certa reqularidade estatistica".

Um experimento aleatorio e aquele cujos resultados nao
podem ser previstos com certeza mas e possivel enumerar todos os seus re
sultados possiveis. Alem disso, um experimento aleatorio pode, concei
tualmente, ser repetido um grande nimero de vezes sob condigoes simila

res.

2.3.2 - Espaco Amostral

A todo experimento aleatorio E esta associado um con
junto S de todos os resultados possiveis desse experimento. Tal con

junto e denominado o espago amostral associado ao experimento.

Assim, quando lancamos uma moeda, os resultados possi

veis sao "cara" e "coroa". Portanto, o espago amostral é:
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S = { cara, coroa }
2.3.3 - Evento

Qualquer subconjunto de um espago amostral & um - evento.
Assim, no lancamento de uma moeda um resultado possivel e "sai coroa".
Assim, definimos o evento A, como:

A = { sai curna}

Deve-se observar que o espago amostral S e tambem um
evento. A probabilidade de um dado evento e a probabilidade de qualquer

um dos seus elementos ocorrer.

Usando um diagrama de Venn, temos:

< | - ~-Espaco Amostral

Evento

Figqura 2.2 - Espaco Amostral e Evento.
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2.3.4 - Combinacao de Conjuntos

Quando tratamos com dois ou mais conjuntos, podemos rea

lizar com eles as seguintes operacoes:

Uniao

A uniao de dois conjuntos A e B, denotada por A UB, e
o conjunto formado pelos elementos que pertencem a A ouaB, oua am

bos. Na figura 2.3, temos uma representacao de A U B.

Figura 2.3 - Diagrama de Venn da Uniao de Conjuntos.

Se C for uma colegao qualquer de conjuntos, a uniao de
todos os conjuntos em C @& definida como o conjunto dos elementos que
pertencem a pelo menos um dos conjuntos de C e & denotada por

U A
AEC
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Interseccao

A interseccao de A e B, denotada por ANB e o con
junto dos elementos que pertencema A e a B, Se Ae B nao tiverem !
lementos em comum, AN B e um conjunto vazio; dizemos, entao, que A
e B sao conjuntos disjuntos. Na figura 2.4(a) temos a representacao
de uma interseccao nao vazia de conjuntos enquanto que em 2.4(b)

AN B=¢
g S L

AT S, AT N

ANB
(a) (b)
Figura 2.4 - Diagrama de Venn da Interseccao de Conjuntos.

No caso de C ser uma colegao qualquer de conjuntos, a

-

interseccao de todos os conjuntos de C, denotada por N A, e o

AEC
conjunto dos elementos que pertencem a todos os conjuntos de C.

Conjuntos Complementares

0 complemento de A em relacao a B, denotado por B-A,
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e definido como o conjunto dos elementos que pertencem a B e nao per
tencem a A. Na figura 2.5, a parte hachurada representa o complemento

de A em relacao a B.

Figura 2.5 - Conjuntos Complementares.

Deve-se notar que B - (B - A) = A sempreque A <Be
que B-A=B se A N B=p. Deuma forma geral, chamaremos "comple
mento de A" ao complemento de A em relagao @ S e o denotaremos sim

plesmente por A.

2.4 - PROBABILIDADES ELEMENTARES E AXIOMAS DE PROBABILIDADES

Dado um evento A qualquer, a probabilidade da aCerEﬂ

ciade A e:

P(A) = lim f

]

A
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Das propriedades de frequencia relativa, obtemos os se

guintes axiomas que devem ser satisfeitos por P (A):

Axioma 1:

Axioma 2:

Axioma 3:

quais sejam:

Propriedade

mo A e A

P(S) =

0 ¢ P (A) ¢ 1

P(S) = 1, onde S representa o evento certo, ou se

ja, S e o espago amostral.

P(AUB) = P(A) +P(B), se AeB sao disjuntos.

Dos axiomas acima, decorre um conjunto de propriedades,

P(A) = 1-P(A), onde A & o complemento de A. Co

—_—

sao disjuntos e AUA = S, vem:

= P(A UR) = P(A) + P(R) —> P(A) = 1 - P(A)



_t

Propriedade 2:

Se @ e um evento impossivel de ocorrer, entdo P(@) =0

Com A=AUG@, temos:

P(A) = P(A) + P(@) = P(#) = 0O

Propriedade 3:

Se A e B sao dois conjuntos quaisquer, entao:
P(A UB) = P(A) + P(B) - P(A N B)
Sabemos que AUB = AU (BNA) e B = (ANB) U (BNA)
Pelo axioma 3, temos:
P(A U B) =P[AU [BI'IT&'}] = P(A) + P(B N &) (2.1)
e P(B) = P[{n UB) U (BN E}] = P(A N B)+ P(B N A) (2.2)
Subtraindo 2.2 de 2.1, vem:

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B)
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2.5 - EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUSIVOS

Sejam os eventos A,, A,, ..., A os resultados possi
veis do experimento aleatorio E. Dizemos que eles sao mutuamente exclu
sivos se apenas um dos Ai’ i=1,2, ..., n, pode ocorrer, em qual
quer tentativa. Assim, dois eventos A, e A, sao mutuamente exclusi
vos se sua interseccao € vazia, isto e, A, NA, =0; A, A, ..., A
sao mutuamente exclusivos se suas interseccoes dois a dois forem vazias.

Para obtermos a probabilidade de pelo menos um evento da

colecao ocorrer, adicionamos as probabilidades desses eventos, ou seja.
P(A,UA, ... UA) =P(A)) +P(A) + ... + P(A)

Exemplo: Suponhamos que nas eleigoes para um clube, duas chapas, A e
B, concorram e cada uma apresenta 2 candidatos para o cargo de presiden
te do clube. Pelo regulamento das eleigoes, nao pode haver empate. A

probabilidade de cada candidato vencer e:

Candidato 1 da chapa A : 0,20
Candidato 2 da chapa A : 0,12
Candidato 1 da chapa B : 0,54

Candidato 2 da chapa B : 0,14

Como somente um candidato pode vencer, a probabilidade &
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vitoria da chapa A e&:
P(candidato 1 de A) + P(candidato 2 de A) = 0,20 + 0,12 = 0,32
A probabilidade da chapa B vencer e: 0,54 + 0,14 = 0,68,
enquanto que a de vencer o candidato 2 da chapa A ou o candidato 1 da

chapa B & 0,12 + 0,54 = 0,66.

2.6 - PROBABILIDADES CONDICIONAIS

Sejam A e B dois eventos pertencentes ao espaco  amos
tral associado ao experimento E. A probabilidade de B ocorrer quando

A tiver ocorrido e dada por:

p(elay - PANEB) P(A) > 0
P(A)

Assim P(A n B) = P(B|A) . P(A), o que e conhecido

na literatura como "Teorema da Multiplicagao de Probabilidades".

Suponhamos que um escritorio possua 100 funcionarios.
Alguns deles fumam (F), outros nao (N); e, dentre eles, alguns sao ho
mens (H), outros sao mulheres (M). A tabela 2.2 da o numero de funciona
rios de acordo com a classificacao em fumantes, nao fumantes e separan

do-os de acordo com o sexo.
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TABELA 2.2

Classificacao dos Funcionarios de um Escritorio.

Classif. F N Total
H 30 20 50
M 10 40 50
Total 40 60 100

Uma pessoa entra no escritorio, seleciona um dos emprega
dos ao acaso e verifica que e homem. Qual a probabilidade de que seja

fumante ?

Em termos da notacao introduzida, desejamos P(F|H). Con
siderando somente o espago amostral reduzido H (isto €, os 50 homens),

temos:

PIFIH) = —— = —=

0,6

enquanto que, empregando a definigao de probabilidade condicional, esta

sera
p(FIH) = P(FNH)
P(H)
e PFAH) =~ = 0,3, PEH) = =20 = 0,5

100 100
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portanto, P(FIH) = —g-'-g— = 0,6

2.7 - EVENTOS INDEPENDENTES

Dois eventos A e B, pertencentes a um espaco amostral

S, sao independentes entre si quando:

P(AN B)Y = P(A) . P(B)

Isto significa que a ocorrencia de A ndo afeta a ocor

rencia de B, ou seja:

P(B|A) = P(B) e P(A|B) = P(A)

Seja A o evento "sai cara no primeiro lancamento de

uma moeda" e B o evento "sai cara em um secundo langamento”.

Entao:
P(A) = 0,5
P(B) = 0,5

e P(AN B) = (0,5) (0,5) = 0,25 => P(B|A) = % = 0,5 = P(B)



e

o . R

_52=

e

: = o . ._.;‘-: + g e D0 BEIT DT
pois a ocorrencia de cara no segindo Tancamento “nac ‘e influenciada peld!
conhecimento de que no primeirg ocorreu cara; os eventos A e B $a0 in

AATAIIFICYT 20TR3YY - 1.8

dependentes. ATl A Do dtad

258’ U pROBABI LIDADES “REVISADAS » 7 % 1 andravs 2fu

b boche qoees For
ot - I

= o i L e “3
SIS 2wl aslasnsanr a8 o

Dizemos que os eventos B,, B,, ..., B~ constituem uma
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Figura 2.6 - Particao de um Espaco Amostral.

Podemos escrever A como:

AR Aoml oy
l|_'.'.' - R v Ve

A = (ANB,) U (ANB,) U ... U (AN B)

- L ™ 4 s ™

ne TRLE fe Ay {&,0 » {8 01 A9 a

Vemos que A e formado pela unido de n eventos mutua
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mente exclusivos. Portanto,

P(A) = P(ANBy) +P(ANB2) + ... + P(AN B)

ou P(A) = P(A[B,).P(B,) + P(A[B,).P(B,) + ... + P[RIBH}.P(BH}

Se soubermos que A ocorreu e quisermos determinar a

probabilidade de qualquer Bj' j=1,2, ..., n, esta e dada por:
P(ANB.) P{(A|B.).P(B.)
P(B.[A) = ——3° = J J
. P(A)

n
Lpcals;).pe;)

Este resultado e conhecido como "Teorema de Bayes" e e
de grande utilidade na determinacao das probabilidades "a posteriori",

ou seja, para revisar probabilidades face a novas informagoes.

Cada um dos Bj de S tem a ele associada uma probabi
lidade, que & a probabilidade "a priori", a qual ja nos referimos no

Capitulo 1.
Consideremos o seguinte exemplo:
Tres transportadoras A, B e C realizam o transporte de

pecas do mesmo tipo da cidade M para a cidade N. A transportadora

A tem capacidade de transporte duas vezes maior que a de B e C, as
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quais tem capacidades iguais. No entanto, a transportadora C adota um
sistema de acondicionamento das pec¢as diferente daquele usado por A e
B, o que danifica 4% das pecas. Das pegas acondicionadas por A e B,

apenas 2% se danificam.

Ao chegar em N, as pegas sao colocadas juntas num arma

zem e depois retiradas para serem utilizadas.

Qual a probabilidade da pega retirada estar danificada e

qual a probabilidade desta peca danificada ter sido transportada por A?

Definamos os seguintes eventos:

D = { a peca esta danificada }
EA = { a pega foi transportada por A }
EB = { a peca foi transportada por.B }
Ec = { a peca foi transportada por C }

Sabemos que:

P(D) = P(D|E,).P(E,) + P(D|EG).P(Eg) + P{D[.EE].P(EE}
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i

e que P(Ep) = 0,5

P(Eg) = P(E;) = 0,25
P(DIE,) = P(D|EG) = 0,02
P(DIE;) = 0,04

Entao:

P(D) = 0,02 . 0,5+ 0,02 . 0,25 + 0,04 . 0,25 = 0,025

A probabilidade da pega danificada ter sido transportada
pela transportadora A & dada por:

P(DIE,).P(E,)
P(E,(D) = A A" _ _0,02x0,5 0.4

P(D) 0,025

2.9 - VARIAVEIS ALEATORIAS

Seja E um experimento aleatorio e S o espago  amos
tral a ele associado. A funcao X que a cada elemento s € S associa

um numero real e denominado variavel aleatoria.

Quando temos duas funcoes X e W cada uma associando

um numero real a todo s €S, o par (X, W) constitui uma variavel



- B -

aleatoria bidimensional.

No caso geral, se houver n funcoes, teremos uma varia

vel aleatoria n-dimensional.

Para alguns autores, o termo "variavel aleatoria" e con

fusa, sendo mais apropriada a denominagao "funcao aleatoria".

Suponhamos que o experimento E consiste em se langar
uma moeda duas vezes. Podemos ter as configuracoes mostradas na figura

T
12 jogada + 22 jogada

)W@V
o "E-L___H_h _

; C

‘:DF‘W

Figura 2.7 - Resultados de dois lancamentos sucessivos de uma

moeda.

0 espaco amostral S associado a este experimento e:

S = { CC, CK, KC, KK }
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Definamos a variavel aleatoria X como o "numero de co

roas (K) obtidas nos dois lancamentos", isto e:
X (CC) = 0; X (CK) = X (KC) = 1 e X (KK) =2

Notemos que uma variavel aleatoria, sendo uma funcao,
nao impede que dois ou mais s € S correspondam a um mesmo valor

X (s) € R.

Se o numero de valores possiveis de X for finito ou in
finito numeravel, X @ dita ser uma variavel aleatoria discreta, ou se
ja, os valores possiveis de X podem ser postos em correspondencia com

os inteiros.

Se a variavel X puder assumir qualquer valor num deter

minado intervalo, X e dita ser uma variavel aleatoria continua.

2.10 - FUNCAO DENSIDADE DE PRNBABILIDADE

Se X for uma variavel aleatoria discreta, a cada resul
tado possivel X; poderemos associar um valor p(x;) = P(X = x;) que

deve satisfazer as seguintes condigoes:

1) p(:i] = P(X = xi] : 0, ¥
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2) J oplx;) =
i=]

A fungao p(.) e denominada fungao de probabilidade no

ponto ou fungao massa de probabilidade.

Se X for uma variavel aleatoria continua, definimos a
"funcdo densidade de probabilidade” de X, fy(.), como uma fungao

que satisfaz as seguintes condigoes:

1) fx{x} - 1) ¥ X
2) [ﬁmfx[x} dx = 1

Exemplo: 0 departamento de controle de qualidade de uma industria de
lampadas recebe uma grande partida das mesmas, retirada da linha de pro
ducao. Estima-se que a probabilidade de uma lampada estar perfeita e

_&-, sendo =i a probabilidade da mesma apresentar defeito.

5 5
As lampadas sao ensaiadas uma a uma ate que aparega a

primeira defeituosa.

Definamos X (uma variavel aleatoria) como o numero de
testes necessarios ate que a primeira defeituosa aparega. 0 espago amos

tral associado ao experimento &:
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S = { D, ND, NND, NNND, ... }

onde D corresponde a uma lampada defeituosa e N a uma nao defeituo

5a.

Portanto, os valores possiveis de X sao: 1, 2, 3, ...
n, ... . Verificamos que X = i somente se a i-esima lampada testada
for defeituosa e as 1 - 1 anteriores forem perfeitas. Pelo fato de
uma lampada ensaiada nao afetar a condicao da proxima, poderemos escre
ver:

(1) = P(X=1) = [

#

i-1 r
[—4.] [.-..l_]=“-1_ ]+i+ 15 +...]:1
NG 5 5 | 5 25

No caso de uma variavel aleatoria bidimensional discreta

UL )
(X, Y), a fungao de probabilidade p(., .) devera satisfazer as seguin
tes condicoes:
1] []{X,i,}fj] = P{x=x«‘?:}\‘
2) Y} lp(x,y:) =1
j=1 4= VA

No caso continuo, a funcao densidade de probabilidade

conjunta fo(" .) devera satisfazer a:
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) fyxy) 20, ¥ (x, )
)
2) f+m J fIY{x’ y) dx dy = 1

Em geral, para uma variavel aleatoria n-dimensional (X,,

xn], devemos ter:

a) caso discreto:

1) P(Xys Xps wees %) = P(X) = Xp5 Xp = Xps » Xp=x) 20
2) T T e TP(Ky Ky oeees Xy ) = ]
1,=1 jz=] j =1 i, In
b) caso continuo:
11 f {Ill xi! i ) xnl 3 0
xl‘, :’:2, ey n
oo oo
2) [+ J+m... J f(x,, Xo8 coey X ) dx, dx, ... dx, = 1
-0 =0 = xl’lxt‘z'“‘ XI'I " 1 : "

2.11 - FUNCAQ DISTRIBUIGAO ACUMULADA

Seja X uma variavel aleatoria e x um nimero. A  fun
ao Fy(x) = P(X £ x) e denominada funcao distribuicao acumulada de X

ou, simplesmente, fungao distribuigao.
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Quando X for uma variavel aleatoria discreta, temos:

Fy(x) = T p(x;)

's para 0s quais X, <€ X.

onde o somatorio e feito sobre todos os i ;

Se X for uma variavel aleatoria continua:

X
Fy(x) = { fy(t) dt

Neste caso, podemos calcular a funcao densidade de proba

bilidade, fazendo:

d Fy(x)

fK{x] = 5

quando F,(.) for diferenciavel.

A fungao distribuigao Fy(.)» tanto para o caso conti-

nuo quanto para o caso discreto, satisfaz as seguintes propriedades:

]
o

1) Fy(-=)

3) Fy(.) & ndo decrescente, isto e, Fy(x) s Fy(y) quando x < y.
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Exemplos de graficos da funcao distribuicao para os «ca
sos discreto e continuo, sao apresentados nas figuras 2.8(a) e 2.8(b),

respectivamente:

Se tivermos uma variavel aleatoria bidimensional (X, Y),

sua fungao distribuicao acumulada conjunta sera definida por:
Fyy(xs ¥) = P(X < x, Y <y)

Para obter a funcao densidade de probabilidade conjunta

de X eY a partir da funcao distribuicao, fazemos:

2
d ny{xv y)

fov(x, ¥) =
XY ax ay

quando Fyy(., .) for diferenciavel.

2.12 - DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE MARGINAL

Seja (X, Y) wuma variavel aleatoria bidimensional, com
X e Y discretas. Definimos a distribuicao de probabilidade marginal de

X, como:
P(x;) = P(X = x;) = j§1p{xi, yj}, para todo x;, i=1,2, ...

De maneira analoga, a distribuicao de probabilidade mar
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Figura 2.8 - Fungo Distribuigao Acumilada: Casos Discreto e Contim,



il -

ginal de Y sera:

ne-1§g

q(y;) =

h| § p{xii .Yj}! para todo Yis ,] =1, 2, —

1 J

No caso de (X, Y) ser continua,

SO IR
0
€ f\r{y} = J fxlf{x'l y) dx

=00

definem, respectivamente, as distribuicoes de probabilidade marginais

de Xel.

Como exemplo, seja a funcao distribuicao acumulada de

(X, Y) dado por:

] -2x -2y

. s, 4 ~2(x4y)

+e D<o

Ogy<w

o , x <D y<0

Para determinar f,(x), ou seja, a distribuicao de pro

babilidade marginal de X, necessitamos da distribuicao conjunta

Fy (%5 ¥).



obtemos fx[x}

2.13

b)
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Esta e dada por:

2

0" Fyy(x, ¥) -
fyy(Xs ¥) = . =420 | pgexcw
fyy(xs ¥) = 0, x<0 e y<0
Como

fy(x)

n
-h;
>
-
>
b
(=%
e

1]

- DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE CONDICIONAL

Para variaveis aleatorias bidimensionais, (X, Y),

) ) ) ) D[xi n Yj]
p{xi|Yj] =P(X = X5 | ¥ = Yj} = 2(0) ’ q(?j] >0,

define a distribuigao de probabilidade condicional de X dado que

Y=y quando XeY sao discretas (de maneira analoga, defini

mos p[?jlxi}} e

fX?[xv y) ) . o
f. 1Ir{Jl:l_ﬂ = ————, fyly) >0, define a distribuicao de

X| fy(y)

probabilidade condicional de X dado que Y =y, quando X e Y
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sao contTnuas (de maneira analoga, definimos f (y|x)).
YIX

No caso de X e Y serem variaveis aleatorias independen

tes, teremos:

£ (x]y) = fy(x) e f(ylx) = fy(y) (2.3)
X|Y Y|X

quando X e Y forem continuas.

Se X eY forem discretas, teremos, se elas forem inde

pendentes:

F{xilfj] P(xil s Wi

(2.4)

aly;1x;) aly;) » ¥

A demonstracao de 2.3 e 2.4 & direta, se lembrarmos

que duas variaveis aleatorias sao independentes se e somente se:
a) p[xi, yj} = p(xi}.q(yj} , “i,j, para o caso discreto e
b) f (x,y) = fy(x).fy(y) , no caso continuo.

XY

Para a variavel (X, Y) definida no exemplo da secao an

terior, temos:
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=2(x+y)
i -2
f”x{flx} 5 £ = 2e
-2X
e

2.14 - VALOR ESPERADO DE UMA VARTAVEL ALEAIORIA

Seja X uma variavel aleatoria discreta com valores pos
siveis X s i=1,2, ... .0 valor esperado da variavel X (ou espe

ranca matematica de X), denotado por E(X), e definido como:

E(X) = X p(x:)
121 v

Se X for uma variavel aleatoria continua, com fungao

densidade de probabilidade fx{x}. seu valor esperado e definido como:
00
E(X) = [ X fx{x] dx

Se, neste caso, a funcao distribuicao acumulada de X for
Fy(x), teremos, que a area A na figura 2.9, sera o valor esperado de

X, ou seja:

E(X) = f: [1 - Rx)] dx



Figura 2.9 = Valor Esperado de ma Variave] Aleatoria,

Dl
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2.14.1 - Propriedades do Valor Esperado

a) E(X+Y) = E(X) + E(Y)

b) E(X) = C, para X =C, onde C e uma constante.

c) E(CX)

C.E(X), para C constante

d)  E(XY)

1]

E(X).E(Y), quando X e Y forem independentes.

A demonstracao dessas propriedades sao encontradas

[36].

2.15 - PROBABILIDADES SUBJETIVAS

em

Chamamos probabilidade subjetiva atribuida por um indi

viduo a um evento, a um valor numerico entre N e 1 que reflete

0

qgrau de confianca desse individuo na ocorrencia de tal evento, levando

em conta seu estado de informacao.

Considera-se que tais valores sao consistentes com 05

principios basicos de probabilidades e estende-se para as probabilida

des subjetivas todo o tratamento das probabilidades classicas.

Sob o ponto de vista de probabilidade subjetiva, faz sen
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tido falar-se em probahilidade de uma hipotese.

A nrobabilidade nue um individuo associa a uma hinotese
g um valor nue leva em conta as informacoes aque nossui o reflete o cré
dito que ele da a veracidade da hipotese. Uma hipotese, em principio, e
verdadeira ou falsa. Sob o ponto de vista classico, ndo faz sentido fa
lar-se em probabilidade de uma hipotese nois, simplesmente, nao existe
frequencia historica. Esta @ uma restricao seria pois, em problemas de
decisao, frequentemente os chamados estados da natureza saon, na verdade,
hipoteses. 0 uso das probabilidades subjetivas surera esta barreira. 0
conceito de probabilidade subjetiva se mostra tambem de qrande valia
quandﬁ o calculo de probabilidades & possivel mas os dados necessarios
nao sdo disponiveis ou suficientes. Essa situacdo & tambem muito frequen
te na pratica. Um individuo aue reuna boas informacoes sob o evento em
questao pode expressar um valor subjetivo de probabilidade que, poste
riormente, podera ser revisado pelos dados disnoniveis. Como codificar

as informacoes existentes na mente de um individuo e como revisaras pro

babilidades resultantes serao assunto do nroximn canituln.



=71 =

CAPTTULO 111

PROBABILIDADES: ASPECTOS PRATICOS

3.1 - CONSIDERAGOES IWICIAIS.

Neste capitulo nos ocuparemos particularmente com a discus
sao de téecnicas para a uhtencsn de valores subjetivos de probabilidades.
Apresentaremos inicialmente alguns conceitos que podem ser uteis na prati
ca, definiremos nossa posicao em relacao as probabilidades subjetivas e

passaremos a apresentacao das técnicas mencionadas.

Conceito de "odds".

Muitas vezes, € mais comodo para quem faz estimativas pen

sar em termos da razao entre as probabilidades de eventos alternativos

E comum nos meios esportivos ouvirmos frases como: "0 Pal

meiras esta cotado na razao de 3/1 para o jogo de amanha".

Analisando o significado de tal assertiva vemos que ela @

eauivalente a dizer que na opiniao dos entendidos (ou apostadores)
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"P_(Palmeiras ganhar o jogo de amanha) _ ,

P (Palmeiras nao ganhar o jogo)

ou a "a probabilidade do Palmeiras ganhar o jogo de amanha & 0,75".

"Chances", "cotagao", "razao", "Tndice" sao termos comumen
te usados em portugues para indicar essa "razao de probabilidades" a qi=
nos referimos. Por julgarmos que nenhuma das palavras mencionadas e bastan
te boa para expressar a ideia geral do conceito e ignorarmos um vocabulo

que melhor expresse tal ideia, adotaremos a palavra inglesa "odds".

Formulacao Matematica.

Consideremos o evento A e seu evento complementar K.  Sabe
mos que

P(A) + P(R) = 1
ou

P (A) = 1 - P(A)

‘Chamaremos "odds" de A ao valor @ (A) definido como

@ (A) _ _P(R) _ _P(A)
P(A) 1-P(A)
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Observando a expressao acima podemos concluir que:
1. n(A) = 0,%A
2. Se a(A) == ,onde a e b sio dois valores reais (ndo neces
b
sariamente inteiros)
entao P(A) . _a

a+b

Avaliacao Objetiva de Probabilidades

Segundo entendemos a probabilidade objetiva, ou classica ,
poderia ser vista como uma probabilidade estimada a luz de evidencias bas
tante fortes que conduzissem a opinioes convergentes. Essas "evidencias" a
que nos referimos sao basicamente historicas e geométricas. Apoiadas em hi
poteses de aceitacao mais ou menos facil, tais "evidencias" conduzem a valo

res de probabilidade consagrados como “"objetivos".

fssim, nuandn se diz aue "a nrohahilidade de se ohter a face
‘2" quando se atira um dado e 1/6" estamos baseados em consideracoes como:
- 0 dado € simetrico: um cubo de seis faces iguais,
e hipoteses adicionais como:
- 0 dado & "honesto": tudo faz crer que sua massa seja uniformemente dis
tribuida,
ou,ainda, consideracoes de "frequencia-relativa":

- "em 10.000 vezes que se atirou o dado anteriormente, 1672 vezes ubtivg
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mos a face 2", anoiados na observaran de simetria, concluiriamos relo va

lor 1/6.

Num contexto mais geral, a unica maneira objetiva de se es
timar a probabilidade de um evento & a frequencia relativa: numero de ca

sos favoraveis observados dividido pelo numero total de casos observados.

A avaliagao ou estimativa de probabilidades em face de ob
servacoes ja foi exaustivamente estudada pela Estatistica Classica e a
literatura a respeito & incontavel. Hao cuidaremos disso neste trabalho.
Nossa preocupacao basica sera estudar metodos que permitam estimativas pes
soais de probabilidade quando nao se dispoe de dados mais concretos que

possibilitem uma abordagem classica.

ilecessidade de Estimativas Subjetivas da Probabilidade.

Imaginemos que nos somos os donos de uma industria e, na
tomada de uma decisao importante, constatamos a necessidade de avaliar a
probabilidade de que uma determinada maquina dure 5 ou mais anos. Nao dis
pomos de quaisquer dados historicos, nem existe a possibilidade de aces
so em tempo habil a informacoes do fabricante. Ha contudo um velho empre
gado da firma que vem trabalhando ha muitos anos com tal maguina. Nao ha
divida que uma estimativa de tal individuo, convenjentemente extraida, &
bastante valiosa. Seria valida uma decisao baseada em tal estimativa, ain

da aque "subjetiva"? Acreditamos que a resposta sensata e "sim".
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Consideremos uma outra situacao hipotetica. Um individuo
planeja um passeio ao campo neste dominqo. Em seu processo de tomada de de
cisao, julga necessario conhecer a probabilidade de fazer tempo bom ate o
fim do dia. Esta & uma situacao tipica em que dados historicos nao sa dis
poniveis. Existe porem seu velho tio, homem criado no campo, em cujas "pre
visoes meteorologicas" ele aprendeu a confiar. E sensato admitir que esse
homem poderia fornecer uma probabilidade bastante confiavel, desde que The
fosse fornecido um metodo de traduzir seus conhecimentos em um valor numE
rico conveniente ? Poderia o individuo basear sua decisao nessa probabili
dade subjetiva ? Admita agora que, ouvindo o radio, ele tem acesso a pre
visao do servico meteorologico local. Esta previsao e mais objetiva, talvez,
que a de seu velho tio. Envolve, talvez, o processamento de algumas infor
magoes mais "concretas". Mas, notemos, & tambem uma "estimativa". Admita
mos ainda uma terceira possibilidade: o individuo consulta varios jornais
velhos e constata uma estatistica que fornece o numero de "domingos em fa
se de Lua Nova" em que choveu, nos ultimos dois anos, e o numero total de
domingos de Lua Nova desses dois ultimos anos. 0 quociente lhe da uma pro

babilidade. Podemos dizer que esta probabilidade e objetiva ?
Em qual das tres estimativas o individuo basearia sua deci
sao ? Nao seria surpresa se ele optasse pela "subjetiva" probabilidade de

seu velho tio.

Nosso proposito com essas ilustracoes € ressaltar a ideia
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de que sao frequentes as situacoes em que dados para avaliacao de probabi
lidades sao de dificil obtencao, inexistem, ou, mesmo, sao de pouca vali
dade, enquanto que “experts" (pessoas com vivencia ou conhecimento do as
sunto em questao), capazes de nos fornecer um valor "subjetivo" para a

probabilidade requerida, estao a nossa disposicao.

Nosso ponto & que devemos fazer uso dessas evidencias nao
"concretas" e que & valido e muito Util contar com "juizos de valor" tra
duzidos em probabilidades. Mas secoes seguintes, tentaremos formalizar al.

guns métodos de obter tais probabilidades.

3.2 - PROBABILIDADES SUBJETIVAS

3.2.1 - Como Obter uma Estimativa da Probabilidade

Para a obtengao de estimativas de probabilidade existem du

as linhas basicas de procedimentos:

1) Pergunta direta ao estimador: "Qual e, para voce, a probabilidade de
ocorrer A?" ou "Quais sao, em sua opiniao, 0s "odds" de A? ou "0 que

voce considera mais provavel: A ou B?".

Embora comoda, esta Tinha € bastante criticada, especialmen

t £l * " 0 S~
te pelos estatisticos teoricos . As objecoes mais comumente levantadas so:

* Ver SAVAGE  [45]
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a. HNada garante que o conceito de "mais provavel"” seja in

tuitivo e nao de margem a interpretacoes equivocas.

b. A resposta a uma perqunta direta nao reflete, neces
sariamente, o comportamento de uma pessoa em face da in
certeza. Refletiria, tao somente, o "comportamento ver

bal" de uma pessoa em face de uma interrogacao.

Metodo indireto ou comportamental: a pessoa seria colocada diante de
uma situacao de fato e sua escolha entre duas alternativas refletiria
seu juizo. Uma adaptacao mais praticavel dessa ideia € colocar a pes
soa diante de uma situacao hipotetica e perguntar-lhe qual seria sua

atitude em tais circunstancias.

Hesta linha se enquadra a idéia de definir  probabilidade

"subjetiva" atraveés de uma loteria.

Seja E um evento aleatorio e Le uma Toteria cujo premio e A,

se E ocorre e B, caso contrario. Seja L*E uma outra loteria que da o pre

mio A com probabilidade p e B com probabilidade 1-p. Representadas abaixo

estdo L. e L*E:

L

k

e
ﬁcﬁff A
/ . /)’/
Ff\ ) E: 0\
Ndo B 1-p B

ﬂcnr,e
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Se formos indiferentes entre essas duas loterias, dizemos
que nossa probabilidade subjetiva de E € p e denotamos essa probabilida

de por P*(E). Entao, P*(E)= p .

Uma critica comum a esta abordagem & considera-la pouco
pragmatica. Para alguns € irreal colocar o individuo diante de Tloterias
hipotéticas em busca de pontos de indiferenca. Mais facil e intuitivo se
ria a estimativa direta. Contudo, os teoricos da moderna estatistica con

sideram tal conduta como a unica normativamente correta.

0 dispositivo que descreveremos a seguir busca tornar mais

simples e concreta a utilizacao dos conceitos acima expostos.

0 "Jogo de Dardos" como Medida de Probabilidade

Consideremos um disco rodando e um dardo que e largado em

um instante de tempo qualquer, sobre o disco.

Qual a probabilidade de que esse dardo atinja uma determinada faixa do
disco delimitada por duas linhas radiais?
Ou referindo-nos a figura 3.1, qual a probabilidade de que o dardo atin

ja a regiao B?

Parece-nos ser de aceitacao geral que a probabilidade bus



Figura 3.1 - Jogo de Dardos: Dispositivo para Determinacao de
Estimativas Subjetivas de Probabilidades.
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cada € a razao entre a area hachurada e a area total do disco. Ou, como a
area B & diretamente proporcional ao angulo a« , podemos graduar nosso dis
co em uma escala de probabilidades. Assim, para o = 3609 (a area B cor
responde ao disco todo), teriamos uma probabilidade igual a 1; para «=180,

uma probabilidade 1/2, etc.

Explicando melhor, nosso disco tera duas cores: amarelo e
azul. Deslocando um ponteiro, aumentamos a area azul de 0 (disco totalmen
te amarelo) a 1 (disco totalmente azul) e vice-versa. A cada fracao de a
rea azul, poderemos ler diretamente no verso do disco a fracao de interva

lo [0, T] correspondente (escala de “probabilidades").

Suponhamos aqora que desejamos avaliar nossa probabilidade
subjetiva da ocorrencia do evento incerto E. Poderia ser a"probabilidade
de que a proxima pessoa a atravessar a porta seja uma mulher" ou a “proba
bilidade de que nos proximos seis meses entre no mercado um produto con

corrente", etc.

Propomo-nos a seguinte situagao:

LOTERIA 1 - ocorrendo E receberemos um milhao de cruzeiros; caso contra
rio, nao receberemos nada.

LOTERIA 2 - se o dardo, nas condigoes anteriormente expostas, atingir a
area azul receberemos 1 milhao de cruzeiros; caso contrario ,

nada receberemos. Em qual das duas loterias prefeririamos aos
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tar? Vamos entao variando a area azul, até que as loterias se
tornem indiferentes. llesse ponto, poderemos ler diretamente

no verso do disco nossa "probabilidade" da ocorrencia de E.

E/[:r.'!i 1.000.000,00 Azytrt 1.000.000,00
&“““nnh_ﬁh Lzr ﬂ‘h““whha\h
E Crs$ 0,00 AMARELO™~Cr$ 0,00

3.2.2 - Alquns Critérios de Consistencia

L':

0 carater subjetivo das probabilidades que estamos tratando
nao implica, de forma alguma, nue nao possam ou devam ser revistas e con
frontadas com outros valores que permitam testar sua "razoabilidade". Na
verdade € bastante desejavel que encontremos formas de avaliar a consisten

cia de nossas estimativas.

Do mesmo modo, muitas vezes se torna mais facil a estimati
va indireta: a probabilidade desejada sai como resultado de outras probabi
lidades mais faceis de estimar ou calcular que se ligam a ela por princfpi

0s basicos da Teoria de Probabilidades.

Consistencia com as Propriedades Fundamentais

Usamos frequentemente as propriedades fundamentais das pro
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babilidades para testar a consistencia de atribuicoes subjetivas. Podemos
testar o valor atribuido por nos a um evento E, estimando tambem a proba
bilidade do evento complementar E e verificando se as duas somam um. Caso
isso nao ocorra devemos modificar um dos dois valores. Isso & especialmen
te Util quando, por razoes inerentes ao problema, nos sentimos mais con

fiantes em relacao a estimativa do evento complementar.

0 que se faz, também, habitualmente, € subdividir um even
to em eventos mais simples e mutuamente exclusivos e confrontar a  proba
bilidade atribuida ao evento composto com a soma das probabilidades dos e

ventos componentes.

EXEMPLO:  Nossa vitrola esta apresentando distorgao. Analisando as  pos
sTveis causas de defeito, um técnico nosso amigo estabelece a

sequinte arvore, mostrada na figura 3.2.

Pedimos que ele atribua probabilidades, e ele, entao, nos

fornece as sequintes estimativas:

P (defeito interno) = 0,20
P (defeito no alto-falante) = 0,25

P (defeito na capsula) = 0,50

Neste ponto interrompemos nosso amigo e o fazemos ver que
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(0,55 )
CEPSULA
FONOCAPTORA

(0,80)

EXTERNO

(0,25 )

ALTO
FALANTE

DEFEITO

(0,10 )

SOLDA

(0,20)

INTERND

(0,10 )

COMPONENTE

Figura 3.2 - Rrvore dos possiveis defeitos na vitrola e as probabilidades

finais atribuidas pelo teécnico.
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ha uma inconsistencia. Com efeito, diante das estimativas feitas, teremos:

P(defeito externo)

1- P(defeito interno) = 0,80

n

P(defeito externo) P(defeito capsula) + P(defeito al

to-falante) = 0,50 + 0,25 = 0,75

Diante de nossa argumentacao, ele reanalisa os valores ari
buidos e, sentindo-se confiante no valor associado a "defeito interno",

decide alterar para 0,55 a probabilidade de defeito na capsula.

Interrogado sobre a probabilidade de defeito de componen
te, nosso amigo se mostra inseguro. Perauntamos entao pela probabilidade

de defeito de solda e ele fornece o valor 0,10.

Mostramos entao a nosso amigo que a probabilidade de defei

to de componente esta agora determinada e deve valer:

P(defeito componente) = P(defeito interno) - P(defeito sol

da) = 0,20 - 0,10 = 0,10

Nosso amigo aceita sem relutancia o valor obtido e nos da

mos por satisfeitos.
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Uso de julgamentos condicionais

A consistencia entre julgamentos a priori e julgamentos con
dicionais pode ser uma ferramenta bastante util na avaliagao de probabili
dades. Sabemos, da teoria, que se A e B sao dois eventos quaisquer e P(B)

# 0 entao

p(Alg) = (ANB)
P(B) (3:F]

A interpretacao das probabilidades condicionais em termos
de loterias, pode ser entendida como se Seque. Apresentamos ao Estimador

duas loterias compostas:

L] - Se B nao ocorrer ele nada recebe. Se B ocorrer ele concorre a uma

elevada importancia X em dinheiro, caso A ocorra, e nada, em caso

contrario.

L, - Nao ocorrendo B o premio e nulo. Ocorrendo B, joga-se o dardo sobre
o disco: sendo atingida a regiao azul o premio € X (o mesmo da lo
teria anterior). Se a regiao atingida for a amarela o premio & nulo.

B 0 B 0

L]: B X Lz: B reqiao azul X

0 giao_amarela o
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0 avaliador considera as duas loterias e se decide por uma
delas. Varia-se entao a area da regiao azul do disco: o Estimador reconsi
dera as loterias e faz nova escolha. 0 processo continua ateé que, para
uma dada area azul, o "Estimador" se sente indiferente entre as duas lote

rias. Hesse ponto a leitura no verso do disco indicara P(A|B).

Consideremos que nosso Estimador atribui probabilidades
aos eventos AN B e . Usando a formula (3.1) ele determina, entao, um
valor para P(A|B). Através do metodo indicado acima, nor exemolo, ele ob
tém um outro valor para P(A|B). Para ser consistente, os dois valores de
vem se igualar. Em face de desigualdade o Estimador deve reconsiderar as
probabilidades envolvidas. Sentindo-se fortemente favoravel ao resultado
dado pela estimativa direta, os valores P(AnB) e P(B) precisarao ser
revistos. Em caso de duvida, contudo, aconselhamos a adotar o valor for
necido pela formula (3.1). A justificativa para tal procedimento e o “con

servadorismo"* natural do homem.

0 exemplo que se seque se deve a Raiffa, Schlaifer e Pratt
[46] e ilustra como julgamentos condicionais podem ser usados no processo

de estimativa de probabilidades.

* Estudos realizados por psicologos dedicados a Analise de Decisoes, cormo
o Dr. Ward Edvards, revelam que o elemento humano se comporta de uma ma
neira sensivelmente "conservadora” ao avaliar a influéncia de novas 1in
formagoes. Assim, tende sempre a subestimar a informagao "B ocorreu” ao
avaliar a "probabilidade de ocorrer A dado que B ocorreu”. Dessa forma
os valores atribuidos a P(A|B) em wma estimativa direta, sdo sempre in
feriores aos obtidos através do teorema de Bayes.



o

Considerenos cue, nor raznes academicas, selecionamos  um
dentre os 120N estudantes de uma Escola de Pos-Graduacan em Administracao
e desejamos esgimar a rrobabilidade de oue este estudante saiba calcular
corretamente “senm dx. VYamos sunor nue saibamos nue aproximadamente A0%
dos estudantesonussuem formacan em Ennenharia. Ao estimar a nossibilidade
de uma resposta correta (S) se torna mais facil estimar nrimeiro as nroba

bilidades n de S dado nue o estudante & um engenheirn (E) e dado aue ele

nao & engenheiro (E). Se, nor exernlo, determinamos naue:

P(S|IE) = n,70 e P(S|E) = n,2n

*
entao a orobabilidade desejaua deve ser

P(S) = 0,70 x 0,40 + 0,20 x 0,60 = N,40

Ao estimar a probabilidade P{SlE] noderia, por sua vez,ser
mais facil estimar nrimeiro as probabilidades de aue um ndo-engenheiro te
nha tido curso de calculo (C) e aue nao tenha {E] e entao estimar as pro

babilidades condicionais de S condicionado em (E e €) e em (F e €).

3.2.3 - Revisao de Probabilidades e Face de lovas Informacoes (Sob o

Ponto de Vista Pavesiann),

0 teorema de Rayes representa, como dissemos no capitulo?2,

uma forma de revisar nossa oniniac acerca da ocorrencia de um evento  ou

* Pora sevmos consistentes com a formula (3.1) devemos ter:

P(S) =P(s F) + P(S N E) = P(S|E).P(E) + P(S|E).P(F)
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da veracidade de uma hipotese em face de novas evidencias (ou dados). Co

mo vimos, podemos exprimi-lo como:

P(H|D) _ P(D]4) P(H)
P(D) (3.2)

onde P(D) e P(H) sao diferentes de zero.

Em (3.2), P(H) representa a probabilidade "a priori" de al
guma hipotese H. Observemos que, embora nao esteja representada como tal,
essa € uma probabilidade <condicional. Ha verdade, sequndo entendemos, to
das as probabilidades sao realmente condicionais: toda estimativa de proba
bilidade & condicionada ao conhecimento do Estimador ou aos dados disponi
veis por ocasiao da estimativa. P(H) & entao a probabilidade de H condicio
nada a toda informacao disponivel sobre H antes que se tome conhecimento
de D. De uma maneira analoga P(H|D) representa a probabilidade de H condi
cionada ao conhecimento de D e mais todo o conhecimento anterior a D.

P(D|H) representa formalmente a probabilidade de que um dado D seja obser

vado se a hipotese H for verdadeira.

Para um conjunto de hipoteses mutuamente exclusivas e exaus
tivas Hi’ as P{D|Hi} representam o impacto do dado D sobre cada uma das hi
poteses. A chave de qualquer processamento de informacoes utilizando o teo

rema de Bayes & obter P(D|H) para todo D e todo H. Essa probabilidade pode

* Ver Edvards et allit {10].
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ser obtida atraves de calculos, usando modelos estatisticos, ou atraves de

estimativas humanas diretas.

A probabilidade P(D) & comumente de pouco interesse. Normal
mente e calculada ou eliminada, como veremos a sequir. A hipotese H como vi
mos € uma de uma partigao de hipoteses Hi mutuamente exclusivas e exausti
vas. Portanto devemos ter ; P(Hilnj = ; P(H;) =1 e a formula (3.2) impli

ca entao que

P(D) = ] P(DIH;).P(H,)
1

Desde que disponnhamos de P{D|H1] e P(H;) para todas as hipo

teses H;, disporemos tambem do valor P(D).

Uma outra maneira de contornar o problema &, como dissemos,
eliminando P(D). Isto pode ser obtido utilizando-se o teorema de Bayes na

forma de "odds".

0 teorema de Bayes na forma de "odds".

Consideremos a hipotese H, sua negacao H e o dado D. Pode

mos escrever

P(H[D) . __P(D[H) P(H)
P(D)
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P(HID) _  __P(D|H) P(H)
P(D)

Dividindo membro a membro as duas expressoes anteriores, ob

temos:
P(H[D) _ _P(D]H) P(H)
P(F|D) P(D]H) P(H)
= RQ
: . (3.3)
onde
Q- 530 os "odds" a priori ou a razao entre as probabilidades a
priori de |l e E
R - oua razao P(D|K)/P(D|H) & chamado "razdo de verossimilnhan-
ca" (likelihood ratio);
n - sao os "odds" revisados ou, "a nosteriori”. A nocao de "razao

de verossimilhanca" aqui usada € a mesma da estatTstica clas

sica.

E importante observar que se multiplicarmos P(D|H) e P(D|H)
por uma mesma constante o resultado em (3.3) nao se altera. Esse fato e de
extrema importancia pratica e & consequencia do "principio da verossimi

* - # ] ) @ 1] - "
lhanga" . Tao somente "likelihood ratios" e nao valores de P(D[H), propria

* Ver Raiffa (40] ou Edvards et allii [11]
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mente, sao necessarios para aplicacoes do Teorema de Bayes na forma de
"odds". Observemos que, se um dado e iqualmente provavel em face de uma hi
potese ou de sua negacao, isso Significa que tal dado e irrelevante. Isto
se traduz em nossa formula por R = 1 o que implica que os odds"a posterion"
se igualam aos odds "a priori". Portanto, um dado & tao mais significati
vo para uma hipotese quanto mais a razao de verossimilhanca se afasta de

1.

Independencia condicional entre dados.

Quando analisamos a influencia de uma serie de dados D1,D2,
cees Dn sobre uma hipotese H, & particularmente interessante que tais da
dos sejam condicionalmente independentes. Dizemos que Dy, D,, ..., D $20

condicionalmente independentes se
P{D]lH! Dzs saay DI"I} = P(D-IIH}

P{DEJH, Dys D35 wees D) = P{DZIH]

- - - - - - - - - - - - - - - L - - -

| P(D,[H, Dys Dy, «uuy D q) = P(D,|H)

Dada uma hipotese H e uma serie Dy» Dyy ..., D de dados,

n
podemos escrever
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; P{H; Dig T , D)
n{H_iJ], Dps --en D) i S n’_
P(F, Dy, D,, » 0)
ou
ﬂ{HiD'I" I Dn}‘_l:'__{_n__n_iilr,_wl_:i], ---li_'l} P{Hg DJ: Dz: sany Dn_‘l]
P[DH1H, Dys «vvs Dy 4) P(H, Dy, D,y oty D 4)
P(D_|H, Dy, ..., D_.)

S— 1 Ln. a(H|Dy, Dy, .evy D q)

P(nniﬁ, U anl

Havendo independencia condicional entre os dados, teremos

P(D_|H)

n{HID], cens D) n[,_ 2(K[Dy, Dy, uey D _4)
P(D,,|F)

= R(D,, H) a(H|Dy, Dy, .ouy D 5)

Prossequindo em manipulacoes algebricas analogas, chegamos

n
a(H[Dy, ..., D) = ¥ RDpa) B (3.4)

Esta expressao € especialmente comoda: as "razoes de veros

similhanca" (que indicam a relevancia de cada dado em particular para a
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hipotese considerada) podem ser avaliados independentemente de considera
coes sobre os demais dados. Os "odds finais" saem, entao, como o resulta

do do produto das diversas razoes e dos "odds a priori".

Embora, na pratica, a maioria dos dados possam ser trata
dos como condicionalmente independentes, & preciso que se proceda com cui

dado em certos casos.

Consideremos, por Exemp1u*, as informacoes "o suspeito de
assassinato e canhoto" e "o golpe fatal foi desferido por tras e pela es
querda”. Tais dados considerados juntos tem muito mais influencia sobre a
probabilidade de que "o suspeito & o assassino" do que teriam se analisa

dos separadamente.

Uso da Funcao Logaritmo.

A forma de produtorio da expressao (3.4) sugere-nos  que
alguma simplificacao pode ser obtida pelo uso da funcao logaritmo. Com e

feito, tomando-se o logaritmo dessa expressao teremos:

=

Log n{H_|n1., ceuy D Log R(D;, H) + Log 2(H)

)

ner-13
e

.i

Usando-se uma escala logaritmica calibrada em "odds", o

* Este exemplo foi sugerido por W. Edvards [10].
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processamento bayesiano se resumira em uma adicao de segmentos; o valor fi
nal de ﬂ{H|DT, vess D) sera 1ido diretamente na escala.

0 grupo do professor Hard Edwards,no Engineering Psychology

Laboratory, de Michigan, utiliza habitualmente uma escala desse tipo.

3.3 - PARAMETROS CONTTAUOS

3.3.1 - Introducao.

Comumente, na pratica, trabalhamos com parametros que podem
assumir quaisquer valores dentro de um intervalo. Um caso de qrande intg
resse pratico & o da "proporcao de elementos com um dado atributo em uma
determinada populacao”. Essa proporcao e uma variavel tipica que, em prin
cipio, pode assumir qualquer valor entre 0 e 1. Podemos estar interessados
na propor¢ao de componentes defeituosos em um determinado lote, ou na pro
porgdo de escolares com condicoes minimas de alimentacao em uma determina

da escola, ou na proporcao de médicos em uma dada populacao.

Hossa variavel pode ser ainda a nota de um aluno que pode
assumir qualquer valor entre 0 e 100, Podemos estar interessados, igualmen
te, no volume de vendas de um determinado produto que pode assumir, em
principio, qualquer valor entre 0 e a capacidade maxima de producao da f3

brica.
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Notemos que, em grande numero de casos, nossa variavel nao
€ propriamente continua. A proporcao de individuos com uma determinada ca
racteristica em uma dada populacao de 1000 individuos, na realidade, pode
assumir apenas um dos 1001 valores: (0), (0,001), (0,002), ..., (0,999),
(1,000). Contudo, para efeitos de codificacao de incerteza, nosso traba
Tho sera extremamente simplificado se tratarmos essa variavel aleatoria co

mo estritamente continua.

0 comportamento incerto dessas variaveis e retratado na
teoria de probabilidades pela distribuicao acumulada ou pela funcao densi
dade de probabilidade. 0 que se faz, na pratica, ao se codificar a incer
teza associada a uma variavel aleatoria continua, e obter uma curva que
represente a distribuicao acumulada de probabilidades dessa variavel. Se
estivermos interessados na funcao densidade de probabilidades podemos ob

te-la diretamente da primeira, como veremos posteriormente.

3.3.2 - Como obter uma curva de distribuicao subjetiva de probabilidades.

Um individuo com vivencia de um determinado problema pos
sui em sua mente conhecimentos e informacoes que qualificam as previsoes
que possa fazer sobre o comportamento de uma variavel incerta, diretamen
te envolvida no contexto do problema. Em falta de melhores dados, essas
previsoes podem ser extremamente uteis. Cabe ao Analista de Decisoes, ana

lisando o problema, retirar do individuo essas opinioes quantificadas na
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forma de distribuicao de probabilidades.

A pessoa cujas informacoes devem ser auantificadas & o
perito ou "expert”, isto €, o individuo com maior conhecimento especifi

co sobre a variavel em questao. Chamaremos tal individuo de Estimador.

Existem dois procedimentos basicos para se tentar codifi
car essas informagoes na forma de uma curva de distribuicao de probabili
dades. Ambos se baseiam em respostas fornecidas diretamente pelo Estima

dor a questoes propostas relo Analista.

Os dois métodos possuem uma primeira fase comum. liessa pri
meira fase, o Analista procura por o Estimador a vontade, caracterizar bem
a variavel a ser investigada e assumir, se necessario, alqumas condicoes
de contorno . E ainda nesta etapa que o Estimador fixa limites extremos na
ra o intervalo no qual a variavel em questao pode assumir valores. Em uma

sequnda fase cada método assume caracteristicas distintas.

1) Método de Pontos.

0 Estimador fornece ao Analista informacoes do tipo:

* Ao se prever o comportamento das vendas de wm determinado produto, por
exemplo, pode ser conveniente que se fixe, como hipotese, que "o servi
go de distribuigao ira atender normalmente a demanda'.
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(1) P(X 2 a) = b,  P(X & a) = by, etc...

que dao diretamente pontos de uma curva de distribuicao de probabilidades
para a variavel aleatdoria X. Com efeito, como F(x) = P(X < x), tere

mos :
F (a}] = 1 - by, F {az} = b,, etc...

Plotando em um grafico os pares {a], 1 - b]], {az, bz},etc.
e interligando os pontos resultantes, teremos uma curva que representa a

distribuicao acumulada de X.
A questao e: como obter as respostas (I)?

Essas podem ser as respostas a questoes do tipo:

a) Em quanto voce estimaria as chances de X ser maior (me
nor) que a?

b) Qual o valor p que o deixaria indiferente entre as lote
rias L], que The fornece o premio H* se X for maior que

a e zero em caso contrario e L, que da A com probabili

dade p e zero com probabilidade (1 - p)?

* A & um valor monetario positivo.



Essa resposta pode ser mais facilmente obtida com o recur
so do disco que descrevemos anteriormente. Mo caso, o disco faria o papel
da loteria LZ‘

A abordagem b e, em principio, mais rigorosa. Exige, con

tudo, um esforco maior tanto por parte do Analista quanto do Estimador.

2) Metodo dos Intervalos

A ideia do metodo & consequir do Estimador a  subdivisao

conveniente do intervalo de variacao do parametro.

Suponhamos que X possa assumir valores entre 0 e 1. Atra
ves de um dos procedimentos que descrevemos a segquir, consequimos que o
Estimador subdivida o intervalo [0;1] em dois intervalos equiprovaveis,
digamos, [0;0,6] e [0,6; 1]. Isto significa que, para o Estimador & tdo

provavel X cair entre 0 e 0,6 quanto entre 0,6 e 1,0. Em termos de lote
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ria, ele € indiferente entre uma loteria que da 10 milhoes de cruzeiros ca
so X caia entre 0 e 0,6 (e nada em caso contrario) e outra loteria que da
0 mesmo premio se X cair entre 0,6 e 1,0 (c nada em caso contrario). Em
termos de probabilidade isto significa que P(X < 0,6) = 0,5. Temos por

tanto, um primeiro ponto de nossa curva.

Se consequirmos agora que o Estimador subdivida o intervalo
[0; 0,6] em trés intervalos equiprovaveis, (0; 0,38], (09,32; 0,5], [ 0,5:

0,6 ], por exemplo, teremos:

0,5 1

P (X ¢ 0,38)

P (X ¢ 0,50)

1|
[ ]
-

n

0 que nos fornece mais dois pontos para a funcao de distribuicao acumula

da:

F(0,38) = -— e F(0,5%) = ——.
6 3

Subdivisoes subsequentes nos fornecerao novos pontos. Fazen
do passar uma curva por esses pontos teremos uma representacao grafica da

nossa fungao.

Ha dois procedimentos basicos para se consequir obter do Es

et
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timador essa subdivisao em intervalos convenientes:

a) Pede-se inicialmente ao Estimador que subdivida o inter
valo de variacao do parametro em dois outros equiprovaveis. Em outras pa
lavras, pede-se ao Estimador um valor tal que ele sinta ser tao provavel
a variavel cair acima quanto abaixo de tal valor. No exemplo considerado
tal valor seria 0,6. A questao pode ser posta em termos de escolha entre
loterias: o valor x, buscado e aquele que torna o Estimador indiferente

entre as lToterias L1 ] LE abaixo:

Cr$ 10.000 Cr$ 10.000
A w
L]: LE:
ﬁ A
Cr$ 10.000 Cr$ 10.000
onde
A € o evento "o valor cai acima de x"
R & o evento "o valor cai abaixo de x"

Fixado esse primeiro valor, numa etapa sequinte tomamos,
por exemplo, 0 intervalo limitado inferiormente por tal valor e superior
mente pelo extremo absoluto do campo de variacao do parametro (no  caso
mencionado , 1,0). A questao proposta ao Estimador tomaria uma forma ana

loga a: "Considere que a variavel vai cair neste intervalo. Quero que vo
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cé me fornega um valor x, que divida tal intervalo em dois equiprovaveis".

Observemos que os valores Xy € X, assim obtidos nos dariam

as seguintes informagoes:

n

F(x;) = 0,50

F(x 0,75

2)

Prossequindo no processo, iriamos considerando sempre novos
intervalos e subdividindo cada um em dois outros equiprovaveis, ate dis

pormos de informagao suficiente para tragar nossa curva,

b) Apresentamos ao Estimador alguns intervalos mutuamente

exclusivos e pedimos que ele os ordene segundo as relagoes > e = ,onde :

1 » 2 significa que & mais provavel que nossa variavel ale

atoria assuma um valor contido no intervalo 1 que no intervalo 2.

2 = 3 significa que e tao provavel que nossa variavel assu
ma um valor contido em 2 quanto um valor contido em 3. Em outras palavras,

2 e 3 sao equiprovaveis,

Feita a ordenacao, vamos alterando os intervalos ate obter

um conjunto de intervalos equiprovaveis.

Para efeito de ilustragao, vamos supor que estamos interes
sados na distribuigao de uma variavel que pode assumir valores entre 0 e

100.
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Uma serie de interagoes Analista-Estimador poderia ser ilus

trada pela tabela abaixo:

TABELA 3.1

Exemplo do Processo [Iterativo com Decisao entre Trés Intervalos

INTERVALOS ~ PROPOSTOS OPINIAO DO
1 2 3 ESTIMADOR
0 —— 50 |50 — 75 |75 — 100 |2 3 %1
0 — 55 |55 —— 70 |70 — 100 |2 = 3} 1
0 —— 60 |60 — 70 |70 — 100 |3 1) 2
0——60 |60 — 72 [72—100|1=223

Notemos, atraves do exemplo, que os novos intervalos a se
rem propostos em cada estagio dependem da resposta dada pelo Estimador no

estagio anterior. 0 processo e, pois, iterativo.

No final desse primeiro ciclo de iteracoes, disporiamos, no
p ¢ ’ p ’

caso do exemplo, dos seguintes resultados:

F(60) =P (X < 60) = —
3
F(72) =P (X <72) =P (X< 60)+P(60c X< 72)
=l+l = S
3 3



- 103 -

Una etapa seguinte seria, por exemplo, tomar o intervalo(60,
72) e subdividi-lo, digamos em dois outro equiprovaveis. A tabela seguinte

ilustra como isso poderia ser conseguido.

Exemplo do Processo Iterativo com Decisao entre Dois Intervalos

INTERVALOS PROPUSTOS| OPINIAQO DO

| . 2 ESTIMADOR

60 — 66 | 66 — 72 | 2 '~ 1
8= | Mo |0 > 2

60—68 [68— 721 =z 2
F(68) =P (X <68) =P (X <60) +P (60 ¢ X< 68).
=P (X €60)+L P(60¢ Xg 72)
2

!

Novos valores poderiam ser obtidos de maneira analoga.

Este metodo requer muita participagao do analista, exigindo
deste um maior treinamento. Pode, contudo, ser automatizado. Um programa in
terativo e usado pelo grupo de Analise de Decisoes do Stanford Research
Institute ("Probability Encoding Program"). 0 Estimador e posto diante de
um terminal de computador e interage, diretamente com este. No final do pro

ess0 a maquina imprime as curvas procuradas.
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Consistencia da Funcao Distribuicao Obtida

Sabemos da teoria que uma fungao distribuicao de probabili
dades deve possuir algumas caracteristicas. Assim, ela deve ser monotonica
nao decrescente, limitada superiormente por 1 e inferiormente por zero. lo
caso especifico de uma variavel aleatoria continua que assume valores em
um intervalo limitado [a, b], devemos ter F(a) = 0 e F(b) = 1. Portanto,pa
ra ser consistente com a teoria; a curva tragada pelos pontos obtidos atra
ves das tecnicas apresentadas deve possuir tais caracteristicas. Violagoes
na forma da curva indicarao inconsistencias nas opinioes subjetivas do Es
timador. Detetada alguma inconsistencia, o analista deve pedir ao Estima

dor que reveja as opinioes julgadas conflitantes.

Observemos, ainda, que inconsistencias podem ser pressenti
das atraves de observagoes de aspectos da curva que, embora teoricamente vi
aveis, nao sao de se esperar na pratica. 0 bom senso do Analista deve fun
cionar em tais ocasioes. Ha grande maioria dos casos reais, variacoes um
tanto bruscas no comportamento das curvas de distribuigao sao altamente sus

peitas.

Consideremos o exemplo da figura 3.3. Para evitar variagao
brusca na forma da curva, o Analista poderia simplesmente abandonar o pon
to 4 ou adotar uma solucao de compromisso passando a curva entre os pontos,
As tres possibilidades estao representadas na figura pelas curvas a, b, e

c, respectivamente.
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A Flx)

0.0 |

Figura 3.3 - Possiveis Variantes da Fungao Distribuigao a Partir
dos Pontos 1 a 6.
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0 procedimento mais rigoroso, porem, seria conduzir o Esti
mador a rever suas opinioes ou ainda tentar obter dele mais alguns pontos
para, em:seguida, tragar uma curva'media".

F
-§

3.3.3 - Obtencao da Funcao Densidade de Probabilidade Atraves da Fungao

Distribuicao

Sabemos da teoria que a fungao densidade de uma variavel ale
atoria X se relaciona com a fungao distribuigao dessa variavel atraves da
expressao:

d F,(x)

f(x,)
&0 dx X =X

A derivacao grafica, no entanto, pode levar a imprecisoes
muito grandes. 0 metodo que apresentaremos a seguir e sugerido por Raiffa
[40] e acreditamos que, em face dos erros inerentes ao proprio processo de

codificacao de incertezas, apresenta suficiente precisao.

METODO DO HISTOGRAMA

- Dividimos o intervalo de variagao do parametro em um numero n de subin
tervalos iguais.

- Para cada subintervalo (xi, x1+]} calculamos o valor Ei dado por:
8; = F{xi + 1) —-F{xi}

- Construimos um histograma, associando a cada subintervalo o valor Ei cor

respondente
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- Aproximamos nosso histograma por uma curva suave passando por seus pata
mares. A curva obtida e proporcional a funcao desejada.
- Calculamos a area sob a curva e multiplicamos nossa escala vertical pelo

fator ¢, dado por:

]

K = —

Area

A area sob a curva, considerando a nova escala, vale 1. A
curva representa, agora, a funcao densidade de probabilidade subjetiva* da
variavel aleatoria estudada. A precisao cresce, evidentemente, com o nume

ro n de subintervalos considerados (aconselhamos n > 10).

OBSERVACOES:

1) Este metodo pressupoe que o parametro assuma valores em
um intervalo finito. No caso pouco usual em que isto nao ocorre devemos ar
bitrar dois valores limites Lyel, de tal forma que F{Lz]—F(L]} > 0,90.
Consideraremos entao, para efeito do histograma, apenas o 1nterva]uj}1,L2]
e extrapolaremos convenientemente a curva obtida para alem dos limites fi

xados.

2)Caso a fungao distribuigao apresente variacao muito rapi
da dentro de certos intervalos ou muita lenta em outros, pode ser conveni
ente tomarmos subintervalos desiguais na construcao do histograma. tHesse

. *
caso, deveremos associar a cada subintervalo (x,i. X; + 1) um valor 9; dado

*Subjetiva uma vez que estamos considerando que a fungao distribuigao que

a gerou é de natureza subjetiva.
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por
oo Fxg + 1) - F(x§)

Nessas circunstancias, o valor x definido em (3.5) sera sem
pre proximo de 1. Se tomarmos um numero relativamente grande de subinterva

los poderemos considerar x praticamente igual a 1.

3.3.4 - ExemEIn

Com o intuito de ilustrar as tecnicas apresentadas, vamos
construir um exemplo inteiramente hipotetico. Admitamos que um certo parti
do politico, cogitando da conveniencia de langar uma candidatura, deseja
conhecer a opiniao do povo de determinada cidade a respeito de certa perso
nalidade local. Por razoes politicas, contudo, esta vetada a possibilidade
de uma pesquisa de opinioes nos moldes tradicionais. Um analista, contrata
do para a tarefa, entra em contacto com um elemento da populacao local que
parece conhecer bastante bem a opiniao dos cidadaos da localidade e  ser
notoriamente apartidario, Usando a tecnica de estimativa por intervalos, o
Analista consegue que tal individuo forneca uma estimativa subjetiva da

"proporgao de cidadaos locais que apoiariam o candidato”.

As informagoes formecidas pelo Estimador estao sumarizadas

na Tabela 3.3.
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TAGELA 3.3

Ilustracao de um Possivel Conjunto de Pontos de Indiferenca Obtidos em

um Processo de Estimativa por Intervalos

INTERVALO |PONTO DE

INDIFERENCA
0.0 = 1,0 0,60
0,60 - 1,0 0,68
0,68 - 1,0 0,75
0,75 - 1,0 0,80

0,0 - 0,60 0,50
0,0 - 0,50 0,42
0,0 - 0,42 0,36

Nessa tabela, "PO:TO DE INDIFERENCA" significa o ponto que
divide o intervalo proposto em dois outros equiprovaveis. Nossa variavel
aleatoria, a “proporgao de individuns favoraveis ao candidato", esta eviden

temente, contida no intervalo |0, 1] .

As informagoes da tabela acima, traduzidas em termos de pro

babilidades acumuladas, estao expressas na tabela 3.4.
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TABELA 3.4

Pontos da Funcao Distribuicao Obtidos a partir da Tabela 3.3

P Fp(P) = P(Ps p)
0,00 0,0000
0,36 0,0625
0,42 0,1250
0,50 0,2500
0,60 0,5000
0,68 0,7500
0,75 0,8750
0,80 0,9375
1,00 1,0000

0 simbolo "P" indica a variavel aleatoria em questao e "p"

representa valores entre 0 e 1,

Plotando os pontos da tabela em um grafico e passando  por

eles uma curva suave, obtemos a fungao distribuigcao de P (figura 3.4).

Podemos, agora, obter a funcao densidade de probabilidade,
fPLp], a partir da curva Fy(p). Seguindo o metodo indicado no paragrafo an

terior, construimos a tabela 3.5:
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3.4 - Fungo Distribuigao Subjetiva ara a Fragao de Eleitores Favordveis ao

Candidato Local,
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TABELA 3.5

Pontos para Construcao q; Funcao fﬁ(E]- Obtidos da Distribuicao

Acumulada

INTERVALO i Ei

0 —— 0,] 0,005
0,1 0,2 0,010
0,2 — 0,3 0,015
0,3 — 0,4 0,070
0,4 — 0,5 0,150
0,5 — 0,6 0,250
0,6 — 0,7 0,280
0,/ — 0,8 0,150
0,8 — 0,9 0,050
0,9 — 1,0 0,010

Construindo o histograma e aproximando-o por uma curva con

tinua, obtemos gP[p} que, a menos de uma constante de escala «x, represen

ta a fungao densidade procurada.

Como foi visto, o fator de escala pode ser obtido calculan

do-se a area sob a curva gp(p). Uma
tudo, pelo fator que torna unitaria

usamos intervalos iguais esse fator

to de cada intervalo. Portanto

primeira aproximagao para « e dada,con

a

e

area do histograma. No caso em que

dado por-—l—, Ap sendo 0 comprimen
Ap -

— = 10.

1
0,1
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A figura 3.5 representa a curva obtida.

3.3.5 - Revisao da Funcao Densidade de Probabilidade em Face de Infor

macoes Amostrais

No Ttem 3.2.3 mostramos como o teorema de Bayes nos permi
te agregar novas informagoes as probabilidades "a priori" de um conjunto
de eventos possiveis. Neste Ttem, procuraremos mostrar, sem grande pro
fundidade, como informacoes amostrais podem ser usadas para melhorar nos
sa opiniao "a priori" sobre o comportamento de uma variavel aleatoria
contTnua. Em outras palavras, mostraremos como usar dados experimentais

para revisar uma funcao densidade de probahilidade.

A Funcao de Verossimilhanca

Consideremos a variavel aleatoria X e a informacao  amos

tral Z. Definimos a fungao de vernssimilhanga* de X e Z, L(zs x}** como :

a) L(z; %)

P(Z = z|[X = x) se a informagao Z puder ser represen

tada como uma variavel aleatoria discreta.

b) L(z; x) = f(z|x), onde f(z|x) @& a funcao densidade de Z condi

cionada a X, se Z puder ser representada como uma variavel alea

* Em ingles, LIKELIHOOD FUNCTION.
**  Parg uma definigao mais rigorosa, ver Raiffa & Schlaifer [41].
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Figura 3.5 - Curva Proporcional a Fungao Densidade "a priori" Obtida a Partir da Fiqura 3.4,
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toria continua.

Exemplos

1)

2)

Seja P a variavel aleatoria que representa a proporgao de elementos
que apresentam um determinado atributo, dentro de uma populagao de M.
A informagao contida em um experimento que toma uma amostra a]eat§
ria de N elementos (N << M) e verifica o numero R desses N que

possuem o atributo A, pode ser representada por Z = (N, R).
A fungao de verossimilhanga nesse caso sera:

L(z; p) =P(Z=2z|P=n) = P(N=n, R=r | P=p) =P ("r
elementos com o atributo A em uma amostra de n"|" a fracao de ele

mentos com o atributo A na populagao total e p").

Isto caracteriza perfeitamente um processo de Bernoulli e

nos permite concluir:
Lz = [p]ema-pT

Consideramos uma variavel aleatoria X com distribuigao normal, va
riancia o? conhecida e média u desconhecida. A media u pode ser
tratada como uma variavel aleatoria e podemos associar a ela uma dis

tribuigao "a priori", fornecida por series historicas ou julgamentos
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subjetivos.

Consideremos a informagao amostral Z associada ao expe
rimento que leva em conta n observacoes independentes de X. Neste
caso Z = (X;, X,, ..., X)), isto &, uma variavel aleatoria n-dimen
sional. Cada variavel aleatoria xi representa os possiveis resulta
dos da observacao i e tem a mesma distribuigao de X. Nessas condi
coes

L(Z5 1) = 9(Xys Xos wees X Ju) = Fxpu) Flxplu) oon Fx[u)
1 [ X ;
2 5 ||

1E

ou

1
— BXp
1 Joro

I
==

L(z; w) =,

7=
_— e
Tovg |

Teorema de Bayes para Variaveis Continuas

Seja f,(x) a fungao densidade "a priori" de uma v.a. X,
Z a informacao amostral e f4(x|z) a fungao densidade de X condicionada

ao conhecimento de Z. 0 teorema de Bayes pode ser escrito na forma™:

fd[x[z} = fa(x) . L(z; x) N(2) (3.6)
desde que

o0
I fa[x] L(z; x) dx # 0

-0

e onde N(z) € uma constante de normalizagao determinada pela condigao:

* Ver Raiffa e Schlaifer [41].
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J fd{x]z}dx = i(z) J_:f (x) L(z; x) dx = 1

A expressao (3.6) pode ser generalizada se considerarmos du

as fungoes 9,(x) e 1(z; x) tais que:

.00 = xg,(x

L(z; x) = kiz) Wz x)

onde x e K(z) sao constantes em relagao a x.

Diremos que ga{x} e 1(z; x) sdo proporcionais, respectivamen

te, a fa{x] gLz X)s

Podemos, agora, reescrever o teorema de Bayes como:

fy(xlz) = (z) 1(z; x) g,(x) (3.7)

onde a constante de normalizacao M(z) pode ser calculada pela condigao

M(z) Jmlfz; x) ga(x] dx =1 (3.8)

desde que:

| Wz 0,00 & o

A expressao (3.7) e especialmente comoda pois, ela nos diz
que conhecendo-se duas funcoes proporcionais, respectivamente, a fungao
densidade "a priori" e @ fungao de verossimilhanga, a fungao densidade re

visada ("a posteriori") pode ser obtida fazendo-se o produto dessas duas
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fungbes e procedendo-se a normalizagao, de modo a garantir que a area sob

a curva resultante seja unitaria.

Se ga[x} e 1(z; x) forem conhecidas analiticamente, fazendo
uso das expressoes (3.7) e (3.8) obteremos, normalnente, fd[x]z} em for

ma analitica.

Em particular, existem numerosos casos teoricos ja bem estu
dados e de solugao conhecida. 0 leitor interessado podera encontrar muitas

informagoes em Raiffa & Schlaifer [41].

A situacao mais frequente, porem, em Analise de Decisdes, e
aquela en que conhecemos a fungao densidade "a priori" na forma de uma cur
va como a da figura 3.5, A funcao de verossimilhanga, em geral, e mais fi
cil de se conhecer analiticamente atraves da escolha adequada de um modelo
estatistico (como nos exenplos apresentados). Caso isso nao ocorra, entre
tanto, podemos tentar levantar uma curva subjetiva para a funcao de verossi
milhanga, Se a informagao Z for uma variavel discreta, teremos que estimar
P(Z = zﬂ]x = x) para diferentes valores de x. Caso Z seja uma variavel
continua, o problema se complica e aconselhamos, neste caso, que se busque
diretamente fd[xlz], usando as tecnicas apresentadas para levantamento
de curvas de densidade. 0 Estimador deve, simplesmente, incuréurar a infor
magao amostral as informagbes ja armazenadas em sua mente e proceder a no

vas estimativas.
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Considerando-se que ga{x] ou 1(z; x) (ou ambas) sao conhe

cidas apenas na forma grafica, existem duas altemativas basicas:

1) APROXIMAR AS CURVAS POR FUNGDES ANALITICAS

Isto pode ser feito mais facilmente com o uso do computador.
Obtidas expressoes analiticas para as funcoes, a funcao densidade revisada

pode ser calculada pelas expressoes (3.7) e (3.8).

2) CONSTRUIR GRAFICAMENTE A FUNGAO REVISADA

— Para uma serie de pontos convenientemente escolhidos, X5
calculamos

gd[‘“i'z} = 1z x‘i] ga{x'i]

— Plotamos em um grafico os pontos (X5 gd{xilz]] e passamos

por esses pontos uma curva suave.
— Calculamos a area sob a curva obtida e efetuamos uma mudan

ca de escala, de modo a garantir que a area seja unitaria. Em relagao a no

va escala, a curva representara, agora, a funcao densidade revisada.
EXEMPLO

No exemplo do item 3.3.4 obtivemos a fungao densidade de

probabilidade subjetiva da “proporgao de cidadaos favoraveis ao candidato!
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Consideremos agora que o Analista, desejando melhorar a informagao ja obti
da, escolhe aleatoriamente dez individuos da populacao e verifica que, des

ses, oito sao favoraveis a candidatura da personalidade local.

A fungao de verossimilhangca para este tipo de problema foi
discutida no EXEMPLO 1 deste item. 0 resultado obtido nos permite escrever:

1(z = (8,00); p) = pS(1-p)'0 "8

ou

W(r=8n=10;p) = p°(1 - p)?

Podemos, agora, obter a funcao densidade revisada. Usaremos
a notagao g, g (p) para indicar uma fungao proporcional a fd[p1n=1ﬂ, r=8).
»
Tomando dez valores de p, igualmente espacados, construimos a tabela abai
X0:
TABELA 3.6

Valores para Determinagao da Distribuigao "a posteriori" de P,

Py (1-p;) | #8 (0 -p)° | 9, (B) [930.5(P0)
0,1 0,9 [|1.0 x106 o0,81 0,7 x10°2|s,68x 1078
0,2 0,8 |2,5 x 1074 0,66 |1,7 x 107¢|27,9x 1078
0,3 0,7 |6,5 x 10°°] 0,49 0,38 x 1071|122 x 1077
0,4 0,6 6,61 x107% 0,3 [1,07 x 1077|255 x 1078
0,5 0,5 [39,2x10"% 0,25 |2.10 x 107|206 x 1073
0,6 0,4 [|1,67x107%] 0,16 2,85 x 107|760 x 107°
0,7 0,3 5,57 x 1072 0,09 |2,00 x 1077|103 x 1074
0,8 0,2 |16,8x1072| 0,06 0,8 x 107|538 x 1073
0,9 0,1 |43,0x 1072 0,00 0,25 x 1077108 x 107°
1,0 0,0 1,0 0,00 |0,00 0,0
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Os valores ga{pi} foram obtidos da figura (3.5) e 990 B{pi} calculado como

o produto dos valores das colunas 3, 4 e 5.

Plotando em um grafico os valores p, nas abcissas e
g1ﬂia[p1} nas ordenadas, obtemos uma serie de pontos e, passando por eles
uma curva suave, teremos uma representacao aproximada de g1n’3{p]. Obser
vando os pontos obtidos verificamos que, para uma maior precisao, deveria
mos incluir na tabela (3.6) mais alguns valores de P;» Situados entre 0,5

e 0,9. Calculando a area™ sob a curva 910 g(p) obtivemos

2,63 x1073

nt

A

e, portanto, a constante de normalizagao deve ser

Na figura (3.6) representamos, simultaneamente, fa{p} e

10, r

fqlpin 8), para efeito de comparagao, A curva fq4  representa

fqlpin =10, r

se fizermos a leitura na escala da esquerda. A curva fa representa, na es

8),se fizermos a leitura na escala da direita e 90 B(p},
cala da direita, a funcao densidade "a priori" f,(p).
Observando os graficos, constatamos que a informagao amos

tral deslocou a curva para a direita e diminuiu a variancia da distribui

¢ao (a nova curva & mais concentrada).

* Utilizamos o método de aproximagao por trapézios.
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Figura 3.6 - Fungoes Densidade: "a priori" (f,) e Revisada pela
Informacao de Oito Casos Favoraveis em Dez Observadas (fy).
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Esta Ultima ohservacao & nerfeitamente logica e de carater
ceral: o acumulo de informacoes tende a diminuir a incerteza e, consenuen
temente, a variancia. Essa diminuicdo & tantn maior quanto maior for a in
formacao amostral. No caso Timite, se verificassemos todos os individuos da
populacao, saberiamos ao certo nual a nropnrcan de elementos com o atributo
pesquisado. A funcao de massa se resumiria, entan, em um Unico nonto  com
nrobahilidade 1 (variancia nula), Ma fiqura (3.7), vemos comn 3 funcao den
sidade "a nriori" {fa} seria alterada se em uma amostra de 5constatassemos
2 casos favoraveis {f5‘2} ou se em uma anostra de 5N constatassemos 77 fa

voraveis {fﬁn,EB)'



Figura 3.7 - Efeito de duas Informaoes Amostrais Diferentes sobre uma Funcao

Densidade “a priori”.
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CAPTTULO IV

TEORIA DA UTILIDADE

4.1 - INTRODUGAD

Quando o decisor seleciona uma alternativa entre as varias
de que dispoe, dois fatores influenciaram sua decisao: suas preferencias pe
las consequencias associadas a cada uma delas e as probabilidades de que

estas consequencias venham a se realizar.

Um dos problemas na analise de uma decisao e a quantifica
¢ao das preferencias ja que, realmente, nao e tarefa facil atribuir valores
numericos a alternativas de agao. Na pratica, o que se faz e confinar a
atencao a aspectos menores de um problema, aspectos esses que sao  relevan

tes para o problema particular a ser resolvido.

Neste capitulo e no subsequente, veremos como quantificar
as preferencias do decisor em relacao as alternativas apresentadas a ele

por um dado contexto.

4,2 - ASPECTOS GERAIS

4.2.1 =~ Conceito de Utilidade

A tentativa de usar a utilidade como um criterio de escolha
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surgiu com um artigo escrito por Daniel Bernoulli, em 1783. Mo inicio, ela
foi concebida como mensuravel, ou seja, a cada entidade (objeto, situacao,
etc.) podia ser associado um numero denominado utilidade daquela entidade.
A utilidade seria,entao, o valor que um individuo, o decisor, atribuisse a
essa entidade. Criticas surgiram contra esta concepcao inicial e, durante
muito tempo, pensou-se em utilidade medida num sentido ordinal, isto e, ape

nas se falava em ordenacao de preferencias.

Assim a analise de curvas de indiferenca, baseada na nocao
de utilidade ordinal, foi suficiente para sustentar a teoria da escolha de
terministica e quase toda a teoria economica do consumidor tem por base es

ta concepcao de utilidade.

Em anos recentes, voltou-se a falar em utilidade  numerica
mente mensuravel. Isto se deu a partir de 1944, com a publicacao do  traba
1ho de von Neumann e Morgenstern, “"Theory of Games and Economic  Behavior"
[35 ]. 0 conceito de utilidade, no sentido de von Meumann e Morgenstem, &
derivado a partir de determinadas hipoteses sobre o comportamento indivi
dual, as quais discutiremos posteriormente. Desde que estas hipoteses, que
sao as mesmas sobre as quais se baseia a amalise de curvas de indiferenca,

sejam satisfeitas, pode-se falar em utilidade numerica.

A fim de salientar a importancia da ide7a de utilidade, con
. sideremos as sequintes situacoes, que estao relacionadas ao lancamento de

uma moeda:
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Situacao 1 - Ha um premio de CrS 10,00 se cai cara e uma multa de Cr$2,00,

se coroa.

Situacao 2 - Tudo o que uma determinada pessoa possui sao Cr$ 30 000,00.Ela
recebe mais Cr$ 20 000,00 se cai cara e perde toda sua fortu

na, se coroa.

Situacao 3 - Um individuo dispoe de Cr$ 10,00 e seu maior desejo no momento
e assitir a um jogo de futebol cujo preco & Cr$ 20,00. Se cafi

cara, ele recebe mais Cr$ 20,00; se coroa perde Cr$ 10,00.

Quando colocadas frente a estas situagoes e indagadas se estao
dispostas a assumir o risco de cada uma delas, diferentes pessoas reagem di
ferentemente. Qual € a razao desse comportamento? 0 que parece claro e que
a essencia dessa diferenca @ o valor do dinheiro ganho ou perdido. Em  ou

tras palavras, o valor do dinheiro para seu proprietario nao €  proporcio

nal a sua quantidade. Quando grandes quantias sao envolvidas, nem as pes

soas nem as empresas comportam-se como se todas as quantidades adicionais de
dinheiro fossem de igual valor. /la maioria das vezes, a possibilidade de
uma perda, mesmo com probabilidade pequena, faz com que, por exemplo, um em
presario se arrisque somente se o ganho potencial for suficientemente gran

de para justificar o jogo.

Vemos assim, que os individuos diferem em suas atitudes fren
te ao risco e que essa diferenga influencia suas escolhas. Podemos, entao,

dizer que as preferencias por dinheiro sdo bastante desiguais, variando de
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individuo para individuo e que, mesmo para uma determinada pessoa, a estru
tura de preferencias dependera das quantidades envolvidas. Portanto, & ex
tremamente importante ter uma medida de valor que nao possua as deficiﬁﬂ
cias do dinheiro e que seja, ao mesmo tempo, aplicavel a avaliacao de enti
dades que nao podem ser traduzidas em termos monetarios (heneficios sociais

de determinado programa, efeito junto ao publico de umamedida politica,etc.)

A teoria da utilidade diz respeito justamente as preferencias
individuais e as suposicoes sobre estas preferencias que possibilitam re
presenta-las em uma maneira numericamente conveniente. Isto pode ser feito
de varias maneiras, a mais comum das quais envolve uma tentativa de identi
ficar uma fungao utilidade para um individuo, observando suas respostas a

situagoes que envolvem probabilidades.

Bernoulli e Marsha11* argumentaram que se a utilidade cresce
linearmente com a quantidade de dinheiro, entao as pessoas aceitarao uni jo
go que com 50% de chance lhe trara uma perda de Cr$ 1,00, se esta for com
pensada por uma chance igual de ganhar Cr$ 1,00. Se por outro lado, a utili
dade adicional vai diminuindo a medida que as quantias envolvidas vao se
tornando maiores, o risco de perder devera ser compensado pela probabilida

de de um ganho maior.

* Citados por Samuelson [ 43), pp. 112
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4,2,2 =~ Diferentes Atitudes Frente ao Risco

Vimos que um problema tipico de decisao e caracterizado por
um conjunto de agoes, a cada uma das quais e associado um conjunto de con
s equencias. Qual consequencia se concretiza depende do estado da natureza
ou seja, de qual evento aleatorio dentre um conjunto deles ocorre. A solu
gao do problema & encontrada quando se determina a melhor agao a ser adota
da. Adnitindo que o decisor age sempre de maneira a maximizar alguma coi
sa, definimos como agao otima aquela cujo valor para ele & maximo. E & cla
ro que para determinar o melhor e preciso que avaliemos cada curso alterna
ivo de agao. Se o problema envolve incerteza, usa-se o valor esperado para
um ato, que e definido como a mEdiatpnnderada de todas as consequencias
associadas aquele ato, onde os pesos sao as probabilidades de que cada con

sequencia venha a se realizar.

Assim temos:
i
onde ?{aj} - Valor esperado de a.

J

Xij " i-esima consequencia associada ao ato j
Py - probabilidade de que S; seja o estado real, neste

caso sendo Xjj @ consequencia obtida,

A definicao acima independe da unidade de valor pela qual

as consequencias sao traduzidas.Quando estes valores sao em termos moneta
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rios, falamos em "valor monetario esperado". Apesar de ser bastante fre
quente representar-se o valor de uma consequencia por uma soma em dinhei
ro, nem sempre o valor monetario esperado € um guia valido para agao. Con
sideremos, por exemplo, o caso de dois gerentes que devem decidir se acei
tam ou nao um projeto que, com probabilidade 0,5, dara um retorno  de
Cr$ 40 000,00 (ou um prejuizo de Cr$ 20 000,00 com probabilidade o0,5). Na
tabela 4.1 temos os retornos e respectivas probabilidades, correspondentes

as decisoes (atos) de aceitar o projeto ou nao aceita-lo.

TABELA 4.1 - RECOMPENSAS E PROBABILIDADES

PROBABILIDADES ATOS
ACEITA NAO ACEITA
0,5 40 000 0
0,5 -20 000 0
VALOR ESPERADO 10 000 0

0 valor esperado do ato "aceitar o projeto" e Cr$ 10 000,00,
enquanto que o de "nao aceitar" e zero. Dependendo da situagao especifica
de cada empresa, os dois individuos poderao chegar a decisoes opostas. No
caso por exemplo, de um deles ter problemas de caixa, a possibilidade de
una perda de Cr$ 20 000,00 poderia fazer com que ele rejeitasse o projeto,
ao mesmo tempo em que o outro poderia aceita-lo. Vemos, assim, que, embora
o valor esperado seja positivo, o padrao individual de julgamento do deci

sor e que, na maioria das vezes, determina a escolha. Isto porque o que
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constitui "uma grande quantidade de dinheiro" varia de pessoa a pessoa. As
sim, uma perda de Cr$ 100.000,00 para muitas pessoas seria uma catastrofe,
forgando-as a mudangas radicais no estilo de vida, padrao de gastos, etc.,
enquanto que para outras, uma companhia de seguros por exemplo, uma saidade

Cr$ 100 000,00 e quase que uma rotina do dia-a-dia.

Segundo a atitude que adotam face ao risco, de uma maneira
geral, podemos agrupar os individuos em tres categorias: os chamados "me

dios",ou indiferentes ao risco, os aversos ao risco e aqueles que sentem

-se bem assumindo o risco.

Os primeiros sao aqueles que agem com base no valor munepé

rio esperado. Um “médio" @ indiferente entre:

a) um ato que resulta em x cruzeiros com probabilidade p e

y cruzeiros com probabilidade 1-p e

b) a quantia (px + (1-p)y) cruzeires, com certeza.

Isto quer dizer que as duas alternativas tem para ele o mes
mo valor. Para o "médio" o Equivalente 'onetario Certo & serpre igual ao va

lor esperado do jogo.

Assim, por exemplo, se temos a loteria L, onde

Crs 10,00
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o valor de L para o medio sera igual (Cr$ 10,00) x 0,6 + (-Cr$ 1,00) x 0,4
= Cr$ 5,60,

Para este tipo de pessoas, o valor monetario esperado pode

ser usado como um indicador da agao otima.

As pessoas que sentem aversao ao risco atribuem sempre a
uma loteria um equivalente certo menor que o valor esperado dessa loteria.
Para elas assumirem o risco, & preciso que os premios sejam altamente com
pensadores. E o caso de um banqueiro que esta mais interessado em garantir
o reembolso do que na concessao de emprestimos. Ele nao concederia, por e
xemplo, um emprestimo a uma alta taxa de juros porque esta traduz a incerte
za quanto a devolugao do emprestimo. Ele @, entao dito ser um "averso ao

risco.

0 terceiro tipo de comportamento & o das pessoas que se sen
tem bem assumindo o risco. 0 equivalente monetario certo de uma Tloteria,
para estas pessoas, e sempre maior que o valor monetario esperado. Assim,
no caso da loteria L do nosso exemplo, alguem poderia atribuir a ela um
equivalente certo de Cr$ 8, 00, enquanto que um averso ao risco atribuiria,

digamos Cr$ 2,00.

Podemos concluir que cada individuo tem uma curva de utili
dade, ou seja, a magnitude do lucro ou perda que serao aceitos como equi

valentes monetarios e as preferencias individuais pelo risco sao unicas pa
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ra cada pessoa. Logo, nao ha curvas de utilidade que servem como padrbes ge
rais. E preciso uma para cada individuo e para cada instante de tempo, ja

que as preferencias nao sao constantes ao longo do tempo.

4,2.3 - Utilidades Multidimensionais

Nem sempre as consequencias associadas a um determinado cur
so de agao podem ser traduzidas em termos de uma unica dimensao de  valor
tal como valores monetarios. Com muita frequencia, temos apenas “medidas"
que devem traduzir o que e essencial sobre a consequencia em consideracgao,
e, deve-se salientar, isto nao & facil de ser obtido, principalmente em pro
blemas complexos. E, como a maioria dos problemas em que se procura aplicar
um processo formal de decisao sao complexos, a analise desses problemas se

torna dificil.

Consideremos, por exemplo, a compra de um carro. Dificilmen
te alguém baseia sua decisao apenas no preco do carro. Certamente, 530
tambem levados em consideracao outros aspectos, como: consumo de gasolina,
despesas de manutencao e preco de revenda, que podem ser medidos em termos
monetarios, No entanto, ha ainda outros aspectos que influenciam na decisao
(e muitas vezes sao os mais importantes) e que nao podem ser traduzidos em
termos monetarios, tais como: desempenho, conforto, aparencia, prestigio

social que o carro confere ao seu proprietario, etc.

0 exemplo acima, caracteriza-se pelo que e denominado "multi

dimensionalidade". Esta constitui uma das razoes que dificultam o estabele



- 134~

cimento de relagoes de preferencia entre os possiveis resultados de uma
decisao,sendo caracterizada por casos em que uma alternativa deve ser ana
lisada com base em varios fatores ou atributos. Em muitos casos,nos quais
e dificil traduzir uma consequencia em termos de um simples quantidade nu
merica, podemos, no entanto, associar a cada atributo i um valor X; que po
de ser considerado como o “nivel" da consequencia para esse atributo. As

sim, uma consequencia x seria representada por {x], Xos ves xn}, onde n @

o numero de dimensoes de valor que estao sendo consideradas.

Para determinar preferencias entre alternativas complexas on
de, para cada resultado ha varios aspectos a serem considerados, o que se
faz e tentar reduzir o problema a proporgoes menores. Usando tecnicas ja
desenvolvidas para determinar utilidades de um simples atributo, chegamos

a determinacao de uma utilidade para cada consequencia.

Assumindo que as varias dimensoes sao independentes, uma
das abordagens mais comuns para avaliar alternativas multidimensionais e

a fungao utilidade aditiva. Assim, em n dimensoes temos :

]
~13

Uj(Xy50 Xpgs «ees Xp3) u; (%5) (4.1)

n
—

i
onde u, e a fungdo utilidade estabelecida para o i-&simo atributo. Partin

do desse tipo de funcao, o criterio de decisao usado e maximizar a utilida

de esperada, definida como:

E(U) = I Uj p;
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onde m & o numero de consequencias associadas a uma alternativa e Uj e

a utilidade da j-esima consequencia, avaliada sequndo (4.1) acima.

Alem da representagao aditiva, outras abordagens existem pa
ra a determinagao de utilidades multidimensionais, das quais trataremos pos

teriormente.
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4.3 - TRATAMENTO AXIOMATICO DA UTILIDADE

A teoria que apresentamos constitui uma teoria descritiva e,
especificamente, ela parte da ideia de "comportamento racional". Em outras
palavras, tenta obter uma medida do valor dos resultados associados a um
dado curso de agao, a partir da definigao de um conjunto de axiomas que,
se satisfeitos, permitem "predizer" o comportamento do individuo racional,
atraves de suas preferencias. Dizemos que uma pessoa nao e racional quando,
conscientemente, toma uma decisao que @ contra seus proprios objetivos es
tabelecidos. Isto €, se ela estabelece que adotara uma agao A e deliberada
mente adota B, que ela sabe ser oposta a A, entao ela esta agindo irracio

nalmente.

A abordagem apresentada por Von Neumann e Morgenstern [35]
para o problema de medida da utilidade baseou-se no uso de"jogos". Um jogo
e uma escolha entre agoes alternativas cujas consequencias sao incertas. 0
uso de jogos foi primeiramente sugerido por Frank Ramsey* mas, Von Neumann
e Morgenstern elaboraram a estrutura basica da teoria que @ constituida

por um conjunto de axiomas e pelos teoremas deduzidos a partir dele.

Os elementos basicos com que a teoria trata sao:

a) um conjunto C = {X, ¥, ..., 2} , cujos elementos sao as

alternativas de agao.

* Citado por Pishbum (15)
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b) As relagoes individuais de preferencia-indiferenca  com
relacao aos elementos de C. Estas relacoes sao denotadas

u

que significa " preferivel ou indiferente a".

Ill
‘

por
Assim, sempre que dissermos x é ¥y, queremos dizer que
"x & preferivel ou indiferente a y" ou "y ndao € preferi

vel a x".
c) 0 conjunto R dos numeros reais.

d) Uma operacao em C e R, que pode ser interpretada como uma
combinacao de elementos de C. Assim, se x e y  pertencem
a Ce p pertence a R,

px + (1 —-p}y* tambem pertence a C

T

onde 0 ¢ p ¢!

* — - - 0
Esta expressao representa um jogo em que se obtem x com probabilidade

p e y com probabilidade 1 — p.
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4,3.1 - Axiomas Basicos

Existem varios conjuntos de axiomas basicos que levam aos mes
mos resultados. Dentre eles, o de mais facil entendimento @ o apresentado a

eixo, formulado por Luce e Raiffa.

Axioma 1:

Um individuo, face a duas alternativas x e y, & sempre capaz
de decidir se prefere x a y, y a x ou se & indiferente entre as duas. Isto

significa que, dados x e y, pelo menos uma das alternativas abaixo se veri
fica:

X 4\( y

y ) ox

Em outras palavras, as alternativas sao sempre comparaveis.
Axioma 2:
Sexhy e y p w entao x};w

Os axiomas 1 e 2 constituem uma ordenagao das preferenciasen
tre alternativas. 0 primeiro estabelece que, se duas alternativas nao tem
o mesmo valor, uma & preferivel a outra. 0 segundo e o chamado "Axioma da
Transitividade". Ent3o, a relacao de preferencia-indiferenca constitui uma

ordem parcial* (fraca, quase-ordem) entre os elementos do conjunto C.

* Para melhor compreensdo da nogao de ordem veja referémcias [14, 27 ¢ 37].
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Axioma 3:

Se x e preferfvel a y, entao x € preferivel a loteria L, da

da por:

onde 0 < p < 1, o que significa que x e preferivel a px + (1 = p)y.
Este axioma & chamado por Savage [45] de "principle of sure-
thing" e estabelece que se x . y e x pode ser obtido com certeza, entao,

o individuo nao adota uma acao que arrisca x ao inves de simplesmente acei

tar o resultado certo,

Axioma 4:

Sejam L, e LE as loterias sequintes:

‘Al 1

Se x v yepy=p,, entao L] v L
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Isto quer dizer que, se dois resultados sao igualmente pro

vaveis, a possibilidade de ganhar 0 de maior valor & preferivel.

Axioma 5:

Se X f ¥ f W, entao existemp, e p,, 0 <py, < 1,14 =1,2,

tal que L] ,Lry e y }, L2 onde

Isto significa que existe algum jogo, determinado por uma chn
ce py de ganhar x e 1 — p, de ganhar w, que e preferivel ao premio  certo
¥; e existe tambem um jogo tal que y e preferivel a ele. Sequndo  Von
Neumann e Morgenstern [35,pp.630], este axioma expressa o que & chamado de
Propriedade Arquimediana: nao importa em que ponto y esta entre x e w, este
jogo sempre existe. 0 valor de Py dependera da diferenca em utilidade entre
x e y e podemos dizer que este valor tem um papel critico na atribuigao de
valores numericos as consequencias. Isto porque se X§ y %»w, @& coerente
que Ly by se Py esta proximo de um e, se Py esta proximo de zero, a pre
ferencia & invertida. Portanto, para algum p, 0 < p < 1, ou, mais especifi

camente, aquele p para o qual a preferencia & invertida, verificar-se-a a

indiferenga. E € justamente esse ponto de indiferenga que nos interessas
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Este aspecto sera melhor compreendido quando, no capitulo seguinte, apresen

tarmos algumas técnicas para determinacao de utilidades numéricas.
Axioma 6:

Se uma loteria tem como premio uma ou mais loterias, dizemos
que ela @ uma loteria composta. Toda loteria composta L] pode ser reduzida

a uma loteria simples L, ou seja, L, e indiferente a L,.

2

Assim, se L, e dada por:

L]:
e LE:
entao L1 - LE'

Este axioma estabelece que qualquer loteria complexa, do

tipo L1, pode ser decomposta nas alternativas basicas, atraves do uso de
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probabilidades. Portanto, as utilidades dos jogos sao reduzidas a formas

mais simples.

A importancia deste axioma esta no fato de que ele estabele
ce uma 1igagao entre a teoria da utilidade e a de probabilidade, permi
tindo uma perfeita compatibilidade de operagao nos dois dominios.

Axioma 7:

Dado um conjunto de alternativas, seja x a mais preferivel

e y a menos preferivel e sejam Py e P, numeros tais que 0 < Pys Pp < 1.-En

tao L1 ,} L2 se e somente se Py 2 pz, onde:

1

Este eochamado "axioma da monotonicidade" e e equivalente
a um principio de dominancia. Isto parece plausivel ja que,se o indivi
duo estritamente prefere x a y, entao ele tem um motivo forte para prefe

rir Li’ onde x pode ser obtido com probabilidade maior.
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Teorema 1:

Se o conjunto de axiomas e satisfeito, existe uma funcao
u que a cada elemento x 6 C associa um numero real u(x), denominado utili
dade de x, e o individuo decidira sempre de maneira a maximizar a utilida

de esperada. A fungao u e tal que se x e y pertencem a C, entao:

u(x) 2 u(y) == x ¢y (4.2)

Portanto, se a relacao de preferencia-indiferenca, para um
individuo, satisfaz aos axiomas mencionados, existem* numeros u(x), u(y),
etc., associados a cada um dos elementos de C, que refletem as preferég

cias do individuo com relagao a esses elementos.

Seu [ px+ (1 -p)y|] =p.u(x)+ (1 -p).u(y), a fungao
u e dita ser linear. Por ela satisfazer a condigao (4.2) acima, diz-se que

u e uma funcao preservadora da ordem no conjunto C.

Assim, dadas duas loterias L] = (Pq3ys--en Ppa) e Ly = {q]
b]. qzbz, ineh qkbk], por mais complexas que sejam, 0 conjunto de axiomas
basicos permite-nos reduzi-las a formas mais simples e decidir entre elas.
Isto e feito atraves da computacao das utilidades esperadas, definidas co
mo :

U{L]} = § piu{ail

u(L

n
e~
=)

[ Sy
=
—
(=2
L]
St

2)

1Lh

* A prova da existéncia de u pode ser vista em |35|.
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A loteria com maior utilidade e escolhida.

Os axiomas mencionados constituem a base da teoria da utili
dade formulada por Von Neumann e Morgenstern. A pertir deles, varios teore
mas sao deduzidos, alquns dos quais enunciaremos sem, no entanto, apresen

tar provas. Estas podem ser vistas em Savage [45].
Teorema 2:

Se x e y pertencem a um conjunto finito C, u : C — R & uma

fungao utilidade se e somente se x : y @ equivalente a u(x) > u(y).
Teorema 3:

Se u @ uma fungao utilidade e a e b sao numeros reais,
a>0, entao v =au + b e tambem uma fungao utilidade. Ou seja, a fungao

utilidade e unica, a menos de uma transformacao linear.

Se u e uma fungao utilidade, satisfaz as condigoes de teore

ma 1; portanto, v também as satisfara desde que u(x) > u(y) implica que

v (x) 2 v(y)
Teorema 4:

Se ue v sao fungoes utilidade, entao existem a e b, a > 0

tais que v =au+b.



- 145 -

0 teorema nos diz que quaisquer duas fungoes utilidades sao

transformacoes lineares crescentes uma da outra.
Vemos assim que se existe uma fungao utilidade existem infi

nitas, ja que, dada uma, as outras podem ser obtidas através de transforma

goes lineares positivas.

4.4 - UTILIDADES MULTIDIMENSIONAIS

Seja T = (X, ¥y +.sp W) um conjunto de consequencias asso

ciadas a um determinado ato.

X = (X} Xgp eeen X) e uma consequencia, onde X; € o"nivel’

de x com relacao a i-esima dimensao de valor,

Como ja dissemos,para atribuir um valor a resultados que de
vem ser analisados com relagao a multiplos atributos o mais comum @ usar

-se uma funcao aditiva, que se baseia na proposigao:

- Um numero ui{xi} pode ser associado a cada X de x, 1 =
1, 2, ..., n, tal que, se x = {x], Xgs +ees xn] ey = {y1 .

You eues yh] pertencem a T, entao:

n n
X by ] us (%) 2 ! u; (¥4)
i=1 i=]
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Se wu(x) = u}[x]] (%) +ae +ou (X ), entao, a proposi
¢ao acima significa que a utilidade de um vetor & igual 3 soma das utilida

des de seus componentes.

A representacao aditiva e bastante restritiva em virtude de
uma hipotese basica, que e a de independencia entre o0s varios atributos.

Edwards | 6| comenta esse fato num trabalho em que apresenta um modelo pa

ra determinar utilidades multidimensionais. Mas, segundo ele, mesmo que
haja uma certa correlagao entre os atributos, este fato nao e muito grave,
dada a pouca sensitividade do modelo aditivo a tal correlacao. Este modelo

sera apresentado no proximo capitulo.

Uma outra abordagem do problema da multidimensionalidade e
a sugerida por Fishburn |15|, que tambem pressupoe independencia entre

as dimensoes de valor.

Ela parte da nocao de ordem “lexicografica" que & defini

da como:

- Se (3, 3, ...y a) e (by, by, ...y b)) sd0
vetores en R", dizemos que 5 e uma ordem lexicografica, quando (a,,
ey ) % (bys suns b.) se e somente se a,, 3 bixs onde i* e o

menor i para o qual a; # hi'

Utilidades lexiconraficas se verificam nuando um niumero
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u; (x;) pode ser atribuido a cada x; de x, i=1,2, ...,n, tal que,
se

X o= [x1. Xos +oes xn} e y = (y], Yps «ves yn} pertencema T,
entao:

L .
3 l'_-'ﬂ.'!’ﬂ: Uz(ﬁ'z}s vany un[i"n]]

sy e [ syl e u(x)

Esta abordagem foi sugerida para casos em que alguns atribu

tos sao predominantemente mais importantes que os outros.

Keeney [23],|24|, [25|, da outro enfoque ao problema. Ele
parte do conceito de independencia em termos de utilidade que, para efeito

de simplificagao, chamamos de "independencia em utilidade".

Seja x = {x], Xos wees xn] uma consequencia associada a um
ato e seja T um conjunto dessas consequencias. =

Definimos os vetores Y e Z, tais que: y = [“1‘12""1 e

=
2= (X, xm+2, . xn), onde y e z sao valores particulares de Y e Z,

respectivamente.

Portanto, podemos escrever que x = (y, z). Para um valor fi

xo de z, que denominamos Zys @ utilidade condicional de y dado que Z = T

e denotada por wu(y, z,).
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Dizemos que Y e independente em utilidade de Z se as prefe
rencias do decisor com relacao a Y, dado que Z = Z,s sao as mesmas, inde

pendente de Z,

Como a funcao utilidade e unica, a menos de uma transforma
magao linear positiva, entao, se Y e independente em utilidade de Z, a

funcdo utilidade condicional de Y, dado Z, @& uma transformagao linear

positiva da fungao utilidade condicional de Y, dado qualquer outro valor

de Z.

Ou seja:

u(y, z) = C]{Z} + [:2{3]”{3': 20}1 ¥y, z

Um outro conceito usado @ o de independencia mutua em utili
dade. Se Y @ independente de Z em utilidade, isto nao implica que Z seja
independente de Y. Quando Z tambem € independente de Y, dizemos que Y

e Z sao mutuamente independentes em utilidade.

Assumindo Y e Z mutuamente independentes em utilidade,
Keeney sugere varias representacoes para utilidades multidimensionais que,
para melhor compreensao, serao apresentadas para duas dimensoes.

a) Representagao quase-aditiva,

u(y, z) e completamente especificada por uma fungao utilida
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de condicional para Y, u(y, z;) e a utilidade de uma outra consequencia

Xy = (¥1» Z9), isto e:

u(y, z) = u(ynl z) #+ u(y., zﬂl + k U(HO' Z}U{E, ZD}

U{y y Z7) = u(yq, 2 ) - U{Yn, 31]
onde AN ) ik (4.3)

u{y1. zm} u{yu, z]}

b) Representacao aditiva.

Se em (4.3) acima k = 0, temos uma representacao aditiva,

ou seja:

u(y, z) = u(y,, 2) + uly, z)

c) Representacao por produto.

u'(y, z) = u(y, z) + % : k #0
ou u'(y, z) = uz(ya, ). uy(y, zu)

Uma outra forma multiplicativa, tambem sugerida por Keeney

[26], &

U(Xps Xps ooes X)) = -:: r: [kki uy(x;) + 1Jj -1}
1
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onde K, e um fator de escala para u,(x;), 0 <k; <1, ¥, ek e determi

nado a partir dos valores individuais dos k{s.
d) Curvas de "Isopreferencias”.

Na maioria das vezes, e dificil para o decisor determinar
fungoes utilidade condicionais. Um procedimento mais facil consiste em ob
ter uma curva em que para diferentes pares (y, z) a preferencia e a mesma,
isto e, obter um conjunto de consequencias igualmente desejaveis. Keeney

mostra que, desde que elas cubram o mesmo dominio, uma utilidade condicio

nal pode ser substituida por uma curva de isopreferencia.

No capitulo seguinte, apresentamos um modelo para determina
cao de utilidades multidimensionais que usa uma funcao aditiva. A razao de
nos determos nesta forma e que ela possui a vantagem da simplicidade. Ao
inves de determinarmos uma fungao utilidade n-dimensional, passamos a tra
balhar com n fungoes unidimensionais, usando para isto os procedimen

tos ja existentes para determinar utilidades de um unico atributo.

4.5 - CONCLUSDES

Os axiomas que constituem a base da teoria apresentada per
mitem-nos, desde que nos comportemos como eles prescrevem, usar observagoes

de nossas preferencias simples entre jogos para derivar uma medida da uti
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lidade dos resultados associados aos varios cursos alternativos de  acao.
Esta medida e tal que agiremos sempre de maneira a maximizar a utilidade
esperada, definida como a soma das probabilidades de cada resultado vezes

a sua utilidade. &

U = T ou(x)p(x;)

i=]

onde X € uma variavel aleatoria com n valores possiveis. Se os resultados
sao descritos em uma escala continua, temos:
40
U(X) = Efu{x)| = J u(x) f(x) dx
-0
onde f(x) e uma fungao densidade de probabilidade e u(x) e a utilidade de
um resultado no intervalo x + dx, satisfazendo aos criterios de racionali

d ade.

Uma forma especifica para u(x) foi proposta por Daniel Ber
noulli*, Sequndo ele, a utilidade do dinheiro seria uma funcao linear do

logaritmo do seu valor, ou:

u(x) = log x

Esta forma foi proposta para resolver o chamado "Paradoxo

de Sao Petershuran", n aual descrevenos a sequir.

Suponhamos que uma pessoa jogue uma moeda honesta ate que

apareca cara. Se k for o numero de langamentos necessarios, ela recebe

* Citadn por Von Peumom e Mornenstamm [35] ;
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k cruzeiros. Nual e o valor esnerado desse jogo? Nuanto alguem  pana

Ck= 2

ria pelo privilagio de joga-10?

1]

Seja C = recompesa

N = numero de tentativas ate nue anareca cara

pela nrimeira vez.

1
Sabemos cue n, _P{f=2k} = P(N=k) = o kw1 2o

i oo L. 1L
L ] L J z

probabilidade de (k-1) probabi
coroas dade de

cara

0 valor monetario esperado do jogo sera:

J— . Ek = 1 +1+ ...+41+ ...2

2k

~18

E(C) = [P C =
k=1 k=1

0 que significa que este jogo e, para um medio, preferivel
a qualquer quantia finita. Ou melhor, um medio estaria disposto a pagar

qualquer quantia pelo direito ao jogo.

Paradoxalmente, ninguem parece disposto a pagar mais do que,

digamos, Cr$ 10,00, por este jogo.
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Bernoulli sugeriu que se usasse nao a esperanca matematica,
mas o que ele chamou de "esperanca moral",definindo a utilidade como o 1o
garitmo dos bens possuidos por uma pessoa, expressos em termos monetarios.
Bernoulli partiu da ideia de que a utilidade de um ganho x, para um indivi

duo, seria n3o somente pronorcional a X mas tambhem inversarente nronorcio

nal a riqueza do individuo.

0 valor do jogo seria um certo numero finito y, onde

L]
>

log y e

X = E (1og Zk]~l—

e ou seja, x e o limite para o qual a
k=1 g

serie acima converge.

A objecao mais frequente ao criterio de esperanga de wutili
dades & que ele nao leva em conta o prazer de jogar, desde que considera
o individuo indiferente entre uma loteria composta e a loteria simples ob
tida pelo calculo de probabilidades. Em outras palavras, ele negligencia
a utilidade do risco em si. Argumentam os criticos ca teoria que e preci

so uma utilidade que leve em conta a utilidade intrinseca do risco.
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CAPTTULO V

UTILIDADE: ASPECTOS PRATICOS

5.1 = UTILIDADE UNIDIMENSIONAL

Como ja foi visto, nao e sempre verdade que as pessoas maxi
mizem o valor monetario esperado. Nas situagoes que envolvem risco ou in

certeza a maioria das pessoas demonstra aversao ao risco.

Por isso e preciso a introdugao do conceito de “equivalen
te certo" em substituigao ao valor esperado. Isto nos leva ao conceito de
utilidade e o que se espera maximizar numa decisao envolvendo incerteza

e a utilidade esperada.

Vimos tambem que, satisfeitos certos postulados, & possivel
levantar a curva de utilidade do decisor para um determinado bem ou situa

¢ao, em particular para o dinheiro.

Veremos inicialmente, como levantar a curva de utilidade
do dinheiro para um decisor por dois metodos diferentes: primeiro, atraves
de uma comparagao entre loterias e equivalentes certos e, sequndo, admitin

do que a curva de utilidade e uma funcao exponencial

U(x) = (1 - e *%

e tentando estimar o parametro k.
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Veremos, a seguir, um processo mais geral, embora menos for
mal, para determinar a fungao utilidade de um bem ou situagao qualquer que

nao seja exprinivel em termos monetarios.

5.1.1 - Funcao Utilidade do Dinheiro

Veremos neste item como levantar a fungao utilidade do d1
nheiro para um decisor, atraves de comparagoes entre loterias e equivalen

tes certos.

Antes, porem, relembremos alguns conceitos fundamentais. Su

ponha que o decisor & indiferente entre participar da loteria

Crs 10.000,0C

GIS - Cr‘$ D,UD

(ou seja uma loteria que, com 50 % de chance, lhe da dez mil cruzeiros e
com 50 % de chance nao lhe da nada) e receber (com certeza) uma quantia fi

xa: M cruzeiros.

Neste caso, M, como vimos, e chamado o equivalente certo

da loteria, pois @ aquela quantia fixa pela qual o decisor esta disposto

a troca-la.

A indiferenca sentida pelo decisor entre a loteria e o equi

valente certo implica em aue, para ele, as utilidades sao iguais, ou seja:
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r ™
Cr$ 10.000,00 r )
0,5
U = U |cr$ M
0,5
Cr$ 0,00
. _ L. -

Alem disso, tomamos como pressuposto que uma  propriedade

de valor esperado e valida para utilidades, ou seja:

_ -~
Cr$ 10.000,00
0,5 =0,5 U(Cr$ 10.000,00) +
U 0,5 U(Cr$ 0,00)
0,5 Cr$ 0,00 = U(Cr$ M)
L %

Resumindo, temos que, se as preferencias do decisor satisfa
zem certos postulados, @ possivel construir sua fungao utilidade. Esta fun
¢ao possui duas propriedades importantes:

- A utilidade de uma loteria e a utilidade esperada de suas recompensas.

- A loteria preferida e a que tiver maior utilidade.

Suponhamos que somos analistas de decisoes e estamos asses
sorando um empresario (o decisor). Durante o processo de analise, e preci

so levantar sua funcao utilidade. Vejamos como faze-lo.

Inicialmente, escolhemos dois valores monetarios (digamos

-Cr$ 100,00 e+Cr$ 100,00) bastante separados, de modo a englobar todos os
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valores de lucros ou perdas que possam vir a ocorrer no problema que esti

ver sendo analisado.

Com estes dois valores podemos formular uma loteria que com
probabilidades iguais, tenha como recompensa uma das quantias citadas.

Cr$ 100,00
0,5

0,5 -Cr$ 100,00

Mas podemos variar a probabilidade de cada uma das recompen

sas, gerando uma infinidade de loterias.

A melhor possivel (e que qualquer pessoa certamente gosta
ria de participar) seria aquela que desse + $ 100,00 de recompensa com cer

teza (ou seja com probabilidade 1).
] Cr$ 100,00
= Cr$ 100,00

0 ~Cr$ 100,00
Lembrando uma das propriedades fundamentais da fungao utili
dade: "a loteria preferida e a que tiver maior utilidade", vemos que deve

mos atribuir a esta loteria o valor maximo da nossa escala de utilidades.

Se arbitrarmos a variacao da nossa funcao utilidade entre



T
zero e um, teremos:
: .
, Cr$ 100,00
U “i:::j = U(Cr$ 100,00) = 1
0™-Crs 100,00 |

Com os mesmos valores de recompensa, a pior loteria pnssj’_

vel e aquela em que se perde Cr$ 100,00 com certeza, ou seja
Cr$ 100,00
= = Cr$ 100,00

-Cr$ 100,00

Portanto, a esta loteria deve ser atribuida a menor utilida
de possivel, no nosso  caso zero:
r 5
o - Cr$ 100,00

U = U(-Cr$ 100,00) = 0

1 ™_cr$ 100,00 J

Notemos que embora tenhamos feito U(-Cr$ 100,00) = 0, isto e
arbitrario; nos nao fixamos a origem da escala de utilidades pois, como ja
foi dito, qualquer transformagao monotonica crescente de uma fungao utili

dade & tambem uma fungao utilidade.

Se quisermos, podemos plotar a funcao utilidade num grafico,
colocando no eixo das abcissas a quantidade monetaria e nas ordenadas a

escala de utilidades. Para os dois pontos ja obtidos, teriamos:
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Utilidade
*L
I e e e '
0 E .
» Cr$ (cruzeiros)
=100 100

Tentemos entao determinar alguns pontos intermediarios da
curva de utilidade: podemos calcular a utilidade esperada da loteria formu

lada inicialmente.
0.5 Cr$ 100,00

0:5™ _¢rs 100,00

UA) = L u(Crs 100,00) + L U(-Cr$ 100,00) =
2 2

I+l =1
2 2 2

A pergunta a ser formulada ao decisor, neste ponto, & sim
ples: por qual quantidade de cruzeiros ele estara disposto a trocar esta
loteria, ou seja, qual & para ele o equivalente monetario certo desta lote

ria.

Sua resposta, seja ela qual for, cria uma currespnndénciaqg

tre equivalente certos e utilidades de loterias $(x) +——— U(A)
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Estes dois pontos podem ser colocados no grafico, dando-nos
um ponto intermediario da curva de utilidade. Outros pontos intermediarios

podem ser obtidos da mesma maneira.

Suponhamos que o decisor diz ser indiferente entre a loteria
(A) e -Cr$ 40,00, ou seja, ele prefere perder quarenta cruzeiros com certe

7a a entrar na loteria, ou ainda, U(-Cr$ 40,00) = ~ .

Entao lhe propomos a seguinte loteria

0,5 + Cr$ 100,00

0,5 - Cr$ 40,00

e a pergunta a ser feita € a mesma: qual o equivalente monetario certo des

sa loteria, ou seja, por que quantia o decisor esta disposto a trocar esta

loteria.
Seja qual for a resposta (por exemplo: x = Cr$ 15,00),temos
U(Cr§ x) = U(B) = 1 u(Cr$ 100,00) + 1 U(-Cr$ 40,00)
2 2
1 1
= —(1)+ =(1/2) = 0,75
2 2
E temos, assim, mais um ponto intermediario da curva de uti
lidade.

Outra loteria que poderia ser proposta e a sequinte:
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ﬂ.s -Ei"5 4':] .nﬂ

0,5 -Cr$ 100,00
e seja qual for o equivalente certo atribuido pelo decisor (por exemplo:
X = -Cr$ 75,00), teremos

U(Crs x) = U(C) = + U(-Cr$ 40,00) + - u(-Cr$ 100,00)
2

1/4

M = M| =

(172) + L (0)
i

Prosseguindo com uma serie de loterias e perguntas deste ti
po, podemos levantar mais alguns pontos e estimar a curva de utilidade do

decisor (figura 5.1).

Dado, entdo, que o ponto (X, y) esta sobre a curva de utili
dade, isto significa que o decisor e indiferente entre x cruzeiros com cer

teza e a loteria

y Cr$ 100,00

1-y -Cr$ 100,00

Pensemos, por um momento qual a forma da curva de utilidade,
para um decisor medio (sem aversao ao risco); ele trocaria uma loteria qual
quer

y Cr$ 100,00

1-y -Cr$ 100,00
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Fiqura 5.1 = Curva de Utilidade.
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por seu valor esperado, ou seja, por uma quantia x, tal que

x = y(100) + (1 -y) (-100) (5.1)

ou seja:

U(x) y U(100) + (1 -y)u(-100)

mas temos que:

1]

U(x) y

e, substituindo na equagao 5.1, temos
x = U(x) (100) + (1 - U(x)) (-100)
ou seja

ux) = X+1

200 2

que e a equacao de uma reta; portanto, neste caso, a curva de utilidade do

decisor medio seria uma reta ligando os pontos (-100, 0) e (100, 1).

Mas, consideremos o decisor mais comum que e aquele que tem

aversao ao risco.

Dada uma Tloteria qualquer

g P A

0, crs B
ele a trocaria por uma quantia certa C e, como ele possui aversao ao ris

co, esta quantia seria menor que o valor esperado da loteria, ou seja;
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mas por definigao

1

uey = L oy + L
2

u(8)

vemos claramente na figura 5.2, que sua curva de utilidade sera sempre con

cava.

5.1.2 - Funcao Utilidade Exponencial

Apresentamos, a seguir, um metodo mais simples e rapido pa

ra avaliar a funcao utilidade do dinheiro, para o decisor.

Duas consideracoes sao importantes neste metodo: o decisor
possui aversao ao risco e sua fungao utilidade e exponencial. A primeira
se justifica pelo fato de ser comprovado experimentalmente que a grande
maioria das pessoas apresenta aversao ao risco quando em situacoes de in
certeza. A segunda hipotese tambem se justifica experimentalmente, pois a
maioria das funcoes utilidade encontradas pelo metodo anterior tem formato

semelhante a uma exponencial.

Vamos, entdo, considerar funcoes utilidade da forma

ux) = c(1 -e%

A constante C e apenas um fator de escala, ou seja, depende
apenas da nossa escala de utilidades e das recompensas, nao dependendo,

portanto, do decisor.
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Figura 5,2 - Curva de Utilidade de un Individuo Averso ao Risco.
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Assim, se a recompensa maxima que se espera ocorrer for
Cr$ 1.000,00 e quisermos que a este valor corresponda a wutilidade +1,ou

seja U(Cr$ 1 000,00) = 1, devemos ter:

1 = C{1 =t E*TI].UUU}
C= ]f{T - E']-DUGT}

Vemos entao que a nossa funcao utilidade depende de apenas

um parametro y denominado "coeficiente de aversao ao risco".

Na realidade, este parametro exprime a aversao ao risco a

presentada pelo decisor. Assim, quanto maior for y , mais averso ao risco

sera o decisor. Naturalmente y = 0 para o decisor medio.

Na figura 5.3 e apresentada uma familia de fungOes utilida
de exponenciais para que o leitor possa ter uma ideia da influencia'do coe

ficiente de aversao ao risco no formato da fungao utilidade.

0 metodo consiste em avaliar o coeficiente de aversao ao ris
co do decisor. Isto e feito faciimente com auxilio das figuras 5.4, 5.5 e
5.6. Vemos, em cada uma destas figuras, uma loteria (onde uma das re
compensas e variavel) e um grafico que nos da o coeficiente de aversao ao

risco em fungao do valor monetario da recompensa nao fixada.

0 que o decisor devera fazer e, para uma das loterias, de

terminar o valor da recompensa variavel que lhe parecer mais conveniente
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e, em seguida, obter no grafico o valor correspondente do coeficiente de

aversao ao risco.

0 decisor podera tomar como seu coeficiente de aversao ao
risco uma media para as tres loterias ou, entao, somente o valor determina

do pela loteria em que ele se sentir mais a vontade.

Naturalmente, e.possivel formular muitas outras loterias
semelhantes e construir os graficos correspondentes, simplesmente variando
o valor das probabilidades e das recompensas fixas. Na pratica, & importan
te que os valores das recompensas fixas sejam da mesma ordem de grandeza

que os valores que ocorrem no problema em analise.

Quando se utiliza o metodo apresentado neste paragrafo, @
importante que se faga o estudo da sensibilidade do problema em analise fa

ce a variagoes no coeficiente de aversao ao risco.

Este estudo e facilmente realizado com o auxilio do progra

ma de processamento de arvores de decisao apresentado em anexo.

Na figura 5.7, temos um exemplo da sensibilidade do equiva
lente certo de duas loterias face a variagoes no coeficiente de aversao ao
risco. Dependendo do valor deste coeficiente, deve-se preferir uma ou ou

tra loteria.
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Figura 5.7 - Sensibilidade do Equivalente Certo a Variacoes no
Coeficiente de Aversao ao Risco.



- 173 -

Uma vez realizado o estudo de sensibilidade, se for consta
tado que o coeficiente de aversao ao risco do decisor @ proximo a um valor
critico no problema em analise, a curva de utilidade do decisor devera ser

levantada com maior cuidado, eventualmente usando-se o metodo do item 5.1.l

5.1.3 - Curvas de Utilidade para Aspectos nao Monetarios

Pode ocorrer que a entidade cuja utilidade deva ser avalia
da nao seja diretamente mensuravel em termos monetarios. Neste caso, sera

preciso um procedimento algo diferente dos que foram vistos anteriormente.

Continuaremos a falar em utilidade, embora isto nao seja

correto. Seria melhor falar em "medidas de valor".

Neste item nao estaremos falando em utilidade no sentido
usado em economia e muito menos no sentido especifico de Von Neumann -
Morgenstern. A principal diferenca e que a entidade a ser avaliada nao
estara geralmente ordenada naturalmente (ao contrario de dinheiro para o
qual & sempre valido que quanto mais melhor). As vezes, sera mesmo impossi
vel criar uma ordenagao para as entidades que estao sendo avaliadas., Por
isso nao teremos necessariamente fungGes monotonicas crescentes. Em parti
cular, nao teremos as vezes, nem menos funcgoes no sentido usual do
termo. Mesmo o nome do paragrafo & algo improprio pois nao teremos necessa
riamente um grafico ou curva que represente a utilidade da entidade avalia

da.
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Estamos, no fundo, preocupados apenas em estabelecer re
gras de correspondencia entre quantidades ou qualidades de uma certa en
tidade e valores numa escala totalmente arbitraria (aos quais, por exten

sao de linguagem, continuaremos a chamar de utilidade).

As regras de correspondencia citadas deverao fazer corres
ponder um unico valor (utilidade) a cada possivel valor da entidade  que
esta sendo medida, sendo que estas regras deverao ser formuladas de manei
ra simples, uniforme e facilmente reproduzivel. As regras poderao ser ge
ralmente representadas por formulas matematicas ou graficos; contudo  as
vezes isto nao sera possivel sendo, entao, validas quaisquer formas de

tornar explicitas as relagoes de preferencia existentes na mente do  deci

sor.

Um cuidado que sempre deve ser tomado & com o campo de va
riacao da entidade que estiver sendo avaliada. Este devera cobrir todas
as alternativas logicamente possiveis, nao se restringindo aos valores “ra

zoaveis" ou "esperados"”.

A escala de valores devera ser definida seguindo-se as se
guintes convengoes:

- numeros positivos serao associados a situagoes com valor(utilidade) posi
tivo, ou seja, situagoes pelas quais o decisor possua preferencia ou
que lhe gerem sentimentos positivos.

- numeros negativos serao associados a situagoes pelas quais o decisor pos

sua aversao, ou seja, situagoes que tenham utilidade negativa.
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A escala de utilidade sera limitada acima por +1 e abaixo

por -1.

0 valor  +1 sera associado a situagao que produza no deci
sor a maior satisfacao, ou seja, que tenha a maior utilidade imaginavel no
contexto em analise. Analogamente, -1 sera associado a pior situagao possi

vel, ou seja, aquela de menor utilidade.

A escala de utilidades sera continua entre +1 e -1 sendo
que qualquer valor real e passivel de ser associado a um valor da entidade

avaliada.

Utilidade zero so sera associada as situacoes pelas quais

o decisor sinta total indiferenca, ou seja, nem satisfacao nem aversao.

Duas situagoes terao a mesma utilidade se o decisor for to

talmente indiferente entre elas.

Vejamos, entao, um procedimento para tornar explicitas as

relagoes de preferencia do decisor:

0 primeiro passo e determinar qual o tipo de variagao da en
tidade que esta sendo avaliada. Ela podera variar numa escala continua (co
mo por exemplo: O peso de um objeto) ou discreta (por exemplo: numero de

ocorrencias de um determinado evento).
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Caso se verifique que a variacao e discreta, sera preciso
analisar em quantas categorias ela pode ser representada: duas (por exem
plo: a existencia ou nao de um plano de agao), varias (como por  exemplo
o numero de alunos de uma classe que acerta um teste: podemos ter nenhum,
um, etc. ate o total de alunos na classe), uma infinidade (neste caso po
dendo ser posta em correspondencia com o conjunto dos inteiros nEu-nega;i

VoS ).

E importante verificar se as classes em que se divide a en
tidade possuem ou nao alguma ordem natural: no exemplo acima sobre numero
de acertos, existe uma ordem natural que a a dos numeros inteiros; se por
outro lado quisermos a utilidade de um dado numero de cores para uma cer
ta pessoa nao havera uma ordem natural. Se houver uma ordem natural usamos

esta ordem; caso contrario fixamos uma ordem qualquer.

Caso a entidade a ser avaliada possua uma variagao  conti
nua, devemos verificar se esta ¢ limitada ou nao. Por ex.: o peso de um
objeto possui um limite inferior (zero) mas nao possui um limite superior
1ogico. O mesmo ocorre com frequencias absolutas, como o numero de habitan
tes de uma cidade. Ja frequencias relativas (como por ex.: a ra.ao dos alu
nos de uma classe presentes a aula pelo total de alunos) possuem limite in

ferior zero e superior um.

Se nao houver limites, nos os definimos usando bom senso.Se
a entidade for limitada, os limites devem ser fixados. Lembremo-nos sempre

que falamos de "limites logicos", ndo de valores cuja ocorrencia seja es



= T e

perada. ileste ponto, o bom senso e indispensavel.

Apos estas consideragoes de ordem geral, passemos a determi

nagao especifica de alguns pontos da curva de utilidade.

0s mais faceis de determinar (ou seja, aqueles que o deci
sor geralmente se sente mais a vontade para avaliar) sao os extremos  da
curva: pontos que correspondem a maxima satisfagao (utilidade) e @ maxima

aversao. Associamos a estes valores utilidades +1 e -1, respectivamente.

A sequir verificamos qual o sentido de variagao das rela
coes de preferencia (ou aversao). A satisfagao aumenta (ou diminui) sempre
entre 0s extremos? Existe algum ponto de maximo (minimo) interno, ou seja,

algum ponto ao qual o decisor associa a maxima (minima) utilidade?

Atraves de consideracoes desta ordem e possivel levantar a

forma geral da curva de utilidade.

Uma vez determinada a forma geral da curva de utilidade e

preciso faze-la realmente representar as preferencias do decisor.

Isto pode ser feito por um processo iterativo: sao feitas per
guntas ao decisor e, se as respostas contrariam a curva, esta e ajustada. Novas
perguntas e correcoes sdo feitas até que a curva represente a fungao utili
dade do decisor. Estas perguntas devem ser feitas no sentido de comparar

dois a dois diferentes valores da entidade e saber qual deles & mais util
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para o decisor.

0 fato de a utilidade de um dado ponto ser positiva ou nega
tiva pode ser avaliado pondo-se o decisor frente a situacao especifica e
perguntando-lhe quais os sentimentos (satisfagao, aversao, indiferenga)que

ela lhe provoca.

0 analista nao deve se preocupar muito com a determinacdo do
sero da curva de utilidade: este deve resultar naturalmente da nrooria cur

va mas pode, evidentemente, ser verificado.

5.2 = UTILIDADE MULTIDIMENSIONAL

5.2.1 - Situagao do problema e necessidade de analise multidimensional

Na tentativa de sistematizar o processo de analise de deci
soes temos discutido seus principais aspectos: a arvore de decisoes, utili
dades e probabilidades. Incorporamos estes tres conceitos num modelo norma
tivo para os atos do decisor e concluimos que ele deveria maximizar sua u

tilidade esperada.

Temos, entao, condigGes para analisar um grande numero de
problemas, no entanto, todos eles sujeitos a uma restrigao fundamental: es
taremos sempre procurando um unico objetivo, ou seja, havera uma uUnica en

tidade (por ex.: dinheifn] cuja utilidade esperada devera ser maximizada.
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Embora esta restricao seja basica para o uso do modelo estu
dado, ela nao diminui sua importancia ou aplicacao porque e muito grande
o numero de situagoes em que ha uma unica dimensao significante para a de
cisao a ser tomada. A maioria dos problemas de analise financeira recaem
neste caso pois, geralmente, estaremos interessados em maximizar alguma

quantidade mensuravel em termos monetarios (por ex.: lucro 17quido).

No entanto, em muitos problemas envolvendo decisoes nos nos
vemos frente a mais de um objetivo. Isso nos leva a considerar mais de uma
dimens3o de valor, sem que possamos, sem prejuizo da analise, escolher uma

dentre elas em que basear nossa decisao.

Vemo-nos entao, frente a problemas de utilidade multidimen
sional, ou seja, para a tomada de decisdo desejamos maximizar ndo a wutili
dade de uma entidade, mas maximizar a utilidade de varias entidades simul

taneamente.

Apresentaremos a seguir um metodo heuristico para a analise

de problemas deste tipo.

De um modo geral, o metodo envolve quatro etapas principais.
Em primeiro lugar, e preciso listar todas as dimensoes de valor em que o
decisor baseara sua decisao. Em seguida, @ preciso dar pesos relativos a
cada uma destas dimensoes. Em terceiro lugar, @ preciso criar para cada
dimensao de valor uma regra de correspondencia entre os valores de cada al

termativa e uma escala fixada pelo decisor, ou seja, levantar a fungao uti
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11dade de cada dimensdo de valor e, por fim, @ preciso uma regra aritmi;l
ca que cnmh1na as diversas dimensdes num Unico Tndice, por exemplo, uma

simples media ponderada.

Dissemos que o processo & heuristico porque ndo & possivel
provar que ele conduza a decisao otima. No entanto, ele se justifica por

varias consideragdoes tedricas e praticas.

Quanto ao aspecto teorico existem varios estudos sobre uti
lidade multidimensional que, no entanto, nao serao aqui tratades por fugi
rem aos objetivos deste manual. Utilidade multidimensional foi estudada,
entre outros, por Fishburn 14|, [15], |16], Keeney |23] , Raiffa |40].

0 método, tal qual sera apresentado, foi desenvolvide por

Edwards [6] e estudado e validado na pratica por Miller (32| e Fischer[3].

Outros métodos utilizados para a analise multidimensional

e que nao serao aqui apresentados podem ser encontrados em Mac Crimmon [30)

Antes de passar a descrigao do metodo, @ necessario que se
facam algumas consideragoes; de um modo geral o método compreende duas fa
ses distintas: a geragao de um algoritmo e sua aplicagdo ao problema de

decisao.
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0 metodo de analise a ser apresentado e normativo (ou seja,
diz como deve agir o decisor) e nao descritivo (ou seja, nao pretende ser

uma descrigao de como sao, na pratica, tomadas as decisoes).

5.2.2 - Geragao do Algoritmo

Apresentaremos agora uma sequencia de passos logicos ao fim

dos quais teremos um algoritmo atraves do qual poderemos tomar uma decisao.
19 passo: Identificar as dimensoes de valor importantes para a decisao.

Inicialmente, procura-se gerar o maior numero possivel de
dimensoes de valor ou criterios de avaliagao que possam vir a influir na
decisao, sem nos preocuparmos com suas interrelagoes ou importancia. De
posse desta lista inicial, procuramos selecionar as nao triviais e sempre
que possivel, dimensoes de valor independentes, ou seja, que representem

aspectos diversos da decisao a ser tomada.

Nao deve haver nesta etapa preocupacoes com as unidades em
que serao medidas as entidades: poderemos ter misturadas dimensoes mensura
veis em termos objetivos, como dinheiro e tempo, com outras totalmente sub

jetivas e que nao podem ser medidas, como importancia e aspecto fisico.

Naturalmente, nesta fase, a participagao do analista e mi
nima, devendo dpenas motivar o decisor que devera gerar o maior numero pos

sivel de dimensoes e depois selecionar as mais importantes,
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29 passo: Classificar as dimensoes de valor em ordem de importancia.

De posse da lista de dimensoes de valor relevantes para a
decisao, e preciso ordena-la, ou seja, o decisor devera escolher dentre os
criterios qual o mais importante, qual o seguinte e assim por diante, ate

esgotar a lista.

39 passo: Atribuir pesos relativos as dimensoes de valor,

Se no passo anterior o decisor concluiu que todas as dimen
soes de valor tem a mesma importancia, atribuimos a cada uma delas um mes

mo numero (10 por ex.), que sera o seu peso relativo.

Se o decisor conseguiu ordenar as varias dimensoes, escolhe
mos a menos importante e atribuimos a ela peso 10 (ou qualquer outro. nﬁqg
ro; a escolha e totalmente arbitraria). Consideremos a dimensao seguinte
na ordem de importancia: o decisor tera que decidir quanto ela & mais im
portante que a primeira. Atribuimos a segunda dimensao um numero que refli
ta esta razao de importancias, continuamos a comparar todas as outras di
mensoes com amenos importante e a atribuir-lhes pesos relativos. Esgotada
a lista, deve-se verificar a consistencia dos julgamentos. Desta forma, ca
so se atribua peso 30 a uma certa dimensao enquanto se atribui peso 90 a
uma outra, isto quer dizer que a segunda dimensao e tres vezes mais impor

tante que a primeira. Caso o decisor nao concorde com isto, ele devera al

terar um dos pesos (ou ambos).



- 182 -

Se, ao comparar duas dimensoes quaisquer, 0 decisor con
cluir que elas sao igualmente importantes, atribuimos a ambas o mesmo va
lor relativo. Se, ao comparar duas dimensoes, o decisor concluir por pesos
relativos que contrariem a ordem da lista original, nao ha problemas: alte
ra-se a ordenagao na lista de criterios e refaz-se a atribuicao de pesos

relativos.

Nesta etapa, o analista deve participar ativamente, orien
tando o decisor na atribuicao dos pesos relativos e incentivando as refor

mulagoes que contribuam para a consistencia dos pesos atribuidos.

Para encerrar este passo, um detalhe de normalizagao: soma
mos os pesos atribuidos a cada dimensao de valor, dividimos cada um pelo
total e multiplicamos por 100, Assim, todos os pesos serao representados
por numeros entre 0 e 100 e cuja soma e 100. Deste modo cada peso pode ser
encarado como a proporgao de importancia da dimensao de valor dentro  do

sistema.

Notemos aqui que,se houver muitas dimensoes de valor,alqumas

delas terao provavelmente pesos insignificantes frente a outras. Neste ca
so, desprezamos estas dimensoes e refazemos o passo 3 apenas com as dimen:

soes realmente importantes.
40 passo: Levantar curvas de utilidade para cada dimensao de valor.

Talvez este seja 0 passo mais dificil para o analista. Ele



devera tornar explicitas as preferencias e aversoes do decisor para todas

as dimensoes de valor.

Qualquer dos metodos citados no item 1 (utilidade unidimen
sional) pode ser usado. E importante lembrar que embora a escala de utili
dades seja arbitraria ela devera ser a mesma para todas as curvas de utili

dade.
50 passo: Agregar as varias dimensoes de valor num Unico Tndice.

Ate agora, as varias dimensoes de valor foram estudadas iso
ladamente, Neste passo final da geragao do algoritmo deveremos agrega-las

num unico indice.

A maneira mais simples e usual de implementar esta agrega
¢ao e atraves de uma combinagao linear das dimensoes de valor, usando como

coeficientes os pesos relativos atribuidos no passo 3.

Assim,se chamarmos de us 0 indice de utilidade da j-esima di

mensao de valor e de Ej o peso relativo da mesma, teremos

onde K e a utilidade agregada de todas as dimensoes de valor. Veremos, em
itens seguintes, as diferentes interpretagoes do indice K e como utili
za-lo no processo de decisao entre diferentes alternativas e na avaliagao

de projetos.
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Para encerrar esta segao, apresentaremos um metodo alterna
tivo para a implementacao do 19 passo, ou seja, a geracao das dimensoes de
valor. Este metodo pode ser util quando nao -temos uma visao muito clara do
sistema em analise e encontramos dificuldade em escolher criterios eficien

tes para avalia-lo.

0 metodo consiste em gerar uma hierarquia de representagao
do sistema atraves de uma estrutura em forma de arvore onde serao represen
tados, em niveis sucessivos, o sistema, seus subsistemas e 0s componentes
destes ultimos. A cada um dos componentes finais (de mais baixo nivel na
hierarquia) devera ser associado um criterio de avaliagao, ou seja, uma
dimensao de valor para cada componente. 0 proposito deste processo e criar
uma estrutura pictorica das interrelacoes de valor que existem na mente do

decisor.

Obviamente, os dois metodos nao sao incompativeis. Pode-se,
inicialmente, gerar uma lista de dimensoes de valor e, depois, depura-la
com auxilio da hierarquia de representagao do sistema, escolhendo uma dimen

sao de valor para cada componente deste.

Se for usado o metodo altermativo proposto para o passo um,
a estrutura criada podera ser usada para auxiliar os passos dois e tres. A
metologia e a mesma do processo original, apenas a ordenacao e a  atribui

cao de pesos poderao ser feitas a cada nivel de representagao do sistema,

tornando menores e mais faceis ns julqamentos a serem feitosnelo decisor.
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5.2.3 - Aplicacao do Algoritmo ao Processo de Decisao

Temos até agora desenvolvido um modelo de analise multidi

mensional. Vejamos como aplica-lo ao processo de decisao.

Colocados frente a varias alternativas, nao pudemos decidir
entre elas utilizando a utilidade esperada, simplesmente porque havia mais
de um aspecto relevante a decisao. Atraves do modelo de analise multidimen

sional procuramos contornar este problema.

Temos agora um processo de agregar as utilidades das varias

dimensoes relevantes a nossa decisao, num unico indice.

0 que se deve fazer e avaliar o indice de utilidade agregada
para cada alternativa, ou seja, entrar com o valor que uma alternativa o
ferece para cada dimensao de valor na fungao utilidade correspondente e,
com as utilidades encontradas, calcular o valor do indice agregado para

aquela alternativa.

Assim, sendo LLij o indice de utilidade da alternativa i pa
ra a dimensao de valor j e Ej o peso relativo da j-esima dimensao de
valor, temos

J

onde Ki pode ser considerado como a utilidade agregada da alternativa i.
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No caso em que temos de selecionar uma unica alternativa, a
regra de decisao e simples: escolhe-se a alternativa que maximiza a wutili

dade agregada.

No caso de termos que selecionar mais de uma alternativa,de
vemos ter um outro criterio, por exemplo, um orgamento maximo, Neste caso,
escolheriamos as alternativas de maior utilidade ate esgotarmos o orgamen

to.

Neste caso, poderiamos tambem utilizar a analise custo-bene

ficio que sera vista no proxiro item.

5.2.4 - Analise Custo-Beneficio

0 metodo de analise multidimensional nos sugere uma maneira

de sistematizar a analise custo-beneficio.

Ate agora, temos tratado aspectos monetarios da decisao co

mo simples dimensoes de valor.

Para realizar uma analise custo-beneficio deve-se proce
der de maneira ligeiramente diferente; todos os aspectos diretamente men
suraveis em termos monetarios devem ser isolados e analisados separadamen
te dos aspectos (dimensoes de valor) subjetivos, ou seja, nao representa

veis em termos Monetarios.
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Os varios tipos de custos, despesas e mesmo lucros moneta
rios dos projetos, devem ser submetidos a uma analise financeira convencio
nal e, atraves de um fluxo de caixa, pode-se chegar ao custo total do pro

jeto.

0s aspectos subjetivos sao encarados como beneficios e ana

lisados pela tecnica apresentada anteriormente.

Chegamos entao, para cada projeto, a dois indices. Seu cus
to (medido em cruzeiros ou na utilidade equivalente a esta quantia) e seu

beneficio (representado pelo indice de utilidade agregada).
Com estes dois indices obtem-se a razao custo-beneficio.

Se o problema for escolher um projeto entre varios, a regra

de decisao e escolher o de menor razao custo-beneficio.

Geralmente, o problema nao se apresenta de maneira tao sim
ples. Por exemplo, & comum termos de selecionar entre um grande numero de
projetos apenas um sub-conjunto que podera ser implementado,.devido a res
trigoes orgamentarias. Neste caso, um procedimento valido @ o seguinte:cal
cula-se para cada projeto em analise sua razao custo-beneficio. Ordena-se
os projetos pela ordem crescente desta razao e seleciona-se os  primeiros

projetos, até que a restrigao orgamentaria se esgote.(Figura 5.8).
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Um ponto que deve ser notado e que o procedimento citado an
teriormente & uma simplificacao que so se aplica quando os varios projetos

apresentam relacgoes custo-beneficio da mesma ordem de grandeza.

0 conceito em questao e o de curvas de isopreferencia. No
caso em que as dimensoes de valor sao o custo e o beneficio, elas assumem

a forma da figura 5.9.

No entanto, na analise feita no inicio desta segao foram
consideradas como sendo retas. (Figura 5.10). Isto so e valido numa regi
ao limitada do mapa de curvas de isopreferencia (figura 5.11). Dai conclu
irmos que a analise so se aplica a diferentes projetos, com razdes custo-

beneficio da mesma ordem de grandeza.

Um exemplo de aplicacao da analise custo-beneficio pode
ser encontrado num trabalho realizado por uma equipe do INPE que sugere
o emprego desta metologia na avaliacao de projetos a serem incluidos no

Plano Basico de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico (PBDCT) [zn]_

5.2.5 - Aplicacao a Avaliacao de Projetos

Ate agora, falamos apenas em selecao de alternativas para
projetos a serem implementados. No entanto, o metodo apresentado tambem se

aplica (com ligeiras modificagoes) a avaliagao de projetos em andamento.

Naturalmente, esta avaliacao e no sentido de atingimento,ou
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Figura 5.11 - Aproxinagao das Curvas de Isopreferencia por Retas de Custo
Proporcional a0 Beneficio.
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nao dos objetivos propostos. Para tanto, & recomendavel que se use 0 meto

do alternativo proposto no item 2.2.

Para a criagao da hierarguia de representagao do sistema ou
projeto deve ser usada a arvore de objetivos criada na fase inicial do pla
nejamento. 0s passos restantes de geragao do algoritmo se aplicam integral

mente.

Na fase de aplicagao do algoritmo, devem ser consideradas
tres alternativas: o estado inicial da natureza, anterior a implantacao do
srejeto, o estado atual ja com a realidade modificada com a implantagao em
maior ou menor grau do projeto e o estado ideal que se espera obter se o

projeto atingir integralmente seus objetivos.

Naturalmente, este estado otimo trara maxima satisfacao pa
ra o decisor, devendo, portanto, ser atribuido a ele o maximo valor da
nossa escala de utilidades. Como estamos usando um modelo linear para agre
gagao de nossas variaveis, vemos que, em particular, cada dimensao de va

lor tera para essa alternativa o valor maximo da escala de utilidades.

A realidade anterior ao projeto nao tera  necessariamente
utilidade negativa ou mesmo nula. As diversas dimensoes de valor deverao

ser avaliadas normmalmente e a utilidade calculada.

0 acompanhamento do projeto devera ser feito periodicamente

atraves .da observagao da realidade modificada e introdugao dos parametros
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mensurados na fungao de utilidade agregada. Neste caso, o indice K pode

ser considerado como a efetividade do projeto.

A variagao deste indice ao longo do tempo pode, entao, ser
facilmente observada e espera-se que o indice parta de um valor inicial

(realidade anterior a do projeto) e aumente ate o valor maximo.

Se tal nao ocorre, ou ocorre com velocidade menor que a es
perada, medidas corretivas devem ser tomadas. A propria estrutura de valo
res nos fornece indicagoes de onde alocar mais recursos ou dedicar maio

res esforgos.



PARTE III

EXEMPLOS DE APLICAGAO
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CAPTTULO VI

EXEMPLO DE CODIFICACAD DE INCERTEZA

6.1 - COLOCAGAO DO PROBLEMA

Uma agencia de publicidade e um ambiente tipico onde, ha
bitualmente, sao tomadas decisoes envolvendo variaveis de comnortamentos

praticamente imprevisiveis por metodos tradicionais.

Com o proposito de testar a aplicabilidade das tecnicas
apresentadas neste manual, no tocante a codificacao da incerteza, entra
mos em contato com elementos de renomada agencia de publicidade de Sao

Paulo.

Oficialmente, estivemos reunidos com representantes des
sa agencia em dois encontros de duragdo media de duas horas cada um. Ex
tra-oficialmente, um de nosso grupo ja tivera oportunidade de discutir
ideias relacionadas a analise de decisoes com o Sr. S, encarregado de
uma das contas da agencia e seu conhecido pessoal. Cumpre ressaltar que
pudemos contar com toda a boa vontade por parte dos elementos contata

dﬁs L

Em nosso primeiro encontro, 0 orientador do grupo e dois

de nos estiveram reunidos com o Diretor Superintendente e com um dos en
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carregados de conta da empresa. 0 objetivo dessa reuniao foi a troca de
informagoes de ambas as partes, na tentativa de fixar condigoes para o

experimento pretendido.

Ficou entao estabelecido o "aumento percentual de vendas
de um produto”, ao final de uma campanha publicitaria, como sendo a va
riavel a ser quantificada. Deliberou-se também que se escolheria um pro.
duto alimenticio por estar menos sujeito a variaveis fora de controle co
mo a moda, por exemplo. Essa ultima determinacao partiu dos elementos
da agencia., A "estabilidade" do tipo de produto parecia deixa-los mais
a vontade para fazer estimativas. Evidentemente, nada tinhamos a obje
tar. Em face do que foi deliberado, fomos encaminhados ao Sr. S que, na
oportunidade, estava responsavel pela campanha do produto J, com as

caracteristicas desejadas.

No sequndo encontro, diretamente com 0 Sr. S e cerca de
uma semana mais tarde, realizamos um experimento de codificagao que se

ra apresentado na sequencia deste capitulo.

Vale a pena observar, e isto pode ser constatado ao lon
go das duas reunides, a resistencia compreensivel do profissional em
emitir julgamentos pessoais sobre o comportamento dos parametros envolvi

dos de incerteza.

0 dialogo "ficticio" que se segue & uma tentativa de i



- 199 -

lustrar uma forma de argumentacao contra essa resistencia inicial, que

foi usada e parece surtir efeito:
Analista - Vamos lhe pedir que emita opinioes sobre o  comportamento
das vendas deste produto, imediatamente apos o termino dessa campanha

que voce preparou e esta para ser lancada.

Profissional - Isso & impossivel. Qualquer coisa pode ocorrer ! Os fa

tores que podem influenciar os resultados da campanha sao incontaveis.
Nos temos que confiar na sorte. S0 podemos garantir que procuramos fa

zer a melhor campanha. Nada podemos afirmar quanto as vendas futuras.

Analista - Concordo que seria impossivel lhe pedir que sintetizasse
em um niimero, todo o conhecimento da campanha e sua experiencia com si
tuacoes analogas. Nao estamos The pedindo isso. Mas acreditamos que es
se mesmo conhecimento e essa mesma experiencia o habilitam a  fornecer
informagoes bem mais Uteis do que "qualquer coisa pode ocorrer”. Veja
bem, talvez qualquer coisa possa ocorrer, mas “certas coisas" provavel
mente podem ocorrer com maior chance. Voce diria, por exemplo, que as
chances de, no final da campanha, o aumento de vendas estar entre 100%

e 150% sao as mesmas de estar entre 30% e 80% ?

Profissional - Nao, nao diria. Para mim as chances do aumento de ven

das ser maior que 100% sao minimas. Probabilidade quase zero eu diria.



- 200 -

Analista - Muito bem, Ja temos mais alguma informacao agora. E quanto
a possibilidade do aumento ser negativo, isto e, o volume de vendas a

pos sua campanha ser menor que antes dela.

Profissional - Chance nula, para mim.

%

Analista - Otimo, Voce ja conseguiu limitar bastante a "qualquer coi
sa". Se agora voce julgasse que entre 0% e 100% nao ha condigoes de se
afirmar nada, seriamos forgados a ﬁnnc]uir que a distribuicao do aumen
to de vendas, para voce, e uniforme nesse intervalo. Isto pode ser re

presentado pelo grafico abaixo:

i Chances

100

0
100 Aumento de Vendas (%)

Mas eu acredito que voce tem condicoes de fornecer informacoes menos ge
néricas. Acredito que possamos chegar a uma curva como a da figura abai
X0:

| Chances

\ 7 . P .
0 100 Aumento de Vendas (%)
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Profissional - Muito bem. Podemos tentar.

Vencida, de certo modo, a resistencia inicial do estima
dor, a etapa sequinte consistiu da aplicagao das tecnicas apresentadas
na secao 3.3 para levantamento da fungao distribuigao de variaveis alea

torias continuas.

6.2 - 0 EXPERIMENTO: RESULTADOS E COMENTARIOS

Caracterizacao da Variavel:

Aumento das vendas semanais do produto J (em relagao
as vendas antes de ser iniciada a campanha), na primeira semana apos o

termino da campanha publicitaria.

Epoca do Experimento:

Nossa entrevista foi realizada na semana do  langamento
da campanha. 0 produto J @ um produto de estagao e a campanha deveria

durar quatro semanas apenas.

Condigoes de Contorno Fixadas:

Foi estabelecido que o estimador deveria considerar que

o servigo de distribuigao do produto iria atender normalmente a demanda
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extra. Igualmente foram fixadas como "normais" as demais variaveis de
eétadu tais como incentivos de prego oferecidos pelo produtor ao consu

midor, vantagens oferecidas aos intermediarios, etc.

0 Estimador:

0 elemento que funcionou como estimador foi o proprio Sr
S, encarregado da conta da companhia fabricante do produto J. 0 Sr. S
fnf o responsavel direto pela campanha estando a par de todos os seus
detalhes. E um individuo com formacao em nivel de pos-graduagao na area
de publicidade e com experiencia profissional de varios anos nos Esta

dos Unidos e no Brasil.

Intervalo de Variacao do Parametro

0 estimador decidiu atribuir valor zero a probabilidade
do aumento de vendas ser negativo. Fixou tambem o limite superior em
100%, atribuindo uma chance de 1% ao evento "aumento de vendas superior

a 100%".

1) Resultados Obtidos Utilizando-se o Metodo de Estimativas por Pontos

Inicialmente obtivemos uma seérie de estimativas utilizan
do o processo 1.a do item 3.3.2. Os resultados obtidos estao sintetiza

dos na Tabela 6.1.



TABELA 6.1

Pontos da Curva de Distribuicao Acumulada - Ietodo de Pontos

Aumento di Vendas (%) P(X £ x)

0 0,00
10 0,20
20 0,60
30 0,85
50 0,88
70 0,95
100 0,99

Cumpre observar que, inicialmente, o estimador havia as
sociado uma probabilidade de 0,80 ao aumento de vendas inferior a 50%.
Obtidas os demais valores, fize-mo-lo ver a inconsistencia existente en
tre essa estimativa e aquela feita para o aumento de vendas inferior a

30% (0,85).

Diante dessa observagao o estimador decidiu alterar para

0,88 a probabilidade de "X ¢ 50".

De posse dos dados da Tabela 6.1, pudemos construir a
curva da figura 6.1 que da a distribuicao subjetiva da variavel pesqui

sada.
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Figura 6.1 - Fungao Distribuicao Subjetiva do Aumento de Vendas do Produto J Obtida pelo
Netodo de Pontos.
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A curva da figura 6.2 representa a fungao densidade e
foi construida a partir da figura 6.1 pelo metodo do histograma apresen

tado no item 3.3.3.

2) Resultados Obtidos Utilizando-se o Metodo de Intervalos

Em sequida, usamos o metodo de intervalos descrito  no

item 3.3.2 para obter uma nova distribuicao subjetiva.

0 processo foi sempre conduzido com dois intervalos de
cada vez. Feitas as explicagoes necessarias, o estimador nao demonstrou
dificuldades maiores em emitir os julgamentos que lhe foram solicita
dos. A tabela 6.2 ilustra, com a notagao introduzida no item 3.3.2, uma

das fases do processo.

TABELA 6.2

Processo Interativo com Decisao Entre Dois Intervalos

INTERVALOS  PROPOSTOS OPINIAO DO
1 > ESTIMADOR

(0, 50) (50, 100) 1y 2

(0, 30) (30, 100) 1} 2

(0, 20) (20, 100) 2} 1

(0, 25) (25, 100) 1) 2

(0, 22) (22, 100) 122
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Figura 6.2 - Fungdo Densidade de Probabilidade Correspondente a Curva
da Figura 6.1.
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Na tabela 6.3 sintetizamos os resultados finais obtidos.

TABELA 6.3

Pontos de Indiferenga

INTERVALOS INDIFERENCA
0 — 100 22
N 89 19

¢ 22 — 100 24
20— 100 35
35 — 100 93
0 — 19 16

Como foi visto no item 3.3.4, cada ponto de indiferenca

divide o intervalo correspondente em dois outros equiprovaveis.

Na tabela 6.4 apresentamos os dados da tabela anterior

traduzidos em termos de probabilidades.
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TABELA 6.4

Pontos da Curva de Distribui¢ao Acumulada - Metodo de Intervalos

Aumento de Vendas (%) P(X < x)
X
0 0,000
16 0,125
19 0,250
22 0,500
24 0,750
35 0,875
55 0,938
100 1,000

Como se pode notar, assumimos que todos os valores possi
veis para o aumento de vendas estao contidas no intervalo de 0 a 100.
Em face da probabilidade negligivel associada pelo estimador ao evento
“aumento de vendas maior que 100%", essa simplificacao nao implica em

erro significativo.

As figuras 6.3 e 6.4 representam as fungoes distribuigao

e densidade da variavel em estudo.

Comentarios

a) Como se pode observar pelas figuras 6.2 e 6.4, o estimador, subjeti
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Figura 6.3 - Fungao Distribuigao Subjetiva do Aumento de Vendas do

Produto J Obtida pela Metodo de Intervalos.
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Figura 6.4 - Fungdo Densidade de Probabilidade Correspondente a Curva da
Figura 6.3.
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vamente, atribuiu uma probahilidade bastante alta para um intervalo
de aumento de vendas situado em torno de 20%. Se considerarmos que
esse mesmo estimador de infcio relutava bastante em emitir qualquer

opinido, esse resultado & de fato, surpreendente.

A densidade obtida pelo sequndo metodo nos parece excessivamente
concentrada. Isto e explicado por uma falha do Analista: antes de
se proceder a aplicagao do segundo metodo foram apresentados ao es
timador os resultados mais imediatos obtidos na primeira abordagem.
Sempre que isto ocorre, a experiencia tem demonstrado que o estima
dor se fixa no valor mais provavel, mascarando as estimativas subse
quentes que se pretenda obter. A este fenomeno se costuma chamar
"anchoring". A falha do Analista serviu, de qualquer modo, para i

lustrar o fenomeno.

No final da reuniao, apresentamos ao estimador um dispositivo anE]E
go ao disco descrito no item 3.2.1. Com esse dispositivo obtivemos
mais algumas estimativas por pontos (metodo 1.b). Contudo, o estima
dor demonstrou estar bastante influenciado pelas estimativas ja fei
tas e os resultados obtidos concordaram de forma notavel com os an
teriores. A tentativa serviu, contudo, para observarmos que o pro
cesso pode ser aplicado: o estimador assimilou com relativa facili

dade as "regras do jogo".

Devemos observar que foram obtidas relativamente poucas estimativas
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por metodo. Em uma situacao de fato onde se visasse algo alem  de
uma experiencia academica, o Analista deveria, provavelmente, "for

car" um pouco mais o estimador.

Como ultimo comentario queremos apresentar o resultado verificado
"a posteriori". Segundo informacoes fornecidas pelo departamento de
vendas do fabricante do produto J, as vendas na primeira semana
apos o termino da campanhé apresentaram um aumento (em relacao ao

nivel anterior a campanha) de 18%.

Essa constatacao parece uma evidencia auspiciosa de que
o procedimento usado pode ser aplicado na prEtica. Com efeito, a o
piniao subjetiva do estimador, como ja frisamos, indicava uma alta
probabilidade de que o aumento de vendas se situasse numa estreita

faixa em torno de 20%.
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CAPTTULO VII

EXEMPLO DE ANALISE MULTIDIMENSIONAL

Como exemplo de aplicagao das técnicas de Analise Multi
dimensional, apresentamos a sequir um modelo de avaliacao de universida

des.

Tomou-se como base para a analise o plano global de de
senvolvimento (P.G.D.) preparado pelo CEPES (Comissao Especial para Exe
cugao do Plano de Melhoramento e Expansao do Ensino Superior), orgao do

MEC.

Durante a elaboracao do modelo, tomou-se o cuidado de
considerar apenas variaveis cujos valores pudessem ser extraidos dos
P.G.Ds. das universidades, ou que pudessem ser obtidos, facilmente, a

traves de um questionario adicional.
19 passo - Identificagao das Dimensoes de Valor

Sem divida alguma, s3ao inumeras as dimensoes de valor re
levantes para a avaliacao de uma universidade. No entanto, para tornar

o modelo operacional devemos nos restringir apenas as mais importantes.

Entre todas as possiveis dimensoes de valor foram sele
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cionadas dez, consideradas as mais representativas.

Sao elas:

1. Relagao entre o numero de alunos e o numero de professores.

Neste caso,a nossa dimensao de valor seria representada por

NA
Xy = O
1
NP
onde NA = numero de alunos matriculados na universidade

NP

numero equivalente de professores em tempo  inte

gral

Este numero pode ser calculado por

I HS
NP =
N
onde HS = numero de horas semanais dedicadas por cada pro
fessor (sendo a somatoria feita para todos os pro
fessores)
N = nimero de horas por semana dedicadas por um pro

fessor em regime de tempo integral
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Relagao entre o numero de professores com titulo e o numero total
de professores

Neste caso a nossa dimensao de valor seria representada por

X, &
NP
onde PT = numero equivalente de professores com titulo,
em tempo integral
NP = numero equivalente de professores em tempo inte

gral

0 numero de professores com titulo pode ser calculado atraves de

uma relagao aditiva do tipo:

} HsM ] HSD
PT F oe—— X —
N N
onde HSM = numero de horas semanais dedicadas por cada pro
fessor com nivel de mestrado ou equivalente (sen
do a somatoria feita por todos os professores des
te nivel)
HSD = numero de horas semanais dedicadas por cada pro

fessor com nivel de doutoramento ou equivalente
(sendo a somatoria feita por todos os professo

res deste nivel)
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N = nuUmero de horas por semana dedicadas por um pro
fessor em regime de tempo integral

a = uma constante (da ordem de 2 ou 3)

3. Relagao entre o numero de publicagoes originadas na universidade e
o numero de professores

A nossa dimensao de valor seria

PU
X3 = ——
NP
onde NP = nimero equivalente de professores em tempo inte
gral
PU = total de publicagoes originadas na universidade

durante um certo periodo (por exemplo: Ultimos

quatro anos)

Este numero pode ser calculado por

PU = NPI + b NAR + c NLP

onde NPI = nimero total de publicacoes internas
NAR = nimero total de artigos publicados em revistas
especializadas
NLP = numero de livros publicados

b, ¢ = constantes de ponderagao



- 217 -

Relacao entre a demanda e a oferta de vagas

A nossa dimensao de valor seria:

b - U
ov
onde DV = demanda de vagas, ou seja, numero total de candida
tos inscritos ao vestibular da universidade
OV = oferta de vagas, ou seja, numero total de vagas ofe

recidas pela universidade nos seus varios cursos.
Em ambos 0s casos, poderia ser usada uma media dos ultimos quatro anos.

Relagao entre o numero de formandos e o numero de vagas

A dimensao de valor seria expressa por

Xg * =
OF
onde NF = numero total de formandos nos varios cursos da uni
versidade no ano T
OF = numero total de vagas oferecidas pela universidadeno

ano T-X, onde X e a duragao media dos cursos.

Relacao entre o custo total do plano de trabalho e o numero de alunos.
Esta dimensao de valor seria expressa por

&

X- =
6 Na
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onde: NA = numero total de alunos matriculados na universidade
CT = custo total do plano de trabalho, ou seja, despesa

total prevista pela universidade.

Relagao entre despesa com pessoal docente e despesa total

Esta dimensao de valor seria expressa por

DPD
Xg = —
T o
onde DT = despesa total prevista pela universidade
DPD = despesa com pessoal docente

Relagao entre despesa com pessoal tecnico-administrativo e despesa com
pessoal docente

Teriamos neste caso:

DPT
x = ——
8 prp
onde DPT = despesa com pessoal tecnico e administrativo
DPD = despesa com pessoal docente

Relagao entre a dotagao orgamentaria e o custo total do plano de traba
Tho.

Neste caso: xg = EE
DT
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onde D0 = dotacao de que dispora a universidade por orgamento,
OU pOr recursos proprios
DT = despesa total prevista pela universidade

10. Relagao entre custo dos projetos de obras e custo total do plano de
trabalho.

E teriamos:

]
DT
onde DT = despesa total prevista pela universidade
DP0 = despesa prevista com projetos de obras, ou seja, com

a ampliagao das atuais instalagoes.

Como se pode notar, as cinco primeiras dimensoes de valor
procuram refletir aspectos qualitativos do ensino oferecido pela universi
dade, enquanto as cinco ultimas representam aspectos da alocagao de verbas

feita pela universidade.

29 passo - Levantamento das curvas de utilidade para cada dimensao de va

lor.

As curvas de utilidade para as varias dimensoes de valor fo
ram apenas esbogadas, nao havendo em geral preocupagao em determinar-se to

dos os valores numericos necessarios a sua perfeita descrigao.
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Relagao entre o numero de alunos e o numero de professores. Se
x; for muito grande, a qualidade de ensino sera necessariamente
baixa e a utilidade pequena. Se X1 for pequeno havera professo
res ociosos e portanto, a utilidade tambem sera pequena. Portan

to, havera um ponto tal que, a utilidade sera maxima (fig. 7.1).

Relagao entre o numero de professores com titulo e o numero to
tal de professores.

Naturalmente, devera haver em cada universidade, um certo nﬁmg
ro de professores com nivel de mestrado ou doutorado. Logo, po
de-se considerar que abaixo de um certo valor de X, @ utilida-
de sera muito pequena. Pode-se tambem, considerar que  quanto
mais professores com titulos houver, maior sera a utilidade.

(Figura 7.2).

Relagao entre o numero de publicagoes e o numero de professores.
E importante que os professores publiquem, mas esta atividade
nao devera prejudicar as atividades de docencia; logo, havera

um valor otimo para esta relagao. (Figura 7.3).

Relagao entre a demanda e a oferta de vagas.

Esta dimensao procura refletir a qualidade de ensino da univer
sidade atraves da motivagao criada nos alunos em potencial, Por
isso, considera-se que quanto maior a demanda maior a utilida

de.(Figura 7.4).
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Relacao entre o numero de formandos e o numero de vagas.

Espera-se que a maioria dos alunos chegue a se formar (ou seja,
que haja uma baixa taxa de repetencia e evasao). No entanto, se
todos os alunos se formam (taxa de repetencia nula) deve-se 1le

vantar duvidas quanto a qualidade do ensino. (Figura 7.5).

Relagao entre a despesa total e o numero de alunos.

Um custo por aluno muito baixo se traduz em baixo padrao de en
sino, Ja um custo por aluno muito alto, pode representar desper
dicio de fundos (embora o padrao de ensino possa ser elevado).
A ambos os casos, deve ser atribuida uma utilidade pequena, de
vendo haver, portanto, um valor otimo intermediario. (Fig. 7.6).
Relagao entre despesas com pessoal docente e despesa total.

Ao pessoal docente, devera ser dedicado uma boa parcela do orga

mento, mas nao a sua totalidade, naturalmente. (Figura 7.7).

Relagao entre despesas com pessoal tecnico-administrativo e
despesa com pessoal docente.

Tambem para esta dimensao de valor deve haver um compromisso
otimo entre excesso e falta de pessoal tecnico-administrativo.

(Figura 7.8)

Relagao entre dotagao orgamentaria e despesa total.
Naturalmente, a universidade devera contar com orgamento ou re

cursos proprios suficientes para cobrir a maior parte da despe
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sa prevista, (Figura 7.9).

10. X0 = Relagao entre custo de projetos de obras e despesa total.
A universidade devera ampliar suas instalagoes a uma taxa equi

librada e proporcional a sua despesa total. (Figura 7.10).
30 passo - Ordenagao e atribuigao de pesos relativos as dimensoes de valor.

A ordem de importancia e os pesos relativos das varias di

mensoes de valor foram atribuidos apos discussao do problema em questao.

Apos normalizacao, obtivemos os seguintes pesos relativos:

TABELA 7.1 - PESOS RELATIVOS

Dimensao de valor Peso relativo
X] 10
X, 19
X3 16
X4 12
Xg 11
X6 3
X4 8
Xg 9
Xg 5
X10 b

Total 100
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Figura 7.2 - Curva de Utilidade para x,.
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Figura 7.3 - Curva de Utilidade para x,.
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Figura 7.4 - Curva de Utilidade para x,.
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Figura 7.5 - Curva de Utilidade para xg.
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Figura 7.6 - Curva de Utilidade para X
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Figura 7.7 - Curva de Utilidade para x,;.
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Apos analise do problema, conclui-se que um modelo aditivo

presta-se para a agregagao das varias dimensoes de valor num indice unico.

Assim, sendo U.(x) a fungao utilidade da i-esima dimensao de

vﬂﬂrepiﬂpﬂﬂfﬂ&ﬁﬂ)ﬁlﬂﬂﬂ,tﬂME

10
Ky = I Py Ujmy)
i=1
sendo Kj o Tndice de avaliagao da universidade j
e 5 5 o valor da dimensao i para a universidade j
ou seja
Kj = 1ﬂ X U1[I1j] + ]g X UZ{IEJJ + ]ﬁ X Us{x3j}

+

12 x Uquuj} + 11 x UE{ij] + 4 x Uﬁ[xﬁj]

+

8 x U?[m?j] + 9 x Us[zﬁj] + 5 x Uq{mgj]
+ 6 X U1D[I10j}
Para obter-se o valor de K para uma universidade, basta

entrar com os valores correspondentes das dimensoes de valor nas curvas

de utilidade e substituir os valores obtidos na fungao acima.
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CONCLUSOES

Atraves dos estudos apresentados, conclui-se ser viavel o
emprego de tecnicas de analise multidimensional para a construgao de  um

modelo de avaliagao de universidades.

A finalidade do presente trabalho e apenas exemplificar o

estudo destas tecnicas, apresentando a estrutura geral do modelo.

Naturalmente, no caso de sua implementagao para uso na pra
tica, caberia ao decisor: a selegao das dimensoes de valor, a determinagao

de seus pesos relativos e o levantamento das curvas de utilidade.
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4.- FORMATO DAS SATDAS

5.~ PROBLEMA EXEMPLO

6.- LISTAGEM 00 PROGRAMA
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1 - INTRODUCAO

Apresentamos, a seguir, um programa para processamento de ar

vores de decisao.

A hipotese basica feita a respeito da fungdo utilidade do de
cisor @ que ela seja exponencial (o coeficiente de aversao ao risco e um

dos parametros de entrada).

0 programa foi escrito em FORTRAN para um computador B-6700,
e usa aproximadamente 5.000 palavras de memoria, sendo portanto facilmente
adaptavel a outros computadores menores. Sua elaboracao deve-se a Eric Jan

Roorda que estagiou com o grupo no periodo de julho a dezembro de 1973.
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Figura A.1

- Diagrama de Blocos do Programa de Processamento
de ‘Arvores ‘de Decisao.
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2 =~ DESCRICAO DO PROGRAMA

2.1 - PROGRAMA PRINCIPAL

No programa principal e feita a leitura dos dados, iniciali

zagao dos parametros e sao chamadas as demais sub-rotinas.

2.2 =~ SUBROTINA SUBSEQ

Esta subrotina estabelece uma ligagao entre os nos e seussub
sequentes dentro das arvores. Ela enumera os nos desde o primeiro ate  os

Ultimos (nos terminais).

2.3 - SUBROTINA CALC

Esta subrotina faz o calculo do equivalente certo de um no,
dados os valores dos nos subsequentes e os parametros acarretados pelas de
cisdes. 0 metodo de calculo & fungao do tipo de no que pode ser de decisio

ou probabilistico.

2.4 - SUBROTINA DPRIN

E a subrotina de impressao dos resultados. Da como saida uma
listagem dos nos, o valor do coeficiente de aversao ao risco e uma tabela de

decisoes.
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2.5 - SUBROTINA PROBA

Faz o calculo da probabilidade de ocorréencia de cada no ter

minal (nos extremos da arvore de decisao).

2.6 - SUBROTINA PLOTE

Esta subrotina plota um grafico das probabilidades dos possj

veis resultados atingiveis.

2.7 - SUBROTINA TRANSP

Esta subrotina faz o transporte de todos os pagamentos resul

tantes de decisoes, para os nos terminais da arvore.

2.8 - SUBROTINA OMAX

Calcula o maximo entre os valores dos equivalentes certos dos

subsequentes de um no.

NOTA: 0 programa foi escrito com uma 1imitagao de 50 nos (in
cluindo os terminais) e no maximo dez ndos subsequentes para
cada no. Se for necessario um programa para a resolucao de
uma arvore com mais nos ou mais ramificacoes por no que o
maximo previsto, basta mudar o dimensionamento nos cartoes
COMMON e ainda nos cartoes FORMAT e os limites de alguns co

mandos DO.
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3 - FORMATO DOS DADOS DE ENTRADA

No primeiro cartao consta o valor do coeficiente de aversao
ao risco do decisor (lembremos que a fungao utilidade do decisor e conside
rada exponencial). Este valor deve ser declarado em formato real e pode

ocupar as colunas 1 a 15.

Nos demais cartoes consta a descrigao da arvore de decisao,
que e feita do seguinte modo: para cada no (exceto os nos terminais) deve
ser dado um nome e associado um subconjunto de cartoes do seguinte for

mato:

19 cartao:

Colunas 1-6: Nome do no, em formato alfanumerico.

(l? letra na 12 coluna).

Colunas 7-12: Tipo do no, em formato alfanumerico.

(1? letra na coluna 7).

Decisao : DEC

Probabilistico: PR@B.

Colunas 13-14: Numero de nos em que se ramifica o no que esta sendo des

crito (em formato inteiro).

Colunas 15-20: Nome do primeiro no subsequente, em formato alfanumerico

(12 letra na coluna 15).
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Colunas 21-23: Probabilidade de ocorrencia deste 19 no subsequente (em
formato real). Se o no que esta sendo descrito e do ti
po decisao deixar estas colunas em branco para todos os

subsequentes.

Colunas 24-33: Pagamento na decisao do 19 subsequente ( ou valor de re

compensa se for um no terminal). Em formato real,

Os dados das colunas 15-20, 21-23 e 24-33 devem ser repeti
dos para todos os nos subsequentes ao que esta sendo descrito, reservando
-se do 29 subsequente em diante um cartao para cada subsequente, com 0s
dados colocados respectivamente nas colunas 1-6, 7-9 e 10-19. Assim, com

pletamos a descrigao de um no.

Esta descrigao deve ser repetida para todos os nos da arve

re (exceto os terminais).

4 - FORMATO DAS SATDAS

A primeira pagina de saida nos apresenta uma listagem de to

dos os nos e seus subsequentes.

Na segunda pagina temos para cada no de decisao e seus sub
sequentes o valor do pagamento na decisao, o equivalente certo e a utilida
de correspondente. Para cada no probabilistico temos a utilidade a ele as

sociada e para cada no terminal o valor da recompensa correspondente.
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As duas ultimas paginas nos dao a distribuigao dos resulta

dos esperados ou seja a probabilidade de ganhar ate uma certa quantia.

5 - PROBLEMA EXEMPLO

0 engenheiro encarregado de pesquisas de uma fabrica de pro
dutos quimicos apresentou ao gerente da fabrica uma proposta de produgao
de um novo tipo de detergente. Analisando a situagao, o gerente chegou as

seguintes conclusoes:

Para desenvolvimento do produto, serao gastos Cr$ 1 000,00.
Como se trata de uma formula nova, nao ha certeza quanto aos resultados
mas o engenheiro de pesquisas garante que com oitenta por cento de chance

sera obtido um produto competitivo com os ja existentes no mercado.

0 langamento podera ser de ambito nacional mas podera tam
bem ser feito um langamento em escala regional e, dependendo dos resulta
dos, sua extensao para uma escala nacional. Os custos e resultados de cada

alternativa estao mostrados na arvore de decisao (Fig. A.2).

De posse destes dados, qual a estrategia que, uma vez adota

da pelo gerente, lhe da uma utilidade esperada maxima?

Na figura A.3 temos uma listagem dos cartoes de dados neces

sarios para a descrigao da arvore de decisoes.



Crs 0,00
0T s 22,000,0
Reqular _ e 12,000,00
D W om0

Cr§ 0,00

h$y_ﬂ.l_ Cr$ 22.000,00
) Reqular _ (r$ 12,000,00

ORI Y

tr$ 0,00

s 22.000,00
0 12.000,00

E Eﬂ nrmiﬂu
g,
®
.
Yendas Requlares Cré 12,000,00
0,6
A
t
% (r$ 7.000,00
[§ (r$ 0,00

Fiqura A.2 - Arvore de Decisoes para o Problems Exenplo,

- Ewve -
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Figura A,3 - Dados de Entrada para o Problema Exemplo,
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Utilizando o programa de processamento de arvores de deci
sao, obtemos uma curva do equivalente certo da decisao otima em fungao do

coeficiente de aversao ao risco do decisor (Figura A.4),

Nota-se que se o coeficiente de aversao ao risco e maior do
que 0,00065 a decisao otima e nao desenvolver o novo produto. Ja para um
coeficiente de aversao ao risco menor que 0,00065,a estrategia otima e de
senvolver o produto e, em caso de bons resultados, fazer o lancamento em qi

vel nacional.

Nas paginas sequintes, encontramos um exemplo das saidas do
programa (para o problema exemplo, usando-se um coeficiente de aversao ao
risco igual a 0,0005). E, por fim, uma listagem do programa de processamen

to de arvores de decisao.



CERTO

EQUIVALEMNTE

L

= 9vZ -

1t ot 60 RS /

Figura A4 - Equivadente Certo en Fungdo do Coeficfente de Aversao ao Risco.
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B6700/H7720. F U RTRanN COMPILATION MHMARK 2.5000

FILE 5=73005:UnIT HEAUEA
CUNHON Nlen2
COMHON NS(H5U) e HRESIL(30)» AFIS(30) s NUES(S50,5)s NEG(50 10) e NAMT(50)
1« NUPLC(S0)
CO4lN GaMy
COMMON [INUSIE(50)» SUBS@(50,10)» TIPA(50) +PRASI(50,10)sUTIL(59#10),
1 UCS0)uTICS0)UTILA(S0.10)sUACS0)-PRI(50)¥VI(S0)-PRE1(50)
100 FORMAT(FIS.0)
110 FORMAT(2A6,02, (A4sF3.1,F10,2))
DU 10 T=1+50
NRESOLfT)=0
Uuitri=.n
H5([)=1
uid(lr=.n
PHiI1I(]1=,0
NANT(] =4
PRACL)=,0
NOPLC( ] 3=0
UTicii=,a
D10 =1.19
UTILCT )=,
PHOSQ(I+J)=,0
UTILA(T.J)=.0
Uctl=.n
Uagly=.n
10 CONTINUE
I=1
REAUCS-10035A4
20 REAU(5»110+END=30) UNOMECI D)o TIPOCIIoNS(T)s(SUBSA(IrJ)sPRASICISI),
1 UTTILCT e Jdded=1snsCI3)
[=1+1
GO0 TU 20
30 Ni=|=1
N2=]=1
DJ 35 K=1.42
DU 35 J=leas5(4)
35 UTILACK,J)=uTIL(AJ)
CALL SUNsEN
CaLL CaLcC
CALL UPRIN
CALL PRNAA
40 CONTIWIE
S5TJP
END
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SUHROUTINE SHYSER

COAMON NlsN2 _

CUMHON N3{93 ) 4RESOLCSD) e WPUSISO)»HOECIS0+S) e NEGISUL10) e HANT(SO)
1» NUPC(S0)

CuMMOn Ghia

COMMON NDHIOIECS) e SUUSAIS 10 TIPOCSD )« PRASUISD LU+ UTIL(S0210)»
1 UCSO)sUTIEOD)UTLLALSI»10) e UALSCIePRACSD)»UI(S50)PREBL1C(30)
DATA UDEC PR TENNABHUTC p EHPHOR S 8HTERM 7

ol 20 =142

DU 20 J=ls95()

DU 10 [=1.42

IF (ONTMECT) . EQ.5U450(K,.J))G0 TO 32

CUONTINUE

HNl=nHl+1

OMIME(NL)= SUBSI(K.J)

NANTIHL ) =K

PRAIN] )=PHRASO(K:J)

NEG(KsJd)=N]

UCHL)= UTIL(KsJ)

UTTLCKsJY=.0)

NHESOL(n1)=1

TIPO(NL)=TERM

GO 10 20

NES(K. J)=1

HANT(])=K

PHIBCT )=PRUSOA(K.J)

CONTIMNUE

RETURN

END
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SUMHUUTINE CaLc

Clrrip mMla2

CuAln WIS o NHESOLIS D) a HPUSTIS0) s A0EC(S0s S e NEGISUS 10X AMNT(SN)
1s HHPCL{Su)

CO44ll GAMA

CUAMON NYUMECSD ) SUBSII 100 TIPULSD) o PRuSHESD LO) s UTILISY10)»
1 UCS0)UTI(SN) 2 UTILACSN 102 UACSO) PRACSOI-UICIS0IPRIL(5D)
DATA UECFPRUNs TERMABHUFC sEHPHOH  LEHTEHRM /
DY 40 K=1.82 '

D10 d=tedSiK)

TFCHRESTHLCHERCK e J) I IR0 B 10

CUNTINIFE

IFCTIPN(KIEN,NECY GO TO 20

IFCTIPI(RK)LED,PHIJEY GO T 30

Gl TU Ag

CuUunNTIwUE

CALL U#AA(K)

Gl TU 75

IF{GanA o440 hU

UU 50 J=1+H5(K)

UK IsUCKRI+ULHEGIK s JJ)PRASOIK J)

GO TO 7% '

DU TO Jdsledi(K) )
UTTERI=UTICA Y #PHHEN(K s J) e FEXP(=GAHA«UINEGIK,J)))
Ul == aLU6 (UTLIRII/GEHA

LHESOL{K ) =1

DU 7& L=1.050%)

HMAESUL(HYeuld L)) =u

CunT [HUE

TF(HRESULE 135 »5.090

RETUHN

END

SEL
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FURMAT
SUSHOUTIHE UPKIN
CUMHMON N1a.02
COMMUON MS{3UY 4 HHESOLISN ) » MPUS(S0) e NOFC(S05) e HFG(S0, 103+ HANT (50
1, NOPC(50)
CUMMON GAHA
CUMALN ONUME[SN) o SUBSUCA0. 10 TIPU(S0) + PRESA(SO 10 UTIL(S010)s
1 UCS0YUTICS0) . UuTILACS0 10 UALSO)PRA(SO)UL(SD)PHEL(L0)
810 FOUSRMATCIHL" LTSTAGEW DE TOUNS NS wNOS".5X,"GAMA VALE",E13,5)
510 FuﬂHﬁTfIHu-l]:ﬁl-h&-Eh:hﬁ;thTSﬂ-IJ-H!-I#-&l-ﬁﬁJJ}
310 FOUAHATC(IHL"MD  NUME rern DECI ALTEH HNJ  WOME UtiL:
1 EQUIVALENTE PAGAMENTO™
1¢ I " ilu NO SA0 MATIVA SUCESSON DADE
3 CERTO NA DECTSAN™)
110 FURMATCIHOU [ 324, RAr B oAb DR e 10(TES T3 Tt I5,2X s AB5%:3E13,5/))
210 FORMATCING T3P AsAhe o NG, 2TXsE13.5)
610 FORMATCLIHOLLOELI.D)
DATA DEC.PRJM.TERA/BHOLC +6HPROU L GHTERM /
PFRINT 410 +GhHa
DU 20 T=1.%2
PREINT S10s [+00MECT)»TIPOLI Yo CJeHEGCT » ) SUBSOLT»J)sd=1H5(1))
20 CUNTINUE
PHINT 310
DU 10 I=1.41
IFCTIPACINLER.DECY &GO TO 5
PRIAT 210 LoO8NUAECIY«TIPOLT) (T
GU TO 10
5 D0 & J=1#KS(]) ‘
6 UAINEGCTI v ) )2U(HEGLCLJI)+UTILACTJD
PRINT 110 1o0HIAECT Yo TTRPOCT) s ANUPCENEGET o DD e JaNEGL T J) o SUBSQ(T- )
1r UIHEGRCE o) Yo UACNEGCTwJ) )2 UTILALL s J)ad=1,M5(1))
10 CUNTIHUE
HETUKRN
FEnD
FORMAT

SEG
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SURROUTINE PROHA
COMHON N1.42
COMHON NS(SU) e RESTLLS0 ) NPUSISN) s NUECLS0,5) s HEGISUS L) e NANT(50)
1o NUOPCES:)
COMMUN Gama
COMMON DHOME (S0 ) e SULSDIS0 LU TIPO(SO) o PRASU(SO0» 10 s TIL(SN10)
1 US0)UTICSN)wdTILALSO10) 0 UACSDD) PRH(S50)2 UI(SUIPRIEI(50)
DATA TERN/AHTERH 7
OU 50 I=1s41
PHO=1,0
IF (TIPDCLYEQ,TEHH) GO TH 10
GU TO S0
10 IFC(PRBCIY)I11.50.11
11 LL=1
LLL=]
15 PHRO=PRO«FHHE(LLL)
LLL=NANTCLLL)
IFCLLL=1)adeaijalh
40 PHH(LL)I=PHK]
50 CONTINUE
CALL THAKSP
Do 120 J=1.81
0O 120 I=1l.%Y
IF (TIPOCIY.ER.IERY) GO T 90
GO T0 120
90 IF (TIPODCJ).Fau,TER4) &GN 70 100
GO TO 1206
100 JF (UCT)=LCJ))120.120.010
110 a=u(I)
L(Id=u(J)
utJi=a
H=PHH(T)
PRECI J=PRII( I
PRE(J)=H
120 CONTINUE
k=1
00 130 1=1.81
1F (TIPUCLY.NEL,TER4) GN TU 130
IFCPRACTIINZ25.1304125
125 Ulchd=u(])
© PRRL{RI=FHA(])
K=K+]
130 CUNTINUE
KEK=K=1
CaLL PLOTE(HKKRK)
HETURN
END
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SURROUTINE PLITE (XKKK)
COMHUIN N].N2
CUMMON NS(S0)eMHESOL(S0) e HPOS(S0 ) NUREC(S0,S) s NEGIS02 10)Y s HANT50)
s NUPC(SD)
COMMOMN GAMA
COAADH NROME(SN) e SUEBSEIS0 1M TIPO(SA)« PRUSULS0 10 UTIL(SO10),
1 UC9U)sUTICS0 s TILACSD10) e a(B0) e PRAISNILUICS0)PRELI(S0)
DIMENSTINN CHER(AD).CHARA[L1Z0)

TLO FORMATCIHL"LISTAGEN ulds PRIOBAITLIDADES™)

BID FORMAT(IHUS 2F16.5%)

910 FUHMATCIHL»"GRAFILCT DAS PRAUYARTLIVADES PLOTADU®)

1010 FUHMAT (1H »T27+E11+5TUD1H]12d4NAL)

1100 FOHAATEIH »T2eFoadeT13pE11.59T27F 11,5700 +H0A1)

1210 FORMATCIHOG» T30 PRI T19 "RETOAKRNY o T29 2 "HETURNO" 2 T39,7 0™, Ta7.". 1
B TS 2 T3 3 e T L U e T 7T S s THT s a6 TG0 " 7" T103," 0",
T 9" TI19.™1.")

1310 FURMATCIH »12041)

DATA BLALA sPLOT#HMEANS/IH #1He s 1H=/
DO 30 LL=1.170
30 CHAHACLLI=¥ENDS
PHIWT T10
PRINT ALO »(UICT)PRALC1).1=1N1)
L=2
KKk=2
ACRES=(Ul(KKKI=UL(1))/50,
X=u1(1)
Y=PHEIC1)
PRIHT 910
PRINT 1210
PRINT 1310 LCHARA
DO 100 J=1.55%
D0 90 K=1,82
90 CHAH(K)=HLANK
I=Y*80,+.%
DO 85 Tl1=1.1=1
B5 CHAA(]TI=HENNS
CHAx([)=PLOT
GO TU (91.,92) » KK
91 PRINT 1010 »XsCHAR
G0 TU 73
92 PRINT 1130 » Y.UICL=1) +XsCHaR
91 X=X+ACHES
IFCUIEL)Y=R)9Hs94:95
94 Y=Y+PHRI(L)
KK=2
98 L=L+1
GU TO 100
95 KK=1
100 CUNTIHUE
RETURN
END
FURMAT
SEG
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SURHNUTINE (HAL(K)

COMMON Nlet2

CUMHON NS5 e AdESULIOD ) padPUSIONY o MUEC(S0,S) e NEGLISD» 10 e HAAT(SN)

1. NUPC(SN)

COMMON GA'tA

COMMUN NUIMEESA) e 5UASHIS0 1) e TIPS 2 PESSO(S0, 1) JTIL(S010)

1 50T 0o e UTILACON 10 ) e A (SO e PRACSD I ULLS0) PRAL(SD)

UCKI=UCNEG{K. 1) }+UTIL(K. 1

NPOS(KI=]

NOEC(Ks13=1

B 39y J=2:145(4)

IF (UK Y=ULIEG(Ke JI)=UTTLIKsJ)I10420430
10 B(K)Y=U(HEGIXJ) I+ UTIL(K: J)

HPOS(K)=1

HUEC(R«1)2J

GiJ TO 30
20 NPDS(K)I=HPAS(K1+]

HNECIKHPNS{K))=J
30 CONTINYE

NUPC(HEG(RsiNEC(R 4PASIK)I Y ) )=1

PRR (HEG(HKNDEC(K+HFN5(K))))=1,0

RETURN
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CONMMUN N1aN2

COMMON HS(SU) s HHESIOLISN ) s HPUSISOIsNDECISUsS) e NEGIS0-10)+NANT{SN)
1l HUFCC50)

ClMHElin Guka

COMAON INUME(S0)»SUBSU(SD,10)» TIPO(50)»PRESU(S0,10)sUTIL(50,10)»
1 UCS03,0TI(S0)wUTILACS0,10)1ACS0)»PRBCSND)PUL(50)PRBLI(SD)
DuTA TERM/EHTERK /

NiY=0

DO 30.T=1.i2

00 30 J=1.N5(1)

IFCTIPACKNEGCT » J3YLEW, TERIY GO TD 30

IF (UTTLCL»JY) LO.30,10

L=MEG(TeJ)

O 20 K=1.N5(L)

UTILCL«K)=UTTL(LFEI+UTIL(T»J)

UACHEGCL K))==UTIL(L,K)

BTILC1«J3=,0

NHY=1

CHUNTINUE

IFCiMu=1)40s S.40

CUdTIuVE

DU SO T=1.N2

DIl S0 J=1eNS(1)

UENEGCT#JI)=UTILCLwJ) +UEKEGCT»J) )

UrILCisJdi=at)

RETUHRH
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