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RESUMO ~NOTAS /ABSTRACT - NOTES : y

Este trabalho apresenta tecnzcas de filtragem e euavizagdo
aplicadas a determinagdo de ovbitas de satélites terrestres. O sztro
de Kalman e implementado na forma fatorizada UD, em conjunto com wma tec
niea adaptativa para estimar o nivel de ruido dznamzco para prevenir a
divergencia das estimativas devido ac modelo impreciso "do movimento orbi
tal. O suavizador utilizado ¢ uma vevsdo numericamente eficiente do suavi
zador de Rauch-Tung-Striebel, proposto por Bierman em 1983, Este suaviza
dor, desenvolvido na forma UD, mostra-se econdmico e competitivo para im
plementacao em computador. Szmulacoes digitais foram realisadae para duas
situagoes de determinacao de orbita: i) curtos arcos. com geometria de ras .
treamento favoravel; ii) Longoe arcos com estagoes de rastreamento eng
tentes. Testes contendo varios niveis de degradogdc de modelagem Foram
produzidos. O filtro UD adaptativo se comporta de forma a contornar estes
problemas de modelagem e nao permite a ocorrencia de divergencza 0 suavi
gador UD € usado para melhorar a preczsao sendo assim wuwma  ~ fervamenta
Util em recomstituicdo de trajetorias do movimento orbital.
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Abstract

This work presents filtering and smoothing
technigues applisd to orbit determination of agarth
satellites. A Kalman filter is implemented in the UD
factorization form along with an adaptive procedure for

estimating the dynamic noise level, which prevents the
divergence of estimates due to inaccurate modelling of the
orbital motion. The smoother wused is o numerically

effictent version of the Rauch-Tung-Striebel smoother as
proposed by Bilerman in 19823. This smoother, developed 1in

the UD form, has proven to be economical, compact and
competitive for computer implemnentat ton. Digital
simulations were performed for 2 situations of orbit
determinat ion: 12 short arcs with favorable tracking

geometry; 1i2 long arcs with existing tracking stations.
Tests containing many levels of modelling degradation were
carried out. The adaptive UD filter behaves so as to deal
with these modelling nuisances and does not allow the
divergence phenomenon to occur. The UD smoother is used to
tmprove the dccuracy of the estimates ancl of the
covariances. The results show that in general the UD
smoother enhances the accuracy, being therefore a useful
tool to reproduce accurately the trajectory of the orbital
motion,
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CAPITULO 1
INTRODUGAO

Em missces espaciais, a reccnstituiggo =)
previsao da Lrajetéria orbital a partir de medidas de
rastreamento permitem o acompanhamento do satélite, & coam
isso a execuggo de todas as tarsefas operacicnais de
manutanggo @ explorag;c deste em sua vida Util. Dentre
estas tarefas podem-se citar as correspondentes aos
sistemas de operaggo da carga atil, telemetria, telecomando
2 © monitoramento dos subsistamasr de borde que podem,
quando a érbita e bem determinada, ser executadas sem
contratempos evitando prajufzos para a missaoc. Nesse
contexto, a determinaggo de érbita adquire primordial
destaque, pois fornece condigaes para cumprimento destes
requisitos. A precisao da determinag;o de orbita depends do
sistema de rastreamento em cenjunts com a metodologia de
estimaggc: utilizada. A correta utilizag;o do sistema de
rastreamento, por  sua vez, depende da precisac na
determinaggo, Jé que os resultados sao realimentados para o
apontamento da antena e acompanhamento do satélite durante
cada passagem deste pela estaggo de rastreio. Alem disso, o
conhecimento preciso da orbita fornece valiocsas informagges
acerca dos desvios em relagso a trajetéria nominal
desejada, permitindo corregges de érbita, manobras de
transfer;ncia orbital, e previsao de problemas como os de
deterioragzo da missao, reduggc do tempo de vida Gtil, e de
problemas que tais desvics podem acarretar na atitude do
satelite.

Com a crescente tand;ncia am dire;go a
computagzo a bordo, e o avango tecnolégico dos sistemas de
micro-computadores cada vez mais potentes e com majior
Capacidade, cresce a demanda por programas C(software) de

+ ~ - L]
determlnagao de orbita em tempo real a bordo, Mesmo para



dutarmina?;o de orbita em solo, estimaderes de tempo real
estac sendo mais utilizados, a medida que se desenvoel vem
técnicas que garantem confiabilidade e robustez a falhas.
Aspectos numericos de estapilidade, robustez, compl exi dade
computacional, @ economia na memoria de armazenamente sao
cada vez mais enfatizados no processo de desenvolvimento de
métodos e algoritmos de determinacac de orbita. Raol e
Sinha (1985), por exemplo, compilam varias aplicac®es em
determinag®o de dérbita nas quais se abordam técnicas
adaptativas, algoritmos numéricos, e formulacgSes do
problema. Importantes aspectos da determinag®c de orbita
&0 criticamente discutidos, com especial énfase para
caracteristicas de confiabilidade, precisic e eficiéncia

dos algoritmos normalmente utilizados.

A principal mativaggo para este trabalho e a
aplicagEo de técnicas modernas de estimagso de estado ao
problema especifico de determinacac de orbita. Dois
aspectos devem ser enfocados: o aspecto determini{stico U
engloba a modelagem do sistema e a formulagao do problema
em termes da adequagio do sistema de aquagSes adotado para
representar a dinamica, e o aspecto estocastice no gqual a
Lteoria de astimagao estat{stica deve ser manuseada de forma
a tornar plausivel sua utilizagso. A determinagsc de orbita
em particular, apresenta um grande inconveniente adicional
imposto pela caracteristica nao-linear tanto da dinamica do

movimento orbital, como das observacoes.

A modelagem do movimento orbital consiste em
aplicar teorias de Mecanica Celeste para formular as
equagaos que regem sua dinamica, num sistema de coordenadas
convenientemente escolhido. ©O grau de complexidade e
sofisticacio da modelagem dependem da precisao com que se
deseja a previsao do movimento. Estimadores para

funcicnarem em tempo real, devide a este vineculo, axi gem




modelos simples porém precisos o suficiente para nao
degradar seu desempenho. Nao obstante, um dos principais
faocos de diverg;ncia das estimativas provém da model agem
incorreta, o que comumente ocorre nos estimadores para
apli cmg;es eom tempo real, devido a necessidade de

simplificaggo do modela.

Para o procedimentc de estimaggo. entretanto,
propge-se a utilizaggo de uma Lécnica adaptativa de
estimaggo do nivel de ruide no estado (Ries Neto e Kuga,
1982a, 1982b, 108853, para sanar o problema de divengéncia
das estimativas aumentande a robustez do filtro de Kalman.
Algoritmes computaciocnals algebricamente equivalentes ao
filtro de Kalman Ccomo o filtre UD por exemplod, mas <com
prepriedades de estabilidade numerica superior <(Bierman,
19775, sao adaptados para o© problema particular de

determinagzo de érbita.

Propoe-se tambem a utilizaggo de um metodo de
suavizaggo de estado eficiente e de baixo custo
computacional (Blierman, 19830, para o refinamento e 2
reccnstituiggo completa da orbita. Com isso, reconstitue-se
com grande precisao a trajetéria orbital em todo o
intervalo onde abservagges foram coletadas, de forma a
permitir analises pés~vac ) reaonstituigzo de eventos
occorridos durante este pericda. O suavizador adotado
(Bierman, 19083) e modificado para formas computacionais
estaveis Csuavizador uns, de modo a apresentar
caracterfsticas de establlidade numerica e manter
consist;ncia com os algoritmos estaveis utilizados na fase
de filtragem, alem de ser adaptado para apliﬁaggo em
problemas ngculineares. Naoc se tem conhecimento ate o
presente, sobre a aplicaggo de suavizadores de estadoc para
o problema nao-linear completo de deterndnagzc de érbita, o

@m particular do suavizader adctado.



Em geral, requisitos de tempo real geram “per
se" a pesquisa de algoritmos economicos que mecanizam sua
impl ernent.ac:Sc: » atraves de artificios de progr a.mar:ao ’
recursces e mani pul acac al gebr ica apropriada de equacoes O
livro de Bierman (19773 & a tese de Kaminski (19710 sao
considerados referenci as representativas que incentivaram
investi gagges cada vez mais profundas ponderandc analise
numer i ca, técni cas de programacgo. teoria de progr amaran
di nami ca, e al gebra linear para problemas de esti maca.c e
controle linear. Advem dai um dos principais enfoques do
presénte trabalho: analises detalhadas de impl ament.ag;oes
computacionais eficientes & numericamente estévei s.
Portanto, < trabalho pode tambem ser considerado
algoritmicamente orientado, pois alem de desenvol vi mentos
tedri cos, exXiste a pr eocupaggo com aspectos computacionais
tais como complexidade computacional (ou medida da
quantidade de operac;SQS aritmeti cas), economia de memoria ’
otimi zaggo da mecani zag;o, eficiencia e estabilidade

.
numerica.

O trabalho foi dividido em capitulos
abrangendo fundamentos teoricos , tecnicas adaptativas de
filtragem, suavi zag;o, modelagem do processc e das
obser vacgos y dimpl emontac;o @ testes. Os Cap{ tulos 2 e 3
apresentam uma compil acao do estado da arte dos met.odos de
esti macac @ suavi zacao estocasti ca de estado, O Cap:. tuleo 4
apresenta a teoria para o desenvolvimento da tecni ca
adaptativa, o filtro adaptativo UD, o suavizador de Bi erman
(1983), e o suavizador na forma UD, com particular ;nf‘ase a
metodologia algoritmica para implementac ac eficiente em
computadores digitais. 0O Cap:i tule 5 reve nog;as de
¢ontrolabilidade e cobservabili dade Gteis para a analise do
problema. Em particular, exemplifica-se © problema de

observabilidade em determinaggo de orbita. O Cap.{t.ulo 8



descreve aspectos da nodel agem do precesso Cdinamicad e das
observagges em determinagZo de érbita. Aspectos gerais de
implementag;o tambem sao discutidos. O Capftulo 7 descreve
a formulacZo do problema, e as implementacSes algoritmicas
do procedimento de Tiltragem adaptativa UD e da suavizacao
up. ¢© Capitulo 8 apresenta simulacoes realisticas de varias
situagces que podem ocorrer durante o processo de
determinacas de orbita, e resyltados de testes dos
procedimentos propostos. A luz dos resultadoes obtidos,
tanto para a filtragem quante para a suavizacao. comenta-se
sobre as caracteristicas dos algoritmos analisados em
termos de robustez, precisao, estabilidade numérica.
compl exi dade computacional , economia de meméria, e
aplicabilidade prética. Por fim, o Capftulc 8 apresenta um
retrogspecto das contribuigSes. conclusces gerais,

recomendagSes. e propostas de prosseguimento do trabalho.






CAPITULO 2

METODOS NUMERICOS DE ESTIMACAO ESTATISTICA DE ESTADO
—_ — e T e e e e e e e it i b $A A0

Este capitule descreve os métodos numéricos

de estimacio estatistica de estado normalmente utiljizados.

2.1 - MINIMOS QUADRADOS

O métode de minimos quadrados é um dos mais
tradiciocnais métodos de estimaglio de estado, Este método
classico tem grande popularidade entre os especialistas em
determinagc®o de érbita e atitude, economistas, engenheiros
e estatisticos. Sua simplicidade, sm conjunte com © fato de
Ser um dos mais antigos métodos de estimagio Stima

© tornam provavelmente © mais utilizado atualmente.

Basicamente, o métode resoclve, segundo o
critérioco de minimizar 4 soma dos guadrados dos residucs,

sistemas do seguinte tipo:

y=Hx+v, c2.12

onde y ¢ um vetor de m observagfes,
X é um vetor de N variaveis a serem estimadas,
H & uma matriz mxn de coeficientes, o

v é um vetor m—dimensional dos erros de observacio.

Para aplicagc¥o em determinaciic de érbitas,

algumas considerag®es devem ser feitas:

a) Normalmente, em um dado instante de amostragem
t;m—se m<n, ou seja, a quantidade de observac®es & menor
que as variaveis de estada e o Sistema & local mente
indeterminado, Isto ¢ usualmente soluciocnade através do

acumulo de observagdes de instantes distintos reportando-as



apos, com auxilio de um modele dinamice, a um Unico
instante de referéncia, de maneira a obter—-se nesse
instante m2n. Neste caso, considera-se obviamente que o

posto ('"rank") da matriz H seja n.

b Comoc as cobservag@es de rastreamento ¢ "range',
"range-rate'”, azimute, elevagic) sIFo funcBes nFo~lineares
do estado (elementos orbitais), o modelo das obser vagdies &
colocado na forma da Equag3o 2.1 através da aplicag3oc de
procesec de linearize¢®o om torno de um estade de
referéncia. A matriz H seré& ent3o dada pela matriz de
derivadas parciais das obser vagBes em relagio ao estado. A
orbita &6 determinada num esquema ti pe Newton~Raphson e
normalmente o método adaptado para este problema leva o©

nome de correg3c diferencial de érbitas.

) ©Os erros de observagBes diferentes podem ser
considerados por meio de uma matriz de peso. Tal matriz
permite a ponderacgfo adequada da informagZo fornecida pela
observagfo, i.e., observac®es mais precisas tem maior peso

Nno processe de estimagfic e vice-versa,

Textos especificos podem ser encontrados na
literatura, mostrande a aplicagfo do método de mini mos
quadrados em determi nagdo de érbitas Ce. g. Cappelari et
al., 1978; Rama Raoc and Kuga, 19087,

2.1.1 - SOLUCAO CONVENCIONAL

A solug®o do Sistema 2.1 é escolhida de forma
a2 minimizar a fung¥o custo J, qQue consiste na somatéria dos
@rros de observagio (residucs) quadraticos:

- 2
J =y - Hx | =T v¥%j = vTy c2.2




onde I . | & a norma ou comprimento euclidianc de vetor,

1.@.;
J=Cy ~HoT ¢y - Ho |,

T representa transposiggo do vetor ou da matriz em questzo,
& v(J) representa a j-ésima componente do vetor v. Prova-se
Tacilmente que a solugio deve satisfazer as ditas equacSes

normals:

Hx = ¥y | 2.3

Nota-se que quando m>n e H tem posto C("rank") n, ent¥o H'H
& Ctecoricamentel n3o singular, de mode que a solugdo é

Unica:

x = CHTH>™ §™y |

onde P CHTHO™ & a covaridncia do erro na estimativa. No
caso de haver informacXo estatistica a priori, wviz. §°
Cestado) e P0 Ccovarilnciad, a equagdo normal torna-se:

+ HTH) x = P;i x, + HTy R

cpt
(o)

€ a solugcio &;

x = cpt
o]

+ H'D™ P %+ Ty,

o L]
¢, desde que o ruido da observacfc e a covaridncia a priori
Sejam independentes, a covarifncia do erro & dada por:

i “+ HTH) -1

P = CP_

o)

Além disso, no casoc da func;go custo ser a

norma euclidiana ponderada por uma matriz de peso W, en

] 3 “~ ] ] I
conjunte com a informacac a priori, i.e,.:
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I e N I NN - 2. 4ad
W P
O

= Cy-HO T W Cy-HxO + (;co—xJT Pt Cx_ =3 C2. 4bd

~
a minimdzaggo da funcac custo produz:

x =P P+ HTwyd, 2.8
Lo I » ]
P =Pt 4 TwH ! 2.8k
o

onde x @ a estimativa final © P a matriz de covariancia do

S o,

2.1.2 - SOLUCAC ATRAVES DE_TRANSFORMACOES ORTOGONAIS

A resolugSc das Equag®es normais 2.3 deve
necessariamente inverter uma matriz n x n . E sabido que
@ss8as invers¥es s3o uma fonte potencial de erros numéricos
principalmente quande a matriz & quase singular, No
entante, a literatura J& contém indmercs +{rabalhos que
visam a melhorar o desempenhc numérice do método de

Y]
resclucaoc. Dentre og mais citados est3o:

a)Decomposic¥o de Cholesky
bDTransfcrmag&c de Householder

c)Transfcrmagﬁo modificada de Gram-Schmidt
ddRotagBes de Givens

A decompoesigXo de Cholesky fatora uma matriz
R da seguinte forma:

onde S ¢ uma matriz triangular Usuperior ou inferior) e &
chamada de matriz raiz gquadrada de R>, A condig®o de RMO




Cdefinida positiva) é necessaria para se aplicar o métcdo.
Deve-se lembrar que a invers¥oc de uma matriz triangular &

trivial. Ent3o a socluco para o minimos quadrados poderia

Ser por exempl o:

com S obtido via decomposicio de Cholesky,
¢s s™ % = 4Ty,

s §"57* 14T, ocu

it

~
>

cs""s™ HYy .

H

~
x

Algoritmos computacionais para decomposicio de Cholesky

podem ser encontrados em Bierman C1977>.

Uma abordagem bastante popular para resoluggo
de problemas de minimos quadrados e atraves de tecnicas de
Lriangularizagzo de matrizes, Uma, vez obtida a
triangularizagac da matriz H, < problema de minimos

quadrados & imediatamente resolvido. Dado:
JCxO = by ~ Hx )12 , H & mxn s M 2 N

Seja T uma matriz mxm ortogonal. Como a multiplicagXo por

matrizes ortogonais ndc altera a norma, pode-~se escrever:
O = TCy - o 12 = 4 Ty - THx 12 2. 8ad

Se, om particular, T e a transformaggo que triangulariza H:

n 1
+
H’. * n ;:1 - "
TH=|--2 Ty = [--% C2. Bbd
O + m=n y,l ¢ m-n



....12....

onde H . & triangular superior (resultado da

triangulari zat;goj, & facil notar que:
- - 2 2
JCxd = | Y, H; ®x 1° + | Y, il ca.7ad
e J(xO é minimo para:

I-*lg X =y R 2. 7bD

€ cujo minimo vale J(xd = | Y, I A solug3o, se obtida
pelo desenvol vimento deserito, é a solug¥o de minimos
quadrados. Notar que, na Equar.;go 2.7b, a solugzo ;<=H;1y$
hao necessita da inversa explicita de Hl. pois esta e
triangular superier. A solur;zo x @ obtida trivialmente por

substitui g:go regressiva.

Uma das formas reconheci damente eficiente e
precisa de triangulari zaggo existentes e a tr ansfcrmag:;o
Cou ortogonali zacg aod de Householder. A transfor macio de
Householder +tri angulariza as matrizes via tr ansformages
crtogonals, e s3o baseadas em reflex®es de wvetores em
planos convenientes Cver Ap;ndi ce A, Algeritmos
computacionais de or togonali zagzo de Householder estXo
propostos em Lawson e Hanson ¢ 19743, e Businger e Golub
188>, o] Ap;ndi ce A apresenta a impl ementag ao
computacicnal de Lawson e Hanson (1974), a ser utilizada
neste trabalho.

As transformac®es de Gram-Schmidt também sZo
métodos de triangularizal;zo de matrizes por meio de
transformac®es ortogonais. Atualmente utiliza-se o
algoritmo modificado de Gram-Schmidt que foi proposto por
Ser numericamente superior ao algoritme classico e requerer
menor capacidade de armazenamento. A precisXo também se tem
mostrado comparaivel as transformagBes de Gi vens e de

Househoclder. A solugdc de minimos guadrados e andloga ac
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caso da transformag¢Zo de Householder. Algoritmos podem ser
encontrados por exemplo em Bierman C1877), Bjorck (1867>, e

Lawson e Hanson C1974).

A transformagfic ou rotag%c de Givens &
basicamente uma rotag¥o que introduz elementos nulos
(zeros) na matriz de forma seletiva, nas posicBes
dese jadas. Portanto, uma matriz ortogonal T, que
triangulariza H da mesma forma que nas EquagSGS 2. 6b,
sempre pode ser formada por uma sequ;nci a de rotagBes de
Givens convenientes. Algoritmos podem ser encontrados por
exemplc em Lawson e Hanson (1974), e Golub e Van Loan
(19833,

Para resol u:,:zo de problemas de minimos
Jquadrados, a prefer ;nci a recai sébr e (o] metodo de
Householder, peis pode obter zeros em grande quantidade
durante o© processe de tri angulari zaggo , sendo mais
economi co que o metodo de Gram~-Schmidt modificade ou as
rotagE)'es de CGivens, embor a todas cOm preci sces
aproximadamente equivalentes. A dec omposi g;o de Cholesky
perde proci sac na montagem da matriz da equaggo normal a
ser decomposta, apesar da decomposi g:;o em si ser bastante
precisa. Veja detalhes da tr ansfor maggo de Householder e

sua impl ementac;?a‘o al gorftmi ca no Ap;ndi ce A,

2.1.3 - MINIMOS QUADRADOS PARA SISTEMAS NAO-LI NEARES

Em problemas nzo-—lineares. o metodo de
mi nimos quadrados e modelade de forma a ajustar os dados

segundo um modelo nac-linear do tipo:

Y = h(xd + v 2.8
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onde h(s e uma funggo nao-linear vetorial de dimensac m do
estado x. A linearizagzc em torne de uma trajeteria de

referencia produz:
y - h€3) = H &x + v

onde X @ a refer;ncia. &% @ uma perturbagzo definida por:

Ex = ¥ - x

e H & uma matriz de derivadas parciais calculada em torno

.
da referencia:

_ [ ah
= [®]
.

=X

A soluggo do problema para este sistema linearizado é. por

~ ~
analocgia a equacac normal, dada por:

&x = CHTHY™ HT [y-h¢iO) 2.
onde &x = = e a correggo na referencia que produz uma
estimativa x que ajusta os dados no sentide de minimizar a
norma euclidiana dos residucs. O metodo se torna iterativo
pois essa estimativa pode ser tomada como uma nova

-~ -— ~ ~
referencia x, calculando-se entac nove valor para &x,

”, [ ]
sucessivamente, ate que essa correcaoc &x se torna
s ~
desprezivel, indicando a convergencia do processo
” . s ~
iterativo, © metodo tambem e chamado de correcac

diferencial devido Q caracteristica de ccrrech da

estimativa por diferenciais (perturbaggesb.

A formula completa incluindo a infcrmaggo a
priori e a ponderaggo dos residucs se torna:

% = CP !t + HTWH> ™ P lox_  + H WSy, ¢2.10ad



-.-.18....
8% = % - % C2.10bd
[w]

Sy = y - hiCx C2.10cd

o ,
A mecanizacac do metodo para se proceder a
i - i . 4
ortogonalizacac & analogo ao caso linear, considerando no
o . .\ , e

entanto perturbacces devido av processec do linearizacgao.

My -~

Para descrever a implementacaoc em computador, proceder -se-a
~ o "] ~

& deducac da equacac final a qual deve ser aplicade o

~
processo de ortcgcnallzagaa.

L™l 4
A fungcao custo generica para sistemas
nac-lineares e definida por:

2
o=l ey - Hex |8+ | ox - ox Iz c2.11ad

o

~ -1 ~ , ~ .’
onde X, © S°=Po Saoc a informacac a priori, @ as variaveis
~ ~
éx e &y sao agora periurbacoes (desviocs) ao longe de uma
“
referencia, i.e,:

Sy = y - h(x C2.11b2
&x = x - x €2.11e
Sx, = x - x c2.11d>
com
S
H = [ o ] B}
x=x

Inclui-se om Seguida as matrizes de ponderacao W e S
. a ’ o
explicitamente na funggo custo:

- 2
T = W sy - 1 so ) 4 ISy %cox, - &0 2 c2.12a
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[W'2(8y-Hox)1™>

IS %% ~6x017 |
Q e ]

——— . o — o

S22 06x ~6x) ]
Q Q

L e S ——_ s T TR T e e

2
(2.12b>

Lembrande que uma transformacio ortogonal nac altera a

horma, acha-se a matriz de transformaggo T tal que:

1-2 1,2 2
é S
J = 2 S -1 | -2 s | sx (2.13a)
wi 2 Sy wi”“? g
6y1 Ha 2
= || -_—= - -_— &3¢ " (2,13b>
6yz 0
onde H1 ® uma matriz nxn triangular superior, Entaoc:
T= sy, - Hex |* 4 | sy P (2.14a)
1 1 2
e a soluggo de minimos quadrades satisfaz:
H1<s§< = 8y, (2.14b)
cuja resoluggo e trivial, O minimo da funggo custe o
portanto:
= 2
Jmtn ” 6y2 " ’ (a- 140)




- 17 -

O metodo e iterativo porque a estimativa x se torna a nova

estimativa de rafer;ncia:
;c = X + :S;c Cestimativa atual)d

.Y
Cnova referenciad

)

X
E interessante notar alguns apectos
numericos. Para que a transfor macac seja bem sucedida,

necessita-se que:

de forma que a matriz I-I1 resultante da transf‘ormg:go
ortogonal seja nxn triangular superior. Se a matriz nxn
de informa.c;zo a priori So e definida positiva, entao sz
existe e tem "rank" n. Loego a garantia de “rank" n e obtida
simplesmente atraves da inf‘ormac;o a priori. Este e um
aspecto interessante: a inf‘ormacac a priori garante a
solucao atraves de ortogonalizacac desde que Si" tenha
"rank" n. Apos a transformacac. cSy fornece o vet.or de
residucs final e sua norma fornece © valor da funcao de
custo minimizada. A ortcgonalizacao pode ser efetuada
atraves de metodos estaveis numericamente como os citados
na Secao 2.1.2 (Gram-Schmidt, Householder, Givens). Se as
matrizes de ponder-acao ¥ e S sao definidas positivas,
entac & possivel fatora-los via decomposigzo de Choleski
em:
W o= w2 cwi’ 23T , S = g% cgirT
Lo} Q o

onde W''?% 4 S;IZ sao triangulares. Como normalmente W e S
sao adotados comc sendo matrizes diagonais com element.os

positivos, a fatoragao nao apresenta dificuldades. Note-se
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ainda que nenhuma inversao expl{cita de matrizes e
requerida no metodo complete, e a saluggo 5% @ obtida por

substituigzo regressiva, ,jé que Hi & triangular superior.

2.2 - FILTRO DE KALMAN

O filtro de Kalman ¢ um dos estimadeores
recursivos mais utilizados atualmente devide a facilidade
de implementag¥o e utilizacZo em computador. Desde sua
formulag3o por Kalman (1980), ele tem sido utilizade em
areas t3o diversificadas como medicina, estatistica,
economia, engenharia espacial, eletrénica e processamento
de sinais entre outras. O filtre de Kalman é um processo
multi-estidgio que permite considerar erros no modelo da
dinémica, por meioc da inclus¥oc de ruides de estado. ©
carater recursive implica numa economia de meméria de
armazenamento jA4 que cbhservacBes podem ser processadas a
medida que vao sendo coletadas. Esta caracteristica torna-o
ideal para aplicag@es em tempe real, onde iterages scbre o
total de observacBes n&o precisam ser realizadas, e a
convergéncia & obtida A medida que uma certa gquantidade de
cbservagSes ¢ processada. Atualmente, as pesquisas sobre a

utilizag¥3o do filtro de Kalman abrangem as seguintes Areas:

—aplicag¢8ic em sistemas ndo-lineares,
“propriedades de rcobustez, estabilidade e tolerancia a
falhas,

—analise numérica.

Para aplicagZo em sistemas ndc-lineares, a
versso "“filtro estendide de Kalman®" (Jazwinski, 18709
parece ser ji amplamente aceita pela comunidade de
Vusuarios. com ligeiras modificacBes e propostas de

iterag@es locais que, no entanto, nio mudam o corpo baAsico
das equacdes.
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Propriedades de rocbustez, estabilidade e
tolerancia a falhas s%o ainda um campo aberto de pesquisas,
uma  vez que metodologias genéricas C(no sentide de serem
aplicaveis a gualquer processo) n3oc tem sido obtidas. ©
Capitulo 4 tratarad de algumas técnicas para lidar com
problemas advindos da aplicag3io do filtro de Kalman com

relacfioc a esses aspectos.

Outra area de estudos trata das propriedades
numéricas das equag¢@es de Kalman. Devido ac comprimento
finito da palavra do computador Cerros de truncamento), o
filtro esta sujeite a erros cumulatives gque produzem
aberracfes nos resul Ltados, tais Como covarilnclas
nidc-simétricas e n¥o definidas positivas, e comprometem
seriamente o© desempenho do filtro, Intmeros algoritmos
modificados equl valentes com propriedades numéricas
Superiocres tem sido propostos. As Segies 2.2.3 e 2.2.4 irZo

compilar resumidamente a esséncia desses algoritmos.

2.2.1 - SOLUCAO CONVENCIONAL, FILTRO DE COVART ANCIA

O filtro de Kalman processa as medidas e
cbtém estimativas de estade de maneira recursiva e
sequencial. Basicamente, trata-se de um algoritmo contendo
uma sequéncia de Propagac@es ("time update") o atualizagBes
C"measurement. update'™ das estimativas do estado dao
sSistema. Na fase de pPropagagdo, os valcres do estade e da
matriz de covarilncia do erro, no préxime instante de
amostragem, s3o estimados com auxilio de um modelo da
dindmica do sistema, ou seja, s¥o propagadeos entre os
instantes de amostragem. Na fase de atualizag3c as
estimativas do estade o da matriz de covarifncia do erro,
pPropagadas para o instante da observagXo atual, sdo
estimadas com base no processamentc das observac®es.

Apresentam-se, a Seguir, as equag®es do filtro de Kalman
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onde é introduzida a notagXo a ser utilizada no restante do

trabal ho.
—dinémica do processo:
xCk+1D = @k xCkD + GCkD wlkd 2,180

onde x(k) ¢ o vetor de estadc de dimens¥e n a ser estimado,
k> é a matriz nxn de transig3c de estado entre os
instantes k e k+1, GCkD & uma matriz nxr, e wlkd) & o vetor
de ruidos din;micos de dimens¥o r, composte por sequéncias

gaussianas puramente aleatorias satisfazendo:
E[w(kd] = 0, EfwCkd w'CJd] = QCk>d &, €2.18)

onde E[.] representa o cperador esperanca, e ékj é o delta

de Kronecker.

-modelo de observacHo:

YCkI = HCkD xCk> + vwCkD C2.17
ocnde y(k) é o vetor m-dimensional contendo as observac®es,
HCk> & uma matriz m x n, e wkd ¢ um vetor de erros das
cbservagges. de dimensXo m, de sequéncias gaussianas
puramente aleatorias satisfazendo:

Elv{k>1=0 , E[v(k)vTCj)J=ECk36ki. RCk2 > O ca. 18
Lembrar ainda as hipéteses normais de ngo—correlagzo:

ElwCkdvTCkd] = o, E[wkdx_ 1 = 0, E[VCkdx_1 = 0

onde xo ¢ o estado inicial assumido normal de média ;0 e

-~
covarilncia Po'
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-fase de propagag®c do filtro:

it

XCk+13 = @CkD wCkD 2.1

PCkd PCkd @TCkd + GCkd &Xkd &Tckd 2. 20

i

PCk+1D

onde a barra superior representa o resultado da fase de
propagag;o do filtro para as estimativas de estado e da

-
covariancia,

-fase de atualizag¢®o do filtro:

KCkd = PCkD H'Ck> [RCkD + HCkD Bckd HTcxyy -4 ca.21>
XCKD = %Ckd + KCk3 [yCkd = HCKD kD] c2. 22
PCKD = [T - KCkD HCKD) Fckd cz. 23

onde KC(k> & a matriz n x m do ganho de Kalman, ;«fk) e a
estimativa do estado atualizada, e I?’C k2 & a matriz de
covariancia atualizada dos orros na estimativa. Notar que
as equacBes de atuali zag@co podem ser aplicadas a wuyma

observag¥o escalar.

A Equag¥o 2.23 & suscepti vel a erros
numéricos. A matriz p que deve ser definida positiva pode,
devide a erros numéricos, perder essa caracteristica. Uma
forma mais cenveniente proposta Para a Equagio 2.23 ¢ a
forma de Joseph CBucy and Joseph, 1988).

PCk3 = [I - KCkD HCkD1 Bckd> [T - KCk> HCkd3T
+ KCkD> RCkd KTck> C2. 24)

valida para um ganho arbitrarie K, @ em particular para o

ganho de Kalman., A Justificativa Para esta forma & que um
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erro de primeira ordem noc ganho K teria um impacto menor na

Equag3o 2.24. Para a Equag3o 2.23:

oy

8P = -~ 8K H P
com erro de primeira ordem; e para a Equagfo 2.24:
P = &K KT

com erro de segunda ordem.

2.2.2 - FILTRO DE INFORMACAO

O filtro de informag3o trabalha com o inverso
da matriz de covarifncia P e um pseudo-estado d a serem
estimados. Este filtre pode ser aplicade quando a nZo
existéncia de informac%oc a priori ou a pobreza destas
produzem dificuldades para inicializar o esquema de
utilizag3o do filtro de Kalman convencional. A matriz P™* &
chamada de matriz de informag¥o e pode ter valor inicial
nulo, bem come o pseudo-estade d & ser definido pela
Equag¢3ic 2.31. Apés o processamento de vaArias observagdes, P
se torna n¥o-singular e pode ser invertida para a obtengXo
das estimativas da matriz P e do estado x. As equagBes do
filtro de informag3o so derivadas da forma bésica das
equagcBes do filtro de Kalman CSe¢Xo 2.2.1), apdés a
aplicag3oc de alguma élgebra matricial e lemas de invers3o
de matrizes (e.g. Maybeck, 1879). No filtre de inf‘ormat;go.
as fases de propagagdc e atualizag3oc podem ser descritas
por (e.g. Kaminski, 1971):

—propagagio:
dCk+1> = [I-LCkd GCkd) ¢"TCkD QCkD 2. 28>

P8%k+1> = [T - Lckd 6Tckd3 FCkD 2. 28
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FCk2

#TCkd Plckd gickd cz.27>

Llkd = FCkD &kd [Q %kd + 6TCkIFCKdaCky )™t 2. 28

—atualizagZo:

dCkd = dckd> + HTCkd Rk vCkD cz. 28

P*kd = B7kd + HTckd RCKD HOkd c2. 300
com:

dCkd = F%Ckd xCkd C2.31)

dCkd = Pckd wckd c2. 32>

Neste filtro, somente o pseudo-estado d e a
matriz de infermagXo P! s¥o estimados. A explicitag3o de x
@ P necessita da invers3o da matriz de informac3o. As
vezes, pode ser conveniente iniciar o procedimento de
estimagioc com o filtroe de informag¥o, na falta de
informag3o a priori, e depois comutar para o filtro
convencional de covariincia,

2.2.3 ~ FILTROS DE RAIZ QUADRADA

A idéia basica dos filtros de raiz quadrada &
a substitui¢Xo da matriz de covaridncia P pela matriz raiz
quadrada S dessa covaridncia definida por P = ssT, A

motiva¢3o para esta modificac%o leva em conta 2 fatos:

12 O produte P = gg¥ nunca & indefinido Cos elementos
da diagonal nao se tornam negatives) mesmo na presenca de

erros de truncamento cu arredondamento. Por vezes, ossos
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erros tornam o valor calculade de P indefinido, gquando

d ~g .
algoritmos numericamente instaveis sao utilizados.

2) O condicionamento numérico de S é geralmente muito

melhor gue o de P.

Esta melhora CKaminski et al., 1971) pode ser
evidenciada pelo exame do nUmero de condig8o K de uma

matriz A, definido por:
KCA = k1 P ca. 33
n

cnde lf ¢ o maior auto-valor de ATA e A: & o menor. Por
exempl o, e cédlculos na base 10 com =] digitos
significativos, dificuldades numeéricas sf¥oc previstas quando
KCPY se aproxima de 10°. O melhor condicionamento numérico
Se torna evidente pela anslise de KCPY e K(=D:!

KCP) = kess™ = rkesni?

Em outras palavras, opera¢gBes numéricas exibindo problemas
para KCP) = 10P, somente mostrariam problemas quando K(P) =
10%®, se a covariancia de raiz quadrada S fosse utilizada
nas equag®es do filtro em substituiggo a covaridncia P.
Portanto, no calecule da covari;ncia. © filtro de raiz
quadrada e equivalente ao filtro convenciocnal com precisac

dupla no computador.

Em termos de filtros de raiz quadrada
explicita, ou seja, filtros que exigem a operagso de raigz

quadrada &m seus célculos. existem duas variantes
possivelis: '

—filtro de raiz quadrada da covarilncia,

-filtro de raiz quadrada da informacfo.
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Em ordem de importancia, aparecey o filtro de
Potter (Battin, 190843 que processa uma observagXoe escalar
por vez, mas com o limitante de n%c poder incluir ruide no
estado. Bellantoni e Dodge  C1967) propuseram uma
medificagfo no algoritmo para processar as m cbservacSes de
uma vez, jA4 que na época considerava-se uma desvantagem o
processamento escalar de observagSes, pelis n3o se poderia
lidar com ruidos de medida correlacionados. Hoje., sabo-se
qué& o processamentc escalar de observagBSes correlacicnadas
entre si, e portanto com R n3Zo diagonal, pode ser
facilmente efetuado. O processo & chamado de branqueamento
(“whitening"), que torna a matriz R Ccovariincia do ruido
das medidas) diagonal. Portanto, se o modelo de observag®es

¢ descrito por:
yCk2 = HCkD xCkd> + vCkD,

Efv(k>1 = o, ca. 34>
EIvCkD Vv™Ckd] = RCkD > O Cdefinida positiva)d
com R definida positiva porém n3o diagonal, fatora-se R
Cusualmente por decomposig¢ic de Chelesky) de forma que R =
Vv V' com V matriz raiz quadrada triangular Csuperior ou

inferior> de R. Definindo C(sem © indice de tempo k para
simplificar a notaggob:

§-=v“y,ﬁ=v“n.$=v”‘v, c2. 38
resulta:
y=Hx+3%, comEIY 377 =1 c2. 36D

Posteriormente, Schmidt (19700 mostrou que o
ruido dinamico pode ser levado enm conta ac considerar

matrizes convenientes =) aplicar transformacBes de
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Householder no processo de propagacdo. Finalmente, Carlson
{1973 propas que a matriz raiz quadrada fosse triangular

superior, de modo a economizar célculos aritiméticos em

computador,
Utilizando-se as seguintes definicles:
P=S8", p=ggs”
2.37
Q=WW , R=vyvyT

onde as matrizes do lado esquerdo das igualdades s3o
ndo-singulares, e as matrizes do 1lado direito sZo raizes
quadradas triangulares supericres, o filtroe de raiz
quadrada da covarifncia pode, por exemplo, ser resumido por
CKaminski, 1971):

“propagacdo (usar todo o vetor de ruidod;

XCK+LD = @CkD wCkd C2. 38
n o+ [ 8Tck+1> STCk> @Tckd

——————— = T | oo c2. 30
ro o) wT gT

onde T & a matriz ortogonal de triangularizacio (o.g. de
Householder.

—atualizag¥o (supondo R diagonal, processar

Sequencialmente as m observag¥es escalares):

-~

(kD = 3k + KCkD [yCkd -~ HCkD kD) 2. 400
£+ [ ACKD 1 BCk) VCkD ! 0
N B :—:——u- e A fm———m J C2. 415
t T = o
0 STck) -STckoHTCks 18Tk
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onde K & o ganho de Kalman dado por:
KCkd = -BCkd ~ ACkD €2. 42D

Notar o aparecimentoc das novas variadveis A e
B que ocorre devide ao processo de triangulariza¢3c. Pela
férmula do ganho de Kalman K, percebe-se o significado
dessas variéveis. As EquagBes 2. 40-2. 42 devem ser
calculadas m vezes para cada componente do vetor de
observag®es. No restante do trabalho, T sera utilizado para
denctar a transforma¢¥o de Householder que produz a
triangularizac®o desejada. E importante laembrar que o
algoritmo computacional ndo necessita calcular
explicitamente T, e produz diretamente a triangularizacXo
requerida _Cveja €e.g. Golub, 1968). A raiz Juadrada S0
inicial pode ser obtida pela decomposicXo de Cholesky de
Po’ bem come as matrizes W e V. A matriz de covarisncia n3o
¢ explicitamente estimada, e pode ser fermada por P = gsT
nos instantes desejados. A forma continua de propagacfo
também foi proposta por Tapley e Choe €1978> mas, devido a
maior complexidade, dependéncia de passo @ precisfic de
integrac¥o, n¥c tem side repertada significativa quantidade

de artigos similares na literatura.

Ja o filtro de raiz quadrada de informac¥o
foi derivado da solug¥o de minimos quadrados dada por Golub
C1e68), e Businger -] Golub Cie65), através de
triangularizaq&o de matrizes pelo método de Householder. Na
Seg¥o 2.1.2 foli mostrada a solug8oc de minimos quadrados via
transformagfo de Householder Hanson e Lawson (198g)
adaptaram o algoritmo de Householder para o métode de
minimos gquadrados Sequencial. Ent¥o, Dyer e McReynolds
C1889> incluiram o ruido dinamico e mostraram as equagBes
de propagac3c e atualizag¥o para o filtro de raiz quadrada
da informacfo, através de transformagfo de Househol der,
Definindoc P™* como a matriz de informacZo e:
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C2. 43>

¢ mantendo a notagfo JA utilizada previamente, o filtro de
raiz quadrada da informac8io pode ser descrito por (Dyer and
McReynolds, 186Q);

~propaga¢8o Cusar r ruidos escalares):

1 ACk+1D ¢ BCk+1D
n 0 ¢ ST'Ck+1d
I : C2. 44D
i s WCKD : O
T | e e
ey -4 I A= -1
S (kD ¢ “Ckd GCkD S "Ckd ¢ TCkD
¢ +
1 n
i 3 cCk+1D O
o m————— =T —m——— C2. 45>
n 3 blk+iD bCk2

onde novamente sSurgem novas variidveis A e B devido ao
processe de triangularizagcXo. Neste caso, cada componente
do ruido deve ser processada a cada vez, lembrando que Q =
ww' = diagonal qu’J, i=l,..,r sem perda de general i dade,
Portanto as EquagBes 2. 44-2. 45 szxo calculadas r vezes, onde
¥ = diagonal CWi), i=1,..,r.

~atualiza¢ioc Cusar todo o vetor de cobservag®es):

n =+ S ¢k S *ckd
_______ =T | e c2. 48

VT Ckd HCkd
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————— = T i o s o o e st CE. 473

Neste caso, a atualizag3o processa todo o vetor de m
medidas y em um "batch® udnico. E importante observar que o
filtro de informac¥o Ctambém na forma de raiz gquadrada)
oxige que a matriz de transig3o seja inversivel. Este pode
ser um fator complicador para aplicag3oc deste tipo de
filtro em certos sistemas din&micos, além das dificuldades
inerentes para se inverter matrizes em computadores, ou
obter este invers¥o via integrag3o numérica C"backward™).
Convem notar também que para se obter a estimativa x &
necessario a resoiugzo do sistema b = g™ que se torna
trivial, ja que S ¢ triangular superior e ndc exige
invers3o explicita de s™. Portante, a reconstitui¢ioe de x
@ P deve ser realizada somente nos pontos de interesse, ja
que representa um custo adicicnal em termos de calculos

aritméticos.
2.2.4 - FILTRO uD

Una outra abordagem que vem tendo ba'stant.e
Sucesso atualmente, & o filtro de fatorizagXe UD ou,
simplesmente, filtreo UD. Neste método, a matriz P &
Tatorada em:

onde U & triangular Superior unitaria Cna sua diagonald, e
D e uma matriz diagonal. Esta fatorizacXo pode ser encarada
como sendo de raiz quadrada pois:

P =y D2 cp3T T | o sT C2. 49
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e, portanto, mantém as vantagens de estabilidade numérica
dos filtros de raiz Jquadrada. Outra wvantagem & a
nIo-necessidade de operac®es aritméticas de raiz quadrada
que sobrecarregam ¢ tempo de Processamento em relag;o as 4
operagfes fundamentais. Estas caracteristicas, apesar do
fato de ser pouco mais oneroso que o filiro convencional em
termos de tempo de processamento, fazem-ne ideal para
utilizag3o em tempo real e em computadores com capacidade
limitada de ocperag®es e com poucos digitos significativos.
Varios artigos tem sido escritos scbre este filtro.
Acredita~se que o credito pela descoberta da aplicacio
desta forma deve-se a Bierman 19772, Cutros artigos
correlatos e relevantes sZeo os de Thornton e Bierman C1977,
18802, Tapley e Peters €18800, e Blerman ¢€1981),

Para propagag¢fio do estado x e dos fatores U e
D, Thornton e Bierman 1977, 1980) propfem o algoritmo
modificado ponderado de Gram-Schmidt. Nesta forma, © estado
@ a covarilncia sZo propagados na forma discreta, através
da matriz de transig¥o. Bierman ¢1981iad prop@e utilizar a
estrutura por vezes e@sparsa, bloco diagonal ou triangular
da matriz de transi¢¥o, para aumentar a eficiéncia do
algoritmo. Tapley e Peters C1980)> propuseram a propaga¢ic
na forma continua. Porém, quande as medidas ocorrem em
instantes discretos, a forma contfnua ¢ equivalente a forma
discreta. Além disso, na forma continua exige-se a
integrag¢3c da equaclic de Riccatti em termos dos fatores UD,
que tornam a precisfo do filtro dependente do passc e
precis3o do integrador utilizade. Bierman clama que a
propagag3c UD na forma discreta ¢ sempre mais eficiente
Cveja discuss®es scbre esta questZc em Bierman, 1981 e
Tapley e Peters, 19813.

O algoritmo ponder ado modi ficade de
Gram~Schmi dt ~-MWGS CModified weighted Gram-Schmidt) pode ser
descrito por CBierman, 1977




Sejam wi,...,wN. N vetores linearmente
independentes com N 2 n e seja D = diagonal CD1" . ,DNJ > 0.
As recurs@es seguintes implementam o algoritmo:

n - s
Ve T W, k=1,...,n
para j=n-1,..,1
“. = [V_?+13'x' D V_?+1.
jr1 I+ 4 }+14
- - j+d.T j+1d = =
Uck, j+12 = [vk 1" D vj+l - DJ+1 k=1,..,]3
i _ j+ 4l o j+ 4 - :
Ve T VY UCk, j+1D vj+1 k=1,...]J
fim da malha
D, =tv*1T p ¢
i i i
entio vj = VJ. J=1,..,n onde os v. s3o os vetores
ortogonais de peso e:
T
W I
[ ;T] D {wi, ,wn] =UDU
n

onde U triangular superior unitaria e D diagonal.

Segue-se
a fase de propagagio do filtro UD

utilizando este
algoritmo,

~fase de propagac;o UD ¢Thernton and Bierman, 1977):

Dados U e D, ¢, G e Q Cdiagonald, P = gpgT +
c’o LIPS calculado em termos dos fatores U e D por:
P=wbDw
onde:
n r n r
"’,\. + :& 4
W=1>0[oU! Gl n » D = Diagonal ¢b , Q>

C2.800
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Apés a montagem da matriz W, aplica-se o algoritmo
modificado ponderade de Gram-Schmidt em W e D para obter U
e D O problema e essencialmente equivalente a tornar P = W
{2 o2t wT

algoritmo ponderado de Gram-Schmidt produz;

ot
» de modo que a triangularizacac de P via o

i1/2

G 5 o W

=T { WD 1.

onde T & a matriz de transformag3c ortogonal ponderada de
Gram-Schmidt, U & triangular superior unitaria e D &
diagonal. Apenas o algoritmo foi adaptado para ser aplicado
a esta situag3o, e também para manter precisXo numerica
compatzvel com a fase de atuallzacao de Ue D A propagacao
do estado nac sofre alteragao, dado X, a estimativa

propagada x & cal culada por:
X = ¢ x

A fase de atuallzacao UD (processamento das

medidasd o i mplementada pelo al goritmo UD:

-fase de atualizacaoc UD Cprocessamento sequencial da
observacao escalar, viz. Bieman, 1977):

Dados a obsarvagzo escalar y, os fatores U, D
& priori, H e R, onde y=Hx+v (escalar), e EEWTI=R>O

~ "]
@scalar, os fatores atualizados U e B sac obtidos wvia:

£ =HU , f =cf, £
- - bl
e = D f ] e, = D f 1] i=1’--oln
1 i L
para j = 1,n

K, =e, c2.s1>
A
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para i =1,4-1
Uct, 3> = Tcd, gy + K. X
K. =K + Ki,d K.
L i J
fim da malha interna

fim da malha externa
;<=;<+—§—"-Cy-l-l>-<)

n
Ne final, Kh/a e o ganho de Kalman, & @ a variancia do
res{duo. ) U e D sao os fatores atualizados devido a
cbservagao Y. Este algoritmo atualiza os fatores UD para
uma medida escalar. Explorando—~se o fato de U ser
triangular superior unitaria e D diagonal, o algoritmo
torna-se bastante competitivo, com compl exidade
computacional Cquantidade de "flops"-floating point
operations) levemente superior ac filtro convencicnal de
Kalman, porém mantende a estabilidade numérica dos filtros
de raiz quadrada, sem no entanto exigir operacSes
aritméticas de raiz quadrada. Ver Bierman <1977) para
comparagSes sobre as operacBes aritméticas necessarias em
cada filtro.

2.2.5 - FILTRO ESTENDIDO DE KALMAN

O filtro de Kalman e diretamente aplxcavel a
sistemas com dinamica e observacoes lineares. No entanto,
s problemas praticos sac normal mente de natureza
nao-11inear e, portanto, a implementaggo computacional deve
ser modificada para o filtro de Kalman ser aplicéval a esse
tipo de problema. Duas extensces sao as mais comumente
utilizadas: o filtro linearizado e o filtro estendido de
Kalman. Recapitula-se nesta seczo © filtro estendido de
Kalman bem como os diferentes aspectos de implementacao em
comparacao com o filtro linearizado de Kalman. Para tanto,
considere-se que o modelo linear nao descreve adequadamente

© comportamento do sistema. Seja entac um sistema que
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L] L . N
satisfaz a seguinte equacaoc nac-linear diferencial

estocéstica:
XCtd = FIL,xCED] + BCLOwCL) c2. 52>

rd rd Ay
onde x @ © vetor n-dimensiocnal do estado, £ e uma funcao
~ F .
vetorial do estado e do tempo de dimensac n, B e uma matriz
- I .
nxr, @ w(td @ o processo gaussiano brance de media nula e

ccvariancia:
ElwCtdw Crd] = QCtd &Ct-13, 2. 83D

onde Xtd) e a cova.ri;ncia rxr do ruidoe din;mico w Cou
densidade espectral de pot;ncia. ou difusgob, e deo delta

de Dirac.

A condicac inicial xCt 3 para a Equacao 2.52
po suposta ser aleatoria gau351ana com media x ® matriz de
covariancia do  erro Po. Sejam tambem as observacoes
discretas no tempo modeladas como uma funcao nao~linear do
estado, na seguinte forma:

¥Ckd = hlk,xCkd>? + vCk> 2. 54>

onde k representa o instante t hi.,.] e uma funcao
vet,orial m-dimensional do estado e do instante, e v e uma

sequancza gaussiana de rufde branco de media nula e
covarlancia:

EIVCkIVTCd] = RCKD cskj', c2. 58

Outras cons;deracoes adot.adas sgo as

nao—correlacoes entre ¢ estado inicial e © ruido w, entre o

ruide w e a sequencza ¥, e entre a a sequencia v e o estado
xi
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EIxCt _SwCtd1=0, E[wCLk)vTCkDJ=O. Efx{tvaTCkJ 1=0

O que se deseja e a aplicaggo da teoria linear do filtro de
Kalman para este problema nao-linear. Tal problema deve
entac ser linearizade em torno de uma trajetéria de
referencia x Ct2, iniciando com x;Ct J = X o @ que satisfaz

a equacac diferencial deterministica;
x (L) = fIt,x Ctd1 . 2. 56)

Da mesma forma, supoe—se que tal traJetoria nominal gere

uma sequencia de observacoes nominais:
yanD = h[k.xﬁ(k)] . 2. 870
A linerizacao da Equacao 2.82 em torns da

trajetoria de referencia X atraves de expansao de Taylor

ate primeira ordem produz:

(L) = £, x th[argk,xcwl] EXCLI~3 €3]
n o xu.)=xn(t> n
+ BCL) wltd (2. 58)
Portanto,
. I _ [ arce,xCio] _
XCED = % LD = [ = ]mmnm [%C D=5 CL>]

+ BCLD wltd 2. 89

Desse modo, a linearizacao resultante produz uma equacao

variacional (de perturbacao) linear descrita por:
XY = FIt,x Ct3] &xCtd + BCLIwCLd C2. 60>

onde &x(t) e uma aproximaggo de primeira ordem do processo
XCLI=x L) e FIt.x Ct3] e a matriz nxn de derivadas
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parcials de  em relagZo a X, avaliada em torno da

traj etoria nominal :

Oflt,xC(td]

.B13
ax ]x(t):xn(u 2.8

Flt,x Ct3] 4 [

L]
Analocgamente, as cbservacoes podem ser modeladas em termos

de pertur bac;aes :

yCkd - yanJ H[k.xan)J SxCkDd + vCkD (2. 622
onde yanD = h[k.xanl)}, ] H[k,xanD] e a matriz man de
derivadas parciais de h em relag;c a X, avaliada ao longe

da trajetoria nominal:

_ [ anct,o0
H[k.XanDJ = [ ——a—-x-—'-—-— ]x(k} = xh(k> (2.63

Portanto, agora pode-se aplicar as equagSes
do filltre linear para as equagSQS linearizadas 2.60 e 2.62.
Existem duas maneiras de se implementar ossas equacges uma
delas consiste em computar a trajet.or:.a de referencia x CLd
para todo o intervale de a.plica.ca.o do filtro, e calcular as
matrizes de derivadas parciais F e H ao longo dessa
referencia. Entac, a saida do filtro produz uma estimativa
do desvio 6x, ou seja &%, de modo que a soluggo e calculada
atraves de:

~

Xt = x Ctd + Ex C2. 64D

Este e o chamado filtro linearizade de Kalman, que tem como
vantagem o fato de permitir a comput.acao a priori de varias
variaveis relevantes no filtro de Kalman (i.e#. F e H, e por
consequencia K e P), mas pode apresentar problemas se a
Lrajetcria nominal estiver distante da trajetoria real,

pois entao a linearizacao pode naoc ser mais valida.
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A segunda maneira de implementar as equagges
do filtro para o sistema linearizado é através do filtro
estendido de Kalman. O filtro estendido de Kalman (Maybeck,
18982; Jazwinski, 19700 adota a politica de relinearizar a
trajetéria nominal sempre em torno da estimativa corrente.
Assume-se portanto que, se o filtro &stiver funcionando
adequadamente. a estimativa corrente esta cada vez mais
prox.tma da real e portanto a l:.neariza.cao @ com certeza
valida. Como aqu1 a trajetor;a de referencia muda
Crel:near;zacao) cada vez que o vetor de cbservaccas de um
dado instante o processado, o filtro estendideo de Kalman
nao permite pre-computagao de variaveis do filtro, come no

filtro linearizado.

Sejam as seguintes definigges:

[
>

x (D + SxCLD C2. 85

A
o
u
H

4 x (L3 + S%CtD c2. 86

onde a barra superior representa a estimativa obtida
durante a fase de propagac;o do filtro, e o circunflexo
representa a estimativa obtida na fase de atualizacao do
filtro. A rellnearlzacao implica em gerar a traJetoria de
referencia atraves de:

xhctb = frt.xnCtDJ » L >k £2.87
com condigzo inicial:

xanJ = xCkd Cz. 88y
onde x(k) & a estimativa do instante k imediatamente apos o

processamento das medidas do mesmoe instante. Portanto, estaz

e a estimativa mais atual dlsponivel. Par consequ;ncia
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dessa ralinearizagzo, a melhor estimativa de &x(k) no

instante da relinearizagzo é:
SXCKD = %CkD - x Ckd = 0 ca. 89

Para propagar esta perturbagzo para o instante k+1, a

matriz F deve ser computada para t=tk considerando

x Ckd=xCk). A equaggo de propagaggo da perturbaggo ne
™

intervalo [k,k+1D é:

ExCLY = Flt,x (t)] ExCLD C2.700
com condiggo inicial:
&3Ckd> = &xCkd = O C2. 71D

de forma gue a estimativa propagada da perturbaggo 5% e
identicamente nula no intervalo (k,k+12, ou seja, &xCtd = O
para t e [k,k+1>. O modelec das observagSES em k+1 tambem
deve ser relinearizade em torno da estimativa mais
corrente, xCk+1) = xan+1). A observag;o neminal estimada

vale:

-

yan+1) = hfk+i,x;Ck+1DJ ca2,. 72>
Logo, a fase de atualizaggo do filtro estendide fica:

6;((](-0- D) o= v
b SxCk+1D + KCk+1), c2. 73

.{y{k+13-yan+1)—H£k+1.xan+1336§£k+1)}
e lembrando que &xCk+13=0 vem:

SxCk+13 = KCk+1) < yCk+12 - h[k+1.xan+1DJ > (2.74>
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onde o ganho de Kalman K e calculado usando P @ H avaliados
aoc longo da trajetéria de refer;ncia, e &xCk+1) e a
perturbag;o antes da préxima relinearizagzo, Equagxc 2. B8,

Finalmente, de acordo com a Definich 2.66 anteriosr vem:
%Ck+1D -~ % Ck+1) = SxCk+1) ca. 7%
e lambrando Jque xan+13 = xCk+1) resulta:

xCk+1d = §Ck+13+KCk+1D{y(k+13-h[k+1.§£k+13]} C2. 782

Portanto, © filtro estendide de Kalman pode

ser resumido da seguinte forma:

L
Propagacao:

Estado:
XCLD = £LL,%CLD) €2.77
T}ansigZo:
LD = FLt,%Ctd] P I
2. 78>
- A af'lt, x
Flt, = | -
xCtd ] [ o ]x=x

N
Cond;gces iniciais:

XCkd = xCkD Crelinearizaciod, k> = I
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”~
Covariancia:

PCk+1D =g kOPCKISTCKD + GBCkICkIETE KD

C2. 79>

GCk:cngGTck:=jt“sct>¢Ct)Qct>¢?ct)BTctJdt
Atualizacgo:
Ganho;

KCk+1D = PCk+1D HTIk+1,35%Ck+15] C2. 80>

<H:k+1.§ck+1JJECk+1JH‘rk+1,§ck+1>J+RCk+13>“‘

Estado:

XCh+1d = XCk+1) 2. 815

KCk+1D> < yCk+1> ~ hik+1,%Ck+15] >

+

-~
Covariancia:

PCk+13 T I - KCk+1> HIk+1,%Ck+131 > BCk+1) C2. 82>

= ;(k-l-t)

HIk+1,%Ck+15] = [ fﬁﬁ%%i;il ]
. 4

.

E prética comum integrar-se 2.77 e 2.78
simul taneamente, no mesmo conjunto de equagges
diferenciais, para se assegurar que as derivadas parciais
estao sendo calcul adas na trajetéria de refer;ncia x. Para
< célculo da matriz GQGT. normalmente adota-se a hipétese
do processe w Cruide brance) ser constante por trechos
("step-process'), de mode que © processo wtd o considerado
uma, sequancia wCk>. Entao, E[w(k)wr(k)J=QCk) correspondente
a Xt3, e a matriz G pPode ser calculada de vérias maneiras,.
Vide o Capitule a4, Secac 4.1, para discussces dessa

natureza, Na fase de atualizaggo, as EquagSes 2.80, 2.81, e
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2.82 sao implementados para processamento de medida
escalar, de modo que desaparece o problema de inversac de

matriz da Equaggc 2. 80,

A aplicagaa do metodo de fatﬁrizagzu U para

o filtro estendido de Kalman tambem o bastante simples.

Na fase de progagagZo. o estade e a matriz de

transigzo sao obtidos conforme descrito no filtro estendido
CEquacges 28.77, 2.78, Ja para a equacao de propagacao da
covariancla. Equacao 2.79, deve ser utilizado o algoritmo
ponderado modificado de Gram~-Schmidt para obter os fatores

Ue D propagados, conforme descrito na Segzo 2.2. 4.

Na fase de atualizacao, o estado x e os
fatores U e D sao obtides pelc algoritme UD descrito
anteriormente CSbcao 2.28.4) com a unica excecao de que o
residuo linear y-Hx deve ser substituido pelo seu
equivalente residuc nac-1inear y—hc§). para atualizar a
estimativa do estado.






CAPITULO 3

SUAVI ZACXO DE ESTADRO DE INTERVALO FIXO

A suavizag¥o de estado ("smoothing") deve ser
entendida no conceito de estima¢36 estatistica de estado, e
n¥o ser confundida com técnicas de suavizacHo de dados como
técnicas de ajuste de curvas, filtros digitails, "splines"
por exemplo. A fim de se introduzir o conceito de
suavizag®c de estado, considere-se que se disp@e de um
conjunto de medidas da saida de um sistema dinamico
correspondentes aos instantes ta a tN: YN =
Cyo,yi,yz,...,yN). O problema de estimacZoc de estado se
divide em 3 ramos a saber: filtragem, onde a estimativa
%(k> & baseada nas medidas desde o© instante ¢ até o
instante k; predig¢Zo, onde %(k) & baseade nas medidas desde
© instante O até o instante J € k,; e suavizacZo, onde x(k)
¢ baseado nas medidas desde o instante O até o instante
k<j<N. Isto equivale a dizer qua, considerando-se técnicas
sequenciais recursivas de estimaclo de estado, os chamados
filtros sequenciais (tipo Kalman) podem obter as
estimativas correspondentes a um determinado instante de
amostragem imediatamente apos © processamento das medidas
deste instante. Ja os preditores permitem a obtengZo da
estimativa do estade do sistema em instantes futuros em
relag3o ao da observa¢cXo disponivel mais recente. Estes
tipos de estimadores de estado se utilizam de modelos
dinmicos estocasticos para extrapclar as estimativas
futuras. Os estimadores do terceire tLipo, os chamados
Suavizadores de estado, requerem gque todas as medidas
correspondentes ac intervale O a N estejam disponiveis para
Se permitir a obteng¢Xo da estimativa do estado em qual quer
instante dentro desse intervalo. Aceita-se atualmente a
divisXo des tipos de suavizadores em (Meditch, 1973):

- 43 -
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-intervalo fixo,
—ponto fixo,

—-janela fixa.

Considere-se um conjunte de medidas Y, =
Cy 'Y, .....y) correspondentes aos instantes t. t yo oo .t, e
defina—se x(k/j) = Elx(k )Y J. onde E{x(k)/Y ] representa o
valor esperado de (k) candicionadc as medidas relativas
aos instantes to’t1""'tj' A suavizag3o de intervale fixo
obtém X(k/N) ou seja, uma estimativa do estado do sistema
no instante k baseada no conjunto completc de medidas do
intervalo fta.tN], para qualquer k tal que O < k £ N. A
suavizaglo de ponto fixo obtém a estimativa §(k/J) sempre
no mesmo instante k, com j podendo porém assumir valores
inteiros tais que k+1 < J = N. A suavizag3oc de Janela fixa
obtém %(k-j) onde k e J mantém um intervale fixo de
diferenga, ou seja k+l = J. A Figura 3.1 extraida de
Maybeck (1982) ilustra os 3 tipos de suavizadores:

XCONY *xCkND xCk+1N) XCNAND
ad | e | = o e |
0 k k+1 N
L i
dados disponiveis no intervalo
xCksk) N
x(kk+1 )
§ + mesmo ponto
xCk - ND J
S |===me e = |
0 k k+1 N
L i
L I
[ ; |

intervalo crescente de dados
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xCkA+1)
I jmmmmmmmme e | == |
o k k+t N
l intervalos :
L i
dados
;(k+1/k+1+L> ]
9] k+1 k+1i+2 N
! intervalos
i |
dados

Fig. 3.1 - Os treés tipos de suavizadores: (a) intervalo

fixo, (b) ponto fixe, (c) janela fixa,.

O suavizador de estado de intervalo fixo &
normalmente utilizado em reducdo de dados “off-line", para
obter estimativas refinadas de melhor qualidade do que as
obtidas pelos filtros “on-line"“, J& que a estimativa
suavizada passa a inceorporar as informag®es contidas em
todas as medidas do intervalec considerade e n3o apenas até
& presente medida. Uma caracteristica marginal & que ele
permite também cbter asg estimativas para as excitacBes de
entrada (ruidos din&micos, sinais de controle) além das
estimativas do estado. Desse modo, pode-se verificar por
exemplc se os controles atuaram de fatec com a magni tude
desejada, em problemas com termos forgantes. Exempl os
tfpicos S80 as anilises pés-véc de misseis que produzem
estimativas suavizadas da trajetdéria e do empuxo (variivel

de controle) fornecidos pelos propul scores.

Suavizadores de estado de ponto fixo permitem
a obteng3o de estimativas refinadas correspondentes a um

determinade instante de tempeo, no qual um bem conhecimento
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do estado é importante. Como exemplo de situag3o em que a
utilizag@co de suavizadores deste tipo ¢ interessante
cite-se a estimag@c do estade num determinado instante de
queima de combustivel de um veicule espacial, ou ainda, o

estado no ponto de injec¥c de um satélite em &rbita.

O suavizador de janela fixa propde a obtencio
de estimativas refinadas em instantes sucessivos porém com
um certo atrasc em relagfe ao instante atual das medidas.
Se existe a preeméncia de uma estimativa ser obtida
rapidamente, embora nZXo necessariamente em tempo real,
podendo-se atrasar o calcule do estado em um ou mais
intervalos de amostragem, entZo este suavizador pode ser
utilizado. Ele permite obter estimativas mais refinadas que
um filtro de tempo real, as custas de um atrasec em sua
computagdo, ja que processa observag®es posteriores équela
do instante em que o estado & estimado, dentro da janela

considerada para a obtencZo da estimativa.

Para ¢ problema de determinag3o de érbita, se
est& aqui particularmente interessado no suavizador de
intervale fixo. A intenc3io ¢ a obteng®oc de estimativas mais
refinadas dentro do intervalo coberto pelos dados, e a
aferig3o da adaptatividade e da robustez do filtre
Ssequencial a partir dos resultados do suavizador. Além da
estimativa refinada da érbita, a estimativa do nivel de
ruido dinamico e sua covariancia dadas por este suavizador
podem ser importantes para calibrar melhor os parametros do
filtro e para verificar se © ruido dindmico utilizade no

filtro foi convenientemente dosado,

Para diferenciar a aplicag¥o da suavizag¥o de
estado a determinag3o de érbita, utilizar~se-a a
nomenclatura reconstituig¢io de érbita para dquandoe algum
Processc de suavizagfo tiver sido aplicado apés um processo
de filtragem, que seria a determinagcfio de &rbita usual. A
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dificuldade na aplicag3o deste refinamentec reside no fato
do problema (determinag¥c de &rbita) ser ndo-linear, de
maneira que as equagtes de suavizagdo davemn ser

“"estendidas', em analogia com o filtro estesndido de Kalman.,

3.1 ~ SUAVIZADORES CONVENCIONAIS

Os suavizadores convencionais de intervalo
fixo normalmente aproveitam algumas varidveis calculadas
durante © processo de filtragem para produzir o refinamento
das estimativas. Os filtros percorrem um processo de
varredura para frente ("forward") no tempo. Ja os
suavizadores usualmente percorrem o caminho inverso
("backward”) no tempo. Dentro deste esquema destacam-se
dois suavizadores: RTS de Rauch, Tung & Striebel (1968); e
BF de Bryson e Frazier (1863).

As equagBes para o suavizador discreto RTS,

para k = N-1,...,0, sXo:
XCkAND = %CkD + CCkD [ XCk+1AND - (k41D 1, (3.1)
PCkANY = PCk) + CCk DI PCk 41 NY=BCk+1 3167k ), (3.2
CCled = PCkD ¢Ck) B ckat ), (3.3
WwCkoN) = F(k) I XCk+1/NDY - XCk+1) 1, (3. 4>
QUKAND> = QCK) + FCk OLPCk+1 N)-Fek+1 31F ke s, (3.8)

F(kd = QCkd 6"Ckd B 1ck+1), (3.85)
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com condi¢®es iniciais:

XINANY = %(ND,  PONAND = BOND,  QUNAND = QCND.

onde as varidveis x, %, P e ; s3o a estimativa do estado
propagada, a estimativa do estado atualizada, a
covariancia propagacda, e a covarilncia atualizada
respectivamente, advindes do processo de filtragem. As
variaveis Q @ ¢ representam a covariincia do ruideo
dindmicc e a matriz de transig3oc. A nomenclatura & a mesma
adotada na descri¢¥o do filtro convencional de Kalman,
Sec3o 2.2. As estimativas suavizadas s3o denotadas pela
barra "/" de condic3o para diferencia-las das estimativas
filtradas. Assim, x(.N) & a estimativa de estado
suavizada, ?’C./N) € a covariincia suavizada, w(.N) & o
ruide dinimico suavizado, a(./N) © a covarilncia do ruido
dinémico suavizada, e C(k) e F(k) s%Ho matrizes de ganho do
suavizador (para o estado o pPara o ruidec dinamico).

Nota-se claramente que as varidveis x, x, i;.
P, ¢ G, Q devem ser armazenadas durante o processo de
filtragem, ou recalculadas novamente. Neste caso, podem ser
restaurades (recalculados) os valores de x e P por meio das
equaclies dinamicas, especificamente por meio da Equa;&c.
2. 20 de pPropagag®o da covariincia (Secio 2.2.1). Obser var
que neste suavizador RTS nd3c é necessarioc o armazenamento
das medidas, Ja& que as estimativas filtradas do estade e da
covarilncia contém as informagses fornecidas pelas medidas.
Deve-se tambeém notar a necessidade de inversic de uma
matriz (Equagles 3.3 e 3.8), e subtragiic de duas
covaridncias entre colchetes (Equag®es 3.2 o 3.8). Estas
Speragfes reconhecidamente produzem problemas numéricos em

computacdor, Algoritmos computacionais de raiz guadrada tem

na Se¢3o 3.2,
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O suavizador discreto de Bryson e Frazier BF
pode ser descritc pelas seguintes equagBes (Bryson and Ho,
1989):

X(kND = %Ck) + PCk) @¥Ck) ACk)D, (3.7)
Ak=1) = QCkD [ @"Ck) ACkD + H (k) R™*(k)>
(yCkd - HCkD xCkD)d 1, (3.8
wlk/ND> = Qx> 6T(k)> ACk), (3.9
PCRANY = PCkY [ T - o™Ckd ACKD @Ck> PCky 1. (3.10)
ACk-1> = CTCk) ¢TCk) ACKD @Ck) GCk)
+ HTCkD R™CK) HCKD CCk) , (3.11)
QU = QCkd - QCk> GTCk> ACk> GCKk> ACk ), (3.12)
CCk> = T ~ PCkd HTCkD R™*CkD HCkD, (2.13)

com condig@es iniciais:
ANDY = 0, ACN) = o.

onde as seguintes variaveis foram definidas no filtro de
Kalman (Seg%o 2.2.1): H & a matriz do modelo das
observagaes, R & a covarilncia do ruido de medidas, Y & o
vetor de medidas, e X & a estimativa de estado propagada.
As variiveis A e A s¥o varisveis adjuntas auxiliares.
Nota-se que esta transformagfo n¥o exi ge a invers¥%o da
covarilncia. Basta lembrar que a nova variavel X tem a

Seguinte interpretacfo matematica:

ACk) = P*%k+1) [ XCKHLANDY = %Ck+1) ]
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© que mostra onde a inversio foi implicitamente embutida o
brilhantemente evitada. Por outro lado, o termo
PCOHTCOR™CK)  na Equag3c 3.13 ¢ o propric ganhe de
Kalman, de modo que, ou a matriz R(k) & invertida, ou
armazena-se os valcres do ganho durante a aplicag3o
anterior do processo de filtragem. A restauragfo do ganho
de Kalman novamente exigiria uma inversXo (ver Equacles do
filtro de Kalman, Se¢¥o 2.2.1). No entanto, nota-se também
que se R(k) & diagonal, as medidas podem ser processadas
uma componente de cada vez, transformando a inversZoc de

matriz em inversSes de escalares.

Por outro lado, Bierman 1973) propas
modificac@®es no algoritmo original BF de modo a se utilizar
relag@es de dualidade entre o filtre e o suavizador
possibilitando a utili zagdc de subrotinas no suavizader ,
que foram escritas para o filtro de Kalman. Esta versZo,
batizada de MBF (suavizador modificadoe de Bryson e
Frazier), ndo requer restaurag3ic de estimativas 5]
covarilncias, e utiliza os ganhos, os residucs preditos e
as covarilncias dos residucs. As estimativas suavizadas
pedem ser calculadas a partir das variaveis adjuntas A e A,
nos instantes desejados e nZo necessariamente em todos os

instantes de medidas.

Uma outra versZo de Suavizadeor comp®e o
resultadoe de dois filtros (Fraser and Potter, 1e89).
Indiretamente, isto pProva que a estimativa suavizada & o
resultado da informagZo aobtida por dois filtros, um que
abrange os dadas desde © instante O até o instante k, e
outrec desde N ateé k, cobrindo o intervale de dados de O a
N. A intarpreta¢3o do suavizador otimo como combinag¢fo de
dois filtros, um que trabalha para a frente ("forward") em
relagiic aos dados, @ outro que corre para tras
("backward"), & bastante facil. o filtro para frente produz

a melhor estimativa até o instante k baseado em dados desse



intervalo. Entretantc, se um filtro para tras processa
medidas do instante final até o instante k; i.e., de N a k,
ele produzira a melhor estimativa baseado em dados de N a
k. Juntos esses dois filtros processam toda a informag3o
disponivel, de mode que a combinag8o das 2 estimativas
produz a estimativa suavizada que abrange todo o interwvalo

de O a N.

O suavizador com 2 filtros pode ser descrito

por (Kaminski and Bryson, 1972):

XCkAND = (1 + PCOTCROI "2 %¢KkDd + PCUoN>ICK), ¢3.14)>
PCk/Nd = [ I - GCkO¥Ck) I PCkD [ I - CCkD Tekd 17

+ CCk) YCkd cTekd, (2.18)
CCkD = PCk) [T + PCOTRII™T, vek) = P (k). ¢3.18)

No filtro para frente pode-se wutilizar as
equagdBes do filtro convencional de Kalman (Seg¥o 2.2.1). No
filtro para tras, a condig3o inicial em N & dada por d(N) =
C e Y(N) = o, As equacSes de atualizag3o para tras sxo as
mesmas do filtro ds informac®c (Sacao 2.2.2, Equag@es 2.29

@ 2.30). Ja as equaglies para propagagdc no tempo podem
descritas por:

dCk) = ¢TCk)> dCk+1) - L(k) 6Tk) dCk+1 ), $3.17)>
Y(k) = ¢™Ck> ECK> - L(k) 6™k ECk), (3.18)
ECkD = YCk+1) gck), €3.19)

LCk) = ET<k>Gck):GT<k>§<k+1)Gck>+Q"‘<k>J“. 2. 20)
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Notar que o filtro pPara tras estd na forma do filtro de
informag¥o j4 gque d & Y s2o definidas conforme tal filiroe
(Seg¥o 2.2.2). Neste método varre-se o filtro convencional

o~

para frente e armazena-se x © P, em seguida varre-se o
filtro de informag3o para tras e armazena-se 3 e ?. EntZo
utilizam-se as Equag@es 3.14-3.16 para ponderar as
estimativas dos dois filtros o obter as estimativas

suavizadas =x(.N) e PC. AND,

3.2 - SUAVIZADORES DE RAIZ QUADRADA

A idéia de aplicar técnicas de fatorizagfo de
raiz quadrada da matriz de covaridncia em suavizagfo de
ostado, surge naturalmente como consequencia da utilizagXo
dessas técnicas no processo de filtragem. Se a filtragem &
feita utilizando-se algoritmos de raiz quadrada, por ldégica
© por razfes de consisténcia impSe-se que o suavizador deve
manter © mesmo nivel de precisio e estabilidade no pProcesso
de refinamentoc das estimativas. Dentro desse quadro
destacam-se os suavizadores de raiz quadrada da informag3o
(SRIS ou "Square Root Information Smoother') que seo
originam a partir da idéia de Dyer e McReynolds (1969) de
se utilizar o filtro de raiz quadrada da informag3o (Se¢Zo
2.2.3). Kaminski e Brysen (1972) e Bierman 1974)

apresentam uma excelente revisdo do assunto.

A vers3o SRIS Pode ser implementada via
triangularizagao de Househol der ou outra gqual quer,
usando-se a mesma hoemenclatura do filtro de raiz quadrada
da informacg¥o (Kaminski and Bryson, 1872), onde a matriz de
informagd3c é fatorada come P"' = CSST)*’;, com g™t
triangular sSuperior:

condi¢Bes iniciais:

XCNAND = %CND 3 SN = SN
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equagBes de suavizagXo:

n+ [ ACGk-1/ND | BCk=1/N) ! cCk=1,ND
r o 0 DSty Bek—1 0
(3.21)
[A(k) + B(k) GCk-1> ! BCk) #Ck-1) | e(k) J
T | ~—mmmmmm Ll e .
STUCeNY GCk-1) ¢ ST kNS #Ck-1) ' BN

onde T & a transformag3o ortogonal que produz a
triangularizag3c da matriz deo lado direito da Equag¢Zo 3.21,
com k = N,...,0 ("backward"); ACk-1N) o S%Ck-1.N)
triangular superiores. Notar que A(k) e B(k) sXo varidveis
que foram construidas durante a triangulariza¢®o do filtro
de raiz quadrada da informag3c (Seg¢zc 2.2. 3, EquagBes 2. 44-
2.473, e GCk) é a matriz do ruide dindmico (Seg3o 2.2.1,
EquagZo 2.18). Lembrando que:

BCk~1/N) = STHKk-1N) X(k-1.N) ,

ACk=1ND W(k=1/N> = cCk-1 N> - BCk=1-N)> %(k-1N> ,
as estimativas suavizadas xCk-1N) e Q(k—i/N) podem ser
facilmente obtidas. Se a covariincia suavizada do ruids

dinlmico Q(k-1.N) & desejada, ent¥c aplica-se também a
seguinte triangulari ZagHo:

[ B Ck-1.N) ¢ A®Ck=-1N) b*(k-wn)]
----------- e ol
O H w"i(k_i/N) s C (k-l/N)
(3. 22>
STICKANY @Ck-1) 1 ST'CkoNY GCk=1) ! BbCkAND
T | ool 1 e } e
BCk)  ¢Ck-1) 1 ACk) + BCk) GCk-1) ! (k)

&) + +
n n 3
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onde T é a matriz ortogonal que produz a triangularizac®¥o,
e B '(x-1N> e G-1Ck-1/N) s& matrizes triangulares

supericores. Entf¥o:

~

W k=1 ND wlk~1N) = c®Ck—1.N) , (2.23)

B (k-1 /N> %Ck-1ND = b*(k-1.M) |
- A%Ck-1 AN WCk-1ND (3. 24)

QCk-1/N) = WCk-1N> WTCk-1N) . (3. 28)

Apesar da nomenclatura aparentemente confusa
& incontrolavel, estes algoritmos sdo facilmente
implementiveis em computador, necessjitando apenas de um
método de triangularizag3o estavel e robusto como  a
transformagfio ortogonal de Householder. £ interessante
notar que na literatura ainda nSo apareceram explicitamente
suavizadores de raiz quadrada da covarilncia (aoc invés da
matriz de informac3s), e a contrapartida do filtro UD
(Seg¥o 2.2.3), o suavizador UD. Este suavizador UD foi
delineado em Bierman (1883) mas as equagles explicitas em
termos dos fatores UD ndo foram publicadas. Alé&m disso, uma
analise da modi ficagXo pProposta rapidamente leva a
concl usSo da dificul dade de aplicagie a sistemas
ndo-lineares, além de exigir invers¥o de matrizes de

transi¢=zo.

Um. trabalho bastante interessante porém
Peculiar foi publicade por Watanabe (1888). EFle Tfatora a
matriz de informacXoc em termos dos fatocres UD e usa um
Suavizador para a frente ("forward pass"). Em outros
termes, o filtro utilizado wvarre os dados para tras no
tempo (“backward"), o © suavizador os faz para frente,
portanto numa abordagem totalmente diferente da usual. Esta
estratégia produz um Suavizador de "rank" 2 mais répido,

com menor uso de meméria, e sem necessidade de inversXo da



- 85 -

matriz de transig¥o, A desvantagem evidentes desta abordagem
® que o suavizador imp@e um Lipo especifico de filtro para
tras, que impossibilita o uso das estimativas do filtro em

tempo real.






CAPITULO 4
TECNICAS ADAPTATIVAS

Filtros robustos tem sido projetados devido a
problemas na aplicag®o das equagtes matemiticas aos casas
praticos. Teoricamente, assume-se uma dindmica corretamente
model ada, observac®fes idem, o os ruidoes tanto na dinamica
guanto nas observages sac considerados brancos gaussianos
com media nula e covariancia conhecida, A idealizag2o de
modelo de ruido brance dificilmente & verificada de fatao,
porém na pritica este modelo funciona de maneira bastante
satisfatéria, obedecidas as devidas restiric@es (e.g. Lopes,
1888). O ruido de observa¢3es geralmento contem tendédncias
("bias") que devem ser retiradas para torna-lo de médi a,
nula, ou estimadas durante o processoc de filtragem. O ruidoe
dindmico n¥o pode ser mensurado mais que aproximadamente na
pratica e a restrig¥o de média nula torna-se virtualmente
impossivel de ser comprovada. Come se vera, no entanto, o
ruide dinamico é algo desejavel em muitos casos pois pode
ser dosado de modo adaptative ou nio, com © que podem ser
evitadeos problemas de divargéncia. facilitando a regul agem
do filtre. A independéncia entre ruides dinamicos o de
observag¥o pode ser considerada uma hipétese correta om
determinacic de orbita, devide Aas diferentes naturezas
entre as model agens dindmicas de érbita e de observa¢Seg,
Ja a correlagic das observag®es no tempo ¢ um fato
concreto, porque normalmente as medidas s3o efetuadas por
equi pamentos eletromecanicos e dificilmente pode-se aceitar
uma n3do-correl ag¥o temporal. Na prética, assume-se
normal mente a ndo-correl acdo, pela dificuldade de S& medir
O8 coeficientes de correlagdic, bem como a pequena relacg3o
banef{cio/custo queé se obtém quando estes sao utilizades no
filtro. E usual SUpor-se a matriz de covarifncia dos ruides

diagonal aumentando-se o nivel das varilncias para levar em
conta este fato,

._'57 -
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No caso concreto de determinag3oc de d&rbita,
conhece-se muito bem o modelo das observagBes, e as medidas
sdc cada vez mais precisas devido aos avancos tecnoldégicos
na area. Ja a modelagem dinamica constitui-se no maior
problema. Dados o8 vinculoes impostos ao tempo de
processamento em computador (tempo real ou quase-real ), de
meméria e de I-0 (entradas-saidas), & comum em estimadores
sequenciais deo tipo filtro de Kalman, simplificar-se o
modelo dinamice em relag3c ao estigic do conhecimento
atual. Em dinamica de orbitas, © modele n3o pode ser
reduzido ou descentralizado, mas simplificado, para levar
em conta somente os efeitos principais. Neste caso, o
efeito primario a ser modelado & o movimento kepleriano, A
inclus3o de ocutros efeitos gera uma sobrecarga ("overhead")
computacional em escala praticamente exponencial. Por
exemplo, a inclus3o deo coeficiente de perturbag3c de
primeira ordem, que representa o achatamento dos polos
(zonal Jz), no modelo do geopotencial, no minime dobra o
numero de “flops" (floating point operations ou operacoas
de ponte flutuante) sem contar o incremento adicional no
calculo da matriz de transi¢3o de estado e as avaliagcSes
adicionais correspondentes de derivadas parciais,

Ja que por vezes o modelo n¥c & fiel a
realidade, gera-se n3o rare um fendmeno conhecido como
divergéncia das estimativas (Fitzgerald, 1971; Schlee et
al., 1887). Basicamente, a medida que mais e mais
observacl@es sXo processadas, o filtro tende a convergir, ou
seja, as novas observacBes passam a ter pouca infludncia na
estimaglc do estade. A covaridncia se torna pequena e o
ganho, proporcicnal a esta, similarmente pondera pouco as
novas observag@es. Ent%o, se o filtro sofre o efeito de
n3o-linearidades, erros numéricos, e modelagem incorreta,
sle passa a seguir (estimar) o estado errado. Os

procedimentos para combater a divergéncia normalmente



procuram meios de abrir o ganhe para que novas informac®es
n3o sejam desprezadas, ou seja, o filtro passa a ter uma
meméria mais curta, dando origem a procedimentos
sub-otimos. Admite-se que a divergéncia pode-se originar

devido acs seguintes fatos:

- n3o-linearidades,
- modelagem din&mica incorreta,

= @rros numéricos.

Erros de linearizacZc s3o minimizados quando
estas sao efetuadas em torno de estimativas prédximas da
scelugdo. Os filtros linearizado e estendido de Kalman (e.g.
Jazwinski, 1870) sXo aplicagBes do filtro linear de Kalman
a problemas nZo-lineares. O filtro estendide tem sido mais
utilizado, peois as linearizag®es s3c sempre efetuadas em
torno dos valores correntes das estimativas. Como supBem-se
que estas estejam cada vez mais proximas a solugfo, esta &

aparentemente a melhor alternativa.

Para se evitar problemas numéricos devidos
acs erros de truncamento impostos pelo comprimento finito
de palavra dos computadores digitais, varios algoritmos
equivalentes aoc filtro de Kalman do ponto de vista tedrice
mas com muito melhor estabilidade numérica, tem side
propostos, tais como os filtros de raiz quadrada e o filtro
UD (ver Seczo 2.2).

A modelagem incorreta tem sido uma das fontes
de divergéncia mais dificeis de se corrigir. Nota-se uma
pProfusfo de propostas pPara resclver a divergéncia causada
per erros de modelagem. A idéia basica consiste em tirar
proveito da informa¢Xo fornecida pela sequéncia de inovac3o
(residuocs) para suprir e estimar os erros de nodel agem,
Esta solu¢¥o pode parecer J&bvia peis os residuocs s3Ic a

Gnica fonte fisica de informag¥ico sobre o comportamento do
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sistema cujo estade @ estimado. Porém varios tipos de
abordagem titulados de estimadores adaptativos tem sido
utilizados. Uma das abordagens consiste em estimar os erros
de modelagem dinaAmica aumentando a dimens3o original do
estado. No caso de érbita, estimam-se as aceleragies
ndo-modeladas (Tapley and Ingram, 1873; Rios Neto, 1973;
Jazwinski, 1979; Negreiros de Faiva, 1€82). Outra abordagem
procura estimar © nivel adequado de ruide no estado para
compensar o efeito de modelagem imperfeita. Neste grupo
situam-se os trabalhos de Jazwinski (1968), e Rios Neto e
Kuga (1982a, 1982b, 1985), gque procuram estimar o ruido
forgando os residuos a se Ltornarem consistentes
estatisticamente. Existem também filtros de memaria
limitada que forgam o filtroe a esquecer as antigas
informa¢cSes e ponderar mais pesadament.e as novas
informag®es fornecidas pelos residucs (Jazwinski, 1868),
Outra abordagem procura calcular algebricamente as
varilncias dos ruidoes tanto de medida quanto de estado, e
o8 realimenta no filtro (Myers and Tapley, 1976). Também a
ponderacdo do ganho de Kalman por um valor (estimado
segunde algum critéric) impossibilita sua diminuig3o, e
portanto pondera melhor as informag®es. Para o cAdlcule
destes pesos, varios métodos tem sido propostos, veja por
exemplo Schmidt (1968) oy Tarn e Zaborzky (1970).
Evidentemente todos esses métodos supdem condices de

observabilidade.

O que se conclui de imediatoc ¢ que algoritmos
genéricos que tratem quaisquer tipos de dindmica nZ%oc tem
sido empregados, e aplicag®es de carater mais especificos
s80 as que tem sido registradas mais frequentemente na
literatura,. Outra obser vag3o importante refere-se a
utilizagcXe, como uma constante, da sequéncia de inovagZo
COmS geradora de informacBes Para os filtros adaptativos,
Eles s3c também utilizados para detecg3o de falhas em
filtros robustos o tolerantes a falhas (Willsky, 1978).



C presente trabalho n¥%oc tem a pretensio de
"eriar"” algoritmos genéricos mas sim algoritmos adequados
para o problema de determinag3c de érbita e similares. Qs
requisitos basicos que se impSem s3oc os de permitir o
processamentc om tempo real e possuir robustez e precisao
em igual grau de importincia. Nesta sequéncia, o© autor
propie- se a revisar a técnica de ruido adaptativo (Rios
Neto e Kuga, 1882a, 1982b, 1083), sua 4rea de atuagfo mais
familiar, e a proper seu uso conjunte com o algeritmo UD,
mostrando o© impacto e os custos desse procedimento em
relagsioc ac filtro convencional de Kalman. A tecnica de
ruido adaptative pode ser considerada como consolidada,
tende sideo utilizade em areas ti3o heteroganeas COmo:
estimaggo de atitude de satelites (Lopes, 1982; Cardenuto
et al., 1984; Ferraresi et al., 1986; Trabassoc, 1988),
estimacdo de orbita de satélites (Kuga, 1982), controle de
atitude de sateéelites (Moro, 1983; Moro e Rios Neto, 19843,
estimacdo de parametros (Crlande et al., 1986),
identificag¥o (Larangeira, 1988), estimaciac de estado
baseada no conceito de dualidade (Rios Neto e Fleury, 1985,
Fleury, 1985), e aplicaggas maritimas (Nunes e Cueler,
1984 ), Umn'  artigo comparative foi também realizado
(Nascimento e Yoneyama, 1986) para um problema simplificade
de orbita. Um dos objetivos do presente trabalho e mostrar
que, apesar da aparente compl exi dade tedrica, a
implementagzo da técnica adaptativa nao requer grande custo
adicional, mesmo quando utilizado em conjunto com o filtre
UD. Duas implementagSes praticamente equivalentes s3o
propostas.

O presente capitule também propce o
Suavizador UD, derivade de suavizador de Bierman (1983),
que medifica convenientement.e as equagSQS do suavizador RTS
para melhorar o desempenho numerice e economi zar g

quantidade de operacdes aritmeticas em sua, implementacic em
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computadores. Dai, enfase & também proposltadamente
colocada nos suavizadores de estado, gue podem reconstituir
< estado, e fornecer subsidios importantes para o

aperfeicoamento do projeto do filtro de Kalman.

Atualmente, a maioria dos artigos tende a
enfatizar a complexidade computacional dos algoritmos
propostos, de maneira a permitir a campara9ao com os varios
procedimentos existentes. Este tipo de analise e cbjeto de
estudos de pesquisadores interessados em implementagSes
eficientes com propriedades numericas favoraveis. Uma lista
representativa deve conter peloc menos os seguintes

trabalhos:

- . Ll
ha area de estimacac de estado:
D sl Ta de eStimacac de estado

Bierman (1974, 1977, 1881a), Thornton e
Bierman (1977, 1980), Kaminski (1871), Kaminski et al.
(1971 ), Lawson e Hanson (1974), Schmidt (1968), e Yerhaegen
e Van Dooren (1988),

na_ area de suavizacic de estado:
02.area de suavizacao de estado

Kaminski (1871), Kaminski e Brysen (1972),
Bierman (1974, 1983), e Watanabe (1986).

O aspecto algoritmico é particularmente
importante quando se esta interessado em regquisitos de
tempo real, onde tante a quantidade de operagSes
aritmeticas quanto a memoria de armazenamente devem ser
minimizados, levande em conta qualidades desejaveis como
estabilidade numerica, robustez e tolerancia a falhas. A
busca de algoritmos economicos tem gerado procedimentos que
mecanizam os algoritmos atraves de truques e artificios de
programacic, recursdes e manipulacio algebrica conveniente

de equacdes.
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Un dos objetives do presente trabalho e
analisar detalhes de implementaggc para mostrar a relaggo
custosbeneficio ac se utilizar © procedimento adaptativo,
além de propor implementagSGS eficientes de algoritmos
ostaveis numericamente. Nio e por cutro motivo gque ao longo
deste capitule, além do desenvolvimento teorico, existe a
preocupaggo com a descriggo de aspectos computacionais tais
como quantidade de operagaes (“flops"), economia de
memoria, otimizacao da mecanizaciac, @ eficiencia (precisio)

numerica dos algoritmos empregados.

4.1 - RUIDO ADAPTATIVO

O objetivo do procedimento de estimag¢io
adaptativa do ruido nc estado & eliminar a divergéncia. A
questio ¢ como adequar o nivel de ruido para evitar a
divergéncia; ou seja, como estimar, de modo a eliminar este
problema, a matriz de covarifneia Q(k) a ser adiciconada a
matriz de covarilncia do erro no estado, durante o processo
de propagac¢fio do filtro de Kalman:

PCk+1) = @Ck) PCk) @TCk) + GCk ) QCk) GTCk). (4.1)

onde ¢ & a matriz de transicac de estado, e G & uma matriz
de dimensao compativel com o vetor de ruides dinamicos {ver
SegSes 4.1.8 e 4.1.8), A matriz Qlk D ostimada
adaptativamente, em cada passo do processo de filtragem,
deve impedir que a covarilncia se torne demasiadamente
Pequena a, consequentemente, fornega uma, avaliacfo
otimista, n3%o correspondente a realidade. Por conseguinte,
© ganho também nio sSe torna irrealisticamente pequeno,
permitindo Que as novas medidas fornegam informac8es Para o
filtro, aumentando a confianga na estimativa do erro. No

que se segue, deduz-se a técnica adaptativa para o calculo




-~ 854 -

do nivel de ruide QCk2, conforme Rios Neto e Kuga J{1g82,
1985).

4.1.1 - EQUACAC DE PSEUDO-MEDIDAS

Em principio, assume-se que a matriz Qk) & diagonal

(sem perda de generalidade) com componentes qlk+1 3
Qlk) = diag. [ qCk+1) 3 (4.2)

onde a defasagem no {indice (de k para k+1) ¢ imposta para
tornar ccerente a nomenclatura, como se vera a seguir. Para
estimar Q(k), impSe-se a condigdo de consisténcia entre o
residuc ocorrido e sua estatistica (Jazwinski, 1970).
Supondo-se que o© residuc verdadeiroe das obser vacBes
(definido como a diferenga entre ¢ valor verdadeiro da
observag3io e seu valor estimado) tem distribuicgZo
gaussiana, determinam-se as varifncias q¢k+1) do ruide que
ajustam o residuc verdadeiro ocorrido, rv(k +1 ).

Algebricamente esta idéia & expressa por:
maximizar p Erv(k+1 21, com q(k+1) =2 0O (4.3

ou seja, a idéia ¢ maximizar a probabilidade de ocorréncia
do residuo verdadeiro pois, nesta express3c, p [r‘v(k+1 bR !
representa a densidade de probabilidade do residuc
verdadeiroc. O vincule glk+1> Z O & coerente com a
propriedade de positividade das varidncias. A aplicac3o
desta operagfio para o residuo verdadeirc escalar leva a
hipétese generalizada de consisténcia estatistica (Ries
Neto e Kuga, 1982) dada por:

[r2<k+1 >] = E[ rZCk+1) 1, (4.4
v v

-]

onde © subscrito ¢ indica realizag¢fo, valor ocorrido. As

seguintes definic¢®es devem ser consideradas:
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= residuc calculado (realizacZo):

rlke+1) = y(k+1) — H(k+1) xCk+1) (4.8)

- res{duc verdadeiro:

rv(k+1) = r(k+12 - v(k+1) (4.6
Neste ponteo, convem recapitular as equacoes

dinamicas completas para um sistema linear Cou linearlzado)

discreto, conforme o Capitulo 2:

dinamica: ®Ck+1) = @k xCk) + G(kD wlk)

observacdc escalar: ¥yl = HCk) xC(k> + w(k)D

estat{sticas: Elw(k)l = 0, ELw(kdw'¢jd] = QCk) 6,
Elv(k)] = 0, E[v(kDIVvT(jd1 = RCk) 8,

Elw(k)v(3d] = 0, ElxCk) w(k)] = O
A seguir, mostra-se a dlgebra para a obtencio

da equagfo final de pseudo-medidas, A equagao do residuc da

observacac & dada por:

FCk+1D = HG+1) [ Ck D xCk I=xCk )T +GCk dwck > ]
+ v(Ck+1)D C4.7)

Entao, considerando-se a Equacao 4.6, o residuo verdadeiro
r (k+1) & dado por:

PLCkHD = HCK+1) [hCk M xCk D=%Ck D +GCK JwCk 3] (4.8)

@ portanto:
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Errj<k+1>3 = H(k+1) [ @CkIPCk I (k) + GCkIQKIGTCk) I

HTCk+1 ) C4.Q)

Quadrando-se a Equagao 4.6 obtem-se:

P2Ck+1) = r3Ck+1) ~ 2 rCk+1dv(k+13 + v2(k+1) C4.10)

As parcelas na Equaglo 4.10, devidas ac erroc de observagio,
s3c consideradas através da defini¢3o do ruidc:

it

N(k+1) 2 = 2r(k+1Dv(k+1) + vZ(k+1) - RCk+1) (4.11)

#

~ ' ~~ r :
@ a variancia da observacao. O ruide n assim

caracterizado estatisticamente (Rios
Kuga, 1882a) por:

onde R{k+1)

definido e Neto e

EL nCk+1) 1 = 0O

(4.12)
EL 9 Ck+1) 1 = 4 r2Ck+1) RCk+1) + 2 R%¥¢k+1)

Impondo-se a hipotese de consistencia estatistica

formalizada na Equagso 4.4 pode-se entaoc escrever:

r2Ck+1 d4nCk+1 d+RCKk+1 ) =

HCk +1 D@k DPCk DTk DHT Cie+1 )
+ HCk+1 D6Ck DQCk 36Tk DHT (k +1 )

Suponde-se que Q(k) & di agonal ,

a Equa¢3o acima pode ser
colocada na forma:

z(k+1) = MCk+1) qlk+12 + pCk+1) (4.14>
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com
2Ck+1) = r%(k+1) + RCk+1)
= HCk+1) @Ckd PCk) ¢ Ck) HTC(k+1) (4.18)
n 2 n 2
MCk+1) = [¢ L HG . FTHG .
; J j1 L j2
J=1 =4
n 2
D HG > (4.18)
. ir
j=1
onde H e G, i=1,.., » I s3o elementos do vetor H(k+1) e da
' Jr

matriz G(k) respectivamente. A Equag3o 4.14 ser& doravante
denominada de equagio de pseudo-medidas do estimador de
rulde adaptativo. O wvaler numérico da pseudo medida e
caleulado, para um instante k+1, pela Equagao 4.18. Lembrar
que os rik+1i) nas EquagBes 4.12 o 4.15 s¥o realizacdes,

calculadas através da Equacdo 4.5,

4.1.2 - IMPLEMENTACAO SEQUENCIAL DG RUIDO ADAPTATI VO

A equacio de pseudo-medidas contém todas as

informac@es necessarias para estimar as varidncias qCk+1),
Se a quantidade de pseudo-medidas m num dado instante &
maior que a dimensZo r doe vetor qlk+1), poede—-se estimar
gqCk+1) processando-se todas as pseudo-medidas em lote
("bateh"), cem um estimador por exemplo do tipo minimos
quadrados, Jj& que a matriz M(k+1) neste caso tem "rank"
igual a r. No entanto, isso nem sempre ocorre, de forma que
@ necessario ter-se algum critério para gerar a informacio
a priori, permi tindo ent.3o o processamento das
Pseudo—-medidas Sequencialmente via filtro de Kalman. Esta e
uma via légica, pois as rotinas de Kalman que Jj& estzo
sendo usadas Para processar as medidas, podem ser também
usadas para Processar as pseudo~medidas. As equac':'o'es do
filtro de Kalman aplicadas & estimag:;o do  vetor de

variancias do ruide no estado, qlk+1), atraves do
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processamento das chamadas pseudo-medidas z(k+1), s3oc dadas

por :

K C(k+1) = ﬁqck+1> MiCk+1) ~
q

<M(k+1>§q(k+1>M‘(k+1> + ELnZCk+1>1) (4.17)

qlk+1> = qlk+1)
* K Ck#1) [ 2Ck+1) - MCk+1) qCk+1) ] (4.18)
ﬁqu+1> = B_(k+1) - K Ck*1) MCk+1) B_Ck+1) (4.18)

onde qlk+1) e ﬁq(k+1) s8o a estimativa a priori de qCk+1) e
a coavariincia do erro na estimativa a priori,

respectivamente. A informagioc a priori é gerada por:

GCk+1) = @, 0 qckd C4.20)

P (k1) = 8,0k P (k) ¢: k) + WCk) (4.21)5

- onde ¢q(k) € a matriz de transi¢Xo da evolugio de gq entre
©s instantes k e k+1, e W(k) pode ser identificada como um
nivel de ruidec devide 3 precisZc de maquina.  Normalmente,
na falta de conhecimentc sobre a evolug3o temporal de q,
assume-se ¢q(k) =1 e W(k) = » Ihr onde » 2 O escalar.
Usualmente » = 0, mas pode-se por exemplo usar Yy = 1049,
cnde p é © numeroc de digitos decimais significatives do
computador. E também comum adotar-se &<o> = O na falta de

maior conhecimento do sistema.

Apés o] processamento de todas as
pseudo-medidas do instante k+l, a montagem final do vetor
q¢k+1), e consequentemente da matriz QCk) = diag.(q. ),

L

i=1,2,...,r 4 efetuada considerando-se:
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(4.22>

glk+1) para qck+1) 2 0
gCk+1) =

0 para gqCk+1) < O

4.1.3 - IMPLEMENTACAO EM LOTE C"BATCH"> DO RUfDO ADAPTATI VO

Esta & uma forma alternativa proposta neste
trabalho, que fundamentalmente seria equi valente a
implementagic sequencial gquando se assume que n¥o ha ruido
dinamico na estimativa de q (Wk)=0) e que a matriz de
transig¢io ¢q(k) ¢ a identidade. Portanto, trata-se de um
problema de estimagao de parﬁmetros. Neste casco, admite-se
um atraso na estimativa de glk+1), pelo menos até que o©
“rank" da matriz M(k+1) seja igual a r, ou em outras
palavras, suficiente observabilidade seja obtida.
Conhecendo-se a taxa de medidas no tempeo, pode-se acumul ar
as pseudo-medidas e ent3c processa-las em lote ("batch"),

via minimos quadrados:

m[ z(k) [ MCkD> ] ” nCk)D
m| zCs1> MCk+1 ) nCk+1>

I N e C4.23)
ml 2> | | Mekepy | | nkep> |

Aqui, nota-se que © ruido estd com indice temporal k+p.
Relaxando~se o formalismo hormal, assume-se q(k) = qCk+1) =

= q(k+p). Ent¥o, as custas de um atrasc inicial
correspondente ao indice P, estima-se q(k+p) que pode ser
considerado valide até o acimule de novas (p+1dm 2= r
pseudo-medidas, ou seja, até o instante k+2p. Nestse
intervalo k+p a k+2p usa-se &(k+p) como estimativa do ruido
9, Sem esquecer o teste da Equag¥o 4.22 (positividade das
variancias). Pode-se também incluir a estimativa anterior
de g e sua covariincia come informagdo a priori, tornande o
®Squema recursivo a cada P instantes. Detalhes da
implamentagSO podem ser vistos na Segzo 4, 2.
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Algumas considerag@es especificas do problema
de determinagZo de érbita fazem sSUpor gque existe uma certa
economia computacional ao se utilizar este método. Por
exemplo a transformagZo ortogonal de Householder ou de
Givens pode ser usada no método de minimos quadrados. Issoc

sera objeto de discussdes posteriormente (Secao 4.2.3).

4.1.4 - CALCULO DO RESTDUC PARA O RUFDO ADAPTATI VO

A aplicag¥o da técnica de estimacio
adaptativa do ruidec em sistemas ndo-lineares n3c apresenta
maiores dificuldades. Considere-se os seguintes modelos
nac-lineares de estado (continuc) e de observagio

(discreto):
X = £0x,L) + BCL) wlt) C4.24)
y<k) = hixCk),k] + vCk) C4.28)

Normalmente, as equagaes de estado do sistema
sde linearizadas e discretizadas para a aplicacdo, no caso
do filtro de Kalman, a estimaggo de seu estado a partir das
informacdes contidas nas observacdes. Este procedimento
gera o chamado filtro estendido de Kalman, onde a
linearizagZo das equagSGS de estado em torno de uma

trajetoria de referencia *x(t) leva a equacces do tipo:

SxCt) = FCLISx(L) + BCL dwt) (4.28)
onde
af (X9 t )
FCL) = [ ] ] C4.27>
ax x{=R{L)

Neste caso, o estado &x Passa a ser expressc em termos de
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desvies em torne de trajetorias de referencia. Da mesmna
forma, a linearizacioc am torne de §(t) do modele de

observacoces, Equacioc 4.25, fornece equacces do tipe:

SyCkd = HCkIédx(k) + v(k) {4.28)>
onde
dhl=xCk), k]
H(k> = [ ] (4. 29>
ik xikd=xck)

onde &y s3o desvios em torne de uma referencia .
Congsiderande que no filtre estendido de Kalman se utiliza
come trajetoria de referencia a estimativa mais recente do
estade, © residuc de cbservagzo calculado a partir da

estimativa em um dado instante k & dado per:
r¢k> = y(k> - hIxCk), k) C4.30)

Um ponto importante a ser ressaltado & o de
que normalmente a informag®c a priori inicial €0 nZo esta
proxima da trajetéria soclugdo de forma que o valor do
residuc inicial e grande. O filtre sequencial converge com
© tempo, e o© ruido adaptativo deve evitar a di vergéncia
quando o filtro ja operou nos dados relatives aocs instantes
iniciais. Entretanto, se nos instantes iniciais o estimador
de ruido e utilizado, ele tende a estimar um nivel de ruido
inadequadamente altoc e 4 provocar instabilidades, por
analisar os residucs e assumir que o filtro estA diverginde
quando tal n¥o est4 ocorrende =fetivamente, Deve-se
portanto dosar o estimador de ruides e consequentemente o
filtro de forma que o estimador n3o tente corrigir em um
tnico passo uma Suposta divergéncia. Rics Neto e Kuga

(1882) propde o Seguinte simples teste:

rck> =min [ rckd , 3 R*%(k)y 3 (4.31)
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Dessa forma, o residuc calculade a ser utilizado pelo
estimador de ruido tem um wvalor adegquado pois seu valor
maximo corresponde a 3 desvios-padrac do erro de medida.
Este problema se manifesta mais pronunciadamente em
sistemas n3o-lineares conforme experiéncias anteriorss.
Como a solugBo ¢ simples, eficaz, e n%o apresenta
praticamente nenhum custo computacional adiciocnal Cum
comande IF em Fortran), convem mante-lo mesmo para
problemas lineares quande a incerteza no estado inicial &
grande, ou as condigges iniciais saoc desconhecidas e,

portanto, exageradamente superdimensionadas.
4.1.8 - CALCULO DA MATRIZ G

Um outro fato importante que pode passar
despercebide & o acoplamento existente entre a matriz GCk)
@ o vetor H(k) definido na EquagEo 4.29. Considere que a
discretizagio de sistemas continuocs (lineares ou

linearizados) leva a sistemas do tipo:

SxC(k+1) = @Ck+1,k) &xCk)

k+1
* [ #Ck+1,4) BCL) wit) dt (4.32)
k
sendo  ¢(.,.) a matriz de transicac de estade do
sistema, Aqui, a matriz ¢ tem seus indices tempeorais
ligeiramente modi ficados em relacao a notacao

convenciocnada, A ado:::Eo de dois indices, por motivos de
clareza, permite expressar a dependéncia temporal da

matriz. Assim, @¢Ck+1,t) & a matriz de transicic entre os
instantes ¢ e k+1.

Unma primeira abordagem para resolucio da
integral consiste em considerar w(t ) como um

“step-process", isto e, constante durante um intervale de



- 72 -

Ay 4 b4 N
discretizacao, Esta aproximacac e valida desde que oste

intervalo seja suficientemente pequenc. Tem-se entao:
wit) = w(k) = constante para k < t < k+1 (4.33>

- , [l . s
Considerando~se wvalida a Suposicao acima, a integral do
segundo membro da Equacac 4.32 pode entac ser colocada na

seguinte forma:

k+1
I = j PCk+1,L) BCL) dbt . wlk) = G(kD w(k) (4.34)

k

A integral para G(k) raramente & ouU necessita ser avaliada
exatamente. O importants ¢ deduzir como ela deve ser para
que o procedimento de estimagfico funcione corretamente. Duas
simplificagBes possiveis dentre as mais comuns ser3o

analisadas a seguir,

Lembrande a expanszo Para a matriz de

transic¢3o:

¢ =1 +Fat +LFoa? . ¢4.385)
a aproximagao mais simples seria adctar ¢ = I (somente para
© calculo de G). Lembrande também que usualmente B(L) &

invariante no tempo (constante), ter-se-3 entao:
G(k) = B At (4.36>

E claro que esta aproximagZo para ser valida na pratica,
depende altamente da dinamica de sistema, pois se esta for
muito rapida, ela so podera ser considerada valida para At
muito pequenc, o que pode ser fisicamente nio realizavel.
No casc de determinaggo de drbita de sateélites artificiais

terrestres, a forma mais comum da matriz B &:




- 74 -

0 Nn=-rxr
B = —_— C4.37)

onde O ¢ a matriz nula, I & a matriz identidade, e r=3 ja
que, considerando-se o estado orbital do satélite oxXprasso
em coordenadas retangulares (3 coordenadas de posiggo e 2
de velocidade), as 3 primeiras equacces de estade sao

cinematicas e portanto exatas.

A segunda simplifica¢¥o custa um pouco mails
computacionalmente porém nao possul complexidade matematica
adicional. Basta lembrar que @Ck+1,k+1) = I, que ¢Ck+1,k)
jé foi calculade para ser usade na fase de propagagic do
filtro, e utilizar a regra do trapezio para aproximar a
integral de convolugfo:

Gk = (I + ¢Ck+1,k)] B At (4.38)

W L

onde @{k+1,k} & a matriz cheia que propaga a covariancia do

instante k ao instante k+i.

Nao raramente, o vetor H(k) contém muitos

elementos nulos e pode ser particicnado na forma:

HCk) = [ H H O ] (4, 38>
1 » 1 1 x n=-1

No caso de determinag3c de d&rbita, as observagc@es de
alcance ("range"), azimute e elevaglo nic possuem derivadas
parciais com respeito as componentes de velocidade do vetor
de estado expresso em coordenadas retangulares (ver

Capitule ), tendo-se portantc 1=3 e n=B, ocu seja:

H(k)> = [ H

ix3a oixBJ (4.40)

A andlise do termoc o = HCk+1) GCk) QCk)D GT(k) Hr<k+1) (vide

Equagao 4.13> langara luz a questil3o da aplicag3o da técnica
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adaptativa e © acoplamento entre as matrizes H e G.

. Ay
Supondo a primeira das simplificacoes
expostas acima para o calculo de G, @ considerando o casc

GSpecffico de determinacaoc de orbita, vem:

O
G(k> = B At , B = [ --2Zf:f (4.41>
I
r,r
Esquecendo momentaneamente os Iindices temporais, para
simplificar a escrita, vem:
o o} T
a = [HIO]|--DiEZ]| 4, o 1 1|-—- (4.42)
2 r,n-r T,
I , 0
r,r g

Para facilitar a compreensio, suple-se l=r (=3 no caso

especifico considerado) e ent¥o:

qi
qz
qr‘

Su seja, g ¢ indeterminado, pois neste caso o vetor M(k+1)
& nulo. A aproximagdo G = B At deve ser utilizada com
cuidade pois pode desfazer o acoplamente que deveria
existir entre as matrizes G e H, e retirar a

observabilidade da equagdo de pseudo-medidas.

A segunda simplificacZoe, porem, pode ser
aplicada para o mesmo problema. Primeiro, particiona-se 2
matriz de transigfo:

e P
¢ = 1oz (4. 44)

214 ¢22
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i ao n- - - & r x
onde ¢11 é de dimensao n-r x n-r, ¢1z & n-r xr, ¢21

n-r, e ¢zz & r x r. Desse modo, pela Equaco 4.38 tem—-se:

At G

G = — i = | 22 (4. 48)
2 Ia,a+ P22 .4

Logo

r r 2

a= ¥l (ZH 6 )X 1gq (4.48)
. . + L B
J=4 v=4

onde Hi. s3c as componentes n3c nulas de H, e th s3o as
componentes da matriz formada por ¢12At/2, de mode que o
vetor M(k+1) & “cheio" e depende das componentes nic nulas
de H e da submatriz ¢'1z' Desta forma, o acoplamento existe
@ n3oc desaparece virtualmente come no caso da primeira

simplificag3o,

Portanto, recomenda-se a segunda forma de
calculo para a obtenc¥o da matriz G em sistemas continuocs
discretizados (lineares ou 1i nearizados), que além de
calcular a integral para G com melhor aproxi magdo,
apresenta uma economia de 2r(n-r) “fl ops" (oper a-:;:'o"es de
ponto flutuante) para l=r, em rel agd8o & férmula completa
para M, Equag3o 4.16, devido i quantidade de c&lculeos do

somatorio interno ser menor .,

4.1.8 - CONTROLABILIDADE E A MATRIZ G
FelofxnDalda AL B A MATRIZ G

Sabe-se na pratica que, gquando o intervalo
de discretizaggo e grande, a aproximggo proposta na Seggo
4.1.5 (regra do trapezic) para orcélculo da matriz G
torna-se invalida. De fato, isto acarreta na quebra das
hipoteses de linearizagso. que aliada aoc crescimento dos
erros relativeos a aproximag:go da integral pela regra do

trapezio, tornam o crescimento da matriz de covariancia P




incontrolavel na fase de propagaciao. Para uma taxa de
amostragem de 1 Hz (i/seg), tal aproximagao mostra-se
perfeitamente valida para < problema de determinagao de
orbita. Porém, o mesmc nac se pode inferir se o intervalo
de discretizaggo for da ordem de minutos. A primeira
alternativa que vem a mente, & a diminuiggo do intervale de
discretizagzo para calcule da matriz G, para em seguida
proceder—-se a obtenggo da matriz G acumul ada,
correspondente ac intervalo total. Iste pode ser feito
devido ac fato de que a propagaggo da matriz de covariancia
entre os instantes de discretizaggo & linear, e o efeito
global em n intervalecs de amostragem corresponde équele gque
seria obtido com a aplicaggo de uma matriz de transiggc de
estado equivalente, correspondente ao produte das matrizes
relativas aos n intervalos. Para tanto, subdivide-se o
intervaloc de propagaggo At=tk+n—tk em n intervalos
genericos suficientemente pequenos. Mudando ligeiramente a
notaggo. por motives de clareza, a covariancia propagada no

intervalec completo At & dada por :
PCk+n) = ¢lk+n,k dPCkIpTCk+n, k) + GC(k+n,k dDQCk G  Ck+n, kO

com @¢Ck+n,k) sendo a matriz de transiggo de estado entre os
instantes tk & thﬁ, P¢k+n) sendo a matriz de covariancia
propagada para o instante k+n, e com QCk) considerado
constante durante este intervalo. Supondo-se que nestes n
instantes intermediariocs nio ha atualizacio da covariancia,
i.®., nenhuma obssrvagso e processada, nota-se a seguinte

recursao:

PCk+1) = ¢Ck+1,k> PCk) ¢TCk+1,k)
+ GCk+1,k) QCk) GT(k+1,k)
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PCk+2,k+1) PCk+1) @ C(k+2,k+1)

+ G(k+2,k+1) Qk) GTC(k+2,k+1)

PCk+2,k)> PCk) #T(k+2,k)

Pk +2, k+1 IGCk+1,kD QCkD GTCk+1,kdpT(k+2, k+1)
GCk+2,k+1) QCk) G (k+2,k+1)

PCk+2)

il i

+ +

SCk+n, k) PCkD @TCk+n, k)
+ ¢Ck+n, k+1DGCk+1,k) QCk> G Ck+1,k)pTCk+n,k+1)
+ pCk+n, k+2)6Ck+2, k+1 Dk DET (k+2, k+1 DT Ck +n, k+2

!
H

+ @lk+n,k+n-1) G(k+n~-1,k+n-2).
QCkD GTCk+n—1,k+n-2) @7 (k+n,k+n-1)
+ GCk+n,k+n-1) QCk)D GT(k+n,k+n-1)

PCk+n)

Comparando~se estas expressces com a equacao de pr0pagacao

da covariancia, a matriz G(k+n,k) pode ser calculada por:

™
Glk+n,k) = I ¢p(k+n,k+1i) Glk+i,k+i~1)

=4

Supondo-se ainda que cada G(k+i,k+i-1) pode ser aproximada
pela regra do trapezio (em outras palavras, Art,_t
intermediarioc & suficientemente pequeno para que seja
valida neste intervalo esta aproximacao), vem (vide Sbcao

4.1.8):
Glk+i,k+i~1) = [I+gCk+i,k+i~1)] B At{43

Logo, a matriz GCk+n,k), que contem o efeito da acumulacac

dos intervalos intermediarios, pode ser computada por

N
G{k+n,k) = £ {pCk+n,k+i d+d(k+n, k+i~1)] B Atfﬁa

izg

n-1
{pk+n, k) + 2 £ pCk+n,k+i) + I3 B ét-/E
=i
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Nota-se portanto, que esta subdivisic em
intervalos mencres requer o calcule das matrizes de
transi ggo intermediarias o o produto dessas matrizes, além
de acumular erros de tr uncamentoe ou arredondamento. Para
dar wuma idéia da dimensaco do montante de calcules,
supcnha-se Ltm intervaloe Att=1s. que e considerado
suficientemente pequenc na pratica (em daterminaggo de
orbita). Se o intervale de propagacac (entre obser vacdes)
for de 8 minutos ou mais (como na aplicaggo numérica da
Secdoc 8.5), ent3oc sera necessario o calculo de Bx60=300
matrizes de transigao PCk+i, k+i~1) intermediarias, além dos
predutos internos entre estas matrizes, para calcular, em
cada instante de amostragem, a matriz GCk+n,k) com um

s . g
minimo de precisio.

Este montante de calculos e considerado
inaceitavel, e amplia a complexidade do projeto do filtro
de Kalman. Com esta mctivaggo. propce-se o calcule da
matriz G usandc nches de controlabilidade. A principal
inSpiraggo para © calculo de G desta forma vem a partir do
artigo de Verhaegen (1988), onde uma subpartigao de G e
obtida de forma a tornar ©s termos de tendéncias ("bias")
de  vetor de estado controlavel. No caso presente,
pretende~se achar uma matriz G suficientemente pPequena
(norma 2 pequena) que ainda torne o sistema formado pelo
par (¢,8) controlavel. Para tanto, utiliza-se a particular
forma da matriz de transiggo do sistema, aliada a nogSes de
controlabilidade minima.

I} - )
No preoblema de determinacac de orbita, quando
a matriz de transigao e modelada considerando-se somente os
efeitos do gecpotencial (fcrga central, coeficientes Zonais

@ tesserais), observa-se que ela apresenta a forma:
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onde as particoes siac todas 3x3, e AL ¢ o intervalo de
propagagao. Os el ement.os apresentados como nulos e
unitarios resultam de calculos que forneceram estes
valores, a menos do valor epsilon do computador utilizado
{nimerc & que somado a 1 fornece o valor 1). Para precisac
simples em computader com palavras de 32 bits, 2079,
Logoe, interpreta-se 0 2 O+e e 1 = 1xe. A primeira
informaggo que salta a vista e o autovalor 1 de
multiplicidade 6 da matriz #. Nota-se ainda que ¢ tem
"rank" 8 ja que © ngo-singular € sua inversa pode ser dada

por :

ocnde os "zeros" e "uns" devem ser interpretados da mesma

forma.

Neste caso, a controlabilidade do sistema
formado por ($,6) pode ser facilmente analisada atraves dos
criterios de controlabilidade expostos no Capitule 8. ©
sistema (¢,6) & controlavel se e so se (Kailath, 1g80;
Paige, 1981):

rank (C) = rank [G , ¢ - XI1 = n
onde n e a dimensic do estado, € & a matriz de

controlabilidade, e A & o conjunto dos autovalores de @.

Coma A={1> com multiplicidade 6, a matriz C se torna:



onde todas as submatrizes sic 3x3, e s, ® 6, sao
partigSes 3x3 de G. E facil notar que, independente de G, a
matriz C tem pelco menos "“rank' 3. Se a matriz 621 tiver
“rank" 3, entdc a matriz de controlabilidade € tem “ramk®
5, @ a controlabilidade do sistema (¢,G) esta garantida. Um

forma conveniente para a matriz G &

I
ooe [ ]
I
que pode ser justificada pelas seguintes consideragﬁes:

- a particdo G, ® O, embora niao necessaria para a
controlabkilidade do sistema, P necessaria devido as
consi derag:ges feitas na Seg'é'c 4.1.8 (observabilidade das

pseudo-cbservacdes);

- © valor escalar ¢ possibilita a seleggo arbitraria
de uma matriz C proxima da deficiéncia de "rank®, ou seja,
¢ pode ser escolhida no limite da controlabilidade .
incontrelabilidade, atraves da analise da decomposiggo de

valor singular (Secdo 5.1).

A decompesicac de valor singular de ¢ foi

realizada atraves do programa MATLAB (Moler, 1980), e vale:

cC=ugzxyr

onde U & 6x6 ortonermal, V e 8x9 cortonormal, T e da forma:

e onde @, Sac os valores singulares de ¢. Se e, e pequenoc,

entdo C esta préximo da incontrolabilidade (“rank"(C) » 5),
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e © sistema ($,6) esta proximo da contreolabilidade minima,

Fara o caso da dinémica. de det,erminagao de érbit.a, < vale:

Logo, ¢ pode ser escolhido arbitrariamente pequeno, gquanto
menos controlabilidade se desejar, ou seja, a matriz C &
quase "rank" deficiente. O valor de G assim computado pode
ser mantido constante durante tode o intervalo de
filtragem, economizando drasticamente o tempc de calculo
correspondente. Veja exemplo de aplicacac numérica na Secao

8. 8.

Uma maneira convencional de abordar o
problema, é atraves do estudo do sistema em sua forma de
Jordan agregada. No caso particular em estude, o limiar de
controlabilidade pode ser facilmente determinado notando-se

que a equaggo discretizada do sistema, na forma

Fxl‘ 1 00y 00 in I'.ai 0 ©0

X, : 0100 yo0 x, o (?10 w,

X, (k+1> = 10 0 1 0 0y % k> + [0 O B" w, (kD
x, 000100/ |x B, 0 O .

X, 000010 Xy o 1320

EM _000001_] e o 0 (?ZJ

pode ser tratade como tres sistemas independentes de
dimensdc 2. Cada variivel de posicao (s X0 %) SO se
relaciona com a respectiva variavel de vel ocidade
(x‘, xs,xa) ® & respectiva parcela de ruido, sendo
independente de todas as outras variaveis de estado e
componentes de ruide. Ou seja, a equag¥o a difer engas do
sistema & equivalente ao seguinte conjunto de tres equacdes
a diferengas bidimensiocnai s: ’



[ % ] (1 -X‘ ] rﬁ’_ )

P lck+1) = Nl [ DI A w (k)
_x‘_ .0 1 -d b "J b 2-
[ % ] (1 2 7 [ x [ 2

2 I(k+1) = Xz Ck) + ﬁ‘ w (k)
i xs ] i o 1 i L s L 2 ]
EX EREANES 8, ]

¥ [kk+1) = xa Ck) + . w, (k)
.x".J MRS B S | L 2z

ou, em forma mais compacta:

x. 1 y x. ﬁ; i=1,2,2
x, Ckﬂ}:. o 1 x | <KD+ a | WSk =4,5,8

1 2

As equacdes do sistema linearizado
discretizade em estudo, considerande as simpliflcacoes
efetuadas no modelo matematico adotade para a orbita do
sateélite, consiste entiac em um conjunto de tres sistemas
bidimensiocnais idént.icos. completamente desacoplados entre
si. Com isto, a determinacgo do limiar de controlabilidade
do sistema recai na determnacao do limiar para um sistema
de equacoes a diferengas de dimensio 2, cuja solucao a
partir da utllizacao direta da matriz de controlabilidade &
bastante simples. Essa matriz para cada sistema
bidimensicnal e dada por:

3 ﬁ;-zfﬁz

1

3 f3

2

2

O sistema e controlavel se e somente se o

"rank" de C for igual a 2, que no caso & equivalente a:

det <C) = -4 ﬁ’: # O

Loego, confirmando © resultadoe obtido acima, o sistema

encontra-se operande no limiar de controlabilidade quando
ﬁ;+ 0. '
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Uma outra maneira alternativa de se detectar
a fronteira de controlabilidade do sistema seria atraves da
utilizaggo da forma alternativa da condigzo de
controlabilidade completa de estado de sistemas linesares
(Ogata, 1970). Se a matriz de transigzc do sistema possui
todos os autovalores hi. i=l,2,...,n, distintos, entac e
possivel encontrar uma matriz de auto-vetores T nao

singular tal que:

¢ T = diag. [kil.
Definindo z = T 'x, entic por substituicdc na squacac a

diferencas do sistema, pode-se escraver:
zCk+1) = T T 2¢k) + T w

Como a matriz qub T & diagonal, ent3c um dado componente
do vetor z, e consequentemente da variavel de estado x, naoc
pede ser controlade caso todos os elementos da linha
correspondente da matriz T g sejam nules. © sistema &
completamente controlavel deste modo, se nenhuma das linhas

de TG possuir todos os elementos nul oSs.

No casc da matriz $ nao apresentar todos os
auto-valores distintos, entio nio & possivel proceder-se a
transformacao de variavel que leva & obtencdo de um sistema
com matriz de transigio diagonalizada, Pode-se poreém
efetuar uma transf'ormagao para a forma canonica de Jordan.

Em tal caso, as condigSes de controlabilidade completa sao

as seguintes:

—cada bloco de Jordan deve estar associado com um

autovalor distinto de qualquer outre bl cco;

—cada linha de T g que corresponda a ultima linha de
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qualquer bloce de Jordan, nae possue todos os elementos

nul os.

No casoc em estude, a aplicacac degta condlcao
alternativa ao sistema de dimensac 2, que compce o sistema

global, resulta em:

| e |
N N
Lt o
e d
f
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Observa-se entio que cada sistema desacoplado e control avel
2 a 2 e, portante, o sistema global e compl et ament.e

controlavel se:
= 0 =2 0
N = 3,
que concorda com resul tados anteriores,

Deve-se destacar que © sistema original &
continuo e nao-linear. A controlabilidade foi estudada para
© sistema resultante do processe de linearizaggo e
discretizacgo do sistema original. Desse modo, quande se

diz acima que o sistema e completamente controlavel, isto
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se refere ac sistema resultante da aplicagso do processo de
linearizacio em torne da estimativa mais recente, que
supce—-se valideo por um intervalc de discretlzacao Toda a
analise de controlabilidade e portante valida durante cada
intervale de discretizagac. devende por isso ser entendida

como controlabilidade local do sistema nao-linear original.

Estes metodos de formacdo da matriz G para
sistemas continucs discretizados de mode a garantir um
minimo de controlabilidade, supde a utilizacao conjunta de
alguma técnica adaptativa de estlmacao do nivel de ruide
dinamico, pois, desde que G garante controlabilidade
minima, o estimador adaptativeo se encarregara naturalmente
de dosar (aumentar ou diminuir) o nivel de ruido
adequadamente para evitar a divergancia Para o problema em
estudo, a peculiar ferma aproximada da matriz de trans;cao
¢ facilitou o calculo de G. Porem, sabe-se que um criterio
sistematico para selagao de G tem sido pesquisado (veja
e.g. Fleury, 18885) com certa margem de sucesso, sem no
entanto utilizar o conceito de controlabilidade minima, ou
Seja, a nocac de distancia entre um sistema controlavel e
incontrol avel (Paige, 1981). Esta noggo. em conjunto com a
decomposicao de valor singular, pode possibilitar um
procedimento metéodiceo para calculo da matriz G (que o autor
deixara para trabalhos futuros, por forga das

circunstanciasg presentes),
4.2 ~ FILTRO ADAPTATIVO UD

Esta se¢do propBe-se a implementar o
estimador adaptative quando utilizado em conjunto com o
filtro UD (veja Seclo 2.2.3). O filtro UD & considerado um
dos algoritmos de filtragem mais estiveis numericamente, e
portante dos mais insensi{veis a erros de truncamento
devidos a limitag¥o de comprimento de palavra em

computadores digitais. Este algoritme nao possue operacdes
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de raiz quadrada, além de ser competitive com o filtro
convencional de Kalman em termos de complexdidade {(custo)
computacicnal. O custo adicicnal & menor que S0% na pratica
@ pode vir a ser praticamente equivalente ao do filtro
convencional se estruturas peculiares de determinadas
aplicagSGS, tais como esparsidade de matrizes envol vidas,
matrizes com muitos @lementos nulos, matrizes diagonais,
s@c explcoradas convenientemente (Bierman, 1981a). Nas fases
de propagagfo o atualizag¢io, o filtre UD utiliza os
tradicionais algoritmos descritos na Seg3ic 2.2.2. Ja com
relag3c ao processamente das pseudo-medidas no procedimento
de ruide adaptative, pode-se tentar explorar com vantagens
© modelo adotado para a fase de propagaggo para diminuir a

compl exidade computacional,

4.2.1 - CALCULO DA PSEUDO-MEDI DA

Em rela¢Zc ac filtro convencional, alguns
Calculos adicionais devem ser efetuados para estimar o
ruide q, quando a técnica de ruido adaptativo @ utilizada.
A dinamica completa do sistema (suposta linear ou

linearizada) deve sar recapitul ada, para lembrar <
significado dasg variaveis:

estado continuo: Q(t) = F(L) xCL) + BCL) w(t )

discretizado: xCk+1 D = #Ckd (kD + Gk ) w(k>

estatistica: Elw(k)] = ¢

Elw(k) w'(jd] = QCk) 8,

J

obser vacces discretizado escalar: y(kJ = H(k) x(k) + v(kD

estat{istica: Eflv(k)] = 0

»

ELvCkOvT(idl = RCKk) 8,
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[aTalal

S3o dados os fatores 6. B (com 3 = UDU), a
matriz de transig3o ¢, a matriz de ruide B (nxr), o residuc
calculado r=y-Hx, o wvetor H do modelo da observag3o, a
varidncia do ruido de cbservagZo R, a variancia do ruido da
pseudo-medida E!fnzl, a covariancia do erro em gq anterior
gq, @ O vetor de ruide dinamico anterior a (os indices
temporais foram omitidos para simplificar a notaggo, jé Jque
aquf nac sao essenciais). Deve-se inicialmente preparar as
variaveis auxiliares para o estimador de rufdo adaptativeo,
onde em notacaoc de programacac computacional o simbolo x: =y
significa carregar o contetdo de ¥ na posiggo de memoria

correspondente A4 variavel

A 2 HePS™HT .= HeUDU & LT 4. 47a)
z :=r? + R - ? (pseudo-medida) (4.47b>
A
G = [gt,...,ng (usado no filtro principal )
= [I+¢1BAL2  (Secdo 4.1.8) ou
I . (4.47c)
= o [ -—=- ] (Segao 4.1.8)
I
M =1 (Hg )% CHg, >%:...: (Hg >?)

n 2 ™ n
=[(2HG,1) (£ HG > CZTHG >2]
j=g 4 j=g 3 32 jeg AT

(4.47d)
a:= Mg (4.47e)
Eln*) := 402 2

N 1= 4r°R + 2R (EquagXo 4.12) C4.47f)

C objetivo das tabelas que se seguem (Tabelas
4.1, 4.2, 4.3) & verificar o impacto adicional ao Se

implementar a técnica de ruideo adaptativo em conjunto com o
filtro de Kalman.
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A Tabela 4.1 mostra a quantidade de operagSQS
("flops") adicionais para preparar as variaveis para o
eztimador de ruide édaptativc. correspondentes a m
pseudo-medi das. Un "“flop" ("floating point operation®)
significa 1 operacac de multiplicacae ou divisio =+ 1
operacac de adicao ou subtracasc + eventualmente troca de
valores entre variaveis (x: =y ), Operacionalmente, conta-se
a quantidade de multiplicagges e divisdes para quantificar
© nimero de “flops", ja que estatisticamente comprova-se
que a gquantidade de adigSes e subtragaes e aproximadament.e
igual a de multiplicacdes e divisdes (Golub and Van Loan,
1983). A operacac ¢Pg¢’ ou DU o a montagem da matriz G
nao foram incluidas na contagem, pois esta sera avaliada de
qualquer forma no filtra principal. Uma das colunas mostra
© numerc de "flops" necessario quando a implementaggo @
convencional, e a outra coluna, quande se utiliza o
algoritmo UD. Todas as rotinas foram otimizadas para levar
em conta estruturas simetricas, triangulares e diagonais
das matrizes. Unma economia adicional pode ser obtida na
Equaggo 4.47d se o vetor H contiver muitos elementos nul os
(Sagzo 4.1.8), ou a matriz o for esparsa tambem com mui tos
elementos nulos. Nota-se que a implementagac UD & mais
economi ca pois e Proporcional a O,E5mn? "flops" ao passo que

N .
& convencional e proporcional a mn?.
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TABELA 4.1

“FLOPS" PARA PREPARACAO DE VARIAVEIS DO RUIDO ADAPTATIVO

Equacao Convencional up

4. 47a n®+n O,Snz+1.5n

4.47b 1 1

4. 474 i+l dr (n+1)r

4. 47e r r

4. 47¢ 8
total para m m (n®+n+6+ m(0.5n2+1.5n+6+
pseudo-medi das +nr+ar ) +nr+2r )

4.2.2 - IMPLEMENTACZO SEQUENCI AL UD DO RUIDO ADAPTATIVO

Nesta implementac3c, usam-se as equacdes do

filtro convencional de Kalman para estimar q,

seguinte filtro secundario:

propagacac:

0>
1
00

o>
H
o
+
=~
H

iy P iy T 2
K = P Moo (MP +
q a ¢ o M Eln~1)
a = q + Kq (z - a)
-~ -~ e
) o4 =P ~-~K MP

por meio do

(4. 48a)

(4.48b>

C4.49a)

(4.48b)

(4. 49¢)



g. :=q20, i=l,...,r (4. 49d)

Pode-se também utilizar o algoritmo UD para
estimar g. A principal motivagdo para isso, seria a
disponibilidade das rotinas que implementam o algoritmo UD
para processamento das medidas, sem necessidade de criag8o
de rotinas adicicnais; e a manutencao de precisic numérica
consistente com o filtre principal, que supde-se ter sido
implementado via fatcrizagZo UD. Neste caso, usar-se-iam os

fatores U e D ao invés de P (=U Db UT).
q q q Qa9 q

As Equacoes 4.48a~4,. 484 de atualizacao sao
entao implementadas atraves do algoritmo de atualizacao UD
Jja descrito (Capitulo =2, Secao 2.2.40,

Ja  a Equag3a 4. 48b para propagagic da
covariincia Pq muda entao para:
U D U :=u D U + » I (4.30>
9 a9 q 9 9 q r,T
O calculo dos fatores UD, levando em conta a
estrutura particular da Equagso 4.850, peode ser bastante

otimizado, come se prova a seguir. Seja:

C& = p diag.(O....,O,l,O,...,O)
[ e
n, n,
onhde n, e o nimero de zerocs antes do aparecimento da
unidade, n, é o ndmero de zeros depois da unidade, e

n1+1+n3=r. Sejam os fatores 9] 0] particicnados
apropriadamente:
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U u U « n D O 0 “«n
11 142 %9 1 1 ‘ t
U = 0 1 u « 1, D= C d o 1
23 2
O O U +n 0 o} D «n
33 3 3 3
rTorr *r T
n1 1 na h1 i na

Ent3o, por substituigao direta na Equagso 4.50 nota-se que:

~ ~ ~ fal
= = = » = 4.
Uaa Uaa’ v, U, Ula U‘3 D3 Da (4.81a)
~ -~ dz
d =d_+3» , u = =y (4.81b)
2 2 12 3 12
2
~ ~ AT T dz T
U DU = U DU + ¥ =~ u u (4.81¢)
114 4 11 11 4 11 4 12 12

onde as variaveis sem circunflexo siao as variaveis
originais componentes de U e D. Coneclui-se dai que as
particoes correspondentes As linhas.colunas n, nao sofrem
alteragao. e as partigoes correspondentes As linhas.colunas
n, podem ser resolvidas pelo algoritmo UD de “rank" i1 (ver
Apendice B), conforme Thornton e Bierman (1980) e Bierman
(1977). © algoritmo otimizado que implementa a Equacao
4.80, atraves das Equacoes 4.851a-4.51¢ tambem estio
descrltas no Apendice B.

Entretanto, muitas vezes tem-se notado que e

desnecessaria a inclusiao da covar;anc;a ¥ I ; ou seja, y
r

'

= 0. Daf, o problema reduz-se a um estimador de parametros
recursivamente implementado atraves da forma de Kalman.
Deve-se evitar o caso ¥ ® O guande possivel, para salvar

cperacoes quando se utiliza a implementacao uD,

A Tabela 4.2 mostra a quantidade de "“flops"
necessaria pPara implementar o filtro do ruido adaptativo,
para »=0, correspondentes 4 m pseudo-medidas. O total de

“"flops" para a atualizacdc foi retirado de Bierman (1977).
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TABELA 4.2
IMPLEMENTACAO SEQUENCIAL DO RUTDO ADAPTATI VO

Faseo Convencional ubD
propagagzo - -
atualizacao 1,5rz+4.5r+1 1,5rz+8,5r

total para m m(1.5r2+4,5r+1) mCl,Br%4+6,8r )

pseudo—medidas

4.2.3 - IMPLEMENTACAO EM LOTE DO RUfDO ADAPTATIVO ATRAVES
DE_ORTOGONALIZAGAO
LE_ORTOGONALIZACAQ

Neste tipe de procsedimento, acumulam-se as
pseudo—observagSGS em uma quantidade referente a p+1
instantes, ate que (p+1)m2r, onde m & © numerc de
pseudo-medidas a cada instante, ©® r & a dimensao do vetor

de ruido q:

m[ z¢k)> ] [ MCk) ] [ nCk> 7
m| zCk+1 > MCk +1 nCk+1 >

; = "—E”_- qCk+p) + _—EH-‘ (4.82)
| zCkopd | | Morepo ) | nckep> |

Supcnha que haja 1nfcrmacoes a priorij q(k—l)
- P (k—l) advindas do processamento anterior. EntzZo, o

1nd1ce de performance ponderadoc com 1nformacao a priori g
0
& S fica:

Iz = Mg )2 4y 94 ~ a |2 (4.83)
Q

onde as matrizes de peso W e S sac as correspondentes ao

ruide da pseudc-medida, o a covariancia anterior:
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W = diag. ( 1/E(n71 > , i=1,...,(p+ dm (4.54)
S = P 'k-1) (4.58)

o q
Entac, de acordo com o Capitule 2, aplica-se uma

transformacdo ortogenal T, tal que:

4
12
=g | e e |
" wixzz « (p+ri’m
,
+
[ S:/z - r 2
B vl PR (498
1 r
Y +
z Jer M1 « r 2
=i -2 -] == q | (4.57)
L Z, 1+ prsom o] + (p+idm
=z -Ma Pz, )2 (4.58)

Portanto, a solugao de minimos quadrados satisfaz:

M = =z

1 1

A

onde M1 @ r'xr triangular superior,

Un ponto importante a ser observade e o

- -~
calculo da covariancia. A covariancia apévs a

ortogonalizagao. se desejada, pede ser calcul ada por:

P = (M MM
i 1

" {4.59a)

q 1 g (4.5g9b)
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Cbservandc o processo de ortogonalizagzo, nota-se que nunca
a covariancia explicita e necessaria, bgstando somente &
matriz M, pois M, € uma matriz raiz quadrada de P;f Para

S proximo passo, a infcrmagzo a priori so depende de Mﬁ

s = M (4.60)

a 1
Deste modo, & nontagem das matrizes antes da
ortognnalizaggc pode ser efetuada a partir da matriz
triangularizada anterior. Este carater recursivo deve ser
explorado. Este fato n3o & surpreendente quande se faz
analogia do méetode de mi nimos quadrados recursive com o
filtre de Kalman. O métode de minimos quadrados e
exatamente © filtro de Kalman sem a influéncia do rulde de
estade, com a matriz de transicdo igual & matriz identidade
(um simples estimador de parametros). Neste caso, o
desenvolvimento das aquagSQS de minimos quadrados leva a
forma de Kalman, que nada mais @ que a fase de atualizagao
do filtro de Kalman.

Se a informacdo a priori S;/z (rxr) estiver
disponivel, pode-se processar cada pseudo-medida
Sequencial mente (minimos quadrados recursivo), pois

necessariamente a matriz:

<+
S;/z + r
W‘/zM + 4

tem “rank" r, ja que S, & definida positiva (ver Capitulo
2). Lembrar tambem que a preparaggo pPara implementar este

procedimento excluyi o] célculo da Equacio 4. 47e.

A Tabela 4.3 mostra o numero de "flops*" gasto
para essa implementaggo em lote do ruido adaptativo,

atraves de ortogonalizaggo de Householder, onde l=(p+1dm e
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o simbole (¥ ) signifiea operacac de raiz quadrada. A
quantidade de "flops" para a crtogonalizaggo refere-se a
implementagso sugerida em Lawson e Hanson (1974), conforme
o Apendice A. Nota-se que o algoritmo @ competitive com a

forma sequencial de Kalman (Tabela 4.2).

TABELA 4.3

IMPLEMENTAGAO EM LOTE DO RUIDO ADAPTATI VO

Caleulo “"flops"
montar S;/zqo 0,8r%+0,8r
montar W' 3%M ri + L ¢V
montar W' %z L
ortogonalizar e r3/3+2r2+8r/3+
achar Mt' 200 % +1(r2+2r) + r¢v )
Calcular &-‘-‘M: ‘z1 0,5r%+0,8r +1

total para 1 r? 3+3r %4110 341 4
pseudo-medi das +l(r2+3r+1)
+(r+13C¥ )

4.2.4 - ANALISE DO CUSTO ADICIONAL DA IMPLEMENTACKO
ADAPTATI VA

Levando-se em conta todas as operagSes
aritmeticas expostas nas Tabelas 4.1 a 4.3, pode-se
calcular o custo adicional quando se implementa o estimador
de ruido adaptativo, O objetivo e esclarecer que a
implemantagio computacional da tecnica de rufde adaptativo,
quandoe realizada de maneira consistente como na saqu%ncia
proposta, nao introduz impacto significative no processo de
estimagso global, a ponto de inviabilizar sua utilizagEo.

Lembrar que (1= algoritmos exploram todas as
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particularidades do problema, minimizande o© numero de
"flops", e ac mesmo tempo produzinde precisic e estabilidade
numérica no caso do filtro UD e da ortogcnallzacao de
Householder. A Tabela 4.1 mostra o total de operacoes
necessario para calcular o ruide adaptativamente, onde n e
a dimensio do estado, m @ o numero de obsarvacoas, er e a
dimensaoc do ruido dinamico. Para o calculo de "flop“s da
implementagao em lote, supos—se que o filtro principal esta
mecanizado na forma UD, e o processamento é recursive a

cada instante, i.e., l=m C(ver Seggo 4,.2.3).

TABELA 4.4

OPERACOES PARA IMPLEMENTACAO DO RUfDO ADAPTATI VO

Calculo cony. uD em lote
preparar min®+n+6+ m(O,Bn%+1, Bn+ m(0,Bn%+1,Bn+6+
pseudo- +nr+2r ) +8+nr +2r ) +nr+r)
medi das

| processar mc1,5r24+ m(1.5r2+6,5r) r3/3+3rz+11r/3+1+

Seudo-~-
s | s bnce s
+({r+m) (¥ >
m(n®+n+7+ | m(0,8n%+1, Bne+ r2.3+3r% 4110341 +
total +nr+1,8r %4+ | 4genr+1, 802, +m(0, 8n%+1 ,Bn+7+nr +

+8,5r ) +8,8r ) +r 2440 D4 Cr+mdCY

Convem considerar a quantidade de operacoes
Para se implementar o filtro pPrincipal, segundo Bierman
(1877), e Thornton e Bierman (1880):

R
Propagacac

convencional : 1,5na+0,5nz+rCO.5nz+1.Sn)

Gram-Schmidt UD: 1,5na+n2+0,5n—1+r(nz+n)
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A fase de pr opagac;zo ndo inclue o calculo da estimativa
propagada x = ¢x. pPois no filtro estendide nZo-linear ela &
obtida por ocutros meios Canaliticamente ou por integragdo
numérical. Para o filtro linear discreto, basta somar n®
"flops™ ao total dessas opera¢Bes, case so deseje

considerar tal operacgXo,

atualizacao
convencional: m(1,6n2+4.5n+1)
fatcrizaggo UuD: m(1,5n%+6,5n)

A Tabela 4.5 mostra o custo adiciconal em
termos percentuais para se implementar a técnica de rufdo
adaptative. 0O custo o calculado pela relaggo entre a
quantidade de "flops" para o ruide adaptative e a
quantidade de "“flops*™ para o filtro principal Cpropagacac +
atualizagao). A operacao Y foi assumida como equivalente a
4 "flops*, embora esta equivalencia possa variar

ligeiramente de computador para computador.

Nota-se que o© custo adicional naturalmente
decresce para r<<n. A 1mplementacao D e surpreendentemente
tao ou mais economi ca que a 1mplementacao convencional do
ruide adaptativo, devido ag particularidades dos fatores UD
(triangular superior unitaria e diagonal), pois o calcule
da pseudo-medida & mais economi co neste caso, conforme a
Tabela 4.4. A 1mplemsntacao em lote do ruide adaptative e
competitiva também com a UD, quando a crtcgonalizacac de
Householder e utilizada, Principalmente para altos valores
de m. A J.mplementacao em lote pode se tornar bem mais
economica se ela for utilizada somente a cada !=(p+1)dm
passos; ou  seja, somente apos se acumularem e se
Processarem o lote de (p+1m pseudc-medidas os valores de q
sao rencvados (estimados ). Neste caso, como a

ortogonallzacac de Householder somente e calculada a cada
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p*l passos (cada passc com m medidas) correspondentes a p+l
instantes discretos, a economia o substancial. O fator que
pode tornar desinteressante a lmplementacao em lote do
ruide adaptativeo & a necessidade de uma rotina adiciocnal de
ortogonalizacao. aoc passo que a implementacao UD ja usaria

as proprias rotinas existentes no filtre principal.

TABELA 4.8

CUSTO ADICIONAL PARA IMPLEMENTACAO DO RUIDO ADAPTATIVO

caso n m r conv. uD lote
1 1 1 1 1,64 1,88 2,80
2 3 3 3 1,00 1.02 1,14
3 3 1 2 0,48 0,83 0,82
4 3 1 i 0,33 0.29 0. 41
=} 8 & 5 G,84 0,80 0,88
& 5 & 3 C,87 0,582 0,80
7 B 4 c O, 48 0,42 0,43
8 5 2 3 O,z8 0,27 0,32
Q &8 1 3 0,186 0,18 0,24
10 Q & [+ Q, 47 0,47 0,456
11 Q 4 8 0,338 0,36 0,39
i1z 9 2 & C,20 C,21 O, z28
13 g 1 8 o,11 0,11 o,21
14 =] & 3 C,36 0,30 o, 29
i8 Q 4 2 0,z8 0,23 0,24
16 @ 2 3 0,18 0,14 0,186
17 aQ 1 3 0,03 0,08 0,11

Os casos de & a 17 s3o particularmente
interessantes, pois sdac casos t{picos que ocorrem em
problemas de determinacao de érbita, onde o vetor de estado
a ser estimado seo compde das 6 component.es cartesianas da
p031cac @ da velocidade do sateéelite, Os casos B8-9
correspondem as 6 coordenadas cartesianas, m observagaes. <
3 ruides nas componentes de veleocidade. Os casos 10-17

correspondem as B coordenadas mais 3 parametros ("bias",
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aceleracdes nao-modeladas por exemplo) a serem eostimados,
s,

o’ -~ -
com ruide nos parametros e-cu ruides nas componentes de

vel ocidade.

Conclui-se que, no pior caso, o custo
adicional para implementacac da técnica de ruide adaptative
& eom geral mencor que B0% do custoe do filtro principal,
podende chegar a =~ 15% no melhor caso (caso @), para
problemas de daterminagao de orbita tfpicos. Alem disso,
por veiss a implementagSO do estimador de ruide adaptativeo
na forma convencicnal empata com a forma UD. Nac obstante,
devido a suas caracteristicas de precisaoc, a forma UD e
sempre preferivel. Analises de tempos de CPU (“Central
Processing Unit") gastos efetivamente no problema de

determinacdo de érbita serio deseritas no Capitule &,

4.3 - SUAVIZACXO UD

O suavizador mais atraente do pento de vista
computacional é o proposto per Bierman (1983), que requer
POUcs  armazenamento de variiveis advindas da filtragem,
embora necessite modificar ligeiramente o© algoritmo de
propagagdc do filtro de maneira a acomodar e armazenar as
variaveis apropriadas. Basicamente, trata-se do sSuavizador
RTS, Rauch-Tung-Striebel , descrito no Capitule 3, porém com
© processoc de calculo medificade convenientemente para
produzir um suavizador que necessita de poucas informages
do filtre. A recursio resultante para a covariancia
Suavizada torna-se quadratica (Equaggo 4.87), e é portanto
mais estavel numericamente e eficiente computacional mente
do que a forma original de RTS para o calcule da matriz de
covariancia suavizada. A idéia principal consiste em
processar cada componente do ruido dinamico Sequencial mente

no filtro, o armazenar certas variaveis intermediérias.
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Seja a equagio de propagagio da covarifncia

no filtro:

P=gPeo"+6qdl ¢4.61)
onde sup@e-se Q = diag (qi,...,qr). E senpre possivel
colocar Q na forma diagonal se esta far uma matriz cheia,
através de uma fatorag3o livre de Choleski do tipo UD, com
Q = AéAT, onde A é triangular superior unitaria e Q &

diagonal. Ent3o:
Q6" =6Aa8ATG"=G3&T C4.82)

e Q & diagonal, com a matriz G incorporando o efeitoe da

diagonalizagio.

O processamento sequencial do ruido de estado
processa uma componente da diagonal da matriz Q a cada
passo. Primeiro, particiona-se a matriz G em r vetores de n

componentes, n sendo a dimens3o do estada:

G = [91""’grj (4.83)
Ent3o, percorre-se uma malha ("loop*”) r vezes, onde a cada
vezZ que a malha & percorrida, a covarilncia incorpora o
efeito do ruide g, » i=1,...,r, componente da matriz
diagonal Q;

T .
:=P+q" gi. g‘-' ’-L=1D---)r

™

Este processamentao sequencial do rujde q é a

principal motivagao pPara o suavizador proposto por Bierman
(1983),
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4.3.1 - SUAVIZADOR DE BIERMAN

A estimativa suavizada do estado, *Ck-N), & a
respectiva matriz de covariancia do erro, P(k-N), no

suavizador de Rauch-Tung-Strisbel (RTS) s3o calculadas por

(Capitule 3):

R(kAN) = %C(k) + CCkD> [ XCk+1 N) - xCk+1) 1

PCRAND = PCk) + CCkD [ PCks1oNY - Bck+1y 1 c%¢xd

onde %, P, %, e P sac o estade e a covariancia propagados e
atualizados no filtro de Kalman, e C(k) & chamado de ganho

do suavizador.

© ganho do suavizader RTS depende das

covariancias de filtro na seguinte forma (ver SecXo 3.1):
GCkD = PCkD @TCkd> B icka1) (4.64)

A partir daqui, varias passagens algebricas
omitidas no texto estic provadas no Apendice C, pois estas,
se colecadas aqui, o que o perfeitamente dispensavel,
dificultariam a compreensic do texto, Cumpre ressaltar que
© artigo de Bierman (1983) nac contém nenhuma destas provas
mostradas no Apendice C, que por sinal mostraram-se mais

complexas do que o @speradc a primeira vista.

Para cada componente do ruido de estado q,

1

define-se um ganho recursive do suavizador {(ver Apéndice
[op P

g T,-1 _ T
Ciwe TP P+ qggli™ =1 - X9, V) (4. 685)

com
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Vi TP9 s A =g /A *qvig) (4.86)
onde o indice I representa o efeito da inelusio sequencial
da componente de ruide q,- Esta transformagZo de "rank" 1
para o ganho C: aparentemente necessita da inversZc de PU
porém, como © que se deseja ¢ o vetor Vo nac se calcula
explicitamente a inversa de PL {para se resolver sistemas
de equagSes lineares do tipo Pv=g nioc se necessita
explicitamente de inversac matricial). A  estimativa
suavizada modificada e a covariincia suavizada modificada

s3o ent3o calculadas por (ver Apéndice C para as provas):

X, = 3 + g & (4.87a)

L T+ 4 L [
T - S

S = A v, [ xC(k+1) - x ] (4.67b)
1 LT L+ 4

oL N _ T. o% _ T.T T

Pt = (I xigLvL) Pt+‘(I Rtgtvt) + thtgt {4.87c)

para i=r,r~1,...,1, onde X é a estimativa propagada do

filtro para o instante k+1 em questX¥o, o Indice i

representa a influéncia da componente de ruide g,
v

i=r,...,1, e as condigses iniciais para as recursces sio:
~ ~ A*, -~
X = x(k+1N) » P = P(k+1N) (4.68)
r+4 red

Nota-se ent3o, que durante © processo de Propagagio do
filtro, as novas varisveis k“ v, devem ser armazenadas
dentro do processo de incorporagio sequencial do rufde de
estado. O processo completo de propagagfe da covariincia na

fase de filtragem fica:
P:=¢P ¢ (4.89a)
para i=l,r

rotina para achar v. com P v, =g (4.69b)
L
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T
;= 4, 88c)
Ai. (=g 7 (1 =+ qui.gi.) { c
armazenar kt’ v, (4.869d)
= = T
. = . B3
P P =+ qi.gi.gi. (4 o)

fim da malha

Portante, armazena-se x, & r VeZes vi_ (vetor nxl) < )‘i,
(escalar) para utilizac¢Zo no suavizador. Se os vetores g,
tambem

¢ gasto computacional adicional

Ead ~ -
naoc sao constantes, entao os g, devem ser

armazenados. Como se ve,
@sti no calculo dos vetores v, @ dos escalares )\i' A Tabela
4.8 mostra o custe adiciocnal na fase de filtragem para
calcular e armazenar A e v, na implémentac;zo convencional
(sem fatorizaggo UD> do suavizader de Bierman €1983). A
contagem para calcule de v, nha Equaggo 4.6809b foi retirada
(1974). Se o

¢ "ums", pode-se obter uma economia

de Bierman vetor g contiver estruturas
L

peculiares, com “zerog*

adicional no calculeo da Equacac 4.50b.

TABELA 4.8

GUSTO ADICIONAL NA FASE DE FT LTRAGEM CONVENGCIONAL
R D0 Then UL FILIRAGEM CONVENCIONAL

Calculo Equacao | “flops”
vb=§_1gt 4.88b (n®3+n%-n.3
V:‘g,t 4. B9c n
qu:'gi 4. 6%¢ 1
J\_Ltqt/ﬂ. +qtv:'gi) 4, 68c 1
total ’para d r(na/3+nz+an/3+8)
ruidos ’
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No fim da recursac do suavizador, EquagBes
4.87a-4.87c, as estimativas suavizadas podem ser calculadas

por (ver Apendice C):

%CkAND

PRSP if C4.70)

PCk/NDY

(k) E: Tk C4.71)

onde Q: e 3: s8o o estado e a covari&ncig apds a ciclagem
do rufido no estade r vezes, e onde a notagdo para as
variaveis suavizadas foi introduzida no Capitule 2, A
cbtengZo de x(k-N) por meio da equacfo acima & valida para

dindmica linesar discreta.

No casc de sistemas dinamicos n3o-lineares, a
equacic de suavizaciao de estade deve ser modificada pois
Pk =(k) = xCk+1 ) para o filtro estendido de Kalman.
Lembrando que:

xCkAND = (k) + CCkD I %Ck+1/N) - 2Ck+1) 3 (4. 72a)
c®ckd 8 4 ecks C4.72b)

Entao:

#CkD HCEAND = pCkDd RCk D
* ~ -
+ Q) [ XCk+LAN) - 2Ck+1) ] (4.73>

Portante, a recursio para ¢ estado suavizado n3o-linear se
torna: |

-~ -~
x = ox(k+1 /N (4. 74a)

T+
para i=r,}

l= T - A*
S AEVLE xCk+1> - ] {4.74b)

L (S
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;c* i = ;c*‘ + g & (4.74c)

i L+ IR R

fim da malha
XCk/NY = @72 k) cS“c:‘ - xCk+10) + %CkD (4.74d)

Neste caso, nota-se a necessidade de armazenamento tambem
de xCk), diferente do caso linear onde so podia
reconstitui -lo atraves de x(k+1) = #Ck) %Ck>. Em resume, a
cada passo do filtro naco-linear, as seguintes variaveis
devem ser armazenadas: x(k+1), x(k), e r vezes v., A, g,

. I} o
@, obviamente, a matriz de transicao ?, =& sua recomputagao

for dispendicsa.

A Tabela 4.7 mostra a complexi dade
computacional para obter a estimativa suavizada, quando se
implementa o suavizader de Bierman, tanto na forma
convenciocnal quanto na forma UD (as equacdes para obtencdo

’

das estimativas suavizadas sg3c as mesmas em ambas as

formas },
TABELA 4.7
OPERACSES ARI TMETI CAS PARA ESTIMATIVA SUAVI ZADA
N
Calculo Equacao "floszW
6£—Aivtfx(k+i) xt+1J 4. 74b {(n+1 Or
*_ [ ] +- (S
Xt_xt+a gt . 4. 74c¢c nr
XCk/N) 4.70 ou 4.74d n®
total
ota ) para r ré2n+1) + n?
ruldos
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A Tabela 4.8 mostra a compl exidade
computacional para obter a coevariancia suavizada, no

suavizador de Bierman convencional.

TABELA 4.8

OPERACOES ARITMETICAS PARA COVARIANCI A SUAVI ZADA
OPERACORS ARITME

CONVENCTI ONAL
Calculo Equacac “flops"
g v 4.68 n?r
" 1 1 T 2
. =I-xn g v, 4. 68 nr
v+ 1 N L L
¥ op* et T 4.87¢ (1,8n%+0,85n%)r
l L+4 L+ L+ 1
| PT=cY PY e* yT. 4. 67c (2n?>r
h i Lte g L+t
i T
*hi9,9;
P(k/N>=¢“‘P:¢‘T 4.71 1,5n%+0,8n?
3 2
total parar rdl,s8n” +4,8n")
ruidos +1,Sn3+0,5n2

Cutre problema cronico em suavizadores & a
necessidade da inversa da matriz de transig¢io. A inversa da
matriz de transigdo pode ser obtida integrando-se as
equagBes variacionais da dinamica para tras no tempo (k+1 a

k), j& que vale:
@ P+, k) = dCk,k+1)
No entanto, & preferivel utilizar a estrutura particular do

problema em questZo para evitar ou simplificar a invers¥o

da matriz de transicfo.

Felizmente, em problemas de determinag¢fo de

Srbita, devide aon particular modele da dinadmica, O
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conhecimento da matriz de transi¢3c (calculado durante o
processo de filtragem) permite a obtengio da inversa sem

grande algebrismo adicional (ver Sec¢3o &.1.3).

4.3.2 - SUAVIZADOR NA FORMA UD

Uma vez que se pretende utilizar o filtreo UD,
¢ conveniente que o suavizador manitenha consisténcia e
precisdo numérica, utilizando também os fatcres UD. Este
suavizador recem descrito & especialmente adequado para ser
utilizade em conjunto com o filtro UD. Longe de ser uma
desvantagem, © suavizador UD reduz drasticamente os
calcules de suavizag3co quando se explora a forma dos
fatores UD (matrizes de forma triangular superior unitaria
¢ diagonal respectivamente), além de manter as proprisedades

de estabilidade numérica dos algoritmes de raiz quadrada.

A fase de propagagXo do filtra UD deve ser
convenientemente modificada para armazenar as variiveis A
e V. Prop@ie~se © seguinte esquema computaciconal (comparar
com o esquema para o filtro convencional, Equacoes 4,697,
Dados U U. &, q.» @ 9, deve-se inicialmente calcular os

fatores U e D que 1mplemantam a operagic UDU' = ¢UDU ¢ via
© algoritmo de Gram—Schmidt tal que:

UD*"% = T [ #UD*? (4.785)
onde T & a transformagio ortogeonal de Gram-Schmidt conforme
e#xplicado na Seg3o 2.2.4. Em seguida, a seguinte malha, que

incorpora os efeitos dos ruidos q; um de cada vez, deve ser

percorride para i=1,..,p:

L := UD (4.786a)

rotina para calcular gf com L gf = g (4. 78b>
+ 19 )
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.. *
rotina para calcular v, com UTVL = g, 4. 76ec)
A 1= g s (l+q vig D (4.76d)

L L L 1L 1
armazenar X , v (4. 76e)

* 1

rotina de "rank" 1 para incorporar o ruido q,:
UBoT - = OBOT 9,9,9; (4.78f)

Neste algoritmo, L. & triangular superior e portanto gt e v,
s8o trivialmente obtidos, sem necessidade de invers3o
explicita de matrizes. Este tipo de egquag3o para obter v,
cu gr realiza menos operac®es do Jque © caso onde P v, = g

L
com P matriz cheia.

A Tabela 4.9 mostra o custo adicional na fase
de filtragem (propagaggo) para calcular e armazenar A e v,
na implementaggo UD deo suavizador de Bierman. Comparando-se
Of sSeus valores com os da Tabela 4.8, nota-se que o custoc
adicional, com o filtre na forma UD, & proporcional a 1.5rn2,
40 passo que com filire na forma convencionai tal custo vai
a rn’3. i

Fara obtengio da estimativa suavizada
modi ficada %:, Usam—se as mesmas EquagBSes 4.67 e 4.88 para
© suavizador linear (em sistemas lineares), ou as Recursdes
4.74 para o suavizador nao-linear Cem sistemas

naoc-lineares).
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TABELA 4.8

CUSTO ADICIONAL NA FASE DE FILTRAGEM UD

GCalculo Equacao “flops"
L=UD 4.76a 0,8n%-0,8n
g:=L-1gt 4.76b 0,5n%+0,8n+1
vi=G-Tg: 4. 76c 0,8n%-0,8n-1
v:gt 4.76d n
a,vig, 4. 76d 1
Kiqu/(1+quTgt) 4. 768d 1
total para r 2
i dos r(1,8n%+0,8n+2)

Para obter os fatores UD suavizados na
Equacgo 4.87¢c, utiliza-se uma analogia com a férmula de
atualxzacao da covarjiancia do filtro de Kalman. Dado um
ganho K arbitrario, H vetor fungao das observagoes, e R
variancia (escalar) do erre de medida, a covariancia
atyalizada & dada pela Equacac 2.24, Capitule 2 (forma de
Joseph):

P = (I-KH> P (I-RH)T + RRRT
Em particular, se K & © ganho de Kalman K, entio vale:

K = PH /o (ganho de Kalman)

2
t

T , X I
HPH® 4+ R (covariancia do residuo, escalar )

>
il

(I-KH> P ¢forma convenciocnal )
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E interessante lembrar que se K = K, entao:

P = CI-KH)Y P (I-KHOT + RRET

P + KHPH'RT - RHP - PH'RT + RRRT

P + KoKT - KHP - puTRT

]

@ lembrando gque PHT = oK, vem:

P =P + KiK' -okKT - okk?

[t}

P+ (K-K> o (R-KOT - KokT

(K-K)> o CK-KD>T + P ~ KoHP. o

CI-KH) P + (R—=K) o (R-Kk>T C4.77)

Se E = K, a fofmula se reduz a forma
convencional. No entanto, esta formula permite utilizar o
algoritmo de atualizaggo UD para calcular os fatores UD
suavizados. Para tanto, deve-se lembrar que © algoritmoe de
atualizaggo UD produz os fatores Gﬁ correspondentes a ﬁ =
(I-KH)> P. As variaveis correspondentes do suavizador para a

férmula 4.77 sao:

H=xXw (4. 78a)
R =X (4.78b)
K =g (4.78c)

O algoritme deve ser implementado por:

~

T ~
1 - Dados Av', a, U. D, achar U, D correspondentes a

(I-KHJP, por meic do algoritme de atualizacao UD (RelacSes
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2.81). Alem disso, o algoritmo UD fornece tambem K e o, que

satisfazem:

UDUT := I-kAvT1 UDUT ¢4.79a)

a = AvTUDUTVA + A (4.79b)

K := UDU Av o (4.79¢)
2 - Montar © vetor

K~K=g-K C4.80)
2 - Dados G, B, o, E*K. calcular os fatores U*, IZ)”Ii que

satisfazem:
U*D*U*T = UDUT + a <Rk (R-k>T (4.81)
por meio do algoritme de “rank" 1 ja descrite anteriormente.

Esta implementaggo & bastante economica e
gasta cerca de 1,5n° (atualizac3do UD) mais n° (algoritmoe de
"rank" 1) “flops"“, consideravelmente menos que © método
usual de Gram-Schmidt (1,5n%) mais n® "flops" (algoritmo de

"rank" 13, que seria a implemantaggc natural.

Apds a ciclagem dos Aos v, i=r,...,1, os
L3 19 ~ ~
*
resultantes fatores UD s8o oS fatores U1 s D
i
N , , g ]
correspondentes a covarilncia suavizada Pi' Per fim,

necessita- se aplicar o algoritmo de Gram-Schmidt para obter
o fatores U(k/N) = D(k/N) suavizados, correspondentes a
¢ P Ck N ¢ » Equagfo 4.71, ou seja:

UCkANY BCeNd UTeeons = e u"‘ 6*‘ G‘”‘ Pk C4.82)
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Este esquema aparentemente complexs, gquando
traduzido ;em um algoritme computacional torna-se bastante
simples de implementar, fazendo-se uso do artificic de

reutilizar variaveis ("overwritting"), sem criar novas,

A Tabela 4.10 mostra a compl exi dade
computacional para se obter a covariancia suavizada ao
implementar o suavizador de Bierman na forma UD. Para se
calcular a estimativa suavizada, a contagem de operagBes e
& mesma da Tabela 4.8, o a implementaggo mesmo na forma UD
nao muda. A contagem para a Equagao 4.79 foi extralda de
Bierman (1977) e nZ¥o inclue atualizagZc da estimativa, a
montagem para a Equaggo 4.81 esta no Apéndice B, e para a
Equagao 4.82 a contagem para o algoritmo de Gram-Schmidt

esta conforme Thornton e Bierman (1977, 1980).

TABELA 4.10

OPERACCES ARITMETICAS PARA COVARI ANCI A SUAVI ZADA UD

Caléulo Equacao “flops"
Kivr 4. 78a nr
achar UD 4.79 (1,5n%+5,8n)r
x_ %
U'p 4.81 (n®+4n-3>r
-5, ®_ % WT _
¢1U1D1U1 o T 4.82 (1,8n?+n%+0,8n-1)
total para r r(8.5n2+10,5n~3)
rufdos +(1.Sna+nz+0,5n—1)

Nota-se que, para o calculo da covarianeia
suavizada, o suavizador de Bierman na forma UD gasta
aproximadamente 2.5rn2+1,5na "flops", e o suavizader na
forma convencional (Tabela 4.8) gasta 1,5rn3+1,5n3. Em
resumc, o suavizador UD & mais economico que o suavizador

convenciocnal, tanto no custe adicional durante a fase de
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filtragem come na fase de suavizaggo, conforme se pode
inferir atraves das Tabelas 4.8 a 4.10,



CAPITULO &

NO@@ES DE OBSERVABILIDADE E CONTROLABILIDADE

Um aspecto bpastante importante & saper se
realmente alge pode ser ganho quando se utiliza um
estimador para filtrar os dados de medidas e gerar
estimativas do estade., Qual a quantidade de informaggc que
esta embutida e pode ser extraida dos dados? Pode de fato o©
estade ser reconstruido a partir dos dades disponiveis? £
evidente que as respostas estio relacionadas ac modelo
adotade para o sistema e ao esquema de coleta de
observagSSS. Tais questdes sac importantes e devem de
alguma forma ser quantificadas, pois se pouca informaggo e
obtida ou pouce pode ser ganho atraves da filtragem dos
dadoes, deve-se remodelar o sistema, como peor exempl o
escolher outros tipos de medidas ou reprojetar a dinamica
do sistema. Com este objetivo, introduzem-se os conceitos
de observabilidade e controlabilidade do sistema dinamico
em estudo. Para o filtro de Kalman o interessante abordar o

aspecto de observabilidade, peis o estado somente pode ser

reconstitulida quando & observavel . A nocao de
controlabilidade sSempre aparece ao lado da de
observabilidade, pois sao  conceitos duais. Em outras

palavras, se um sistema o observavel, entiac seu sistema

dual & controlavel e vice-versa.

Portanto, as nogSes de controlabilidade e
observabilidade aplicadas aos sistemas em estudo podem
forneceor importantes infcrmagSes scbre o comportamento
dinamico deostes Sistemas. Esses conceitos foram
desenvol vidas para serem aplicados a sistemas lineares em
geral, de forma que extrapolaQSGS para Sistemas
nao-lineares devem ser Judicicsamente efetuadas. Nio
raramente, na prética, nac se testa observabilidade na fase

de projeto do filtro, e tende-se a verificar a resposta do

- 118 -



~ 118 -

sistema para comprovar observabilidade. Em muitos casos,
experi encias anterior es bem sucedidas sac suficientes para
se concluir scbre o sucesso do estimador de estado, de
forma que conclusces sobre observabil idade por analegia

-’ o~ 4 N Bl o
(pratica e nao teorica) nac sio raras.

Neste capitule introduzem-se inicialmente
definigBes de controlabilidade e observabilidade para
sistemas lineares invariantes no tempo. Em seguida, os
conceitos s3o definidos para sistemas lineares variantes no
tempo. Aspectos algoritmicos e de anilise numérica quando
S@ calcula controlabilidade e observabilidade sfo também
citados, e algumas caracteristicas do problema de

determinagic de érbita s¥o analisadas.
A definigiZo genérica para controlabilidade &:

Un sistema linear & controlaivel se dade um
estado X, pode-se levé—lc' a um estade arbitrario X, num
intervale de tempo de t.o a t; finito, por meioc de uma
entrada u continua por partes ("piecewise continuous"). Se
somente uma parte do vetor x pede ser contrelado, entXo

diz—-se gue © sistema é parcialmente controlavel,
Para observabilidade:

Un sistema linear & observavel se dado um
conjunto de medidas y cobrinde um intervalo de t a tf,
todo estado X, & passivel de ser reccnstl tuidao
completamente. Se somente uma parte de X, ¢ reconstituide,

ent3c o sistema ¢ parcialmente observével

S.1 -~ SISTEMAS LINEARES INVARIANTES NO _TEMPO

Seja um sistema linear com matrizes

invariantes no tempc da forma:
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X = Fx + Bu , y = Hx (5.1)

onde F ¢ de dimensio nxn, B & nxr, H ¢ mxn, compativeis com
as dimens@es n, m, e r, respectivamente, dos vetores x
(estado), y (saida), e u C(entrada). Sejam também AU

i=1,...,n o auto-valores da matriz F.

Para sistemas lineares invariantes no tempo,
existem 3 maneiras usuais de se provar controlabilidade e

cbservabilidade (Paige, 1981 ):

Metodo 1: O sistema 5.1 & controlavel se e sé se:

rank [ B,FB,...,F"'B ] = n (5.2

nxr nxr ,.. nxr

e observavel se o sé so:

rank [ HT,FTH", .., (FTY™ T 5 - 4 (5. 3)

nXm nxm nfxm

A matriz de controlabilidade possue dimensaec nxnr e a de
observabilidade nxnm., Esta & a forma classica de cilculo

conforme proposta por Kalman.

Método 2: O Sistema 5.1 & controlavel se & s& ce:

rank { B.F—kLI 1 =n, i=1,...,n (8. 4)

X r nxr

® observivel se o sé se:

rank [ HT,F’win Il =n, i=1,...,n (5. 8)

nxm xm

Estas matrizes s3o de menor dimenszo (menos colunas) e
aparentemente mais faceis de serem formadas do que no

métodoe 1, porém exigem o© calculo dos auto-valores de F
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a-pricri, o que n3o ¢ tarefa trivial conforme pode ser
atestado pela quantidade de al goritmes existentes eom
analise numérica gque tratam desse assunto. Note-se ainda

que a restrigdo de rank n deve ser satisfeito para cada um

dos autc-valores ?xt da matriz F.

Metodo 3: O Sistema 5.1 & controlivel e chservavel se e =&

so oxiste uma malriz K n3o nula de dimensao rxm tal que os

auto-valores de
F + BKH
s8o todos diferentes de cada auto-valor >\L da matriz F.

O métedo 3 oferece menos atrativos por ser
uma maneira menos sistematica e portantc menos codificavel
(em computador ). Os métodos 1l e 2 exigem cAlculo de “rank"
de matrizes. Um aspecto importante a ser comentado diz
respeito a forma de calcule do “rank“. Os engenheirocs e
projetistas de sistemas de controle em geral aplicam os
métodos 1 e 2 o calculam-no de maneira convencional
(calculo de auto-valores), para provarem controlabilidade
ou observabilidade. £ sabido que solugles analiticas s%o
obtidas somente em casos fortuitos ou em sistemas de
pequena dimensio, de forma que geralmente se recorre ac uso
de computadores digitais. Como estes trabalham com
comprimentes finitos de pPalavra para representagic de
nUmerocs, erros inerentes de truncamente e acunul agio estIo
presentes. Entende-se pertanto que a prova definitiva de
controlabilidade e observabilidade deve estar vinculada ac
algoritme que realizoy ©8 cdlculos. Como Provar que um
Sistema ¢ controlavel ou  observavel se o algoritmo
computacional empregado ¢ numericamente instavel? Se um
auto-valor deve ser nulo, qual o zero numérico a ser
adotade para testi-lo, em face da magnitude dos sutrosg

autoc-valores desse sistema? Especialistas enm anilise
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numérica concordam que © melhor meio de calcular “rank" &
através da decomposicZo de valer singular SVD, "Singular
Value Decomposition'" (veja por exemploe Klema and Laupb,
1880; Paige, 1981). Tecrias de anallse numérica provam gque
se uma matriz tem r valores singulares o i=1,..,r
nFo-nulos, entfc a matriz tem “rank" r, Klema e Laub (1880)
cbservam que a SVD & uma das mais importantes ferramentas
de anadlise numérica, em especial a 4dlgebra linear numérica,
sendo provavel que em B8 a 10 anos a SVD se@ja uma das mais
importantes e fundamentais ferramentas de trabalho para a
comunidade de projetistas de sistemas de controle,

particularmente na Area de sistemas }ineares.

A definigZo de valcres singulares de uma
matriz A mxn ¢ a seguinte: existem matrizes ortogonais U

mxm e ¥V nxn tal que:

A=Uzxz V' (B.8)
onde
r n-r
S 10 r
= e r (8.7
c ¢t 0
e S = diag. ¢ T re O ) com o;Z...Eo;)O. Os numeros
Tyl ,0 Junta com o =0,,..,o =0 s3o os valores
1 r r+i n

singulares de A, e sXo as raizes quadradas positivas dos
auto~valores de ATA. As colunas de U sZo vetores singulares
esquerdos de A (auto-vetores ortonormais de AAT), e as
colunas de V s¥o os vetores singulares direitos de A
(auto-vetores ortonormais de ATAY. B claro portanto que o
nimeroc de valores singulares nZo-nulos de A determina o
"rank"”. E reconhecido atualmente que a SVD & © dnico método
genérico confisvel para se calcular @ “rank" numericamente.

Veja exemplos em Klema e Laub (1980) onde o calculoe de
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auto~valores em computador falha na determinagfo do “rank”
de matrizes, ao passo que a SVD realiza a tarefa mesme em

sistemas '"rank"-deficientes.

5.2 - SISTEMAS LINEARES ESTOCASTICOS

Seja o sistema estocistico linear onde agora

todas as matrizes s3o variantes no tempo:

FLOox{t) + BCLOwCL) |,

()
(5.9)

y(t) HCL) xCL) + vt

onde x(t) & o wvetor n-dimensional do estado, F(tL) & nxn,
B(L) & nyar, wit) & o vetor r-dimensicnal do ruido dinéamico,
¥{t) & © vetor m-dimensional das saidas (observacSes), H(L)
@ mxn, = v(t) & o wveter m~dimensional do ruide de

observag3o. Lembrar as estatiticas dos ruidos:

Elw(t)] = 0, Efwlt) wi¢r)]

QL) S(t-1) (8.10)

Elv(t)] = 0, EIv(t) vTer))

I
it

RCLD &8(t-1> (5.11)

onde Q(t) & a matriz rxr de densidade espectral do ruideo
wlt 2, R(L) & a matriz msm definida positiva de densidade
espectral do rufde v(t), e 6(t-7) & o delta de Dirac.

Define~se a matriz de informag¥oe (ou de
observabilidade) por (Jazwinski, 1970):

t
I¢t,t ) é.j ¢T<r,t)HTcr)R“‘t:)ﬂcr>¢<r,t>dr (8.12>
t

C
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® a matriz de controlabilidade por (Jazwinski, 1970):

t
Glt,t ) 4 f #Ct, TOBCTIQCTIBT (18T ¢, T )dT (5.13)
t

c

onde ¢ & a matriz de transig3c de estado associada ao
Sistema 5.9, Diz-se que o Sistema 5.9 ¢ completamente

observavel (Jazwinski, 1970) se e sé se:
I(t,to) > 0O para algum t > to (S.14>

® ¢ completamente controlavel (Jazwinski, 1970) se e sé& se:
CCt,to) > 0 para algum t > t’o (8.18)

Nota~-se portanto que as matrizes de controlabilidade &
observabilidade acumulam informagSQS ne intervalo de tempa
de t’o a tf por meio da integral (ou somatoria no caso
discreto). Para isto o fundamental a hipotese de sistema
linear. Para sistemas ngo—lineares, linearizam-se as
equagaes dinamicas em torne de tirajetérias nominais, e
examinam-se entaoc asg matrizes de controlabilidade e
observabilidade. Diz-se que o sistema & localmente
controlavel ou observavel, no espaco (intervalo) em que a
linearizacdo & vilida. Se em N intervalos consecutivos o
sistema e controlavel ou observavel , diz-se que o sistema o
N—cgntrolével ©u N-observavel. Veja por exemplo Lee o
Marcus (1987); Hermann © Krener (1977)> Para os tLeoremas

correlatos.

5.3 - OBSERVABILIDADE EM DETERMINACEO DE ORBITA

Sendo o problema de determinacio de orbita
hac-linear, o teste de observabilidade geneérica &, se nao

dificil, provavelmente impossivel de ser realizado. £
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preferivel utilizar a idéia de observabilidade loecal (por
trechos). Se o© sistema é observavel a cada passo de
linearizacao, entio o sistema é observavel no intervalo
completo, Na determinagao de arbita, normal mente usa-se o

filtre estendido de Kalman com a seguinte lineariza?ao:

dinamica: x = £{x,t) + BCLY wlt)
a“— . ar
linearizagao: dx = F &x + BCL) wit) ; F o= k) _
X=X
obser vacao: Y, = hk(xk) * v

ahk
linearizagao: 6yl = Hkéxk + Vi Hk = [ v ]
=

onde as dimensdes dos vetores/matrizes x, f, F, B, W, Yy
Py Vo H Ja foram definidas anteriormente, e x & a
estimativa mais atual disponivel.

Para o© sistema linearizado coentinuo, a
observabilidade pode ser testada pela matriz de lnformacao

local (no instante kD I

1= H, FTH", ..., (FT" ™ (8.18)
onde F & H saoc matrizes resultantes da linear;zacao de f o
h em torno da mesma referencia. Em determlnacao de orbita,
a modelagem dinamica pode ser complexa & levar em conta os
efeitos perturbadores, porem, durante o processe de
linearizaggo = discretizagaora ser utilizado na filtragem,
usa-se normalmente um modele simplificado para calcule da
matriz de transi;go (veja Capitulo &). Em seguida
analisar-se-a um caso simplificado de orbita para

ilustraciac da observabilidade.
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Seja um modelo simplificado de dinamica de

orbita e cbservacoes da seguinte forma:

=V s y=Hx=10[11! 0] [

r } (8.17)
—,u/l"2

r
.
v

~r g ;
onde r e v sac escalares. Nota-se que a observacao consiste

simplesmente em uma medida dirwta da pasiggo r. Entao:

F‘=é£=[01],a=.._=—— (B.18)>
a O

A matriz de observabilidade a cada passo vale:

7 = (" F'HT = [ 52 ] (5.19)
e portanto tem “rank" 2=n, e pode-se afirmar que o sistema
& localmente completamente observavel. Como em  gqual quer
intervale de discretizacae (instante k) n3o existe
dependenci a entre a matriz J e a derivada parcial a (se por
exemplo a=0), © sistema & observavel em todos og
intervales, para o tipo de medida considerado. Com um pouco
mais de manipulag¢fio algebrica pode-se compreender que no
problema complete de determinaggo de érbita. com &
componentes retangulares de estado, medidas de disténcia do
tipe "range" produzem observabilidade local. Neste caso,

dado uma medida do tipo:

y =r = (& o+ yz + Z2)yt2 (8. 20>
o vetor H se torna:
H=0xr y/r 2r 0 0 01 =(7F1:0 ] (S.21)

cnde r e o versor linha e O3 e o vetor linha nulo.

Considerando~se aceleracces perturbadoras que dependem
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somente do vetor posicao da espaconave (aceleragces do
—~ R A
geopotencial, pressac de radiagao. lunisssolar, ou de

mares), a matriz de cbservabilidade e do tipe:

T ~7T 2AT

rTot o 1 ART 1 0T ¢ AZRT ol
I = po1 o ro2 oo (8. 22>
of + FT 1 0T ot ART 1 0T 1 A%
a -] a
onde A & uma matriz 3%23 simetrica dependente do vetor
posicac r = (xX,¥,2). Para uma modelagem simplificada da

dinamica, como por exemple no problema dos deoig corpos,

cada elemento da matriz A pede ser calcylado por:

¥
A= == [ 3xx - r%8 1, i=1,2,3; j=1,2,3 (B.23)
1) 1_‘.5 T} [}
onde 6U & o delta de Kronecker, e X=X % =y, X =2
Explicitamente:
u ax?-r? 3xy Bz
A= —c 3xy By -r? 3yz (5.24>
T 3=z 3yz 32?2

Varias conclusces podem ser extraidas. Todes os vetores
coluna da matriz  de observabilidade s3io lingarmente
(identidade) e A = Oas' Se A =

»

independentes se A = I33

I33 somente 2 vetores coluna sac linearmente independentes
("rank*™ 2). Analogamente, se A = oaa socmente & vetores

coluna saoc nac nulos (“rank" 2). Ao se examinar a matriz A,

nota-se que A = oaa Se r + w , @ o casc A = Iaa &
impossivel de  acontecer. Portante, se o) grau de
independencia linear fosse mensuravel dir-se-ia que quanto
mais linearmente independentes forem os vetores coluna
entre si, mais observavel localmente @ o sistema. Como a
cada instante o wvetor pcsiggo muda, conclui-se que a c¢ada
instante o sistema pode ser mais ou menos observavel que os

instantes anteriocres, dependendoe da gecmetria da orbita em
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relacdoc ao observador. Por exemplo, Se a érbita for
altamenteo excantrica, conclui-se que o apogeu (r max — T
®) & menocs observavel pois & o ponto da érbita de maior
distancia ao observadeor no centro da Terra. Cumpre notar
gque J& axistem propostas de guantificagio de

observabilidade e controlabilidade (e.g. Paige, 1981;

Louren¢Zo, 18988),

Este exemplo, apesar de ser somente
ilustrativo pois nao existe um obser vador tao privilegiado,
postadoe no centro da Terra (centro do sigstema de
coordenadas), permite concluir que medidas de distancia do
satelite ao observador ("range"} produzem observabilidade
do sistema orbital. A Unica diferenga desta sxmpllflcacao
ilustrativa em relacao a medida de "range" e a translacao
da origem do cbservador para a superficie da Terra, no casoc
de estagoes de rastreamento terrestres. & facil concluir
que a difarenga no calcule da observabilidade sera a
introduggo dessa translaggo, por meio das coordenadas das
estagaes. no mesmo sistema de referencia do estado. No caso
de outros tipos de observaggo (e.q9. “range-rate", azimute,
elavacio; vide Segdc B.4) pode-se provar a observabilidade
de maneira semel hante, com bastante paciancia para
manipular as equagges algébricas. Per ora, basta saber que
© sistema e observavel na pratica, Pois estas modelagens
para a dinamica do sistema & das observacoes vem sendo
largamente utilizadas operacicnalmente em determlnacao de
orbita (e. g. Cappelari et al. 1976). A real dificuldade
consiste em quantificar o grau de observabilidade do
Sistema, pois & sabido que as vezes a precisio mel hor a
pouco pela filtragem das observacoes devido a particular
geometria entre o observador, a érbita @ o tips de

ocbservacao coletada.

A mel hor maneira de se verificar

observabilidade ou © "rank" da matriz de observabilidade I
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é atravées da SVD. Se © mencr valor singular da matriz I, o
= 0, a matriz | pode ser "pensada' como sendo debilmente de
"rank'" n pois o-n pode ser igual aoc zero numerice quando a
SVD e obtida atraves de computador digital. Logs, se &
levado a pensar que a matriz tende a ser de "rank" n-1 e
portante nac seja completamente observavel, ou entio gque
seja ‘'"fracamente" obgervavel. Em algoritmos numericos
implementados em computader, o "rank" de matrizes pode ser
obtide atraves de ccmpara?E{o com © numero £ de maquina,
ndmero que somado a 1 resulta 1, e quantifica
grosseiramente o ndmerc de digitos significativeos do

computador:
se o, { & >0 = O ; i=n,...,1

ate gque ar>s com 12r2n, onde entic se conclui que a matriz
e de "rank" r. Quande o© desempenhe do filtre nao
corresponde ac esperado, estas sao algumas ideéias que
poderiam ser utilizadas para verificar a observabilidade
pontoe a ponto. No entanto, usualmente assegura-se major
observabilidade pela redundancia de informagSes. como  por
exemplo coletar outros tipos de medida, colocar duas oy
mais estag'o'es de rastreamente coletando medidas da orbita
simultaneamente (e.g. o sistema GPS-"Gl obal Positioning
System"), ocu entac coletar medidas durante longoes arcos de
orbita (e.g. 1 dia). '




CAPITULO &

MODELAGEM DA DINAMICA DE ORBITA

No problema de determina¢fo de d&érbita de
satelites artificiais separam-se nitidamente dois aspectos:
a parte deterministica que abrange a modelagem dinimica da
drbita e a model agem das observacSes, e a parte wstocistieas
que abrange a aplicagio da teoria de estimagio. Para se
obter uma boa eficiéncia, deve-se modelar o problema da
forma mais adequada possivel, que atenda os regquisitos
impostos a sua resolucqoc. Nem sempre a mais sofisticada
modelagem din&mica € a mais conveniente, pois comumente
requisitos de processamento em tempo real ou quase real
estEo presentes. Muitas vezes =) nodel o pode ser
simplesmentes simplificado, reduzido ou descentralizado sem
pPrejudicar o desempenho do procedimento. No caso especifico
de determinagcXoc de érbita, uma simplificag®o comum & a
adogEo do modelo que representa a maior parcela de
magnitude das forgas atuantes no sistema: o movimento
kepleriano. Deve-se ressaltar que modelos simplificados,
embora sat;sfacam aos requisitos de processamento em tempo
real, podem nac ser suficientemente precisos se exiztirem
integra¢®es orbitais por longsos pericdos. Normalmente os
erros introduzidos pele uso de un modelo simplificado sXo
compensados pela utilizacgo de maior quantidade de
observagcSes a serem processadas pelo filiro estimador. Por
outre lado, pode-se evitar © aparecimento de divergéncia
das estimativas por meioc de técnicas incorporadas ao
algoritme de estimagfo. No que se segue, descrever-se-a
suscintamente as moedel agens existentes e possiveis em

determinacfo de érbita.
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8.1 - DINAMICA DOS DOIS CORPOS

Caso n3co houvesse perturbac@es de qual squer
natureza, a érbita de um satelite artificial terrestre
poderia ser modelada como um movimento keplerianc puro,
onde somente a forga central gravitacional age sobre a
espaconave. Esta é a forga de maior magnitude e é da ordem
de 1000 veZes maior gue guaisqguer outras forgas
perturbadoras atuantes. Neste caso ideal, as equagges deo
movimento sac integraveis analiticamente, nic havendo assim
necessidade de integragio numérica. As EquagSQS
Diferenciais Ordinarias (EDOs) que regem oste movimento sZo

descritas por:

F= -~u frr? (6.1)

onde & é a constante geogravitaciocnal, P & o vetor posig3io
do satélite em coordenadas geoc&ntricas inerciais, e r é o
médule do vetor posig¢lo. Um método comum para se cobter a
sclugao analitica diretamente em coordenadas cartesianas e
via as fung@es f e g (Goodyesar, 1968; Escobal, 1985). O
algoritmo computacional wvalido para 4rbitas elfpticas pode
ser implementado como em Kuga (19886), com baixa sobrecarga

computacional.

8.2 - PERTURBACOES AGENTES

Excluida a forga central principal {movimento
kepleriano), existem diversas fontes de perturbagic sobre a
srbita do satélite, tante de origem conservatiwva
(gravitacionais), como dissipativa (n8o-gravitacicnais).

Entre os diversaos tipos de perturbac®@es podem-se citar:

-geopotencial,
—arrasto atmosférico,

~pressic de radiag¢®o solar direta e indiretsa,
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~atragio lunissoclar, e

~atragZo de mares.

As perturbac®es devidas ao geopotencial se
devem basicamente a4 assimetria de distribuigZc de massa da
Terra. Essa assimetria ¢ modelada por coeficientes de
harmonicos esféricos, que s3o normalmente obtidos atraveés
de reduglc de medidas de satélites, como por exemplo o
modelo GEM 10 (Lerch et al., 1870). Essa model agem causa um
alto custo computacional quanto mais complexe e completo
for o conjunte de coeficisentes harmonicos. © moedelo GEM 10,
por exemplo, tem cerca de 480 coeficientes. Model agens para
calcule do efeito do geopotencial podem ser encontradas em

Cappelari et al. (1978) e Kuga et al. (1983).

O arrasto (fricg¢Zo) atmosférico introduz uma
perturbag3c em dire¢¥oc contraria & velocidade do satédlite,
tendende a frea-lo ne sentide de circularizar e diminuir a
altitude da &rbita. Um dos problemas para modela-lec & o
cdlculo da densidade da atmosfera. Para uma boa precis3o
necessitam-se de modelos complexos, por vezes empiricos,
que causam também um alte custo em computador. Exemplos
desses modelos estXo nos trabalhos de Jacchia (1971, 1g977).

A press3ic de radiag¢do, assim denominada
impropridmente, traduz o efeitc de transferéncia de moment o
de fotons. Esses fotons quande vindos diretos do Sol
produzem a perturbag®e de press3c de radiag8oc diresta e,
pertanto, somente agem quande o satélite esti iluminado.
Quandeo os f‘éﬂons provem de reflexac a partir da superficie
da Terra tem-se a perturbagiic de pressioc de radiacio
indireta, também denominada albedo. A magnitude deo albedo
pede chegar a 20% da magnitude da perturbagic devida a
Pressdo de radiag¥o direta. A drea prejetada do satélite em

relagdc ac Sol e em relagdc a Terra & um fator importante
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na magnitude desta perturbag:{o. bem como o coeficiente de

refletividade da superficie deo satélite.

Os efeitos das atragges gravitacionais do Sol
¢ da Lua sZo normalmente formulados a partir do problema
reduzide dos 3 corpos (Kovalevski, 1887). A equagio
diferencial ¢ simples porém a obtengfo das efemérides do
Scl & da Lua & a parte mais complexa. Soclu¢Bes analiticas
para as efemérides necessitam ter sua serie truncada em uma
ordem conveniente para se obter razoavel precisio (Van
Flandern and Pulkkinen, 1978). Esta ¢ a alternativa
normalmente utilizada. Outre meio seria via interpolacgdies
de efemerides Ja tabeladas em arquives de dades como as
existentes no JPL (Jet Propulsion Laboratory dos EUA)Y. O
maior obstacule, porem, e a necessidade de manutencieo o
atualiza¢do frequente desses arquivos, na dependéncia de

outra agéncia espacial, no caso o JPL.

Os efeitos de mares » @mbora em menor grau,
também afetam a érbita de satélites. O Sol e a Lua, por
meio de efeito gravitacional tendem a elevar o nivel do
mar, de modo que a Terra se deforma, formande um bojo
(protuberancia). Esta deformagfo, a exemplo do
gecpotencial, preduz um pPotencial perturbader cuja serie &

model ada por coeficientes chamados ndmeros de Love,

Diversos tratamentos dessas perturbacies
podem ser encontradas de maneira bastante espalhada pela
literatura, onde model agens especificas para cada ti po de
perturbagdo sio abordadas. Em Cappelari et al. (1978) e
Spier (1971) podem ser encontradas compilagBes bastante
completas. Varios programas de computador para gerarem
numericamente a &rbita tem si do propostos. Como exemplo
pode-se citar os trabal hos de Kuga e Silva (1984) e
Negreiros de Paiva (1880a ).
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Modelos complexocs normalmente sac utilizados
para propagagso de orbitas por longos pericodos, de modo a
permitir uma previsso acurada de eventos futuros, previsao
de passagens por estagaes de rastreamento, calcule de tempo
de wvida de satelites, simulacdes numéricas de missdes
espaciais, etc. Em procedimentos de estimaggo via filtro de
Kalman os modelos utilizados obedecem a um compromi sso de
complexidade em funqgo de requisitos, para cada caso
particular, impostos ao tempo de processamento, memoria
utilizada, e capacidade de processament.o (operagges de
ponto flutuante). Estes requisitos, em Ultima analise sio
©s fatores decisivos para a escolha adequada do modelo

~
dinamico a ser utilizado.

5.3 - MATRIZ DE TRANSICAC DE ESTADO

QO célcule da matriz de transigio de estado &
uma das eltapas relevantes em procedimentos de estimagio de
estado. Normalmente esta o uma das tarefas que expende o
maior tempo de processamento em computador digital, em
Procedimentos de determina¢Xc de &rbita. A matriz de
transig¢3c ¢ a ferramenta que permite a propaga¢io de erros
¢ de covariincias entre instantes de amostragemn,. Para
problemas lineares discretos, wela permite também a prépria
Propagasio de estado. Formalmente pode~se defini-la como se

sSegue:
Seja uma EDO linear na forma:
xCL) = FCL) x(L) + BCL) wlbd (8.2>
onde x ¢ o vetor de estado de dimens3o n, F é& uma matriz
nxn, ) Bt Ow(L) & o termo forgcante compativel

dimensional mente. Considerando a equag o homogénea

correspondente:
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xC(t) = FCL) x(t),

se F(t) ¢ continua para todo t, a equagdo homogénea sempre

tem solugHlo, que pode ser escrita COmo:
x(LD = ¢(t,t°) x(to) para todo t.

A matriz ¢ & denominada matriz de transic3o

(ou matriz fundamental), e & a solug3o da ED matricial:
$Ct,t > = FCL) #(t,t_> para todo t,
¢(to,t°) =1,

onde I & a matriz identidade (veja Lee e Markus 190867, por

exemplo). As seguintes propriedade s3o validas:
1> ¢(tz,t°> = ¢<tz’t1) ¢(t1,t°) para todos tz’ti’to;
2) ¢(t,to> é n3o singular para todo t, to;
3> ¢t ) = Bt LuD para todo t, t ;
o Q o
T T
4> L L) = -F(L) ¢ (t,»td  para tedo t, t,

A solugio geral da Equac3o B.2 & ent3o dada por:

t
x(t) = ¢(t,to) x(to) + j; #Ct, ) BCr) wlr) dr
Q

Para sistemas nAo-lineares na forma:

H

x(L) = fex,t) + BCL) wlt) (B.3)

onde f & uma fungfe vetorial de dimens&c n, n¥o-linear em

X, a linearizacio produz:
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SxCL) = FC(b,%) 6xCL) + BCL) wlt)

onde F & a matriz de derivadas parciais:
=N _ af
F(t,x:‘ = [ 'é; ] -
=M

Analogamente ao caso linear, a matriz de transigio ¢ &

calculada através de:
é(t,to) = F(t,x) Pl t D para todo t, t_,
¢(t°.t0) =1,

onde F & agora dependente do tempe @ da trajetdéria de
referéncia x sobre a qual foi linearizada. Como se ve, sua
avaliag®o por integragio numérica implica na integra;go de

nxn EDOs em adigZo as do prépric estado.

Para o movimento kepleriano, existe solugio
analitica j4 largamente difundida (Goodyear, 1868; Sconzo,
1963) e otimizada para 4rbitas elipticas (Kuga, 1986). Para
© movimento perturbado deve-se integrar numsricamente as
2quagdes variacionais incluindo as perturba¢®es a sorem
consideradas no modelo de propagagdo de d&érbita (Segi3o
B.1.2). Existem alguns estudos interessantes que analisam o
fato da model agem das equagcdes variacionais para a matriz
de transic¢¥o n¥o conterem as mesmas perturbagSes agentes na
model agem da Propagagfo orbital. O impactao dessa
inconsisténcia foi analisado em Rice (1987), e May (1979).
Aparentement.e, incluir todas as perturbac®es na propagagio
orbital ou ineluir somente a influéncia do achatamento
terrestre (coeficiente zonal Jz) produz resul tades
satisfatorios, Porém, o mesme ndo acontece ac se levar em
conta somente o movimento kepleriano Para computar o
matrizante (Rice, 1087, May, 1979). Apesar disto, o uso
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desta Ultima simplificagHo parece ser uma pratica bastante
comum e Jque simplifica demasiado a propagagdo, necessitando
ainda extensivos estudos para se chegar a algo realmente
conclusivo. Em filtros com caracteristicas de recbustez em
prejuize de tempo de processamento, como nos métodos de
minimos quadrados, esta simplificag8o pratica ¢ usual & nZo
produz maiores problemas.  Porém, em casos de filtros
recursivos sequenciais, nos quais ha uma frequéncia alta de
amostragem de medidas, o filtro rapidamente tende a
convergir seguindo ent%o o modelo dinadmico, devido & nZo
ponderagiio das informagBes das medidas que S seguem. Se o
modelo dindmico for pobre, o filtro passara entioc a
di vergir. Neste caso, algoritmos adaptatives e robustos
devem ser empregados em contrapartida a model agem pobre.
Portanto, se o modelo de forgas for complexo, incluindo
perturbacles do gecpotencial & ocutros, pelo menos o efeito
do achatamento Jz deve ser incorporado ao modelo da matriz
de transig¥o, sempre supondo que as derivadas parciais s3o
avaliadas em torno da trajetéria gerada por esse modelo de

forgas.

Un cutro método para se avaliar matrizantes
com perturbag®es ¢ o de Peano-Baker (Ditto, 198@). Este
métode usa a existéncia de solugTo analitica para o
matrizante do problema dos dois COrpos para, por meio de
algebra de matrizes, integrar a perturba¢fo adicional a ser
levada em conta. Segundo alguns testes computacionais
efetuados, o tempo de processamento em relacao ac meéetodo
variacional normal aumenta, apesar de um ganho em precisio
(Walter, 1978). O método variacional normal com um bom
integrador, por exemplo o Runge-Kutta 7(8) com coeficientes
de Fehlberg (1868), deve produzir resultades satisfatérics
sem grande degradacZo de precisio. De qualquer forma, no
caso de haver redundéncia de informagBes com grande
quantidade medidas, pode-se utilizar o modelo simplificado

dos dois corpos, desde que cuidados (usc de tecnicas de
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rufdo'adaptative por exemplo) sejam tomados para prevenir a
divergéncia e robustecer o filtro. As equagcBes variaciocnais
levando em conta os coeficientes Zonais do geopotencial
podem ser encontradas por -exemplo em Kuga {(1988) ou

Cappellari et al. (1978).

Por fim, a existéncia da inversa da matriz de
transi¢¥o @ uma caracteristica importante quande suavizacHo
de estado & neéesséria. Em modelos que levam em conta os
efeitos do geopotencial, forga de natureza censervativa, as
equacBes diferenciais tem natureza candnica (Brouwer and
Clemence, 1862) e a inversa da matriz de transig¥o pode ser
facilmente ostabelecida. Seja a matriz de transi¢lo ¢

particionada em submatrizes 3x3:

P #

¢ = 14 12 (5 4)
¢21 ¢22
Entio:
T T
- @ -
= o . (8.5)
-~ @
21 i1

Portanto, se as equagfes variacionais que produzem a matriz
de transi¢io contiverem somente os efeitos do geopotencial ,
ent3co sua inversa ¢ obtida como acima, sSem necessidade de

caleulo adicional.

8.4 ~ MODELAGEM DAS OBSERVACOES
> OBSERVACOES

As  observages normalmente utilizadas em
problemas de determinac¥e de trajetéria s¥o de dois Lipos:
métricas o angul ares. Atualmente utilizam-se na maioria dos
casos as observagSes métricas, j& que pessuem  maijior
pPrecisdo que as angulares em termos de arcos de orbita. As

observacSes métricas podem ser de distAncia ("range"), ou
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variagio temporal da distancia (“range-rate"). Basicamente,
um sinal eletromagnetico & transmitide ao satelite que o
retransmite de volta a estagac, onde & medido o tLempo de
percursce {("range") ou o desvio doppler de frequencia do
sinal devido a velocidade relativa estaggcwsatélite
("range-rate"}. Estas medidas sao convertidas nas
obser vacdes da trajetéria (ou érbita): distancia
estagao-satélite ("range"), ou no caso do efeito doppler,
na velocidade radial do satslite ("range-rate'). Dependendo
da frequéncia da onda portadora, obtém-se maiores precis@es
nas observa¢Ses. Valores t{picos de precis3ico para as

medidas de “range" e '"range-rate" sic dados abai xo:

TABELA B.1

PRECISAO DAS MEDIDAS DE "RANGE" E "RANGE-RATE"

Frequéncia jerro em "range" |erro em "range-rate*

VHF 500 m 320 cm-s
s 100 m 10 emrs
USRE 18 m 5 emrs

As medidas angulares, por dependerem da precisXc
mecanica dos eixos cardas ou azimutais da antena, propiciam
menor precisic em arcoe de &rbita. PrecisSes tipicas para as
obser vagBes angul ares de azimute & elevacio (ou
equivalentes) est3o listadas abaixo, em segundos de grau
"2
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TABELA 6.2

PRECISAO DAS MEDIDAS DE AZIMUTE E ELEVACKO
PRECISAO DAS MEDIDAS DE AZIM

Frequéncia erro em azimute errc om elevacio
VHF 3800 3IBOo"
C 84" B4
USB 720" 720"

As observag®es podem ser calculadas em funcao
do vetor de estads orbital em coordenadas retangulares da

seguinte forma:

range
o = [(x=X>% + (y-v>% &+ (z-z)2;%2 (6.6)
range—-rate
P = [(x~X)(x~X) + Cy=¥X(y=¥) + (z-Z)¢z2~-2>1.p (8. 7)

onde F=(x YeZJ, §=(X Y,Z2) s3o coordenadas inerciais de
Posicdo do satélite e da estaglo que faz a observac3o; e
v-(x,y.z), =CX,Y,2) s8o as coordenadas de velocidade do
satélite o da estacdo, calculadas ne mesmo sistema de

referdncia,

azimute

Az = tan"c—yT/xT> (6.8)

elevacao
elevacao

-1
El = sen (zT/rT) (B8.3)
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onde ?T=(xT,yT,zT) sdo as coordenadas de posigdo do
satélits no sistema topocentrico horizontal. Fssas
observaglies s3o feitas somente por estaglies de rastreamento
localizadas na superficie terrestre. A transformagio para o

sistema tapocéntrico & feita através de:

X sycl swys@ -~cy x - X czcos
Y = -s6 c8 o vy o~ Y R (5.103
zZ cwcl cyse sy z -~ 2Z sEseno

onde & e a longitude sideral e v @ a latitude geodesica da
sstaggc. As derivadas parciais dessas ocbserva¢c@es com
relagdo as coordenadas do satélite também sSo necessarias
no processo de estimagZo de érbita. Elas podem ser

computadas por:

ranga
8 r - R 3o
— = y — = 0 (8.11)
ar o av

range-rate

dp . 30 dp
—=|v-V-po—frp, —=_— (s.12)
ar ar a o ‘
azinute

Az Yoy Az Ty Az
- = » = , =0 (6.13a)
ax 2 2 2 2

T *r T Yy 6yT i azT

ahz
e =3 (6.13b)
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slevacio
- Z
El ¥
2 = B , (B.14a)
2 2 12
&xT o (x "+ yri
Y Z
SEL T T
= , (6.14b)
2 2 2 .12
ayr r'r (xr YT)
2 2.1-2
JE1 (x® + >
M B , (B.14c)
2
azr T
OEL
_—— 3 (6.14d)>
av

onde:

P Syc@ sysé -~cy
~:E = R(O,y) = =1 cé o » S=COos, STsen
ar

cwc8  cypse sy

Foermalments, nos problemas de estimacZo
estocastica de estado, as observa¢des podem ser model adas

por:
Y = hi(x) + v (6.15)

onde y & a observacio, hix) & a fungFo em geral nXo linear
no estado x gue modela a observaglo, e v representa os
®rrcs cometidos durante o processo de observag¢fo. Os srros
t{picos podem ser obtidos das Tabelas de erros 6.1 e 8.2, o
as fung@es h(x) foram explicitadas para as observagSes de
“range*, "range-rate", azimute e elevaclo (Equagses 6.8 a
.10, bem como suas derivadas parciais CEquagSes 8.11 a
6.14). As tendenciosidades ("biases") sXo supostas terenm

sido removidas durante O pré-processamento das observagtes,
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de modo que v representa os erros de carater puramente
aleatoris. As derivadas parciais dh(x)~3<x conforme as
Equacoes 5.11 a B.14 sao necessarias no processo de

linearizagga. no filtro sstendide de Kalman.

6.5 - FORMULACAO DAS EQUACTES DIFERENCIAIS DO MOVIMENTO

Existem diferentes mansiras de se formular as
Equa¢Bies Diferenciais Ordinarias -EDOs- do movimento
orbital. A mais usual & a formula¢so newtoniana expressa

paor:

r= “u For? 4 B (B.18>
onde P representa o vetor das perturbagces,

Outras formulagcBes fazem transformagSes de
coordenadas ou transformacSes paramétricas, com o objetiveo
de aumentar a precisZc da integragio numérica das EDOs
Kuga, 1987). Para uma integragfo numérica da dinamica,
estas formulagc@es s3o comprovadamente mais eficientes e
precisas (Gomes, 1989), porém, quando aplicadas ao problema
especifico de determina¢io de érbita, apresentam
desvantagens como contrapartida, e.g. maior quantidade de
EDOs, interpolagZo, recalculo de derivadas parciais, como

se vera a seguir.

As transformacdes de Sundman e congéneres
(por exemplo Nacozy, 1974; Baumgarte, 1g72) transformam a
variavel independente de tempo fisice ¢ para um tempo

fictielo s, por meio da express3o:
L
dtt = ¢ r~ ds. (8.17>

onde ¢ & uma constante, r o a magnitude do vetor posicac, e
'

! @ um inteiro. Em consequéncia, uma equacdo diferencial
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referente a coordenada de tempo flcticio & adicionada ao
conjunte original de EDOs. A integragio ¢ feita na variavel
independente s, e espacamentos constantes do passo de
integragBioc em temps fisico n¥o sZo mantidos. Exigem-se
poertanto ferramentas adicionais de interpolag¢Xo tanto para

o estado quanto para a matriz de transig¢Xo.

A regularizag¢fo transforma o espacc métrico
tridimensional para o espaco paramétrice 4-dimensional U,
por meioc da transformagfo KS de Kustannheimo-Stiefel
(Stiefel and Scheifele, 1871). Excelente precis®o numérica
¢ obtida as custas do aumente do nimero de EDOs. No
problema de determinacio de &rbita, torna-se necessario o
recidlcule das derivadas parciais das observacSes, expressas
agera  em termos das coordenadas O do novo  espago
paramétrico. A necessidade de interpolac®o também per=siste,
pols a wvariavel independente usualmente & o mesmo  tempo
ficticio s da transformaggo de Sundman. Negreiros de Paiva
(1980b) resclve o problema de determinagfc de &rbita via
transformag®o KS, usando o modelo dinamico keplerianc (2

corpos ).

As transformac@es do tipo hodégrafo orbital
CAltman, 1872) também exibem excelentes propriedades
numéricas, porém o mapeaments para o espage fisico e
vice-versa & bastante complexo. Exige-se também a avaliag3o
das parciails no espago  do hodégrafc Nao se tem
conhecimento, até o momento, de alguma aplica¢fo deste tipo
de coordenadas em determina¢o de drbita (Raol and Sinha,
13885),

Para o presente trabalho, utilizar-se-a a
formulacao newtoniana classica conforme a Equacac 6. 16,
pois nao & escops do trabalhe a 1nvest1gacao das diferentes
formulacoes existentes, além de ser difficil a comparacao de

resultados em outros espacos parametricos,







CAPITULG 7

IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL
LMPLEMENTACAO COMPUTACI ONAL

Este capitulo descreve aspectos de

implementag3o dos algoritmos de estimaglc e suavizac3o UD.

7.1 - FORMULACAO NORMAL DO PROBLEMA DE . DETERMINAGXO
DE ORBITA

O problema de determinaggo de érbita e
essencialmente nao-linear, pois o© processco dinamice, ou
seja, © movimento orbital, & descrito por EDOs da forma
(Capitulo 8):

F =3 ¢7.1)

V.= —u Por? v B (7.2>

] N . -» -
em relagio ao sistema inercial, onde r & o vetor contendo
L +
4s compenentes de posicio, ¥ & S vetor contendo as
componentes de velocidade, o B & © vetor contendo a parcela
das perturbagaes agentes na orbita do satelite, No
squacionaments do estimador de estado define-se o estado

por:

X = fm(x,t) + fnm(xft) (7.4

- Ed
onde fm e a fungao vetorial que expressa a modelagem

l

adotada no estimader, e £ m € a funcao vetorial - que
n Ed
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expressa a parcela nac modelada. Se, por exemplo, © modelo
simplificade dos dois corpos é adotado, entio f contem a
12 parcela do lado dirsito da Equacao 7.2, @ fnm contem a

parcela correpondente as perturbagoes B.

Para a aplicacdc do filtro de Kalman ao
sistema, este e tratado como um processc estocastico
atraves da consideracaoc que & parcela nao model ada pode ser

tratada como um ruido branco gaussiano:

x = £ (x,t) + BCLY wlt) (7.8)
-om
< = ¢ 27, 3T (7.8)
£T = (9T, 2T (7.7
™
o
B = | -322 (7.8)
I
axa
Elw(t)I=0 , Elw(t) w'(T)] = QCt) &Ct-1) (7.9>

onde &(t-7) & o delta de Dirac, e o vetor de dimensic 23 do
ruide branco gaussiano w(t) e tal que deve cobrir os
efeitos nac model ados. Un estimador assim formulado
neceésita ser robuste para nao apresentar problemas de
divergéncia devido a modelagem simplificada. Dai a

» ~ 3 . * .
mct;vagao para se utilizar procedimentos adaptativos

similares aoc exposto no Capitulo 4.

Para efeito de propagacac da matriz de

-~ - rd -
covariancia do erro no estado P, e necessarisc o calcule da
matriz de transicao ¢, devido ao processo de dlscretlzacao

Recapitulande o filtroe estendldo de Kalman:
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PCk+1) = ¢CkOPCkIF (k) + GCkIQCK XGT(kD |

a2 matriz de transicac ¢ & obtida integrando-se:
¢ =F ¢, ¢ =1, F=_" } (7.10)
=

onde X e a trajetéria de referéncia, Para o problema dos

dois corpos, a matriz F foi explicitada na Secao 8. 3.

As observacdes, discretas no tempo, tambem

possuem modelos nao lineares:

y{kd = hix(k)] + v(k) (7.11>

Elv(kdI = 0, Elv(kIVT(jdl = RCk) 8, (7.12)

onde y(k) & o vetor de m-observacoes, h é uma funcao
nao-linear de dimensaoc m que relaciona o estado as
observagaes (EquagBes 6.6 a 6.9), v(k) & a sequencia branca
gaussiana de dimensac m que modela os erros cometidos
durante o processo de mediggo remanescentes apos o processo
de calibrag3c das medidas, cujas estatisticas estio
descritas pelas Expressces 7.12, e 6H & o delta de
Kronecker. A funggo h foi explicitada para os diversos
tipos de observaggo na Sagﬁo 6.4, bem como suas derivadas

parciais (Equac¢Bes 8.11 a 6.14).

7.2 - IMPLEMENTACAC DO FILTRO ADAPTATIVO UD EM
DETERMINACAO DE ORBITA

Apos indmeras  experiéncias do  autor,
chegou-se a uma implementaggc algoritmica adequada para o
problema de determdnaggo de orbita. Esta maneira permite
bastante flexibilidade para alteragSes, alem de ser
suficientemente estruturada para evitar arros de

pPregramacas. A seguinte Sequencia de calculos o proposta
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para se implementar o filtro estendide UD em conjunto com a
téeenica de ruide adaptative na determinagzo de erbita, para

um intervalo tipico de amostragem de k-1 a k:
1 - Integrar o estade e a matriz de LransigZo do instante

k-1 ate o instante k:

x(t) = £ (X, t) ,
m

. af‘m
SRS
ax x=

k-1 < ¢ = k

com condi:;Ses iniciais:

x(k-1) = XCk-1) e $,Ck=1> = I
2 - Propagar a covariancia sem inclusic do ruide Q, ou
seja, achar os fatores U, D correspondentes a P(k) =
#Ck OPCk~1 )¢T(k) atraves do algoritme UD de Gram-Schmidt

(Secio 2.2.4).

2 - Calcular a matriz & = (gi,gz.....gr) conforme a Secio
4.1.5:

G = [I+¢CkD] B At.2

Ay ' ’
ou conforme a Secac 4.1.86 se At ¢ grande o suficiente para

destruir o tipo de aproximacao acima:

4 - Para i=1,..,m observacdes, realizar os passos S, 6 e 7.
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5 - cCalcular a obser vacac nominal §x. a matriz H de

derivadas parciais dag observagaes, e o© residuo ro
correspondente:
- ahi‘l ~
Y. = h () .H.=[——J_.r=y.-y.
h Lok t ax n=x (ko t v v

canforme descrits na Secio 6. 4, EquagSGS 5.8 a 6.0 ¢6.11 a

8.14, dependendo do tipo de observacio.

& -~ Preparar variaveis para ¢ procedimente adaptatiwve

CEquagSes 4.47a a 4.47F):

B3 := HUDUTHT
+ 1% L
if 'FL‘ > 3di entao r := 3o

2
Z :=r + R -
i i1 L ﬁt

i

Ernfj ;= 4rfn_ + aRf

M= [CHg > (Hg)> ....:(Higr)zj

a :=M g (nao necessario para processamento em lote)
. 19

7 — Estimar o ruide q devido as pseudo-medidas z:

Sequencialmente atraves de algoritme de atualizacao un
(Relagdes 2.51) aplicado & U = D y Ou

em lotes. Seja m, ¥ total de medidas e p+l  a

quantidade de instantes discretos. Ent3o:
~calcular e armazenar Hﬂ/ “g/z
Tsem, < (p*) m entdo qlk) = qlk-1),

"sem. 2 (p+l) m ent3o:
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.calcular Si/zq(k—i).

.aplicar © procedimentc de ortogonaliza;go
de Householder (Equacaoc 4.858),

.estimar g(k)

8 - Completar a propagaggo da covariancia pele algoritmo UD

de rank 1 (Apendice B):
= ey T m=eT l
UBU" : = UB0" + cae”™ := UD0T + £q.9.g

lembrando que:

q seq =0
Q := diag ’ N y i=1,...,r
0 se qt< O
8 - Para i=1,...,m medidas, realizar o passo 10,
10 - Atualizar © estado e a covariancia atraves do

algoeritmo UD de atualizacdo (Secao 2.2.4)
11 - Se existirem mais medidas, recomecar no passo 1.

O passo 1 propaga © estado e acha a matriz de
transigzo. Lembrar que para o modelo dos dois corpos existe
solugzc analitica tante para o estado quanto para a matriz
de transicao (Goodyear, 1865; Sconzo, 1963; Kuga, 18988). Os
passos 6 e 7 aplicam a teécnica adaptativa e estimam o ruido
Q. Os passos 2 a 8 implementam a fase de propagaggo do
filtro UD. Os passos 9@ & 10 implementam a fase de
atualizacae do filtreo UD, processande cada medida
Sequencial mente. No processamentc em lote do  ruido
adaptativo, pode-seo aguardar © actUmule de medidas durante
(p+1) instantes digcretos e so entao processa-los em lote.
Nesse interim, o ruido permanece com valor constants igual

ac do intervale anterior, Uma Unica matriz pode ser
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definida para armazenar WVZ e § /2 em espacos
:ontigucs. ou atraves do ccmandc Fortran ”Equivalence" para
compartilhar e economizar memeria de armazenamento. O
algoritmo acima, filtro adaptativo UD, foi implementado e

os resultados de testes serioc mostrades no Capitule 8.

7.3 - IMPLEMENTACAO DO SUAVIZADOR UD EM DETERMINACAO
DE SRBITA

As equac;.:&'es do suavizador UD foram descritas
na Secic 4.3. Em termos de aplicacac a determinacao de
orbita, a implementagao exige um custo adiciocnal na fase de
filtragem para se armazenar as variaveis de interesse para

& suavizacao.

O passo 8 da fase de filtragem e implementada
recursivamente para cada componente do ruide q, i=l,...,r.
A cada i s3o dados U Di. g+ 9 onde g, saoc os vetores
coluna da matriz G. Neste cCaso, a seguinte implementagao
deve ser realizada no filtre UD, no passo 8 <(ver Se::.:Eo

7.2

8a - Calcular L = U D

19 1 1
8b - Achar g: tal qué L.Lgi: = g,

8c - Achar v, tal que U'_rv, = gi.“
1 1
8d -~ Calecular A = q, /(1+q v .9, )
L

8¢ - Armazenar F V]
15 I8

8f - Calcular Ut e DL incorporande o ruide g, atraves do
L

algoritme UD de rank 1, tal que:

T
. U
L¥L L+ L +d

- T T
- ULDLU"L *9,.9,9,

Alem disso, deve-se armazenar ¢ {(matriz de

transi c;Eo) , X (estimativa propagada ), x (estimativa
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atualizada), e g, se esta nao for constante. Os passos Ba,
8b, e Bc equivalem a calcular V. de maneira economica tal
que PLV,L = g-
A fase de suavizac;go supce que os parametrcs
A @ v estejam armazenados. O arqgquivo que contem estes
L L
parametros deve ser lide no sentido para tras ("backward").
Os  valores iniciais da westimativa e da covariancia
-~ “~ — ~
suavizada (X(N/N) e P(N/N) sao os valores finais =(N) e
P(N) do filtre UD:

RCNAND = %(N)
UCNANIDINANDUTCNAND = UCNDDONDIUTUOND = PCNDY
onde N & o instante final do intervalec de filtragem e

N ~ e d N ”’
suavizacao. Entac procede-se acs seguintes calculos para o

instante (passo) k:

i1 - Para i=r,.,..,1, passos 2 o 3.

2 — Calcular a estimativa suavizada ;c: por:
&, = A v [ x(k+1) - <, 3
N + g &

onde x(k+1), %Ck), A v, sac lidos a partir dos dades

armazenados durante a filtragem.

3 - Calcular a covariancia suavizada por:

T
a -~ Com Aivt. J\,L calcular Kt’ o pelc algoritmo de

atualizacdo UD (Secao 2.2.4)tal que:

UDUT = [I -k ax vT1U* p* (*
L . 1 1N L

+1 L+g L4
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. ~ A
onde a. e a variancia (ver Secaoc 4.2.2) dada por:
] -

a = A viut DY OU'T v a o+

i PR AR A R A R TR N S ) i

b-Mmmm-ovmorgi~Ki

¢ - Calcular UT e Dj que satisfazem:

u'p*u*T = u b UT a. (g —K dg. - K OF
v 1% L L 1 1N L L

L L T

atraves do algoritme UD de 'rank™ 1 (Apéndice Bl1),

4 - Calcular a estimativa suavizada final %Ck/N), na versaoc

ngo—linear, atraves de:
XCkoNY = 74k o %f ~ xCk+1) 1 + %Ck)

onde x(k) & a estimativa atualizada do filtro de instante
k, e a matriz de transiggo ¢ foi armazenada durante a fase

de filtragem.

5 - Calcular a covariancia suavizada final U(k/N) D(k/N)
Ut (ksNY (¢ PCk/N)) atraves do algoritmo UD de Gram—Schmidt
tal que:

UCk NODCkANIOTCkND = MU T

8 - Inicializar as variaveis e ir a0 passo 1 se houver mais
dados:
* ~ » ~ » ~
= rd E =
X e x(k N> Ur+1 UCk~N> Dr+1 DCk~ND

Dado quse a matriz de transicac foi calcul ada
€ armazenada durante a fase de filtragem, o calcule de sua

inversa consiste Simplemente em trocar suas particoes
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convenientemente, conforme descrito na Secio 6.3, Equacoes
$.4 & 6.8. Esta implementagso do suavizador UD propesta e
inclusive mais econdmica que a implementagao convenclonal
do suavizador RTS de Bierman, além de muito mais ef'iciente
computacional mente {cerca de 1.5n3+8.5n2r contra
1,5n3r+1.5n3 "flops", conforme Tabelas 4.8 e 4.10). E
interessante notar que se so a estimativa suavizada for
desejada, os passos 3 e 5, correspondentes ao calculo da
covariancia suavizada, podem ser omitidos. Se sé uma
analise de covariancia for desejada, entio os passos 2 e 4,
correspondentes ao calcule da estimativa suavizada podem
ser omi tidos. O algoritme acima, suavizader UD foi
implementado, e o% resultados de testes serao descritos no
Capitulec 8. A complexidade de programaggo do suavizador UD
e apenas aparente, pois necessitam-se somente das mesmas

rotinas UD utilizadas no filtro UD adaptativo.




CAPTTULG 8

SIMULACAC E TESTES DE DETERMINACXO DE ORBITA

Este capitulo apresenta og resultados de
simula959$ digitais realizadas no computador VAX-VMS 780 do
INPE (Instituto de Pesquisas Espaciais), cujo compilador
Fortran 77 apresenta cerca de 8 digitcs decimais de
precisac (7 algarismos significatives e 1 duvidosc) em
precisdc simples, e 16 digitos decimais de precisiac (15
algarismos significatives e 1 duvidoso) em precisao dupla.
Os programas simuladores de orbita o observagges, bem como
os estimadores e suavizadores de estado foram programados

em linguagem Fortran 77.

8.1 - SENSIBILIDADE NUMERICA DOS ALGORI TMOS DE FILTRAGEM

£ sabido que ] algoritmo do filtro
convencional de Kalman apresenta problemas numeéricos em sua
implementagao. Normalmente, as matrizes de covariancia
podem deixar de seor definidas positivas, com o surgimento
de elementos negativos na diageonal, que passam a apreseantar
correlagaes com magnitude irrealisticamente grandes. Mesmo
que nenhum destes sintomas esteja presente, uma analise de
auto-valores pode revelar a presenga de auto-valores
negativos. Uma das maneiras de se evitar estes problemas
numérices e a utilizaggc dos filtros de raiz guadrada, gque
diminuem os efeitos de imprecisac numérica atraves de
extensso artificial da palavra do computador, por meic do

use das chamadas matrizes de raiz quadrada da covariancia.

Nao obstante, oxistem alguns pontos
importantes na implemantaggo dos algoritmos de filtragem
que sao normalmente objetos de confusic e controversia,
devendo portanto ser esclarecidos. Uma anélise numérica

detalhada revela e esclarece alguns detalhes controversos:
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V o Bl
- & estimativa do estade @ o ganho de Kalman nio sao
. g 1] -~ :
calculados com a mesma precisac da covariancia, guando =

usam filtros de raiz quadrada;

I 4 a bing I3 ] -~ -
-~ a simples simetrizacsc da matriz de covariancia no
filtro convencional de Kalman remove uma das maicores fontes

de erros numericos;

- a inicializaci3oc inadequada do filtre convencional
-~
por vezes faz com que a covariancia calculada deixe de ser

definida ositiva, mesmoe utilizando recisao estendida no
ol

computador (precisac dupla).

Os erros absolutos AP, ax* e Ax (na
covariancia, no pseudo~ganhe de Kalman o na estimativa)
devido a erros de truncamento num passc k a k+l1 do filtro

de Kalman sac dados por (Verhaegen and Van Dooren, l1988):

K*k> 2 ack) Kek)

AP £ & o707 IBCk+1)| (8.1
&K 5 £ oPo? K%k (8.2

4 S e (FGO| xGO) + JK* GO fycro > +
A CJHUO | o) y <k (8.3)

onde K é o ganho de Kalman, x & o estade, P & a matriz de
covariancia, y é o vetor de observacSes, H & & matriz que
relaciona asg observagles ao estado, ¢ & o ndmero epsileon do
computador utilizade (nimero que adicionade a 1 fornece
come resultade o valer 1), e m é o nimero de observacSes a

serem processadas. Todas as normas sao normas 2, & os o
i
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. ' - . A . r
Sao o5 l-esimos valores singulares da matriz R (k) de
covariancia dos residucs, com:

8 Rek) + HCKD> Bexd HTCR) (8. 4)

R (k>
onde R &€ a matriz dos erros de observagio, e a matriz F(k)

& definida por
FCkd 2 o) - k™) HCk) (8.8)

A analise das expressces dos erros mostram
que se a covariancia P & calculada com precisic (via e, qg.
filtros de raiz Gquadrada), essa precisac nao
necessariamente e repassada para o ganho e as estimativas,
embora tal comportamento possa ser observado
frequentemente. Além dissc, o processamento sequencial das
medidas com a diagcnalizagao (branqueamento) diminui os
erroes, pois o, o o (m @ o nimero de medidas). Supondoe que
¢ filtro convergiu (esta em regime), entac as seguintes

simplificagges podem ser consideradas:
(KGO » 0, AKY 5 0, Fk) » k)

Scmente para efeito de ilustracdo, supde-se @(k) = I de

forma que:
Ax £ & UQ(k)”

como era de se esperar. Considere o caso de érbita. com X
contendo as coordenadas de posiggo Cfx|z6800km>, e um
computador com £210"° (no compilador Fortran em precisio
simples, uma palavra com 32 bits fornece 7 digitos decimais

, . . . L4 . 4 N N b d
significativos e o Gltimo e duvidoso). Entao:

Ax £ 0.07 m para x| = 7000 km
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Nota-se, portanto, que a precisao jé esta prejudicada pelo
erro de truncamenteo no passo correspondente, Somando-se a
isto o errce global acumulado, & de se esparar dgque a
estimativa de estade naoc melhore alem de um certo limite,
apesar da covariancia ter sido calculada com precisao
atraves de filtros de raiz guadrada. Deste fate decorre a
razao para deterioragzo de precisao nas estimativas quando
s&@ utiliza computadores com Falavra curta, Notar, por
exemple, no artigo de Bierman e Thornton {1977) a
utilizagso de precisaoc dupla para calculc das estimativas,
apesar da covariancia ser calculada em precisao simples via

filtros de raiz gquadrada.

Seja SP(k) o erro acumulado no calcule da
A~ -
matriz de covariancia ate o passo k. Entio, prova-se que a
. 3 -~ I3
propagacac de erros para a covariancia obedece a (Verhaegen

and Van Dooren, 19886):
SPCk+1) = F(kIEP(KkIFTCk) + ¢Ck ISPk I~6PT (k14T Ck )
~ ¢k ISPk I-PT(kIIFTCKk)Y + 0¢82) (8.8)

E facil verificar que se P for simetrizado, as duas ultimas
parcelas desaparecem, o a maior fonte de erro (nac simetria

de P)Y & removida,

C problema da inicializaggc e de analise
complexa, mas pode ser verificado experimentalments. Como
Kaminski (1871) sugere, este problema frequentemente
acontece guando a covariancia inicial e grande e © erro das
observagaes e pequeans  em relaqgo a covariancia. As
observagSGS sendo quase perfeitas (sem erro) fazem com que
a covariancia diminua nos primeiros passos, produzindo
erros numéricos. No artigo de Bierman e Thornten 1g773,
este problema e solucionade da Sseguinte maneira: as

~
covariancias iniciais do filtro convencional sio tomadas



artificialmente mencres que os errcs iniciais, e o ruido
das medidas é arbitrariamente aumentado. Cada vez Jque
termos negativos surgem nas diagonais da covariancia, esta
& tornada poesitiva. No caso testade no artigo, dependends
dos valores da covariancia inicial, mesmo - o filtro

convenciconal Sm precisac dupla forneceu variancias

negativas.

Foram realizados alguns testes numéricos que
corroboram os resultados de experimentos e as conclusces de
varios artigos (e.g. o ja citado artigoe de Bierman and
Thornton, 1977). Para o caso de determinacdc de orbita de
satelites terrestres, realizou-se um experimente simples
com a érbita do satélite francés SPOT (érbita polar, missio
de sensoriamento remoto), com o modelo de simula;gc igual
a0 modelo do estimador (movimento kepleriano pure), com
observagSes de "range" =) "range-rate" coletadas
simultaneamente por 3 estagaes de rastreamento, As
observagSQS foram contaminadas com erro gaussiano aleatdrio
de desvio-padrac de 100 m para o “range” e de 0,1 m-s para
o “range-rate", compativeis com os edqui pamentos
correntemente utilizados (Banda S) na realizaggo destes

tipos de medidas.

As simulagaes foram efetuadas no computador
VAX/VMS 780 com os filtroes UD e convencional em precisac
simples (7 digites decimais o 1 digito duvidose), e com o
filtro convencional em precisao dupla (15 digites decimais
@ 1 duvidosso). A Figura 8.1 mostra os erros em pcsiggo =) eﬁ
velocidade para os 3 filtros. Nesta simulaggo OS erros
iniciais em posicdo @ velocidade foram da ordem de 2000 m e
1,5 mrs respecti vamente, compativeis com precisdes cbtidas
apos uma determinacdo preliminar de orbita por métodos
grosseiros (Escobal, 1088), O nivel de ruide no estado foi

ajustade para o filtro de precisao dupla e aplicado aocs

outros filtreog,
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Fig. 8.1 - Erros reais para os filtros FKPS (filtro de

Kalman em precis3o simples, UDPS (filtro UD em

precisdo simples), e FKPD (filtro de Kalman em
precis3o dupla)
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Neta-se claramente o erro provocade nas estimativas devido
a0 erro de truncamento & aoc erro global acumulado gquando se
usa precisac simples em ambos os filtros: convencional o
UD. © filtro convencional foi implementade de forma a
calcular somente a porggo triangular superior da matriz de
covariancia. Os demais elementos sao obtidos impondo-se que
a matriz seja simétrica. Desse modo, retirou-se grande
parcela do erro de truncamento por passa conforme
anteriormente exposto. Em varias outras ccndigges iniciais
testadas, o filtre convencional em precisac simples
apresentou variancias negativas do residuc e-ocu elementos
negativos nas diagonais da covariancia. O filtro UD,

entretanto, nunca apresentou tais comportamentos.

8.2 - TESTES DE ROBUSTEZ DO FILTRO ADAPTATIVO UD

Foram realizados alguns testes numericos a
fim de comprovar a robustez do procedimento adaptativo de
dosagem do nivel de ruide ne estado (Seggo 4.2). O filtro
UD foi completamente implementado em precisio dupla. Para
©s testes considerou-se novamente o sateélite frances SPOT
de sensoriamento remoto, frances, cuja orbita foi simul ada

& partir das seguintes condigges:
1 = Instante inicial (tempo universal )
1989-08-.29 14:24: 0, 427 Choras, minutos, segundos )
2 -~ Vetor de estado inicial (coordenadas inerciais)

= —-4.398.180,6122 nm
= 4.938.064,7303 m
= 2.8886, 225,0000 m
= -1.382,1816832 m-s
= 2.877,822030 m-s
= -8, 733, 2688000 m-s

N‘%'X‘N \.< x
1
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A Figura 8.2 mostra o traco da orbita na
superficie da Terra. Nesta figura estao também tracados os
circulos de visibilidade correspondentes a =3 estagSES de
rastreamente ficticias, posicionadas de forma a produzir

cerca de B minutos de visibilidade simulténea.

N
Definem-se a seguir alguns parametros a serem

utilizados na avaliacao do compeortamente dos estimadores:

erro real em posicaoc:
A 2 D2 42
Ar = [ E (x‘—x£> ] (8.7
) i

=1

érro estimado em posicio:

T

Ar £ ¢ s p 132 (8. 8)
erro real em velocidade:

A i SR 12
Av E [ £ (x_t-—x‘,_) ] {8.9)

=4

erro estimado em velocidade:

oA s 12
Av = [ T P 1 (8.102
i.=4 11
onde X, s i=1,2,3 e .i=4,5,6 sao respecti vamente as

componentes de posiggo & de wvelocidade do vetor de estado
simulade do satelite, considerado como valer real do estado
ne processo de simulacdo; %t. i=1,2,2 e i=4,8,8 s3o
respectivaments os valores estimados para as componentes de
posiggo © de velocidade do vetor de estado, o Pu’ i=1,2,3
€ 1=4,5,6 representam os valores dos elementos da diageonal
da matriz de covariancia dos erros na estimativa do vetor
de estado, correspondentes respectivamente acs elementos de

posicanc e de velocidade.



- 181 -

OJUSURSIISLRI Sp S8QVEISD ¢ $@ OLOR[SI WS BI1IQIO BP ©1ISWODD — Z*g8 *b1g

i; - —e== J
/a 0jUlWEIAISET
Ip
m mmmumumw
Y=yl
ol ALF.J.“




- 182 -

Define-se ainda o residuc normalizado por:

m m y.—-h (x D
Z - Z b v v 2 (8-11)
- i=1 CHPHT+R )47

L 1 % L

onde m & o nUmero de medidas do mesmo tipo,

O filtro adaptative UD foi inicializado com
©os seguintes valores para o estado o a covariancia, no
primeiro instante de visibilidade cam as estacoes

ficticias:

§1<o> = -4.449.983,23 m
xz(O) = 8,044.890,27 m
x,(0) = 2.8579.397,81 m
§‘<0) = -1.189, 286850 ms
§5c0> =  2.480,2256892 m/s
x (0> = -8.8853,003044 m/s

C erro inicial em posicao (Ar(0)> & de 2094 m
® em velocidade (AV(0)) & de 1,42 m s, Tais erros foram
gerados aleatoriamente atraves de um gerador de ruide, e
sac compativeis com valores tfpicos observados na prética.
A matriz de covariancia inicial & considerada diagonal com
valores correspondentes a 3000m e 3mr/s de desvios -padr3o

- - - r}
nas componentes de pesicao e velocidade respectivamente:

PCO> = diag.(9.10°% ©.10% 9.10%49,9,9) m®, m2s?

Ja o rulde adaptative foi inicializado com os
seguintes valores:

q(0) = diag.(10™*, 107*, 107*> m? st

que corresponde grosseiramente & uma magnitude conservadora

do quadrado das acelaragges nao model adas (ver Figura 8.13
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das aceler agaes nao-modeladas na Seg:go 8.2.2). Na
realidade, pode-se inicializar 3; com valores nules, e a
Unica di ferenga nos resultados sera uma conver géncia mais
lenta do filtro adaptative UD, Ja que © errs inicial em g
sera maior. Para o valor inieial de PqCOD (covariancia
inteial do estimador do ruldo gk, fer-zse uma
consideracaoc légica. A  magnitude das aceleracoes
nac-modeladas deve ser compativel com o nivel de rufde.

Assim:

,2

e

g > | 3 107* m% st

max nm

“~ -4
A favor da seguranga, supoe-sa qmax=3.10
m’/s*, de modo gque a covariancia Pq(O) correspondente a

100% de erro em q foi adotado como:
pq(O) = diag.[ (3.107*)% n*.s? 3

Estes wvalores foram conservados ac longo de

todas as simulagSes e testes realizadas nesta Secao.

Ainda com respeito a inici alizag:gc, segundo
Kaminski (1871), existem dois Lipos de problemas numéricos
de mau condicionamento: condicionamento de dir eggo
("direction ill conditioning'), e condicionamente de

inicializacdo (“initialization ill cenditioning).

O condicionamento de direg&'o Se caracterizs
pela ocorréncia de quase cancelamento, devido a termos
préximos mas de sinal opostos, quando se calcula o fator
PHT.  Lembrar que K = PHT(HPHT+R)™. Este tipo de
cancelamente ocorre quando muitas medidas s¥o processadas
enquanto H permanece constante. Kaminski (1971) fornece um
exemplo numérico de aplica¢f@o, e mostra dque os filtros de
raiz quadrada conternam naturalmente o© problema. Na

pratica, este tipo de mau condicionamento revela ma escol ha
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do sistema de coordenadas (escolha das variaveis de
estado), gque no entanto & dificil de se detectar a partir
da saida do filtro. Este problema, devido ac uso de filtros

de raiz guadrada (UD no casc), n3o seri discutido aqui.

@ condicionamento de inicializaqgo se
manifesta quande a covariancia inicial o grande em relaggc
a precisac das medidas, fazends o filtro se comportar como
um filtro de medidas exatas. Neste casce, a analise do
calcule da covariancia mostra que a incorperaciae de uma
‘medi da acurada produz um substancial decrescime da
covariéncia, de modo que ela tende a zero jé no primeiro
passoc. Adotande a covariancia proposta P(0) e sendo o
desvio-padrac da medida de ‘“range" simulada do 100m,
obtém-se (utilizande a Equagio 6.11 para H) os seguintes
valores para © processamento da primeira medida deste tipo

no filtro convencional:

H=1( 0,9805; 0,0018; 0,1118 | o ]

PC(O) = diag. (9.10°% 8.10% 9.10% g, g, 9

R*% = 100m

T

HPHT+R = HPHT =~ g.10°

Portanteo, substituindeo-se o ganho de Kalman K na formula de
decaimento da covariancia vem:

T

PH PHTH

P = (I-KH)P = (I -

12

P o+ O

———— HOP = (I - —
HPHT+R HPHT

Desta forma, o filtreo tende a ignorar medidas
subsequentes, ate que P seja novamente incrementado devido
a adicac de ruido dinamico. Uma analise das condi cdes

iniciais mostra que uma boa tecnica para evitar o répido
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decreéscime da covariancia e aumentar artificialmente o erro
das medidas nos primeiros instantes. Tal providencia i mpede
a diminuigSD brusca do ganho e, portanto, corrige com mais
pesc as estimativas no inicio da filtragem. Kaminski (19713
propse uma analise das condigges iniciais e, se necessario,
implementa-se a divisao de medidas ("measurement
splitting”). Uma medida com covariancia R e equivalente a
duas, wuma com covariancia R/’ e outra com covariancia
R/(1-a®>, com |a|=1. A escolha de a & realizada de forma a
tornar R/e’ da ordem de grandeza de HPH'. No caso presente
de determinacac de orbita, a escolha de R = (1000m)?

torna-o da mesma ordem de grandeza de HPH' =(3000)?

Adotou-se, entio, uma tecnica bastante
simples para solucicnar esse problema de inicializaggo.
Somente no primeire instante de filtragem, os erros de
medida desse instante sao assumidos serem 10 vezes maiores

dque ©os valores reais:

= (10%100m>* = ¢1000m>?

range

range-rate = (10%0.1ms)% = (1ms)?

As Figuras 8.3 e 8.4 mostram os resultados do
filtro nos instantes iniciais sem e com o usce dessa tecnica
respectivamente, para as condxcces descritas na Secao 8.2.1
na sequéncia. E sensivel a diferenca entre as covariancias
nos instantes iniciais. Cbserve-se que o errc real
permanece sempre em valores bem menores quando a teécnica e
usada, praticamente uma ordem de grandeza menor que o
correspondente a nae utilizagie da tecnica. Evidentemente,
poder-se-ia implementar outros métodos, tais como um
decaimento exponencial de R ate seu wvalor real, ou a
tecnica "measurement splitting" citada acima. A técnica
adotada mostrou-se, no entantoe, suficiente para lidar com o

. y ' ' L ~~
problema de inicializacio exposts. A nao consjideracao desse
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problema acarreta em um tempoc de coenvergencia mais longo,
pois com a covariancia irrealisticamente decrescida apés o
primeiro passo, © filtro responde mais lentamente (ganho

menor ) para corrigir as estimativas do estado.
Os testes seguintes ilustram a robustez do
filtro adaptative UD frente a situagaes onde a modelagem

pobre do estimador causa a divergencia das estimativas.

8.2.1 - TENDENCTA NO MODELO DINAMICO

C primeiroc teste consiste em introduzir uma
tendencia proposital no modele da dinamica. Neste caso, o©
simulador de orbita o observagaes leva em conta somente o
movimento kepleriano purc, e simula observa;&es coletadas
pel as estagSes corrompidas com ruide aleatéric gaussiano de
100m e O0,1m s de desvios-padrio para observagaes de "range"
e 'range-rate" respectivamente. O modelo da dinamica
adotado no estimador também modela somente o movimento
keplerianc puro, mas adota uma constante gravitacional

diferente. Lembrando que as aceleracdes sio model adas por:

> > , 3
¥VoE —ur s or,

onde © € a constante geogravitacional (3,9880047x10%
ma/sz). introduziu-se propositadamente um erro tendenciocsoc
("bias*) b#=5x10uhﬁ/sz no valor da constante u utilizada
pelo estimador. Para sateélites com cerca de 700 km de
altitude, isto acarreta um erro em magnitude na aceleraqso
da ordem de 0,01 ms® Este errc de model agem nas
componentes de aceleraggo provoca a divergéncia das
estimativas, se nenhum procediments de compensaggo for

utilizade.
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A Figura 8.5 mosira os erros em posicao e
velocidade gquande a matriz Q de covariancia do ruido
dinamico e considerada nula. A Figura 8.8 mostra os
residucs normalizados das cbservag%es de “range" a
"range-rate'". Nota-se claramente a divergéncia, poig as
variancias obtidas a partir da matriz de covariancia
indicam que esta se tornou irrealisticamente pequena embora
©S erros reais estejam crescendoe. Os residuss tambem
crescem em magnitude e diagnosticam a ocorrencia de

di vergencia.

Ja as Figuras 8.7 e 8.8 mostram os erros e os
residucs normalizades quande se utiliza o procedi mento
adaptativo UD proposto. Os erros reals sao da ordem dos
errcs estimados ao fim do intervalo de astimaggo.
apresentando-se em decaimento durante todo © interwvalo
simul ado, e o8 residuocs normalizades nao apressntam
tendencias, mantendo  media aproximadamente nula e
desvio~padraoc na faixa ¥1. Desta forma pode-se inferir gue
© procedimento adaptativo conseguiu  extrair toda a

' g ~ ’ . , ~
1nformagao das observagoes, alem de evitar a divergencia.

E interessante ressaltar que e provavel que o
filtro adaptativeo convencional (sem a forma UD) fornega
aproximadamente os mesmos resultades, desde que mecanismos
pPara monitorar e modificar o trago da matriz de covariancia
sejam impl ementados, gquando este apresentar valores
negatives. Niao obstante, deve-se lembrar que a técnica de
ruide adaptativo & mais economicamente codificada na forma
UD (veja Tabela 4.8), o que incentiva o uso desta forma,
com as vantagens de precisac e estabilidade numérica, aléem

de prescindir de tais mecanismos artificiais.
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8.2.2 - MODELO DINAMIGO SIMPLIFICADO

Neste teste, utilizou-se um modelo compl exo
de forcas para simular a arbita e as observacoes para o
satélite SPOT. O medelo gravitacional, alem do movimento
keplerianc puro, considera o efeito dos coeficientes zonais
e Lesserais-setoriais truncados na ordem 5] = 4
respectivaments. Alem disso, feram ineluidos os efelitos de
arrasto atmosferico (érea/massa=0,00Blez/kg, coeficiente
de arrasto=3,1, e atividade solar intensa), pressac de
radiagab Cérea/massa=0,OO3le2/kg, coeficiente de pressac
de radia950=1,1), ] atra:::Ses gravitacicnais do Sol e da
Lua. O modelc dinamico do estimador continua sende o
movimento kepleriano puro somente. Este teste e
representative em problemas de deterndnaqgo de érbita, onde
modelos simplificados siac adotados por falta de maior
conhecimento do sistema, embora nioc de forma tao exagerada

quanto a deste caso.

As Figuras 8.9 o 8.10 mostram a divergéncia
resultante quandc a matriz Q & considerada nula. As Figuras
8.11 e B8.12 mostram o resultado do filtro UD adaptative
aplicade ao mesmo problema, Nota-se novamente que  a
divergéncia foli evitada. Ja a Figura 8.13 mostra um
resultado intsressante. A ordenada contem as aceleragSes
nac-model adas, i.e, a acsleragao total perturbada menos a
aceleraggc devido aoc movimento kepleriano puro (modelo
adotado no sstimader). Na mesma figura esta superpostoe o

. ~ 7 . ~ .
desvio-padrac do ruide dinamico 1/2),

esStimade pelo
filtro UD adaptativo. Nota-se af que © estimador adaptative
de ruide dinamico tenta compensar o efeitoc das aceleracoes
nao model adas atraves da dosagem do nivel de ruido dinamice
& ser adicionade a matriz de covariancia, mantendeo-a, como
esperado, consistente com a magnitude da parcela nao

model ada, embora um tanto conservadoramente.
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8.2.3 - MANOBRA NAD MODELADA

Neste teste, pretende-se analisar o
comportamento do filtro adaptative UD frente a uma situaggc
nao prevista, onde uma manobra fol efetuada sem
conheciments do estimador. Apés imin., e 20s de operaggo do
estimador, uma manobra orbital consistindo na elevagao am
100 m do semi-eixo maior da orbita e realizada, Esta
manocbra corresponde a uma correggo orbital tipica que
acontece com certa pericdicidade em sateélites baixos C(ate
700km), para compensar © decaimento da altitude devido ao
efeito do arrasto atmosfeéerico. MNesse instante, os valores
reais de posiggo e velocidade inerciais sofrem a seguinte

variacao brusca instantaneamente:

Ax = -B3,9 m
Ay = 73,8 m
Az = 28,8 m
Ax = 0,006 m-s
Ay = -0,014 m/s
Az = 0,040 m-s

As Figuras 8.14 (=) 8.18 mostram =]
comportamento dos erros e dos residuos, respectivamente,
para o filtro convencicnal UD com Q = 0, ilustrando
tipicamente um casoc de divergéncia. detectavel, na pratica,
atraves de monitoraggo dos residucs. Ja as Figuras 8.18 e
8.17 mostram o resultade para o filtro UD adaptative. Nio
existem sinais de divergancia. com os residuos bem
comportados. Os erros nc estado sofrem um incremento brusco
@ tendem a decair mais lentamente. Os erros verdadeiros,
embora sofram um acrescimo brusco quande da. ocorrencia da
manobra.'passam. A seguir, a decair a uma taxa majior que os
erros estimados, atingindo wvalores bem préximos aos
estimados no final do periocdo de simulacac da aplicacac do

estimador.
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As tendencias de Variaggo das curwvas destes
erros, indicadas na Figura 3.16, moestram que se o periods
simulado fosse um pouco estendide, o erro real passaria a
ter valores mencres do dque o erro estimado em posiggo, a

exemplo do que ja ocorre com os erroz em vel ocidade.

8.3 ~ AVALIACAO DOS CUSTOS COMPUTACIONAIS DOS ALGORITMOS DE
FILTRAGEM

Foram realizadas algumas medidas do tempo de
"CPU" ("Central Processing Unit") necessario para realizar
os calculos de determinaggo de orbita atraves do filtro de
Kalman. Deve-se salientar que essas medidas nao sao
precisas, pois incluem um excesso de caleulo ("overhead")
devido a iroca de variaveis, leitura e escrita de arquives
com formataggo, nao aproveltamente total das otimdzagaes
possiveis of erecidas pelo sistema operacional do
comput.ader, modul aridade excessiva e, evidentemente,
inabilidade do préprio autor em programa-los de maneira
otima. A escolha de programar modularmente (em varios
modulos de rotinas), se poer um lado permite depurar mais
facilmente os erros, estruturar © programa, e faze-lo
legivel, por outro lado impde calculos desnecessarios de
inicializaggo, passagens de argumentos &m chamadas
inadequadas de rotinas, e superdimensionamento de vetores e
matrizes. Considera-se que as contagens do nplmero de
operagaes em ponto flutuante ("flops"), conforme expostas
no Capitule 4, fornecem uma medida mais adequada e

confiavel do gasto computacional.

Para que se pessa obter o real gasto do
algoritme de filtragem “per se“, deve-se isoclar a parcela
referente aos calcules dinamicos que sao especificos ao
problema tratado. Dentro da categoria de calculos dinamicos
incluem-se a intsgraggo de orbita, calcule de Jacobiano da

orbita (matriz de parciais), integracio da matriz de
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transiggo. transformagaes de coordenadas, e derivadas
parciais das observagaes. Os caleculos restantes referem-se
aos algoritmos de prcpagaggo e atualizaggc Ub, & ao
procedimento adaptative nas suas duas formas: sequencial

UD, ou em lotes via transformacao de Householder.

A Tabela 8.1 mostra os tempos de "CPU" em
segundos, para os calculos dinamicos isoladamente, para o
filtre UD convencional, o para o filtro UD adaptativo
(sequencial & em lotes). Convem relembrar que neste caso o
modelo dinamico adotads no estimador consiste no movimento
kepleriano puro, considerando ainda & minutes de intervalo
de aplicaggo do procediments de estimaggc, taxa de
amostragem de 1 hz, e & obser vacdes (3 estacces) a cada
passo, perfazendo um total acumulade de 2180 observagSes a
serem filtradas. Nota-se que © maior gasto de tempo de
"CPU" corresponde aos calcules dinamicos, que contribui com
cerca de 79 % do filtro UD convencional. Devido a este
fato, normalmente os especialistas de érbita tentam
simplificar ¢ modele dinamico ao maximo sem prejuizo da

precisao, para obter a minima sobrecarga de calcule,

TABELA 8,1

IEMPOS DE “CPU"

algoritmo "CPU" médio (seg. ) 4
calculos dinamicos 31,01 78,7
UD convencional 39, 40 160,0
UD adaptatiwve 46,27 117, 4
UD em lotes de 5 45,37 115,1
UD em lotes de 24 44,83 113,3 |
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Numa relacac percentual, apenas 21% do filtro
UD convencional referem-se aocs calculos devidos aos
algoritmos UD (UD Gram-Schmidt de prcpagaggo, UD de rank it
de inclusaoc do ruide dinamico, e UD de atualizacac). ©
filtro adaptativo contribui com um gasto extra de menocs de
cerca de 18% do filtro UD convencicnal. Acredita-se que
esta margem pode diminuir via melhora da qualidade de
programaggo pois, excluindo-se os calculos dinén&cos, ostes
18 % correspondem a 80 % dos algoritmes UD (sem calculos
dinamicos) implementados, quande o valor tedrico previsto
(Seggo 4.2.4) para este casoc (n=6 estados, m=6 observagSes,
r=3 ruidos) seria de X 50 % Nota-se ainda que o filtro UD
em lotes & de fato mais répido que o© método sequencial ,
porem a sconomia @ irrelevante guando comparada aos gastos
dos calculos dinamicos. Para um lote normal de &
obsarvagSQS, © gasto extra & de 15 % do UD convencional, e
com a acumulacac de um lote de 24 observacces, este gasto
diminui para 13 %. Para esta situaggo em particular, a
acumulaggo de lotes grandes de 24 observagges n3o produziu
diferencas perceptiveis, em termos de precisaoc, em relacao
4c procedimento UD adaptative sequencial. ©O Unico gasto
extra de fato, e que no modo de processamento em lotes,
existe a necessidade de uma matriz de maior dimensic para
armazenar o= valores antes da aplicaggo da ortogonalizagao
de Householder CSbgso 4.2.3), além das opera9aes de raiz

quadrada exigidas durante O processo.

Em resumo, uma vez que a precisic dos
algoritmos esta assegurada atraves do uso de algoritmos
estaveis & preciscs numericamente, a principal preoccupacao
de um analista de determinaggo de orbita em tempo real
deve voltar-se para a agilizaggo dos calculos dinémicos,
notadamente & integraggo de orbita o da matriz de
transiggo, a fim de poder cumprir os requisitos de tempo
real. Neste caso, um estudo detalhado dos efeitos de erros

de truncamento, e da sofisticacioc do integrader numérico ou
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do método de resoluggo escolhido (e.g. modelo analitico
simplificado), comparade com a precisac exigida, deve
orientar s melhor estratégia a ser seguida num projeto de

um estimador de orbita em tempo real.

8.4 ~ TESTES DO SUAVIZADOR UD

Foram realizados varios testes dao suavizador
UD  proposte (Secdc 4.3) aplicade ao problema de
determinaggo de orbita. O principal ocbjetivo dos testes o a
verificaggc da viabilidade de utilizaggo do suavizador

proposto, levando em conta aspectos de:

— refinamento dos resultados obtidos na fase de

filtragem,
- analise dos custos computaciconais,

Alguns dos resultados de determ;nacao de
orbita obtides através da apllcacao do filtro adaptative UD
CSecao 8.2) foram superpostos e comparados com  os
resultados obtidos apos a aplicagao do procediments de
suavizaqgo. Os seguintes parametros de analise para o

suavizador foram considerados:

erro suavizado em posicio:
-

3
LE(x xt>23"’2 (8.12)

TEd

ar™ 2

desvio-padrao sSuavizado em posicaoc:

a
* 12
=P ] (8.13)

o
2,12
f‘Z (xl—x J , (8.14)>
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desvio-padrac suavizade em velocicdade:

~ (-]
AV & g op* gt ¢8.15)

. , * . ) *
onde x e o estado verdadeiro, x e o estado suavizado o P

e a matriz de covariancia do erro no estado suavizado,

Os testes seguintes retratam o comportamenta
do suavizador frente a situacdes idénticas as descritas nas

Secces 8.2.1 a 8.2. 3.

8.4.1 - TENDENCIA NO MODELO DINAMICO

Para ag mesmas condigSes do teste da Sbggo
8.2.1, i.e., com a introduggo proposital de tendencia no
modelo dinamice, armazenaram-se as variaveis advindas da
fase de filtragem, e aplicou-se o suavizador UD proposto,
Lembrar que para o suavizador ser aplicado ao problema
nao-linear de determinaggo de orbita, as seguintes
variaveis requerem armazenamento: x (estimativa propagada ),
X Cestimativa atualizada), A Vo 9 iml, ..,r (variaveis
definidas na Secac 4.3), e ¢ (matriz de transicao), a cada
instante de amostragem; e a estimativa %(N> e a covariancia
P(N)> do instante final. As Figuras 8.18 e 8.10 mostram os
erros < desvios-padrao do filtro () do suavizador
Superpostos em uma mesma escala, porem com densidade de
pontos  diminuida apenas para efeitec de visualizagzo.
Efetivamente, todos os pontos foram percorridos (pelo
filtro e pelo Suavizador ), mas somente uma gquantidade de
pontos suficiente para permitir analise do perfil das
curvas foi plotado. Nota-se uma diminuiggo dos erros em
posicac  apos  a suavizacao, notadamente nos instantes
lniciais. Os erros sSuavizados apresentaram-se mais syaves e
menores do que os filtrades. Para os erros de velocidade, a

melhora tambem acontece, porem nao e flagrantemente
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perceptival, pois o comportamente dos erros reais é
bastante oscilatérioc. O desvio-padrac suavizade manteve-se
aproximadamente da mesma ordem de grandeza dos erros
suavizados, sofrende poréem o efeito cda covariancia
calculada na filtragem, que em alguns instantes manteve-se

menor que oS erros reais.

8. 4.2 - MODELO DINAMICO SIMPLIFICADO

O suavizador tambem foi aplicado apés a
filtragem, nas mesmas condigaes descritas na Seggo 8.2 .2,
onde o estimador contem um modelo dinamico simplificado em
relacac ao medelo real. A matriz de transicdo também modela
somente o efeitec do corpo central (movimento kepleriane
purc). As Figuras 8.20 e 8. 21 mostram os resultados de

filtragem e suavizacio super postos,

Este teste & mais representativo do caso
pratico, onde modelos simplificados s3o utilizados, tanto
no filtro quanto no suavizador (matriz de transzcao) Os
erros suavizados sac menores no principio que os filtrados
(gque tendem ac final do intervalo a valores da mesma ordem
de grandeza dos primeiros), e apresentam comportamento mais
Suave em todo © intervalo. Os desvios-padrac suavizados
também se mostram coerentes com ©% erros suavizados (da
mesma ordem de grandeza). Conclui -se que em operacoes Jque
nao exi jam requisitos de tempo real, o usc de suav;zacao
pode ser um recurso Gtil] para refinar as estimativas e

permitir a reconstltulcao da ¢rbita com maior precisao.
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8.4.3 - MANOBRA NZO MODELADA

Q caso patolégico de manobra naoc modelada
(Seggc 8.2.3) tambem foi exposto ac suavizador. As Figuras
8.22 e 8.23 mostram os resultados apés a suavizag:go. £
interessante © comportamentc dos erros suavizados nos
instantes proximos a manobra (1 min. e 20 seg. J, O
suavizador ao processar os pontos para tras (“backward")
vem diminuindec gradativamente o nivel dos erros em posiggo.
No instante da mancbra, os erros mudam de magnitude e
passam a aumentar ate o instante inicial, guando ent3o
coincide com ©OS erros do filtro, Isto 58 deve,
provavelmente, ac fatoc de que o filtro para tras, implicito
ne suavizador, s& sente efetivaments a mancbra gquando
atinges o© instante em que esta ocorresu, inde em direg:go
contraria no tempo ("backward"). Ent3o, o erroc do filtre
para tras sofre um incremento brusco, que ponderado com o
erro menor do filtro para a frente, gue ainda nio percebeau
a manobra, tornam o© erro de suavizaggo nos instantes

iniciais maiores que os do filtro,

Para os erros em velecidade o compor tamento
do suavizador se mostrou normal, embora tambéem se ocbserve
que © suavizador apresenta erros maiores que o filtro nos
instantes precedentes ac da manobra. Isto sugere que em
casos anomalos do tipo testade, seria conveniente
utilizar-—-se as estimativas advindas do processc de
filtragem antes da manobra, e as advindas do processc de
suavizaggo apos. Os desvios~padrac das estimativas seriam
entretanto sempre os resultantes do processo de suavizagsc.
Lembrar no entanto que nem © filtro nem o suavizador foram
projetados para atuar sob tais ccndigaes, sendo este teste
um mero exercicio academico para verificar o compor tamento

do suavizador.
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8.5 - AVALIACAO DOS CUSTOS COMPUTACIONAIS DO SUAVIZADOR UD

O suavizador foi analisado socb 2 aspectos
computacionais: memoria de armazenamento e gasto de "CPU".
No caso de problemas lineares, © suavizader RTS (Capitulo
3) exige o© armazenamento de x ® P a cada passo,
reconstituinde %X e P atraves do conhecimento da matriz de
transiggo e do ruido dinamico. Ja o suavizador UD proposto
requer © armazenamentoc de x, KL’ e Vs i=t,...,r. Mo caso
de problema niac-linear de determinaggo de orbita, o
suavizador RTS exigiria ¢ armazenamento de %, =, P, P e .
O suavizador UD proposto requereu o armazenamentoc de X, X,
Al V.o g+ ® ¢. A Tabela 8.2 oxpoce em perspectiva estes

valores,
TABELA 8.2

ARMAZENAMENTO NECESSARIO POR PASSO

. quantidade de n=6
Suavizador , )
varidveis r=3
RTS linear n{n+3)-2 27
UD linear n+r{n+1 ) 27
RTS nao-linear n{n+3j+n? S0
UD nao-linear 2n+r(2n+1 d+n°~ 87

Para valores maiores de n e menores de r a vantagem do
suavizador UD aumenta consideravelmente, exigindo menocs
memoria de armazenamento, tanto no caso linear quanto

o~ i
nao-linear.

Foram realizadas algumas medidas do tempo de
processamento ("CPU") do suavizador para o processamentoc de
380 pontos correspondentes a B minutos de intervalo de

suavizagao. A Tabela 8.2 mostra os resul tades,
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TABELA 8.3

GASTOS DE CPU DO SUAVIZADOR E FILTROS UD

algoritmo "CPU"(seqg. D
UD convencional 39, 40
UD adaptative 46,27
UD adaptativo + 54,53
armazenamento
suavizador UD 15,87

Nota-se que o suavizador UD gasta uma porcentagem de "CPU"
mencor que 35X em relaggo ao filtreo UD convencional, porem
incrementa o processo de filtragem em 18% para o calculo e
armazenamento de variaveis a serem utilizadas no
suavizador. Ainda assim, este gasto adicional de tempo e
irrelevante face ao tempo total de filtragem, e mais
importante, face a melhoria geral dos resultados que o
suavizador proporciona. O gasto de "CPU" devido ao
suavizador pode assim ser considerado marginal em relaggc
ac gasto devido a filtragem. Conclui-se portanto que se
requisitos de tempo real naoc estiverem presentes, &
desejével © uso combinado do estimador UD com o suavizador
UD, levando em conta que os algoritmos UD necessarios sao
OS mesmos para ambas as fases, e que o suavizador UD é
facilmente implementade na forma proposta. Alem disso
deve-se notar que pode-se implementar o suavizador para
realizar os calcules que corrigem (suavizam) somente o
estado, ou somente a covariancia i ndependentemente,

acarretande ainda em maior economia de “CPU"™,
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8.6 - DETERMINACAO DE ORBITA DE LONGOS ARCOS

Esta seggo tem por finalidade observar o
desempenho do filtro adaptativo UD om situagges ondes se
deseja a determdnaggc de orbita durante longos perfcdos de
tempo (longos arcos de dérbita). Neste caso, requisitos de
tempo real naoc estac presentes, porém ele corresponde a um
caso onde alguns tipos de problemas, diferentes dos do caso
de tempo real (seggo 8.2), se tornam transparentes.
Basicamente, os testes seguintes mostram os resul tades do
filtro adaptativo UD quandec a taxa de amostragem 6 baixa
(obsarvagass a cada 5 min.), gquando poucas estagaes de
rastreamento coletam dados sobre a orbita do sateélite, e

quandeo um longo tempo de filtragem e requerido.

A taxa de amostragem baixa, ou seja, o
intervaleo de discratizaggo grande de 5 min., modifica o
projeto do filtro, pois obriga a um estudo da matriz G que

> I » 4 ] -~ » v
adiciona o) efeite do ruido dinamico na matriz de

~ Ll )
covariancia. Consideracces de cont.rolabilidade foram
r
utilizados, conforme a Secio 4.1.8, para produzir tal
matriz,

C efeito de poucas estagses monitorarem a
orbita simul taneamente, se traduz em impacto na
observabilidade local, pois a estaggo (ou estagSes) pode
estar em posiggc geomeétrica desfavoravel Para observar o

arce orbital desejado.

A determinaggo em longos arcos permite
obserwvar o comportamento do filtro, quando longos periocdeos
de filtragem sao necessarios. Por outro lade, neste caso,
requisitos de tempo real nio sio necessarios. Com isto o
modelo dinamico pode ser melhorado para aumentar o

desempenho do filtro, como se vera a seguir.
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Procurou-se realizar uma simulagzo real{stica
de determinaggo de orbita durante a fase de transferencia
de uma orbita altamente excentrica para uma orbita
circular. Trata~se da orbita do satelite GIOTTO, langade em
meados de 1985, cuja missao primordial foi o encontro com o
cometa Halley. A orbita de transferencia monitorada
corresponde a um arce orbital de aproximadamente B63°
(quase 2 revolucces), onde a maxima altitude & de 358089 km
(apogeu), e a minima & de =208 km (perigeu). Os seguintes

valores correspondem a definiggo da orbita:
1 - Instante inicial (tempo universal)

18850702 18:00: 00

& - Elementos orbitais classicos
a = seml-eixo maior = 24385, 403 km
e = excentricidade = 0,73

= inclinacdo = 7
= longitude do nodo ascendente = 264,54

argumento de perigeu = 178,23¢

£ € D -
i

= anomalia média = 217,08

Tres estacoes de rastreamento participaram da campanha de

langamentc e monitoracio:
-

1 - Malindi: longitude A = 40,1394250¢+ E
latitude ¢ = 2,go8B3g0¢
altitude H = -7,4 m

i}

2 - Carnarvon: X\

¢
H

113,708410° E
24,866212 S
70,0 m

]
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1}

52,640408° W
5,088794° N
187,00 m

3 - Kourou: A

@
H

]

As Flguras 8.24 @ 8.285 ilustram a geometria
da orbita em relacao a Terra e as astacoes de rastreamento.
Notar que a aparente deformagao do arco da orbita € devida

a plotagem da orbita no sistema terrestire.

As principais motivagSGS Para a escolha dessa
missdc como teste foram a existencia de dados reais
(cedidos pela ESA - European Space Agency) @,
consequentemente, uma analise de covariancia mostrando a
precisao @sperada, a dificuldade de modelagem (orbita
altamente eoxcentrica com perigeu de cerca de 206 km e
apogeu de 38809 km de altitude), a baixa disponibilidade de
informaggo (baixa taxa de amostragem e geometria de
estacdes ni3o otima), e principalmente a ilustracic do
desempenho dos algoritmos de filtragem e suavuzacao para um

caso pratlco

A geracgo dos dados de observacoes foi
realizada por meio de 1ntegracao numerica de orbita (Kuga e
Silva, 1984) considerando efeitos do geopotencial, cujos
coeficientes dos harmonicos esfeéricos Zonais =)
tesserais/setoriais foram truncados na ordem & e 4
respectivamente, ofeitos do arrasto atmosfeérico (atividade
solar intensa), efeitos de pressic de radlacac, e efeitos
da atracao gravitacional do Sol & da Lua. As observagaes de
"range" e "range-rate" foram simuladas com unma taxa de
amostragem de 5 min. ontre observacoes quando © satelite
estava visivel as estacoes, com desvios-padrac de 10m e 0,1
m-’s respectivamente, que correspendem aproximadamente as

precisces do sistema DSN ("Deep Space Network ") da ESA.
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Os erros iniciais do estimader sac gerados
aleatoriamente, de modo que o erro inicial em posigzo
CAr(0>) & de 2004m e em velocidade C(AV(O)) & de 1,42 mss,
consistente com walores tipicos cbservades na prética. A
matriz de covariancia inicial foi considerada diagenal com
os valores, a favor da seguranga, correspandentes a 3000m e
3mss de erros nas componentes de posigso & velocidade

respectivamente:
P(C) = diag. (9.10%,08.10%,0.10%,9,9,8) m® e m2.s2

0 ruide adaptativo feoi inicializado com os
seguintes valores:

2

-4 ,107% miost,

-4

q(0) = diag.(10™%,10

-12 -412

,8.10712% ,g. 10712

pq(O) = diag. (9.10 Y m*os?

onde os valores de &(O) sac mantidos iguais aoc do caso de
deterndnaggo de orbita de curto periodo em Ltempo real
(Secdo 8.2), e os valores de Pq(O) sdo justificades na

s@gao 8.6, 2.

A matriz G nao foi calculada pela regra do
trapézio (conforme Seggo 4.1.8) devide aoc intervalo de
discretizagﬁo de 8 min. nao permitir tal aprcximacgo Ao
inves, ela foi avaliada, conforme proposto na Secao 4.1.6,
atraves da 1mpos;cao de controlabilidade aoc sistema (p,G).
O Ultime valor singular da matriz de contrelabilidade foi

assumido unitario, de modo que:

Gi Ia
G I
21 Ixs

O maior wvalor singular da matriz de controlablilidade

corresponde neste caso ac valor do intervale de
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discretizaggo de 300s (5 min.). E interessante notar que
essa matriz ¢ a aproximadamente a que seria obtida para um
intervale de discretizagao At da ordem de 13, que € o
intervalo tipico para aplicagSes de tempo real em

determinacas de orbita.

Os testes seguintes mostram os resultados da
apllcacao do estimador adaptatlvo UD para dois tipos de

model agem dinamica.

8.6.1 - MODELO DINAMICO DOS DOIS CORPOS

Nestes testes, o modele  dinamico mais
=imples, © movimento keplerianoc puro, foi utilizado. Convem
lembrar que nos testes anteriores » onde hawvia observagaes
em abundancia (Seggo 8.2), este modelo foi suficiente para

preduzir resultados satisfatérios.

A Figura B8.26 mostra os erros em p051cao e
velocidade reais e estimados produzidos pele filtro. Esta
figura mostra tambeéem, indicada na parte superior, as
estacSes, a cada instante, observando o© satelite. A
1dent1f1cacao das estacoes sSegue a numeracao proposta na
1ntrcducao da Sbcao 8.5, e o numerec zero significa que
nenhuma estagao observa o satéelite. Os tempos de passagem
pelo perigeu e apogeu da orbita tambem estao indicados na
mesma figura. Notam-se alguns fatos peculiares: no
intervalo onde ha 2 estagEes (O a 205 min. ), os erros reais
de posiggo @ de velocidade cresceram inicialmente, e
mostram-se algo supericres a covariancia correspondente,
porém sem aparente 1nd1cacao de dlvergenCLa QO perfil de
orros é o mesmo da covariancia, o que mostra que o filtro
esta rastreande o erro, porém nac sendo bem sucedide em

diminuir seu nivel aquém de certos limites.
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A Figura 8.27 mostra os residuos normalizados
de 'range" e ‘range-rate". O comportamente dos residucs
mestira que de fato nenhuma divergéncia esta presente, pois
oS residuocs mantém média nula e estic preferencialmente na

faixa de 1 desvio-padrio.

Os picos se referem a instantes imediatamente
posteriores a um intervaleo sem estaqaes de monitoramento,
onde naturalmente os residucs devem crescer devido a
propagaggo sem atualizaggo das estimativas. Logo, a maior
magnitude dos erros em relaggo a covariancia nio e devido a
ocerrencia de diverggncia. Este fencmenc assemelha-se aoc
ocorrido quande erros de truncamento, devido ac uso de
precisao simples, nao permitiram melhor desempenho do
filtro (vide Figura 8.1 na Sbggo 8.1). Como os preogramas
est3do codificados em precisio dupla, esta nac e a causa do

mau desempsnho.

Ressalte-se ainda, que varias condlcoes
iniciais do ruide adaptative foram tentadas sem sSucesso,
adotando-se por fim os valores descritos na introduggo
desta Sbggo 8.8. A justificativa sobre a escolha dessas
condigges esta comentada na secgo seguinte, onde mostra-se
que o modeloc demasiado simples de dois corpos e a causa da

nao melhoria das estimativas.

8.6.2 - MODELOC DINAMICO CONSIDERANDO O FATOR Jd

Nestes testes, o modelo dinamico dos dois
corpos e substituido peor um modelo melhor, que retrata
aproximadamenta perturbacges de primeira ordem, devido ao
fato da Terra nio ser uma esfera homogenea. Tanto para o
calculo de propagacao de orbita quanto para o calcule da
matriz de transxgao, © modelo dinamico considera o fator de
achatamento terrestre, retratado por meio do coeficiente

Zonal J .,
2
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Pelo fato de nao existirem sclucoes
analiticas, a orbita e a matriz de tran51cao sac integradas
numericamente atrawves de um integrador do tipo Runge-Kutta
de setima ordem de passc fixo, com coeficientes de Fehl berg
(1868). Melhor precisic do medelo dinamico é obtida, as
custas de um tempo de processamento adicional, sem grandes
consequéncias, devido a nio necessidade de operacoes em

tempo real, como Ja comentado.

Uma analise grosseira mostra que a magnitude
da aceleragao pPrincipal devida ac movimento kepleriana
puro, para osta érbita. varia de 0,2 a 9 m-sZ. A magnitude
da aceleraggc devida aoc fator de achatamentc terrestre o
cerca de 1000 vezes menor. Logo, © modelo considerande o
movimento keplerianc puro propicia uma diferenca no calculo
da aceleracaoc de 0,2x107° 9x10 °m g%, em relacio aguela
que considera o coeficiente J - Em S min., que & o
intervalo minimo de propagacao e dlscretlzacao, < modelo
acumularia erros de magnitude taisg que explicam os
resultados obtides (Figura 8.28) com ¢ modelo simples dos

dois corpos, para tais intervalos de discretizacsio.
-

Una vez que a precisio do modelo dinamico &
aumentada, a magnitude das aceleragaas nao model adas
diminui. Se o coeficiente .I acarreta uma aceleraggo de
cerca de 107° mss?  a ser adicionada 2 aceleraggo da
movimento kepleriano puro, a aceleracic nio modelada deve
certamente ser ac menos inferior a 107 mos’, Em Kuga
(res2) & mostrado, para varies tipos de perturbacces
agentes na'érbita. uma tabela comparativa da magnitude das
perturbagaes. quUe sugere que a magnitude das aceleracoes
nao model adas deve ser inferior a 10 Jn/s . Dai vém a
Justificativa para os valores das condxcoes iniciais dosg

elementos da matriz de covariancia para o processo do ruido

adaptativo: Pq(O) = diag.[3.(107%%? m*s?  os valores
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iniciaizs das estimativas de q, a(OD, foram mantidos iguais

aocs dos testes da Se;Eo 8. 2.

Nota-se, portanto, que o nivel de ruide
dinamico para compensar o©s erros de modelagem e evitar a
divergéncia. deve ser menor neste caso do que no caso
anterior de curto pericdo e tempo real (Sécao 8.22, devide

a model agem mais sofisticada.

A Figura 8.28 mostra os erros em posiggo e
velocidade reais e estimados (covariancia) produzidos pelo
filtro. Nota-se ai um consideravel aumento de precisac, em
relaggo ac teste da Figura 8.256, devido ac melhor modelo
dinamico. E interessante notar que o perfil da covariancia
neste caso se assemelha ac caso do filtre com modelo
dinamico simplificado (Secao 8.6.1). Logo, pode-se inferir
que ndo & o calculo da covariancia a causa da degradacio
das estimativas, e sim a model agem dinamica pobre. OQutro
fato  peculiar ® a influéncia das condicces de
observabilidade. Quando 2 estagSes rastreiam o satélite (O
a 208 min. ), os erros reais se comportam de modo semel hante
nos dois casos: modelo simplificade e modelo com o fator
Jz' Esta maior observabilidade neste intervalo compensa o
modelo dinamico pobre. Entretanto, gquando sé& uma estaggo
rastreia o satélite (205 a 220 min., 255 a 855 min., e 870
a 958 min. ), a observabilidade & pobre e o modelo dinamico
simplificado introduz erros naoc captados pelo filtiro. Em
outras palavras, piocres condlcoes de observabilidade devem

ser compensados com modelos dinamicos mel hores.

A Figura 8.29 mostra os residucs normalizados
de "range" e "range-rate". O comportaments dos residucs e
normal e os picos pouco  acentuados correspondem ao
intervalo sem rastreamentoc do satélite, onde o crescimento
dos residucs & normal. Aqu{, poréem, mesmo estes picos

mantiveram-se na faixa de tres desvios-padriao.
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8.6.3 - ANALISE COMPUTACIONAL DO FILTRO ADAPTATIVO UD FPARA
LONGOS ARCOS

Neste casoc foram processados somente 225
observagSGS. & o maior custe computacional deve-se
realmente acs chamados calculos dinémicos. em particular, a
integraggo da orbita e da matriz de transiggo. A Tabela 8.4
mostra o tempo de "CPU" gasto quande se usa o modelo
simplificado (soluggo analitica) e o modelo melhorade com o
coeficiente Jz’ integrado numericamente. O modelo com Jz
introduz um gasto adicional de tempo de “CPU" de 11,4 s, ou

seja, 65% de incremento percentual de tempo de “CPU".

TABELA 8. 4

IEMPOS DE "'CPU" DO FILTRO UD PARA OS 2 MCDELOS DINAMICOS

model o dinamico "CPU"(seg. )
simplificado 17,861
considerando Jz 29,01

As SegSGS 8.6.1 e 8.86.2 mostraram © impacto
da model agem dinamica na precisas do estimador.
Obser vando-se que requisitos de tempo real nao sao
adstringentes, poder-se—ia sofisticar a modelagem ate o
limite deste requisite (1 ciclo de propagaggo =) atualizaggo
em 5 min. neste caso). Estudos poderiam ser realizados para
determinar o grau de sofisticagzc do modelo. Assim, o
calculo da matriz de transiggo considerando somente a
perturbaggo do achatamento terrestre possivelmente seria
suficiente para obter razoavel precisao (May, 1979: Rice,
1887), embora esta proposigzc nao esteja consistente com a
dinamica do estado. Al gumas observagSes neste sentido ja

foram feitas na Seggo 5. 3.
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Em resumc, para este tipe de aplicagg.o. =)
filtro adaptativo UD deve-se preccupar com © grau de
sof‘isticag:go do modele dinamico dependente do tipo de
geometria das astacaes de rastreamento. Uma situacgo de
observabilidade favoravel (mais de 1 est.acao rastreando o
satelite simul taneamente) pode bem permitir o projete do

filtro com um medelo dlnamlcc menos sofisticado.

8.7 - SUAVIZACXO DE ORBITA EM LONGOS ARCOS

Este teste foi colocado para verificar se a
aplica?go do suavizador UD para tal ti poc de problema
acarreta algum tipo de melhoria, e tambem para wverificar
gqual © custo computacional adiciocnal envol vido, Foi
aplicade o suavizador UD aos resultados da fase de
filtragem, cujo modeleo dinamico considerou o achatamento

terrestre CSet;Eo B.6.2).

As Figuras 8.30 e 8.31 mostram os erros e
desvios-padrac filtrados e suavizados (Equag&;s 8.7 a 8.10
e B.12 a 8.18) superpostos, para a posiggo @ a velocidade
respectivamente. L Surpreendents o ganho de prescisio quando
& Usa o processo de suavizacz{o 9)3 o suav1zadcr
praticamente recuperou e melhorou uma ordem de grandeza os
erros reais e, em adlg:ao. as covariancias sSuavizadas se
mostiraram consistentes e mais préoximas  dos erros reals

cometidos.

Houve o© armazenamento de 18008 valores de
ponte  flutuante (ver Tabela g, 2 para o calculo),
correspondentes a 184 ciclos de propagacao = atual:..zacao,
durante o processc de filtragem. A Tabela 8.5 mostra os
tempos de "“CPU" do filtro UD  adaptative sem e com
armazenamento das variaveis do suavizador, e o tempo de
"CPU" gasto pelo suavizador UD para processar estes valores

armazehnados,
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TABELA 8.5

IEMPOS DE “CPU" INCLUINDO O PROCESSO DE SUAVIZACXO

algoritmo "CPU"(seg. )
UD adaptativo 29, 01

UD adaptativa + 33,09
armazenamento

suavizagie UD 8,08

Pode-se notar que o tempo de “CPU“ adiecional
durante a fase de filtragem foi de 14%, & o tempo de "CPU"
da fase de suavizaggc ® marginal comparade ac da fase de

filtragem.

Tendo em wvista a flagrante melhoria de
precisac com pequeno custo adicional de computaggo,
conclui-se que o suavizador UD pode ser utilizado para
refinar tanto as estimativas quante as covariancias
oriundas do processo de filtragem. E exatamente este custo
apenas marginal qgue permite recomendar enfaticamente a
utilizagao do suavizador UD, apesar da inercia dos
analistas em usar tecnicas de suavizaggo, devido a nao
conscientiza?ao plena destas capacidades. Novamente, cabe
lembrar aquf que © suavizador UD proposte permite a
obtenggo das estimativas suavizadas somente, ou  das

covariancias suavizadas somente, ou ambas, se necessarias.




CAPITULG ©

CONCLUSOES GERAIS

9.1 - RETROSPECTO

Foi propesta neste trabalho a determinaggo de
érbitas de satelites artificiais terrestres atraves de
técnicas de estimaggo combinadas a técnicas de suavizaggo
de estado. Inicialmente realizou-se  um levantamento
bibliografico do estado da arte em estimaggo estat{stica de
estado, com especial enfase =a aspectos de implementaggo
computacional. Em seguida, prcpas~se um processo  de
estimacao de orbita utilizande o filtro de Kalman em
conjunto com técnicas adaptativas, para prevenir a
divergéncia @ aumentar as caracteristicas de robustez do
filtro. Algoritmos estaveis numericamente foram
desenvolvidos para implementaggo em computador digital.
Tambeém propos-se um processo de reconstituigao definitiva
da trajetoria orbital, atraves de técnicas de suavizaggo de
estado. Um algoritmo de suavizac¥o estavel numericamente,
eficiente, compacto, =] de baixe custo tambem foi
desenvolvido para implementaggo em computador digital. A
utilizagXo conjunta de tecnicas de estimagie e suavizagXo
de estado permitiram nic sé a determinacic de érbita em
tempo real, como tambem a analise pés-vao e raconstituiggo
precisa da trajetdoria orbital, aferidos atraves de

extensivas simulagSes. considerande diversas situacdes.
8.2 - CONTRIBUICSES
LONIRIBUT COES

Na linha tedrica de estimacio, desenvolveu-se
© filtro adaptativo UD, aplicavel a sistemas lineares, e as
modificacdes necessirias para  aplicacde a sistemas
nac—lineares. Desenvol veu-se tambem o suavizador RTS

(Rauch-Tung-Striebel ) na versao de Bierman (1883), na forma
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fatorizada UD. Esta versiac de Bierman do suavizader RTS e
considerada a mais compacta e eficiente computaciocnal mente
entre os suavizadores compilados. As modificagSes do
suavizader UD para sistemas nac-lineares tambem foram
abordadas. Na linha de analise numérica, o estudoe foi
orientade para a busca de algoritmos de filtragem e
suavizagao eficientes, compactos, precisocs, com particular
preocupaggo com o tempo de "CpuU", de memoria de
armazenamento, e otimizaggo da codificaggo. Na linha de
apiicaggo. foram realizados estudos dessas tecnicas de
filtragem e suavizacao, suas viabilidades, precisdes, e
custos computacicnais, para o problema de reconstituiggo de
orbita em tempo real ou nio-real. Neste caso, foi também
analisado o impacto de modelagens dinamicas simples e mais
complexas na precisac e no custe computacional. Deve-se
lembrar gque nac se tem, ate o momento, conhecimento de
algum exemplo do suavizadeor de Bierman na forma UD aplicado
a um problema linear, ou nac-linear como o de determinaggo

de orbita.

Tépicos miscel aneos também foram abordados.
No Capitule 2, descreveu-se para sistemas lineares e
nao-lineares, um modo simples de inclusio da informacdo a
priori no metode de minimos quadrados, quando implementado
atravées de transf‘ormagaes ortogonais. No Cap:ift,ulo 4 foi
analisade em detalhes ¢ calculo da matriz G que adiciona o
ruidoe dinamico. Para intervalos de discretizaggo pequencs
foi apontada a questio da observabilidade da tecnica de
ruf do adaptativo, dependente da estrutura da matriz H de
observa:;Ses. Para intervalos de discretizagZo maiores
desenvol veu-se um método de calculo da matriz G, atraves da
impcsiggo de controlabilidade minima, usando nogSes de
controlabilidade e do limiar entre sistemas controlaveis e
incontrolaveis. No filtro adaptative UD propés—se a
implementag:io da tecnica de ruido adaptativo de 2 maneiras:

implement.ar;ao sequencial UD e implementacic em lotes via
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ortcgonalizaggo de Householder. Foi realizada tambem uma
analise detalhada da complexidade computacional (nlUmerc de
"flops") dos algoritmos de filtragem adaptativa UD e de
suavizaggo uDh., O CapituLo 8 evidenciou problemas advindos
do comprimento finito da palavra do computador, da
inicializaqgo mal condicionada do filtro, & complexidade da
model agem dinamica. Sﬁmulagaes, testes, e comentarios dos
resultados formaram ¢ restante do capitule, a fim de
mostrar aplicacdes das mais variadas formas, precisdes

ating{veis, exequibilidade, e gasto computacional.

9.3 - CONCLUSOES

Em resumo, a técnica de ruide adaptativo,
tanto no mode sequencial UD quantc no modo em lotes via
ortogonalizacac de Householder, nic & dispendicsa se bem
codificada. Em aplicagaes rotineiras e repetitivas, ela
pode ser usada num projeto preliminar para dimensionar o
nivel de ruido dinamico adequade a ser utilizado
regularmente. No entanto, em aplica§ae$ em que © problema
de divergencia é critico, o preferivel a manutenggo
permanente dessa tecnica adaptati va. Com respeito a
tecnicas de suavizaggo, © suavizador de Bierman na forma UD
& mais preciso, eficiente, e economico do que o
convencional, o RTS original e outros suavizadores. Alem
disso, o custo computacional do suavizador UD & marginal se
comparade com o custo do filtro UD. Este fato, aliado ao
fato de melhorar om geral as estimativas do filiro,
tornam~no atraente para reconstituiggo precisa de
trajetérias e analises pos-voo. Espera~se que este trabalho
contribua para desmistificar a aparente complexidade dos
suavizadores, e quebrar a relutancia e descrenga de
especialistas da érea, a fim de incentivar o uso crescente
de tais tecnicas. Em aplicagges de determina;go de érbita,
© filtro adaptative UD mostirou-se adequade para requisitos

de tempo real. Notou-se, no entanto, que um projeto




- 218 -

cuidadose exige uma analise do grau de sofisticaggo do
models dinamice em contrapartida a quantidade de informaggo
advinda dag observag&es e da gecmetiria dos observadores. Na
reconstituiggo de érbita, a aplicaggo do suavizador UD apos
a filtragem & sempre recomendada caso maior precisaoc das
estimativas seja desejada e se requisitos de tempo real nao

forem agudos.

9. 4 - DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

Come & de praxe, descreve-se desdobramentos
possiveis do trabalho. A primeira sequéncia natural seria a
aplicaggo de tecnicas de suavizaggo em outras areas (e. g.
determinaggo de atitude de satelites). Cutra ideéia
interessante, para aplicagao na fase de projeto do filtiro
de Kalman, seria algum tipo de quantificaggo do grau de
observabilidade. Técnicas de deccmposiggo de valor
singular, que ja sao frequentemente utilizados para sintese
de sistemas de controle, podem ser uGteis para estudar a
distancia entre sistemas observaveis e n3o observaveis
(analogo a de controlabilidade). Com respeito ac sistema de
determinaggo de orbita, poderia ser analisado o impacto das
diferentes formulacSes das equacces do movimento, em
relacac ao método de integracdc numerica, Fermul acdes
diferentes da newtoniana, tal come a transfcrmaggo Ks
(Seggo 6.8) para o problema perturbade, poderiam ser
aplicados para obter precisdo na integraggo de orbita
(Kuga, 1987; Gomes, 1987) e da matriz de transigﬁo,
diminuindo o custo dos calculos dinamicos do processe de

determinac¥o de orbita.
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APENDICE A

IRANSFORMACAO DE HOUSEHOLDER

Uma matriz de transfcrmaggo ortiogonal obedece

as seguintes propriedades:

TT =1 CA.- 1)
T, e T, ortogonais entdoc T = T, T, ortogonal (A.2)
T ' =T e T°T =1 CA. 3)

Dado um vetor y entaoc:
| T = v | CA. 45
onde ﬂ." & a norma euclidiana.

Dade um vetor y de dimens3o m, existe uma

transfcrmaggo ortogonal T tal que:
Ty=-o|y| e, (A.B)
onde
T
e =1[10C... 03 (A. 8D
+1 sey 20
a={ ‘

CA. 7)
-1 se Y, < 0

A matriz T mm pode ser obtida por (Lawson and Hanson,
1974 3:

T=I = = CA. 8)



u=y+eo|y| s, (A. 8D

A matriz T assim calculada chama-se
transformacio de Householder, matriz de Householder, ou
reflexac de Householder. Nota-se que ela obedece as

propriedades de uma transfcrmaggo ortogonal.

Quando um vetor y & multiplicado por T, ele e
refletide no hiperplanc dos vetores perpendiculares a u,

conforme ilustra a figura Al.

LIy |

Figura A.1 - Reflexic de Householder,

A escolha apropriada deo vetor u (por exemplo
pela Equacac A.9), zera elementos da reflexao nas posicdes
convenientes. Portanto, esta obssrvaggo permite
triangularizar uma matriz pPor meic de uma sequencia de
transformagaes de Householder, tratando uma celuna de cada

vez e introduzindo zeros nas posicdes desejadas.

O algoritmo Para triangularizar uma matriz
mxn (m2n), sem necessidade de calcular explicitamente a
matriz de transformacio T mwm, estad descrito em Lawson e
Hanson (1874), onde cada transformaggo introduz zeros ao

vetor ¥y (mxd ) da seguinte forma:
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r Y, 7 « 1
Yp_i
m 1.2
Ty = | -0 (y2+ £ yf> « p, 15psm, p<l CA.10)
P
i=1l
yp+1
Vi
O +« 1
L o) 4 em

O algoritmo seguinte introduz zeros nas
posices 1 a m do vetor y e aplica a transformacdoc para a

matriz C myxn (Lawson and Hanson, 1974):
Dados p, 1, m, v, n,

™
passo 1: s := £y2 + X y?]”q
P i=l v

passo 2: se Y, > O entac s = -g

3: h = ypws . yb i = 5
4: b :=y h
P
S: seb=0orn=20 fim
&: para j=1,....,n passos 7 a @
m
7: s := (C h+ TcC. Y2 /b
Pi T
8: C :=C  + sh
Pi Pi
8: para i=1,...,m faga C := ¢  + s Y,
i) Lj i
1C: fim
A aplicacdo desse algoritmo n vezes A matriz
C (onde para j=1,..,n e l=j+1, sao introduzidos Zeros nas

posicdes de 1 a m A coluna J da matriz), produz a matriz

triangular S tal que:
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s « n,n
0 + m-n,n

Rl
onde T @ o produto das n transf‘ormacces '1' Para resolucao

da equacao de minimos quadr ados:

com C de dimensac mxn e y de dimensic m, triangulariza-se C
através da matriz T produto, @ aplica-se a mesma

transformacac T ao vetor Y. Isto gera uma equagao do tipeo:

s Y,
— x - —
O Y,
. ‘< -4 . fo .
cuja solucio & x = S Y ©® e a de minimos quadrados,

conforme exposto no Capitulo 2.

Em termos de implement.acio. triangulariza-se
uma matriz C aumentada, cuja coluna n+l contém o vetor ¥,
Assim, a transfcrmacao & automaticamente executada tambem
no vetor y, sem necessidade de restaurar T e aplica-la ao
vetor y separadamente. Em FORTRAN, o comando “EQUI VALENCE"
permite essa mecanizaggo, com o vetor y compartilhando o
mesmo espaco de memoria da coluna n+l da matriz C. Para
aesta triangularizacgo, este algoritmoc de Lawson @ Hanson
gasta n®.3+3n? +8ns3+(m-nd(n%*+2n)+n v > “flops”, bem menos
que a implementagao descrita por Kaminski (1071 J.




APENDICE B

ALGORITMOS UD COMPLEMENTARES

Bl - ALGORITMO UD DE RANK 1

Basicamente, a fatoraggo UD de rank 1 resolve

problemas do tipo:

A A A
T T

upU” = uDU® + exr” (B.1)

onde ¢ & escalar, e A @ um vetor de dimensao compativel com
as matrizes U e D. O algoritmo e implementado da seguinte

forma conforme Bierman (1S77), e Thornton e Bierman (1980):

F para j=n,...,2
s = A(J>
FEA cs
D:=d{j) + fis
se (D=<0) entio
Udd,j) = 0 i=1,...,J
senio
73 :

a i

3D
d¢j oD
c = ac
d(jJ) := D

- S (o21/18) entZo

Hian

ALY 1= ACLD - s UCL,4) . .

UL, 30 1= BACL) + Ui, D ] i=1,...,j-1
- Sendo

D= A1) - sUCE, ) ) |

UCL,JY := BNCLD + aUCi, )  J 1=1s....j-t
Lfim

fim
~ fim da malha externa
d(1) := d(1) + ex3¢1)

onde U(.,.) e d(.) sZo elementos das matrizes U e D
{(diagonal ) respectivamente. Este algeritme requer n?+4n-2
flops para o vetor v de n elementos. O vetor XA e o escalar

Ay Ar
¢ 530 destruldos nesta mecanizacgao.

- B1 -
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B2 - FATORIZACAO UD DA EQUACKO 4.50

Visualiza-se facilmente um algoritmo
otimizado para calcular os fatores UD da Equagzo 4.80, com
n, variando de O a r-i:

d‘:=d1+?‘
r for n =2,r-1 .
1 .
s ;= d(ni)
d(ni):=s+}f

. ! Equaciao
:=35 /d(ni)

4.51b

r for i=1,n1~1

[ U(i,n1+1) 1=y i U(i,n1+1)
end loop .

rotina rank 1 para resclver a Equacio 4.Blc:

~ ~ ~r - o~ ~ Mt
n -4, n -1 n -4 n -14,n -1 PE Un =4i,n =4 n =4 n ~-1,n -4
1 i % 1 i 1 1 1 1 1
+¥ B eol(U, ) colcy’ >
! 't
- end loop

Este algoritmo otimizade reduz drasticamente
a compl exi dade computacional , peis exige apenas
r3/3+1,5r2—53r/6+9 flops, quando comparade com o algoritmo
de propagaggo UD wvia ortogonalizaggo de Gram-Schmidt
(Capitule 2, Secao 2.2.4). Lembrar que o algoritmo de
Gram—Schmidt gasta (Thornton e Bierman, 1978, 1880):

1.5n3+2n2+0,5n—1+(nz+n)r "flops*

onde n @ a dimensaoc do estado er e a dimensiac do ruideo. No

presente casc n=r e portanto este algoritmo gasta:

2,8r%+3r%+0,8r-1  “r1ops"




APENDICE ¢

'PROVAS DO SUAVIZADOR DE RIERMAN
Ao Ol Ay SUAVE ALK Db BIERMAN

Para a confeccido deste apéndice, deve-ce
destacar em particular o auxilio do colega Roberto Vieira
da Fonseca Lopes, que colaborou sobremaneira nas provas das
recur sces agui presentes. Entretanto, apela-se para os mais

"pacientes' que tentem produzir provas mais simples.

A nomenclatura utilizada para as provas sobre
as passagens algebricas do suavizador de Bierman (1983),

baseadas nas equagses de Rauch-Tung-Striebel, RTS, e a

seguinte:

k = instante de tempo discreto

x(k) = estimativa propagada do filtro
(kD> = estimativa atualizada do filtro
%Ck N = estimativa suavizada

x: = estimativa suavizada recursiva
PCkD
P
E(k/N) = covariancia suavizada

H

covariancia propagada do filtro

covariancia atualizada do filtre

F—’,L = covariancia ¢contendo ate a i-esima componente de
ruidoe na fase de Propagacac do filtro de Kalman

P: = covariancia suavizada recursiva

C{k) = ganho do suavizador RTS (Rauch-Tung-Striebel )

C. = ganho recursive do Suavizadar

@ = matriz de transicac entre k e k+1

= 1-6sima componente do vetor de ruido qCk+1)

= i-ésimo vetor coluna da matriz G = (gl.gz,...,gr)

b ’ -
As relagoes basicas necessarias para o

desenvol vimento das provas sao as segulintes:

xCk+1) = @ %Ck)D (C.1)>

- 1 -




- 2 -

- ~ T T T
PCk+1)> = ¢ PCk) ¢ + 9,99, * --- * 999
(C.2>
r
~ T
=¢PUd ¢’ + £qg.9
L=d
P 2 4 Py #7 (C.3
A T €C. 4)
P, =P, * 99,9,
AL T .5
Pr-t-:l. - Pz- * qrgrgr = PG+ (s’
4

onde ¢ & tacitamente admitido com Indice temporal k, ¢

#Ck>. Em seguida, passam-se as provas.

Cl ~ GANHO DO SUAVIZADCOR COMO PRODUTORI A DE COVART ANCT AS

O ganho do suavizador & dado por (Equag3o)
4. 64

CCkD = PCkD @ P kst C.8)

Logo, multiplicandes a Equag®c C.8 por ¢ a esquerda, e
lembrande as Equac®es C.2 a C.5, vem:

~ -~ r
# Clkd> = @ PCkD 87 [ ¢ PCk) o7 + eqgtgz‘ 37t €C. 7>
ixg

- -4

= F"1 F’N_1 .8

= (p p~1¢ -1 -1 3

¢ 1Pz b CPZP3 > CPaP‘ )...(PrPrﬂ) (c.g)
Definindoc cada Ctu como:

c fp ¢p . Tyt o p pt
it ‘ v 198 T T e (C.10)
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ent.3o:
A r .
A - - C.11
@ CCkD czcac‘...cpu tz:%+‘ (produtoric) ( p)
ou seja, ¢ C(k) & o produtérioc de CLM, i=1,...,r, onde

C, 5’ definideo pela Equag3o C.10, & chamado ganho recursive
L+

do suavizador.

C2 - GANHO DO SUAVIZADOR USANDO MATRIZES DE “RANK" 1

O ganho Ciudavido a componente de ruide i
pode ser colocado como o produto:
= T .-
Cus =P CPL*a,9.9 0
conforme definido anteriormente (Equag¥o C.10). Pela
féormula de inversac de matrizes de Morris—Sherry-—Woodbury
vem:

PUP+qggh™ =prr P ' pigg (14g"P 1qg) tg™p %)

I - qgl+qg P gy *gTp™
qg

=1- T g P
1 +qgP'g
=1 - x g v’
onde:
v 4 pt
q
A 8
1+ quv
e onde g @ escalar e P simétrica. Portanto, C. & funco

127 1
de 2 vetores, g, ® v, (matrizes de "rank" 12
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C..=1I-r g + €C.12)
1+ t i L

v. 8 pig (C.13)
T 1 1

A 2 g ieq gty )y (C.14)
i i T4

C2 - PROVA DA RECURSXO DA COVART ANCT A

Dade que a covariancia suavizada de RTS,

EquagSo 3.2 vale:
PCCAND = PCk) + k) I PCk+1N) - PCk+1) 1 Tk,
multiplica-se ambos os 1lados por ¢, de modo que:
@ PN 67 = ¢ Bek) o
+ @CCk P U+ N I-BCk +1 31CTCk Do (C.15)

Deve-se provar que a seguinte recursioc @ valida (Equages
4.87¢c, 4.88 e 4.71):

P* = Plrk+1.N) (C.18)
r+4i
L] - L T A -
PL = ct+1pt+nct+1 + Aigigt » L = pr,r-1,...,1 (C.17)
PY = ¢ Pl Py (C.18)

Considerando-se as EquagBes C.18, .18 @
C.11, & evidente que quando a recursio termina, deve valer:
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PY = gPCkO®T + gl PC+1 MNI-BCk+131CTCk 3T c.19)
i
r ~ ro.
el T .
= ¢P(k I + .n 'L':i__'_‘lii'-’(:k:-i-l/'N)—F"'(k+1):|i'l"I‘Ci.'._1 (C.20)
L=1 =

i I3
Para facilitar a notagao define~se:

-
b=

I C.21)

Considerando-se as EquagSes C. 20, C.21, @ C.8, & lembrando

que P ¢ simétrica, pode-se escrever:

PY = ¢PCkd8™ + [r1PCk+1 Nr]T
= [rIBCk+1 DBk +1 2P (k dpT c.22)
= [2IPCRHANIPIT + (T = [2]) Pk DT c.23)
Prova:

Para provar que as recurs@es C.16 o C.17
levam a resultado squivalente, visualiza-se inicialmente a
lei de formagso das covari&ncias, através de aplicag@es

Sucessivas da Equag8o C.17:

* »_op T

P1 = Cszcz + th g, (C.24)
»* *» 7 T

Pz = Capaca + kzgzgz (C.25)>
H
- - L T T

Pr - cr-l-l. Pr-l-l. r+4 + Argrgr <c. 86)

Substituindo-se regressivamente F‘,Ml em P, i=1,..., r,
1 +

através das EquagB®es C.24 a C.26, e considerando as
Equag®es C.168 o C.21, obtém-se:



_ca_

* * _T T TeT T
P1 - czcapacacz * czkzgzgzcz k19191
#* T.T T.T.T
= Czcac4p4c4cacz * czcakagagacacz

+ C X g g.';'r('."r + A g gT c.27>

2 171471 2 17471

[r] PCk+1-ND> (21T + [r-f])\rgrg:[r—!]T

T T
+ [r—alkr_igr_igr_itr 2]

T
+ kigig1 CC. 28)

r
[rIPCk+1NIIr)T + § [1-13 )\Lgtg:‘ fy-117 (C.29>

L= 4

Comparande a Expressiic C.20 desta recursae com a
covariancia suavizada RTS, na Equac3o C.23, resta provar

que:

4

r ~
[i-13 X g.g; [i-217 2 (I = [r1) ¢ PCk) &7 ¢C.30)
z 9.9,

=4

Lembrando que CL = Iwktgiv:. Equag¥o C.12, e lembrande as
Defini¢Ses ¢.21, sSegue que:

A r r—4 T
rl = MIC = 0C . d-x g v >
144 +1 r¥r r
v=1 1=1
r-1 r-1
= NIC - D& XN gwv
. vii . L+l r
L=g =1
r-2 r—-1
= MC  (I-A vI > - nc ag+T
, i+1 r-Avr-i1 pr-g ) i+t rSp
=4 v=4
r-2 r-2 - r-1 T
= i.fzci'+‘ - L=y v+l r-t r-l.vr-1 - Lft L+ rgr r
I r -4 -
= T -
B> [ ne., ] Ag.v, (C.31)
(Y | =1



r
— - A T
= I L [i-23 A g v/ (C.32)
L=1
Com esta equac3c e a Equagdo C.30, nota-se que a ildentidade

a ser provada e:

r r ~
> Ei“!])\tgtg:[i—iJT 2 ¢ [i-13X g vI¢PCk)gT (C.323)
i=4 LEe

Lembrando tambem que v, = P:‘gi , Equac¥e C.13,

desemvol ve-se o lado direite:

r ~
I:Ei-!])&.tgtv:.¢PCk)¢T =
o ) T.-1,2 T
ELi=1Ix g g P 'gP (k)¢ (C. 34>

L=d

e, portanto, nova comparag3oc com a Equag3c C.33 exige a

prova de:

PT'g PCk> ¢" 2 [i~117 C. 38)

© que & facilmente comprovavel, considerando-se as Equag®es
C.10, €. 18, e C.21:

T T
P [i{-1]" = p [ nc ]
i L L+g

=P (PP .. (P"* PXP*P) (Pt p >
4 a 3 2 2 i

@ PCk) o7 (C. 36)

1}
v
F
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C4 - PROVA DA RECURSAO DO ESTADO

O estade suavizado de RTS, EquagZc 3.1, e

dado por:
RCKAND = %CkD + CCkD [ %Ck+1-N) - 2Ck+1d ],

Multiplicando-se a esquerda por ¢ e considerando-se as

EquagBes C.1, C.11, e C.21 vem:

@ XKD + @ CCk) [XCk+1N) - 2Ck+1)]

@ xXCkND

xCk+1) + ¢ CCkD [RCK+1/ND = %Ck+1)]

(I =~ [r3) xCk+1) + [r] xCk+1 N (C.37)

Deve-se provar no entanto que a seguinte
recursac ¢ valida (EquacBes 4.87a, 4.67b, 4.68 e 4,70):

= %C(k+1/ND (C.38)
r+4
r - "
S = A v, I[xCk+1) - % 1 ry Lo =r,...,1 (C.38)
i [ e
» » L
x, = Xioo * gtét .1 =r,...,1 (C. 40D
* ~~
X = ¢ x(k/ND (C.41)

©u, numa forma equivalente (Equac3o C.38 em C. 40):

L - - T » T -
x, = (I kigtvi’) X, 0" kigivt »xCk+1 ) (C. 42>

1

Prova:

De acordo com a Recursic C.42 e a EquagXo
C.12, vale:



» T »* T =
= - +
%, (I ?\‘g‘vi) X, * 2«1g1v1 xCk+1) |
= C % + XA g vh ®Ce+ld (C. 43)
2 2 174 4
- T - T -
x, = (I - )\zgavz) ., + )"zgzvz xCk+1)

C %' + A g v' %xCk+1) (C. 44)
8 3 272 2

Dai , por sdbstituig&o regressiva, e lembrande a Definic¢Xo

c.21, vam:

* E 3 —
x, = czca. . 'Cr+1xr+1 + czca. Cerk-i-l)
T— T
oo FCA g v X(k+1) + A g v i x(k+l) CC. 45)
2 272 2 174 1
= [r) x(k+1-N) + pli-11 Ai.givi. x(k+1:) (C. 48)

i=4

Comparando com o estado suavizado RTS, Equag3o C.37, e

considerando a EquacXo C. 41, resta ainda verificar que:

r
_ . L
I rid = pnri-11 '\tgivt

Lxg

que naoc obstante ja foi provado na recursioc para a
covariancia, Equagio C. 32.
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