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Resumo

O problema de rotulag@o cartogréfica tem como objetivo dar uma maior legibilidade a um mapa
Muitas pesguisas 0 consideram como um problema de otimizagdo combinatdria Algumas abordagens
distintas foram propostas de modo a obter o maior nimero de pontos rotulados considerando que
sobreposi¢des ndo podem ocorrer, ou ainda, rotular todos os pontos e obter 0 maior nimero de rétulos
sem sobreposicfes. Este trabalho tem como objetivo abordar o problema de uma outra forma,

minimizando o nimero de sobreposicdes existentes em uma rotulacdo de todos os pontos de um mapa.
Uma formulagdo matemética de programacao linear inteira binaria é apresentada seguida de algumas
relaxages. a relaxacdo lagrangeana, a lagrangeana/surrogate e outra relaxacdo lagrangeana congtituida
apartir da decomposicao do problema original com formacéo de agrupamentos (clusters).
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Abstract

The pointfeature cartographic label placement problem objectives to give more legibility to an
automatic map creation, placing point labels in clear and legible positions. Many researches consider
distinct combinatorial optimization formulations, such as to obtain the maximum number of labeled
points considering that overlaps in labels can not happen, or to dotain the maximum number of point
labels without overlaps considering that all points must be labeled. This paper considers the problem
in another way, minimizing the number of existing overlaps in a labeling of all points on a map. A
mathematical formulation of binary integer linear programming is presented, followed by some
relaxations: the lagrangean relaxation, the lagrangean/surrogate and a lagrangean relaxation formed
after the decomposition of the origina problem in clusters.

Keywords: Labeling, Heuristics, Integer Programming.
1. Introducdo

A rotulacdo cartografica de pontos pode ser considerada um problema de otimizacdo
combinatéria. O problema consiste em posicionar rétulos de pontos em determinadas posicies, de tal
forma a atender a um conjunto de restrigBes, minimizando ou maximizando uma fungéo objetivo. Para
cada ponto existe uma lista de possiveis posi¢des (posices candidatas) para que um determinado
rétulo sgja colocado. Essa lista é escolhida de acordo com uma padronizacdo cartografica (Christensen
et a, 1995) que tem como objetivo priorizar determinadas posi¢des. A Figura 1 mostra um conjunto de
8 posicdes candidatas para um determinado ponto no qua, os nimeros indicam a preferéncia



cartogréfica: quanto menor for o nimero, maior € a preferéncia cartografica. Por outro lado, ao se
colocar rétulos em determinadas posi¢des candidatas, conflitos podem surgir, gerando problemas na
visuaizacdo do mapa. Assim, devido a esses conflitos, um problema de rotulacgo cartografica (PRC)
de N pontos podeser representado através de um grafo G={V,A}, onde V={v,, v,, ..., V\} representa o
conjunto das posi¢des candidatas (vértices) e A={(V;,V): i, ] TV, it]} as sobreposicdes (conflitos).

A Figura 2 (b) mostra o grafo que representa o problema mostrado na Figura 2 (&) que tem dois
pontos, cada um com 4 posi¢es candidatas para seus respectivos rétulos. Verificase que a posicéo
candidata L3 possui um conflito com a posicdo L6 e L4 possui dois: um com L5 e outro com L6. A
partir dessa representacdo, surgiram abordagens distintas para o problema. Esse problema pode ser
considerado como sendo um problema de Mé&ximo Conjunto Independente de Vértices (Zoraster,
1990; Strijk et d., 2000) e como um problema de Maximizaggo do Numero de Ro6tulos sem Conflito.
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Figura-1 Conjunto de 8 posi¢des candidatas para _Figura-2 Pos ¢Oes candidatas, conflitos e o grafo
rotular um ponto. relacionado.
FONTE: Christensen et al (1995, p. 205) FONTE: Yamamoto e Lorena (2003)

A diferenca entre essas duas abordagens esta
no nimero de pontos rotulados. Na primeira
abordagem nem todos os pontos sdo rotulados,
pontos com sobreposices inevitaveis sd0
desconsiderados, ou sgja, ndo sdo rotulados. Ja na
segunda, todos os pontos sdo rotulados
objetivando obter 0 maior nimero possivel de
@ ®) rétulos sem conflito.

A segunda abordagem € mais relevante que a
primeira, sob o ponto de vista cartografico, pois

Figur a-3Solucdes possiveis paraum problema possibilita rotular todos os pontos, porém, em

com 4 pontos. determinadas situagdes, podem ocorrer mapas

“sobrecarregados’  visuamente A Figura 3

mostra duas possiveis solugdes para um problema com quatro pontos. Considerando a segunda

abordagem, as duas solugdes sdo iguais pois apresentam todos os rétulos em conflito, por outro lado, a
solucdo (b) émais atraente (menos “ sobrecarregada’) que a solucdo (a).

Assim, considerando a questdo do mapa “sobrecarregado” visuamente, este trabalho tem o
objetivo de propor uma terceira abordagem para o PRC, contribuindo com o desenvolvimento de um
modeo de programacdo linear inteira para 0 Problema da Minimizagdo do NUumero de Conflitos
(PMNC), e também, baseado nessa modelagem proposta, algumeas rel axacoes.

O restante do artigo esta organizando como segue: na préxima segao, € feita uma breve revisio
bibliogréfica sobre 0 PRC, que é seguida pela modelagem matemética proposta. Na Segéo 4 serdo
mostradas as relaxagdes desenvolvidas, seguidas pel os resultados computacionais e pelas conclusdes.

2. Revisao Bibliogréfica

Considerando 0 PRC como sendo um Problema de M&imo Conjunto Independente de Vértices
(PMCIV), vérios pesquisadores propuseram diferentes algoritmos, assm como novas técnicas que
permitem reduzir o nimero de restricBes geradas. O PMCIV tem vérias aplicacdes em diferentes



campos como em seqiénciamento de DNA (Joseph et al, 1992), localizacdo de defesas militares
(Chaudhry et a, 1986), modelos de aocacdo (Gerrard e Church, 1996), Ant-Covering (Murray e
Church, 19964d), plangamento florestal (Murray e Church, 1996b) e Church et a (1998), Cortes e
Empacotamento (Beadley, 1985) e Carregamento de Paletes (Oliveira, 2003).

Zoraster (1986, 1990 e 1991) formulou matematicamente o PRC porém, para lidar com as
restricdes de conflito, criou posi¢des candidatas ficticias de custo elevado, de ta modo que se
nenhuma das reais posicdes candidatas pudessem ser usadas para posicionar um rétulo, a posicéo
ficticia era utilizada. Ele propds também uma relaxacdo Lagrangeana para o problema e mostrou
aguns resultados computacionais para algumas instancias, ndo obtendo sicesso em insténcias de
grande porte. Strijk et a (2000) propde um agoritmo que utiliza Busca Tabu. Yamamoto (2003)
descreve esse agoritmo e verifica seu desempenho comparando-o com resultados da literatura

Contudo, devido & varias aplicagbes desse tipo de problema, algumas pesquisas foram
realizadas de modo a reduzir o nimero de restricdes geradas, considerando-as de uma outra forma
mais sucinta. Murray e Church (1996¢) afirmam existirem duas opcdes de pesquisa para PMCIV: 0
desenvolvimento de técnic as dternativas para soluciona los ou desenvolvimento de representactes
dternativas para as restrigdes. Em seu trabalho, os autores exploram a segunda aternativa no qua os
mesmos apresentam uma nova estrutura hibrida de restrico que permitem identificar a solugdo 6tima
para problemas de tamanho moderado. Os autores afirmam gque uma formulagéo particular para esse
tipo de problema pode ter um grande impacto resolvendo com sucesso varios tipos de problemas de
programacdo inteira. Essa estrutura hibrida combina dois tipos de restricdes: uma baseada no Clique
Maximal e a outra no Problema de Cobertura de Vértices proposto por Moon e Chaudhry (1984). Os
autores aplicaram com sucesso 0 método em grafos com até 150 vértices.

Por outro lado, muitos traba hos tém sido feitos considerando a segunda abordagem, o Problema
de Maximizar o NUmero de Rétulos sem Conflito (PMNRSC). Christensen et a (1993; 1995) propds
um método denominado Busca Exaustiva, que faz uma procura por solugdes melhores aternando
posicdes de rdulos previamente posicionados. Christensen et al (1995) também propds um agoritmo
guloso com sucessivas otimizages locais e um algoritmo denominado Discrete Gradient Descent que
considera posi¢des aternativas dos rétulos, porém, esse algoritmo tem umadificul dade de escapar de
minimos locais. Hirsch (1982) desenvolveu um agoritmo dindmico de repulsdo de rétulos, onde
rétulos em conflito sdo movidos na tentativa de eliminar o conflito. Verner et a (1997) aplicou um
algoritmo genético com méascara. Ele popds uma maneira de trabalhar com as mascaras de modo a
permitir que se um rétulo estd em conflito, sera permitido a troca de posicoes através de cruzamentos e
mutagoes.

Yamamoto et a (2002) propés um agoritmo de Busca Tabu eficiente que forneceu result ados
muito bons quando comparados com a literatura. Mais tarde, Yamamoto (2003) desenvolveu um
agoritmo exato para 0 PMNRSC e aplicou o Algoritmo Genético Construtivo (AGC) proposto por
Lorena e Furtado (2001). O algoritmo exato foi aplicado a instancias de até 25 pontos, pois utiliza uma
estrutura em arvore o que limitou a sua aplicacdo, em contrapartida, 0 AGC foi aplicado a instancias
com até 1000 pontos, fornecendo os melhores resultados, quando comparados com a literatura.

3. Modelagem Matematica Proposta para o PRC

A formulagdo matemética proposta para 0 PRC tem como objetivo, como dito anteriormente,
minimizar 0 nimero de conflitos, assm, para cada ponto i existe um nimero fixo P, de posicles
candidatas. Cada posicao candidata € representada por uma variavel bindria x;; ondei = 1..N, sendo N
0 ndmero de pontos a serem rotulados; e j = 1..P. Se x; = 1aposicéo candidata j do ponto i serd
alocada (recebera o rétulo do pontoi), caso contrério, x;; = O Além disso, a cada posi¢éo candidata é
associado um custo (uma preferéncia cartograficg representado por w; ;.

Cada posi¢ao candidata x;; possui um conjunto §; de pares de indices de posi¢oes candidatas
conflitantes com X;. §; € o conjunto de pares de indices (k,t) de posi¢des candidatas X que Sdo
conflitantes com x,. Paratodo (k,t)T S, onde ki {L.N}:k>i e tT {1..R}, existe uma

variavel bindria Y, ; . que representa o conflito, uma aresta no grafo G.

(N



Assm, considerando as informagdes acima, a fungdo objetivo do Problema de Minimizagcdo do
Numero de Conflitos (PMNC) pode ser representada por:
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Porém, para cada ponto i apenas uma posi¢do candidata deve ser selecionada, ou sgja, apenas
umas das posi¢des candidatas recebera o valor 1. Essa restricdo pode ser escrita como:
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Com relacdo aos conflitos, ao se posicionar um rétulo em uma determinada posicdo candidata,
devese levar em consideracdo as sobreposices existentes, assim, um novo conjunto de restricdes se

faz necessario. Esse conjunto leva em consideracdo cada posicdo X ;, suas respectivas posicoes de

conflito %, eumavariavel de conflito Y, ;. Sendo assim, tém-se:
Xi; X~ Vi 1 "1=1L.N
"j=1.R ©)

Além das restri¢des definidas acima, deve se garantir que todas as varidveis de decisdo sgjam
binarias. Com isso, se faz necessario ainclusdo das seguintes restricdes:

X i Xt eyi,j,k,ti {0,1} "i=1.N
" j=1.P @
kDT S,

Observarse que as variaveis de conflito aparecem somando na funcdo objetivo, que, a0 ser
minimizada, devera procurar eliminé las ou minimizé-las (caso a eliminagdo ndo sgja possivel). Essa
formulagdo, é parecida com a proposta por Zoraster (1990), porém ela permite posicionar todos os
rétulos minimizando o nimero de conflitos.

Por outro lado, formulagdo quando aplicada a problemas com até 500 pontos forneceu, com
auxilio do CPLEX 7.5 (ILOG, 2001), as solugdes étimas em poucos segundos. Em contrapartida, para
insténcias maiores com 750 e 1000 pontos resolvidas por Yamamoto et a (2002) e Yamamoto (2003),
0s resultados 6timos ndo foram obtidos. Assim, algumas relaxagdes foram propostas de modo a
permitir resolver o PMNC.

4. Relaxagdes Propostas para o PMNC
4.1 Relaxagdo Lagrangeana

O modelo definido em (1)-(4) foi resolvido utilizando-se uma relaxag@o Lagrangeana, com a
otimizacdo de subgradiente e uma heuristica especifica. Fisher (1981, 1985) afirma que quando esse
trés elementos sdo utilizados de tal forma a produzir um algoritmo de otimizacéo, dase o nome de
Heuristica Lagrangeana. A restricdo a ser relaxada no sentido Lagrangeano, semelhante ao que
Zoraster (1990) fez, serd a de conflitos (3). Entdo, para um dado vetor de multiplicadores | T RS

onde C é 0 nimero de restri¢des de conflito, que pode ser obtido da seguinte maneira:
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uma relaxacdo Lagrangeanaparao PMNC (por questfes de notacdo, considere P sendo PMNC) pode
ser definida como sendo:
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Qijeitoa (2) e (4).

O vaor étimo v(L,P) é menor ou igua av(P) e resulta da solucdo do problema dual lagrangeano
IYI %X{V(L| P)} . Paraisso, foi considerado o agoritmo de Subgradientes descrito por Lorena e Narciso
(1999), que aproxima as solugbes de um problema no sentido euclideano de distancia (Parker e
Rardin, 1988). Em uma iteracdo |, os subgradientes sdo definidos como g" = Xi','j +XL"t - yi','j,k,t -1,
iT{1..,N}, jT{L..P}e (k)T S, tal que (X", y") estd nasoluggo dtimade (L'P).O
método de subgradientes atualiza o multiplicador |, fazendo | ,,, =1, +0,9'", onde g, é o tamanho

pub - v(L' P))

oI

(descrita a seguir) para P encontrada na iteracdo I. O controle utilizado para o pardmetro p é o0 mesmo
proposto por Held e Karp (1971). Inicia-se com 2 e se durante 15 iteragGes o valor do limite superior
(ub) ndo decrescer, p é dividido pela metade. As condigdes de parada consideradas s0:

1) p £0.005;

2) (Ub (L' P)) < 1;
e .
)y [ =o
Uma solugdo relaxada Sol,.= (X, y) de (L'P), composta das variaveis de posicdes candidatas
(x ) e de variaveis de conflito (yI i k) também é uma solugdo factivel para P pois, arestricdo de

confl ito (3) é relaxada mas o conjunto de restricoes (2) é respeitado. Essa solugao factivel € melhorada
utilizando a seguinte heuristica de busca local.

do passo calculado como q, = , Sendo ub, o valor de uma solugdo melhorada

Heuristica de Melhoria- HM

1. Para cada elemento da Solucdo factivel, armazene em um vetor de conflito o nunmero de
conflitos para cada posi¢éo.

2. Para i=1 até o tamanho do vetor de conflitos;

3. Se Vetor de conflitos[i] 1 O

4. Procurar dentre as possiveis posic¢des candidatas j, a que apresenta o nenor nunero de
conflitos coma solucao viavel atual.

5. Se houver alguna posicdo candidata j com nunmero de conflitos inferior a Vetor de
conflitos[i], trocar Solugdo factivel [i] por posic¢édo candidata j.

6. Sendo ndo alterar Solucéo factivel [i];
7. Fimdo Para.

4.2 Relaxacdo L agrangeana/Surrogate

A heuristica Lagrangeana/Surrogate (LagSur) (Narciso e Lorena, 1999) também foi utilizada no
problemaP para relaxar o conjunto de restricdes de conflitos (3). Primeiramente é feita a relaxago no
sentido Surrogate como descrito por Glover (1968) sobre (3), e em seguida no sentido Lagrangeano.

Assim, para um dado vetor de multiplicadores | T RS, onde C é o nimero de restrigdes de conflito



definido em (5), uma relaxacdo Surrogate para P pode ser encontrada, em seguida, a0 se rdaxar a
restricBo surrogate encontrada utilizando um multiplicador dual t3 O, pode-se obter a seguinte
relaxacdo LagSur para o problema P:

| P - o 9
V(L,SR') =Min aaGWi,,-Xi,j’f A Vi~
i=1 j=1 (k'S [’}

&) § o & & o 9

+tga a a I i,j,k,t(xi,j +Xk,t - yi,j,k,t)_ a a a I iijkvt;
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()
Qijeitoa (2) e (4).

Uma caracterigtica interessante dessa relaxacdo € que para t = 1 obtémse a relaxacéo
Lagrangeana mostrada anteriormente. Para o vetor | fixo, o melhor valor para t pode ser calculado
resolvendo-se 0 seguinte problema dual :

v(D} ), =Maxv(L, SR ) ®

O vador étimo V(Dtl )1 fornece um limitante melhor que o obtido pela relaxacdo lagrangeana

(Senne e Lorena, 2000). Senne e Lorena (2000) descrevem um agoritmo de busca dicotémica que
aproxima o melhor valor de t. Sendo t* esse melhor valor, se para um dado nimero de iteragBes do
algoritmo de subgradiente o valor de t* repete, entdo esse valor é mantido fixo até o fina do
procedimento e a busca ndo é mais executada. Para a interagdo |, os multiplicadores sdo atualizados

_pkb-vs)

L2 '
o'
ub é uma solucdo factivel encontrada pelo heuristica HM.
A relaxacdo LagSur também foi aplicada sobre o conjunto de restricbes (2). Da mesma forma,

dado um vetor de multiplicadores | T R" onde N é o nimero de pontos, obtém-se uma relaxagdo

Surrogate para P que pode ser relaxada novamente no sentido lagrangeano utilizando um
multiplicador dual tirrestrito, obtendo assim umarelaxacdo LagSur que pode ser expressa como:

como | ,,, =1, +q,g"", onde g, é o tamanho do passo calculado por g

| . ON gm [ o] 2
V(L SR ) =Min aaGWi,,-Xi,j’f A VYijke-
i=1 j=1 (k,t)isw 9
® 8 y 0
+taé|ixi,j'éliz (9)

i=1 j=1 i=1 [,

Quijeitoa (3) e (4)

R
Agora, os subgradientes si0 g'' = é X -1"i=1..,N, e o méodo de subgradiente

j=1

atualiza os multiplicadores |, como mostrado anteriormente, |,,, =1, +9,g'', onde g, é o tamanho
ub, - v(L,. SP}'

do passo calculado por g, = p( B - V(L. S5 ) e ub é uma solucdo factivel encontrada pelo

| 2
Jo"]
heuristica de construcéo (HC), descrita abaixo.
A heuristica de construcgo constréi uma solucdo factivel a partir da solucgo relaxada Sol, o= (X,
y') de( L.SP} ), encontrando posicdes candidatas (restrigdo 2) com o menor nlimero de conflitos com



a solucdo factivel que estd sendo construida. Se algum ponto i ndo esta rotulado, a heuristica procura
dentre todas as possiveis posi¢des candidatas j, aguela que apresenta 0 menor conjunto de conflitos
definidosem § ;. A soluggo factivel obtida € entdo melhorada usando a heuristica HM.

Heuristica de Construgéo - HC
1. Preencher Vetor solugéo factivel comzeros;
2. Para i=1 até N
3. Procurar em sol ucdo rel axada todas as posi¢des diferentes de zero para o ponto i;
4. Sel ecionar para solucdo factivel na posicdo i, a posicdo candidata j como nenor nunero
de conflitos com os elenentos da solucdo factivel corrente. Em caso de igual dade,
sel eci onar aquel a que possui o menor conjunto S j.
5. Se nenhurma posic¢do candidata | para o ponto i estd na solucado relaxada, escolher a
posi ¢do candi data que apresentar o menor conjunto § ;.
6. Fimdo Para.

4.3 A Rdaxacao L agrangeana com Formacéao de Clusters

Considere a Figura 4 abaixo. O grafo obtido para o problema mostrado € particionado em duas
partes, formando dois agrupamentos Clusters). Ao se dividir, dois subproblemas sdo formados,
menores do que o problema original. Isso permite que cada um sgja resolvido rapidamente de forma
independente. Porém, essa divisdo faz com que algumas restrigdes ndo sgjam mais consideradas, que
s30 as arestas de ligacdo entre clusters. Assim, baseado nessa idéia e considerando o problema origina
P, propde-se uma nova relaxacado no sentido L agrangeano feita da seguinte maneira:

i. Aplicar umaheuristica de particionamento para dividir G em m partes, formando m clusters O
problemaP pode ser escrito através de uma funcéo objetivo definidaem (1) sujeitaa (2) - (4),
onde, o conjunto de restrigdes de conflitos (3) é dividido em dois grupos. um com as restricdes
de conflito intra-clusters e outro formado pelas restri¢ces de conflitos que corresponde as
arestas que conectam os dusters (arestas de corte).

ii. Dois multiplicadores distintos relaxam no sentido Lagrangeano, as restri¢des definidas em (2)
€ 0 grupo das restrigdes de conflito que correspondem as arestas de corte.

iii. A relaxacdo Lagrangeana é decomposta em m sub-problems e resolvida. De agora em diante,
essa rel axagao sera chamada de LagClus.

Ao se relaxar 0 conjunto de restrigdes definido em (2), novamente uma solucéo relaxada pode
ndo ser uma solucdo factivel para P, assim, & heuristices HC e HM sdo usadas para obter solugdes
factiveis.
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Figura -4 Formagdo de Clusters.

A divisdo do grafo G foi redizada utilizando o METIS (Karyps e Kumar, 1998) que é uma
heuristica bem conhecida para o problema de particionamento de grafos. Dado um grafo G={V,A} e
um numero prédefinido m de clusters o METIS divide o grafo G em magrupamentos com o objetivo
de minimizar 0 nimero de arestas que tem terminagdes em clusters diferentes.

Recentemente Hicks et a (2004) aplicaram esta técnica a um problema de conjunto
independente maximo de peso (Maximum Weight Independent Set Problem), conseguindo bons
resultados.



5. Resultados Computacionais

Os testes computacionais foram feitos sobre as insténcias propostas por Yamremoto e Lorena
(2003) disponiveis em http://www.lac.inpe.br/~lorena/ingtancias.html. O programa em C++, e 0s
testes, foram feitos em um computador com um processador Pentium 2.66 GHz e 512 MB de memodria
RAM. Como redizado em Zoraster (1990), Yamamoto e Lorena (2002) e Yamamoto (2003), para
todas os problemas ndo foram consideradas preferéncias cartogréficas, ou sgja, custo ou penaidade
igua a1 paratodas as posicdes candidatas, sendo o nimero dessas posi¢des igua a 4.

A Tabela 1 mostra os resultados médios (cada problema tem 25 instancias) obtidos apds
aplicacdo darelaxacdo lagrangeanae LagSur para o conjunto de restricdes (3). A coluna Problema diz
respeito ao problema em questio (nimero de pontos a serem rotulados), a coluna Solugéio Otima a
solucdo Gtima obtidacom o CPLEX, seguida por Lower Bound o limite dual, Upper Bound o melhor
limite superior, gap ub, calculado como sendo Gap_ub= apper bound - Sol ugaog* 100,

§ Solugéo @

fornecendo, em porcentagem, o gap encontrado entre o Upper Bound e a solugéo 6tima do problema,

depois, gap Ib, caculado como sendo Gap_Ib :ESOI ugao- Lower bo”nd%loo fornecendo,

Solugéo @
em porcentagem, o gap encontrado entre o Lower Bound encontrado e a solucdo étima do problema,
iter representa 0 nimero de iteraces necess&rias pelo agoritmo de subgradientes até atingir uma das
condictes de parada, Tempo 0 tempo necessario em segundos para executar o agoritmo e a Ultima
coluna (NUmero) diz respeito ao nimero de rétulos obtidos com conflito ao fina do algoritmo, assm
como o percentua de rétulos sem conflitos (%Total). Esse pardnetro foi obtido para posterior
comparacao com resultados da literatura, apesar dos problemas serem diferentes. Verificase ainda, na
Tabela 1, algumas subdivisdes aplicadas & colunas. Lagrangeana diz respeito a aplicagdo da
relaxacdo lagrangeana como descrito na Se¢éo 4.1, Lagrangeana/Surrogate considera a aplicacdo da
relaxacdo LagSur para 0 conjunto de restricdes definido em (3) com valores prédefinidos do
multiplicador lagrangeano t e Aleatéria diz respeito a um conjunto de 100 solucfes geradas
aleatoriamente, no qua para cada uma foi aplicada a heuristica de melhoria descrita na Segéo 4.1. O
multiplicador t foi fixado na relaxagdo LagSur pois, a0 se redlizar a busca dicotdmica pelo melhor t
descrita por Senne e Lorena (2000), verificou-se que 0 mesmo estava tendendo a zero, o que erade se
esperar pois toda informagéo relativa aos conflitos foi relaxada.

A solugdo Gtima ndo pode ser obtida para os problemas com 750 e 1000 pontos devido a
explosdo combinatdria. Os problemas de 100 e 250 pontos, so problemas simples onde uma solucdo
sem conflito é obtida rapidamente em poucas iteragfes, com isso, 0 algoritmo é interrompido pois a
solugdo étima foi encontrada. 1sso ndo permite que o limite inferior (Lower Bound) se aproxime da
solucdo Gtima, consequentamente os céculos relacionados aos Gaps ndo foram realizados sendo
substituidos por NC (Ndo Calculado). Esse problema também surgiu ao se resolver & insténcias com
500 pontos. Assim, os resultados mostrados nas Tabelas 1, 2 e 4 correspondem aos problemas em que
0 processo de otimizagdo foi realizado até atingir uma das trés condigdes de parada descritas na Segao
4.1. Outro ponto importante que foi considerado em todas as tabelas de resultados diz respeito &
solugdes Gtimas dos problemas maiores (750 e 1000 pontos). Essas solugBes ndo puderam ser
encontradas, como dito anteriormente, porém para os caculos foi considerada a melhor solugéo viavel
conhecida. Apesar de ndo ser a solugdo Gtima, esta proxima. 1sso permite estimar o quéo proximo ou
distante as solugdes encontradas estdo da melhor solugdo viavel conhecida.

Voltando aTabela 1, na relaxacdo lagrangeana verificase que o gap do upper bound variou de
0,00% a 4,14%, considerando a relaxacdo LagSur esse gap, no melhor caso, variou de 0,00% a 2,20%.
Por outro lado, os resultados encontrados com as solugdes aeatérias obtidos apos a aplicagdo da
heuristica de melhoria, foram nelhores variando de 0,00% a 2,06%. Isso demonstra uma questao
interessante com relacdo & relaxacbes redlizadas, pois a0 se redliza a relaxacdo do conjunto de
restrictes de conflitos, toda a informacao referente & sobreposicbes ndo sdo levadas em consideracao,
nao permitindo ao algoritmo sair de minimos locais. Isso pode ser comprovado quando se analisa 0
comportamento do limite dual, observa-se que em nenhum momento, o dual ultrapassou o limite



imposto pelo tamanho do problema. 1sso demonstra que essa relaxacdo ndo € muito boa, podendo ser
considerada como sendo fraca para esse problema. Os tempos obtidos foram bem razoével's, variando
de 0,00 segundos para problemas menores, a 19,60 segundos para problemas maiores (1000 pontos).

Os resultados da relaxacdo LagSur para o conjunto de restricdes definido em (2) estdo mostrados
na Tabela 2. Apesar dessa relaxagao ser mais forte, o resultado néo foi interessante. Somente o limite
inferior foi melhorado, mas o tempo consumido foi maior, o limite superior ndo foi melhorado e os
problemas maiores (de 500, 750 e 1000 pontos) ndo puderam ser resolvidos devido a questdes de
tempo. Por exemplo, a instancia 7 dos problemas de 25 pontos, consumiu 444 segundos para ser
concluida.

A Tabela 3 serefere ardlaxacdo Lagrangeana com formago de clusters nda a primeira coluna
mostra a instancia, seguida do nimero de posi¢des possivels para rotular cada ponto, depois o nimero
de vértices gerados no grafo, o nimero de clusters utilizado e por Ultimo, o nimero possivel de
vértices considerado em cada cluster. A Tabela 4 exibe os resultados encontrados apés a aplicagdo da
LagClus. Verificase que os resultados encontrados séo de melhor de qualidade do que todas as
relaxagles realizadas anteriormente. Os problemas maiores, 750 e 1000 pontos, foram resolvidos, em
média, em 337,80 e 817,00 segundos, respectivamente. Os gaps superiores variaram de 0,00% a
1,48%, ou sgja, estdo muito proximo da solucdo 6tima. Ja os gaps inferiores variaram de 0,76% a
9,27%, resultados melhores do que as outras relaxacfes consideradas. Observase que de um modo
gera, estafoi a que apresentou os melhores resultados, apesar de consumir um tempo maior. A Tabela
5 faz uma comparagdo das porcentagens médias encontradas de rétulos sem conflito usando a
formulacdo PMNC e obtidas das relaxagbes, com os melhores resultados da literatura. No melhor
resultado das relaxages do PMNC, depois de viabilizado, os rétulos em conflito foram contabilizados.
Como esperado, os resultados foram inferiores porém para os problemas com 500 pontos os resultados
foram melhores que o encontrado com o AGC.

6. Conclusdes

Este trabalho apresentou uma nova formulagdo para o problema de rotulagdo cartogréfica de
pontos, sob o enfoque de uma formulagdo matematica diferente das encontradas na literatura. Essa
abordagem considera a minimizagdo do nimero de conflitos, o que permite, como mostrado
anteriormente, uma maior kgibilidade do mapa. Baseado na formulag8o realizada, trés relaxactes
foram propostas, obtendo melhores resultados com relaxacdo lagrangeana com formagdo de clusters
Verificorse que em muitos casos os resultados encontrados estavam iguais ou muito proximos da
solugdo dtima. Com relago arelaxacdo lagrangeana aplicada ao conjunto de restrigdes de conflito,
verificou-se que as informactes referentes aos conflitos, por estarem relaxadas, influenciaram no
processo de solugdo, ndo permitindo ao algoritmo sair de minimos locais. Essa relaxagéo foi inspirada
no trabalho de Zoraster (1990), assim, é provavel que ele tenha encontrado esse mesmo problema,
comprovando que se trata de uma relaxagdo fraca. Analisando de forma conjunta todos os resultados
apresentados nas Tabelas 1, 2 e 4, os gaps encontrados foram satisfatérios, variaram de 0,00% a
3,21% em relacdo ao limite superior e de 0,00% a 9,72% em relacdo ao limite inferior. Os tempos
computacionais também foram razoaveis, tendo como valor médio maximo 817 segundos para
problemas de grande porte. E interessante notar que mesmo com objetivos diferentes, a média das
solucBes exatas dos problemas com 500 pontos forneceu um valor melhor do que o melhor resultado
encontrado na literatura. Acreditase que esse trabaho contribui para o problema de rotulagdo
cartogréfica e que ainda, pode gudar na solucdo de outros problemas relacionados que podem ser
formulados como um Problema de Mé&ximo Conjunto Independente de Vértices.
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Tabelal — Resultados médiospara 25 inst ancias de cada problema, obtidos ap6s aplicagéo das duasprimeirasrelaxagoes.

*Média entre os resultados que forneceram solugdes com conflitos.
*+Melhor solucgo encontrada com as relaxagdes (L, P) e (L,SP' ). de todas as instancias.

Lower bound Upper bound Gap ub (%)
Solucéo
Problema Otinﬁa (L| P) (L‘ SPll ) (L| P) (L‘SP1| ) Aleatéria (L| P) (L‘ SPll ) Aleatéria
t=0.25 | =050 | t=0,75 =025 | t=0,50| (=075 t=0,25 | T=0,50 | t=0,75
25,00 27,75 25,00 24,96 25,00 25,00 28,88 28,38 28,25 28,63 28,00 4,14 2,33 1,82 321 0,93
100,00 100,00 NC NC NC NC 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
250,00 250,00 NC NC NC NC 250,00 250,00 250,04 250,00 250,00 0,00 0,00 0,02 0,00 0,00
500,00 500,84 498,20 | 493,46* | 496,91* | 499,45 503,92 502,88 503,16 503,80 502,48 0,61 041 0,46 0,59 0,33
750,00 758** 749,98 | 743,42 | 748,74 | 749,98 774,44 | 771,80 | 772,68 | 774,44 771,04 2,17 1,82 1,94 2,17 1,72
1000,00 1056** 999,93 997,04 999,93 | 999,95 1086,44 | 1075,64 | 1079,24 | 1086,40 1077,80 2,88 1,86 2,20 2,88 2,06
Tabelal — Resultados médios obtidos apés aplicagdo da primeira heuristica lagrangeana (Continuagao)
Gap b (%) Iter Tempo (s)
Problema (Ll P) (Ltspll ) Aleatéria (L| P) (LtSPiI ) Aleatéria SO(t)il:q%ao (L' P) (Ltspll ) Aleatoria
t=0,25 t=0,50 t=0,75 t=0,25 t=0,50 t=0,75 t=0,25| t=0,50 t=0,75
25,00 9,72 9,87 9,72 9,72 9,72 146,63 148,88 148,38 146,63 101,00 1,60 0,25 0,13 0,13 0,13 0,25
100,00 NC NC NC NC 0,00 1,16 1,16 1,16 1,16 2,48 0,02 0,00 0,00 0,00 0,04 0,00
250,00 NC NC NC NC 0,00 2,48 2,36 7,72 2,68 3,00 0,06 0,00 0,00 0,04 0,00 0,00
500,00 053 1,48* 0,80 028 0,17 146,00 | 140,24 | 134,48 | 146,20 88,16 3,12 2,76 2,64 2,64 2,80 2,44
750,00 1,06 1,92 1,22 1,06 1,06 146,00 146,00 146,00 146,00 101,00 8,00** 8,48 8,44 8,40 8,56 9,56
1000,00 531 5,58 531 531 5,30 146,00 | 146,00 | 146,00 | 146,00 101,00 | 18,00* 19,32 | 19,60 19552 19,08 23,96
Tabelal — Resultados médios obtidos apos aplicacdo da primeira heuristica lagrangeana (Continuagao).
Numero e Percentual de Rétulos sem Conflito
Problema Solucdo Otima (Ll P) (Ltspll ) Aleatéria
Ndmero Y%Total Namero | %Total t=0,25 | %Total t=0,50 | %Total t=0,75 | %Total Namero | %Total
25,00 4,88 80,50 7,13 71,50 6,50 74,00 5,88 76,50 6,63 73,50 538 78,50
100,00 0,00 100,00 0,00 100,00 0,00 100,00 0,00 100,00 0,00 100,00 0,00 100,00
250,00 0,00 100,00 0,00 100,00 0,00 100,00 0,08 99,97 0,00 100,00 0,00 100,00
500,00 1,64 99,67 7,76 98,45 572 98,86 6,32 98,74 7,52 98,50 4,96 99,01
750,00 16,00t | 97,87+ 46,08 93,86 | 42,04 94,39 [ 43,00 u,27 46,08 | 93,86 41,00 | 94,53
1000,00 | 111,00** | 88,90 159,40 | 84,06 | 142,56 85,74 | 14824 8518 | 159,44 | 84,06 14720 | 85,28
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Tabela 2 — Resultados médiospara 25 inst ancias de cada problema, obtidos para arelaxagéo LagSur aplicada sobre o conjunto de restrigoes (2).

Numero de Rétulos com Conflito e Percentual
Lower bound Upper bound Gap_ub (%) Gap |b (%) Iter Tempo (s) de Rétulos sem Conflito
Problema g(t)ilumgaao (LISP2| ) (LISPZI ) (LtSPZI ) (LtSPZI ) (LtSP2| ) So(t)illr:qg:() (LISPZI ) Solugéo Otima (LISP2| )
Number %Total Number Y%Total
25 27,75 25,13 28,38 2,29 9,27 151,63 1,60 104,63 4,88 80,50 6,00 76,00
100 100,00 NC 100,00 0,00 NC 1,00 0,02 0,16 0,00 100,00 0,00 100,00
250 250,00 NC 250,00 0,00 NC 1,48 0,06 0,92 0,00 100,00 0,00 100,00

Obs: Para os problemas com 500, 750 e 1000 pontos as solugdes 6timas ndo foram encontradas devido ao alto tempo necessario para solucionar o problema.

Tabela 3— Numero de Clusters considerado para cada problema.

Tabela5 — Comparagéo dos resultados médios das porcentagens de rétul os sem conflitos com
o0s melhor es resultados encontrados na literatura.

NUmero de NUmero de

Possiveis Ndmero Namero _ Possiveis Algoritmo 25(%) 100(%) 250(%) 500(%) 750(%) 1000(%)

broblema POS"?ggfulopara ° Végfces Cluds?ers Vert'gfjs‘*tg‘rfada Exato (Yamamoto, 2003) 83,50 NC NC NC NC NC
s 4 100 5 50 AGC (Yamamoto, 2003) 80,75 100,00 100,00 99,60 97,10 90,70

100 4 200 4 100 Solugso Exatado PMNC 80,50 100,00 100,00 99,67 NC NC
250 4 1000 10 100 (L P) 71,54 | 100,00 100,00 98,45 93,86 84,06
500 4 2000 20 100 Lse)* 76,50 100,00 100,00 98,86 94,39 85,74

750 4 3000 25 120 (L) 76,00 100,00 100,00 NC NC NC
1000 4 4000 60 06,67 LagClus 77,50 100,00 100,00 99,38 95,53 86,47

*Melhores resultados: NC = N&o Calculado

Tabela 4 — Resultados médiospara 25 inst ncias de cada problema, obtidos com a relaxacéo LagClus.

Nimero de Rétulos com Conflito e
Lower bound Upper bound Gap ub (%) Gap b (%) Iter Time (s) Percentual de Rétulos sem Conflito
Solugéo Solugéo
Instancia Otima Lagrangeana Lagrangeana Lagrangeana Lagrangeana Lagrangeana Otima Lagrangeana Solucdo Otima Lagrangeana
Ndmero Y%Total Ndmero Y%Total

25 27,75 25,13 27,88 0,46 9,27 148,50 1,60 23,88 4,88 80,50 5,63 77,50
100 100,00 NC 100,00 0,00 NC 1,00 0,02 0,16 0,00 | 100,00 0,00 100,00
250 250,00 NC 250,00 0,00 NC 7,12 0,06 2,36 0,00 | 100,00 0,00 100,00
500 500,84 497,30* 501,52 0,14 0,76* 103,16 3,12 82,72 1,64 99,67 3,08 99,38
750 757,00%* 749,41 767,08 1,33 1,00 145,28 0,00 337,80 14,00** | 98,13** 33,56 95,53
1000 1055,00** 1002,11 1070,60 1,48 5,01 145,96 0,00 817,00 107,00** | 89,30** 135,32 86,47

*Média entre os resultados que forneceram solugdes com conflitos.
**Melhor solugdo encontrada de todas as instancias.
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