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Resumo

Este trabalho apresenta uma nova maneira de relaxar um problema de otimizacdo combinatéria de
modo a olter limites de melhor qualidade. Essa técnica foi aplicada com éxitoa uma novamodelagem
matemdtica proposta neste trabalho, para o Problema da Rotulagdo Cartogréfica de Pontos (PRCP).
Dado que um problema pode ser representado através de um grafo, essa relaxacdo consiste em dividir
esse grafo em peguenos subproblemas (clusters) facilmente resolvidos. As arestas que conectam 0s
clusters sdo entéo relaxadas no sentido Lagrangeano e sendo assim, com uso de um algoritmo de
subgradiente, € possivel resolver os problemas separadamente reagrupando- os apds cada iteracdo. Esse
método permitiu encontrar melhores resultados do que os relatados na literatura para o PRCP.

Palavras-chave: Relaxag8o Lagrangeana Programacdo Inteira, Rotulacdo Cartogréfica.
Abstract

This pagper presents a new approach to relax a combinatorial optimization problem with the am of
obtain better bounds. This approach was applied with successful to a new mathematic model proposed
in this work for the Point-Feature Cartographic Label Placement Problem (PFCLPP). Given that a
problem can be represented by a graph, this rdaxation divide the graph in small sub problems
(clusters) easily solved. The edges which connect the clusters are relaxed in the Lagrangean way <o,
with the subgradient agorithm, it is possible to solve the separated problems, regrouping them after
eech iteration. This method alowed to find better results to PFCLPP than those reported in the
literature

Keywords: Lagrangean Relaxation, Integer Programming, Label Placement.
1. Introducdo

O Problema da Rotulagdo Cartogré&fica de Pontos (PRCP) é muito semelhante ao Problema de
Maximo Conjunto Independente de Vértices (PMCIV). O problema consiste em rotular os pontos de
um mapa de modo a evitar as sobreposi¢des dos rétulos (Ver Figura 1). Dentro desse contexto, varios
algoritmos com objetivos diferentes foram propostos na literatura, com isso, existem trés abordagens
distintas que muitas vezes sdo confundidas e analisadas em conjunto (Ribeiro e Loreng 2004). O
PRCP pode ser visto como um PMCIV, como um Problema Mé&ximo NUmero de Rétulos Sem
Conflitos (PMNRSC) au como um Problema de Minimizagdo do NUimero de Conflitos (PMNC). As
duas Ultimas abordagens sdo mais interessantes, sob 0 ponto de vista cartografico, pois rotulam todos
0s pontos, sendo este trabalho direcionado aterceira abordagem.

Porém, para rotular os pontos em um mapa deve-se observar a padronizagdo cartogréfica
(Christensen et al, 1995) que determina & possiveis localizagdes dos rétulos dos pontos. Ao se definir
essas possivels locaizaghes, este problema pode ser formulado como um problema de otimizagdo
combinatéria. A Figura 2 mostra umconjunto de 8 possiveis posi¢des para o rétulo de um ponto, que



também s8o conhecidas por posi¢cdes candidatas. O nimero presente em cada posicéo, determina a
preferéncia cartogréfica sendo a posicdo um ade maior interesse para a cartografia.

Figura 1. Rotulag8o Cartografica de Pontos. As setas indicam alguns conflitos.
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Figura 2 Conjunto de 8 posi¢des candidatas para rotular um ponto (Christensen et al., 1995).

Considereum problema em que para cada ponto existem somente 4 posi¢des candidatas, como
mostra a Figura Za). O mesmo pode ser facilmente representado por um grafo de conflitos dai sua
grande semelhanca com um PMCIV. Sendo N o nimero de pontos a serem rotulados e P 0 niimero de
posi¢cdes candidatas de @da ponto, sgja G={V,A} o grafo de conflito, onde V={vi, V,, ..., s}
representa o conjunto das posi¢des candidatas (vértices) e A={(v;,v)): i, ] T V, itj} as sobreposicdes
(conflitos). A Figura 3(b) apresenta o grafo de conflito obtido @ra o problema daFigura 3(a) e a
Figura 3c) a solugdo Gtima para esse problema. Normalmente na literatura para se determinar a

qualidade de uma solucéo, deve-se obter o percentual de rétulos sem conflito. No caso da Figura 3(c)
tém-se 100% de rétulos sem conflitos.
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Figura 3. Representagdo em grafo do PRCP. (a) Problema, (b) Grafo relacionado e (c) Solugdo 6tima.




Considerando o grafo acima, este trabalho tem como objetivo apresentar uma modelagem de
programacao inteira binaria para o problemae aplicar uma relaxacdo Lagrangeana com formagado de
clusters(LAGCLUS). Os resultados encontrados foram melhores que os presentes na literatura.

O restante do artigo est4 organizando como segue: na préxima se¢do, € feita uma breve revisdo
bibliogréficasobre 0 PRCP, que é seguida pela modelagem matem ética proposta. Na Se¢do 4 serd
mostradaa LAGCLUS, seguida pelos resultados computacionais e pelas concluses.

2. Revisdo Bibliogréfica

Considerando o PRCP como um PMCIV, varios trabalhos propuseram diferentes algoritmos,
assim como técnicas que permitem reduzir 0 nimero de restricdes. Zoraster (1986, 1990 e 1991)
formulou matematicamente o PRCP porém, para lidar com as restricdes de conflito, criou posicoes
candidatas ficticias de custo €levado, de tal modo que se nenhuma das reais posicBes candidatas
pudessem ser usadas para posicionar um rétulo, a posicao ficticia era entdo utilizada. Em seu trabalho
0 autor apresentou uma relaxagdo Lagrangeana obtendo alguns resultados para insténcias pequenas.
Por outro lado, Strijk et al (2000) propuseram uma modelagem de programacdo inteir a binaria queusa
restri¢des de corte para reduzir o nimero de restri¢des de conflito presentes no modelo. Essas técnicas
de reducdo apareceram antes nos trabahos de Moon e Chaudhry (1984) e Murray e Church (1996b), e
consistem em utilizar conceitos de cliques para transformar algumas restrigdes em uma Unica,
reduzindo assim o nimero totd de restricbes do problema origina. Os autores utilizaram uma
relaxac8o de programagdo linear e aplicaram um agoritmo Branch and Bound para encontrar as
solugdes Gtimas para os problemas testados. Devido & dificuldades encontradas, os autores ainda
aplicaram e propuseram véarias heuristicas, sendo elas. Smulated Annealing, Busca em Vizinhanca
Divesificada, k-Opt e Busca Tabu. Sendo a Busca Tabu o agoritmo que apresentou os melhores
resultados para as instancias por eles testadas.

Considerando a segunda abordagem ou sgja, 0 PRCP como um PMNRSC, Christensen et d (1993;
1995) propuseram um método denominado Busca Exaustiva, que faz uma procura por solugdes
melhores alternando posi¢des de rétulos previamente posicionados. Christensen et a (1995) também
propuseram um agoritmo guloso com sucessivas otimizagdes locais e um agoritmo denominado
Discrete Gradient Descent que considera as posi¢des alternativas dos rétulos, porém, esse algoritmo,
apesar de rapido, tem dificuldades para escapar de minimos locais. Verner et a (1997) aplicou um
algoritmo genético com méascara. Eles propuseram uma maneira de trabalhar com as mascaras de
modo que se um rétulo estd em conflito, sera permitido a troca de posi¢des através de cruzamentos e
mutactes. Mais tarde, Yamamoto et a (2002) propuseram um algoritmo de Busca Tabu eficiente que
forneceu muito bons resultados quando comparados com a literatura. Schreyer e Raidl (2002)
utilizaram um Sistema de Col6nia de Formigas @Ant Colony SystemrACS) mas seus resultados nao
foram satisfatérios quando comparados com os obtidos por Yamamoto et a (2002). Y amamoto (2003)
desenvolveu um algoritmo exato para 0 PMNRSC e aplicou o Algoritmo Genético Construtivo (AGC)
proposto por Lorena e Furtado (2001). O agoritmo exato foi aplicado a insténcias de até 25 pontos,
pois utiliza uma estrutura em &rvore o que limitou a sua aplicacdo, em contrapartida, o AGC foi
aplicado a instdncias com até 1000 pontos, fornecendo os melhores resultados até entdo. Vale ressaltar
gue esta abordagem ndo possui ainda uma model agem mateméti ca definida.

A terceira abordagem é mais recente e foi explorada primeiramente por Ribeiro e Lorena (2004).
Ela considera a minimizacdo do nimero de conflitos e, em alguns casos, as solugdes encontradas s&0
limitantes inferiores par a a segunda abordagem. Considere a Figura 4, a solucdo mostrada em (a) e (b)
S80 iguais pois apresentam 0 mesmo nuimero de rétulos em conflitos (4), porém se considerarmos a
representacdo em grafo mostrada na figura, a solugdo (b) € mais interessante pois apresenta um
nimero de conflitos @restas) menor que o da solucdo mostrada em (a). Porém, na optimalidade, a
segunda abordagem € um limitante superior para estaterceira

No entanto, essa abordagem no caso de conflitos inevitéveis, permite “espahar” mais os rétulos,
fornecendo uma melhor visuaizacdo do mapa. Ribeiro e Lorena(2004) propuseram uma modelagem e
utilizaram varias relaxaces, dentre elas a LAGCLUS, mas ndo obtiveram resultados melhores que os
da literatura, exceto para problemas com até 500 pontos e 4 posicles candidatas utilizando o CPLEX
7.5(ILOG, 2001).



A modedlagem matemética apr esentada neste artigo foi inspiradano trabaho de Murray e Church
(1996c¢). Isso permitiu reduzir bem o nimero de restricdes geradas se comparada com a modelagem de

Ribeiro e Lorena (2004).
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Figura 4. Comparac&o entre abordagens.
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3. Modelagem Matemética Proposta para o PRCP

A modelagem matemaética proposta, foi baseada, como dito anteriormente, no trabalho de Ribeiro e
Lorena (2004) e no trabaho de Murray e Church (1996¢), tendo como objetivo minimizar o nimero
de conflitos. Formal mente, cada posi¢&o candidata é representada por uma varidvel binaria x; tal que i
T Nej TP, sendo P, o nimero de posigdes candidatas para o pontoi. Se x;; = 1 a posigio candidata
do ponto i recebera o rétulo do ponto i. Além disso, cada posicéo candidata x; esté associada a um
custo w; ;, 0 que permite priorizar algumas posigdes candidatas como mostrado na Figura 2.

Para cada ponto i apenas uma das posicdes candidatas devera ser selecionada para receber o rétulo,
ou sgja, apenas uma das Ps posigdes receberd o valor 1. Com isso, essa restricdo pode ser expressa
por:

R
ax,;=1 "i=1.N 1)
j=1
Por outro lado, ao se posicionar os rétulos, os conflitos devem ser evitados. Entéo, dado que para
todo ponto i apenas uma das posicies candidatas recebera o rétulo (restrigdes definidas em (1)), as
restricOes de conflitos podem ser representadas entre pontos ao invés de arestas como feito em Ribeiro
e Lorena (2004). Com issg como em Ribeiro e Lorena (2004), sgja §; um conjunto de pares de
indices (k,t):k>i de posi¢Oes candidatas X, conflitantes com x; . Sgjaagora G ; um conjunto com todos
0s pontos que possuem posicdes candidatas em conflito com a posicdo candidata x; ;, € y;;. uma
varidvel de conflito entre a posigo candidata x; e o ponto ¢l G;: c>i. Assim, as restrigdes de
conflitos definidas por Ribeiro e Lorena (2004) podem ser substituidas, sem fata de generaizagao,
pelo seguinte conjunto de restricoes:
|C|,j|xi,j + é Xt = é yi,j,c£|Ci,j "i=1l.N
®kofs; dg, (%)
"j=1.R
O problema ent&o consiste em rotular todos os pontos (restricdo (1)) evitando as sobreposi¢oes
(restricdo (2)). Para isso, a fungéo objetivo devera ser penaizada caso algum conflito apareca na
solugdo, sendo assim, as variavels de conflitos (y) devem aparecer na fungdo objetivo que pode ser
definida como:
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Dadas as definigdes acima, o Problema de Minimizacdo do Numero de Conflitos (PMNC) para o
PRCP pode ser formalmente definido como segue:

N P & 0

V(PMNC) = Min 55 QWi,j’ﬁ,j + é yi,j,c: (4
i=1j=1 dg p
Qjjeitoa:
R
ax,=1 "i=1.N )
j=1
G+ @ %e- @viicElc| mi=1N
kTS dc; (6)
"j=1.R
x;evc1{o} =i=1.N
" j=1.P (7)
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Essa formulagdo foi aplicada & instancias propostas por Yamamoto e Lorena (2006) e estéo
disponiveis em http://www.lac.inpe.br/~lorena/instancias.html. A tabela abaixo mostra 0 nimero de
restri¢des geradas pela model agem acima e pela modelagem de Ribeiro e Lorena (2004), considerando
gue todos os pontos possuem 4 posi¢des candidatas. A primeira coluna informa o nimero de pontos a
serem rotulados, seguida pelo nimero de instancias existentes, pelo nimero médio de restricdes
geradas pela modelagem de Ribeiro e Lorena (2004) e pelo nimero médio de restricdes geradas pea
nova modelagem proposta neste trabalho. Observa-se que essa segunda modelagem reduz
consideralmente o nimero de restricoes.

Tabda 1. Nimero médio de restricbes geradas.

NUumero de NUmero de Ribeiroe Lorena M odelagem Proposta
pontos insténcias (2004)
25 8 357 96
100 25 202 153
250 25 864 530
500 25 2909 1412
750 25 6181 2481
1000 25 10700 3643

4. Relaxacdo Lagrangeana com Formacéo de Clusters

Dado que um problema pode ser representando por um grafo de conflitos como mostrado na Segéo
2, arelaxacdo Lagrangeana com formacéo de clusters (LAGCLUS) consiste em dividir o problema
origind em subproblemas menores com parte das restricbes do problema original. As arestas que
conectam os clusters sdo entdo relaxadas no sentido Lagrangeano. Isso permite com que 0s
multiplicadores lagrangeanos sejam mais bem definidos, obtendo assim, limitantes melhores.

A Figura 5 mostra como essa técnica pode ser aplicado ao PRCP paraa formulag@o definida na
Secdo 3 Como as restrigdes de conflito sdo baseadas em pontos, o grafo (b) do problema mostrado em
(a), é entdo transformado em um grafo de pontos que é dividido em clusters através de alguma técnica
de particionamento de grafos, como mostrado em (¢). A partir do grafo particionado, refaz-se o
problema o original como mostrado em (d). Assim ao final, as arestas que conectam os clusters (€) séo
entéo relaxadas no sentido Lagrangeano e com isso, obtémse subproblemas menores que podem ser
resolvidos separadamente, como mostrado em (f).
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Figura 5. Relaxagéo L agrangeana com formac&o dos clusters

O particionamento do grafo deve ser feito de tal forma que o nimero de arestas que conectam 0s
subgrafos seja minimizado. Neste trabalho foi utilizado o METIS (Karyps e Kumar, 1998) que € uma
heuristica bem conhecida para particionamento de grafos. Com issg de forma resumidaa LAGCLUS
parao PMNCconsiste em (por questdes de notagéo, considere P sendo PMNC):

i. Aplicar uma heuristica de particionamento para dividir o grafo G em mpartes, formando m

clusters O problemaP pode ser escrito através de uma fungdo objetivo definida em (4) sujeita
a(5) - (7), sendo o conjunto de restricdes de conflitos (6) dividido em dois grupos. um com as
restricbes de conflito intraclusters e outro formado pelas restricbes de conflitos que
corresponde as arestas que conectam os clusters(arestas de corte).

ii. Multiplicadores distintos maiores ou iguais a zero, relaxam, no sentido Lagrangeano, o grupo

das restrigdes de conflito que correspondem as arestas de corte.

iii. A relaxacdo Lagrangeana € entdo decompostaem m sub-problems e resolvida.

Ao resolver os subproblemas gerados, as solugdes encontradas sdo solugdes factiveis paao P,
pois arestricdo (5) ndo é violada. Foi utilizado o algoritmo de Subgradientes descrito por Narciso e
Lorena (1999), que aproxima as soluctes de um problema no sentido euclidiano de distancia (Parker e
Rardin, 1988). O controle utilizado para o pardmetro p foi 0 mesmo proposto por Held e Karp (1971).
Inicia-se com 2 e se durante 15 iteragBes o valor do limite superior (ub) ndo decrescer, p é dividido
pela metade. Sendo Ib o limite inferior e g' os subgradientes encontrados para os multiplicadores
lagrangeanos | , as condicBes de parada consideradas foram:

1) p £0,005

2) (ub-1bh <1

2
3 o' =0
Durante cada passo do algoritmo de Subgradientes, fui utilizado a heuristica de melhoria (HM)
(descritaa seguir) proposta por Ribeiro e Lorena (2004), que aproveita a solugdo relaxada e tenta obter
umasolucdo prima melhor.



Heuristica de Melhoria- HM

1. Para cada elemento da Solucdo factivel, arnazene em um vetor de conflito o nunmero de
conflitos para cada posi¢éo.

2. Para i=1 até o tamanho do vetor de conflitos;

3. Se Vetor de conflitos[i] * O
4. Procurar dentre as possiveis posic¢des candidatas j, a que apresenta o nenor namero de
conflitos coma solucao viavel atual.
5. Se houver alguna posicdo candidata j com nunmero de conflitos inferior a Vetor de
conflitos[i], trocar Solugdo factivel [i] por posic¢do candidata j.

6. Sendo ndo alterar Solugado factivel [i];
7. Fimdo Para.

5. Resultados Computacionais

A LAGCLUSfoi aplicada aos problemas testes propostos por Y amamoto e Lorena (2005), com 4
posicdes candidatas para cada ponto, sem preferéncia cartogréfica, ou sgja, w;=1 "i=1.Ne
" j=1.4 e os subproblemas gerados foram resolvidos utilizando o CPLEX 7.5 (ILOG, 2001). A
Tabela 2 mostra os resultados médios obtidos com o CPLEX utilizando a modelagem proposta, para
asinstancias testes. O CPLEX foi executado até resolver ainsténciaou parar por falta de memoria. A
méquina utilizada foi um Pentium IV com 512MB de meméria RAM. A primeira coluna (Problema)
exibe o nimero de pontos a serem rotulados, seguida pelo limite inferior (Limite Inferior) e superior
(Limite Superior), e pdo GAP=(Limite Superior-Limite Inferior)/Limite Superior que fornece, em
porcentagem, o gap encontrado entre os dois limitantes. Na quarta coluna S50 mostrados os tempos
computacionais utilizados, seguidos pdos nimercs de rétulos em conflito e pelos percentuais de
rétulos livres para cada problema

Para os problemas com até 500 pontos, 0 CPLEX resolveu todos em um tempo computacional
muito baixo (menor que 0,74s), entretanto para problemas maiores, ele parou muitas vezes por falta de
memoéria. Para problemas com 750 pontos, em 12 das 25 instancias, ele encontrou a optimalidade, j&
para 1000 pontos, nenhuma solugdo 6tima foi encontrada.

Tabea 2. Resultados médios obtidos com o CPLEX (ILOG, 2001).

CPLEX
Limite Limite Rétulosem | Percentual de
Problema Inferior Superior GAP Tempo (s) conflitos rétulos livres
25 21,75 21,75 0,00 0,20 4,88 80,50%
100 100,00 100,00 0,00 0,03 0,00 100,00%
250 250,00 250,00 0,00 0,06 0,00 100,00%
500 500,84 500,84 0,00 0,74 1,68 99,67%
750 757,25 759,12 0,25% 9625,92 17,84 97,62%
1000 1010,37 1051,92 3,94% 6683,80 97,12 90,29%

A Tabela 3 apresenta os resultados médios obtidos com a aplicacdo da LAGCLUS que foi
implementada em C++. Nesta tabela, dém dos campos mostrados na Tabela 2, esta o nimero de
clusters usados em cada problema. Pode-se verificar facilmente que os gaps de dualidade encontrados
s80 menores que os obtidos pelo CPLEX, com excecdo dos problemas com 25 pontos, entretanto vale
ressaltar que essas instancias foram preparadas por Y amamoto e Lorena (2002) para terem 0 mesmo
grau de dificuldade das insténcias com 1000 pontos (Y amamoto e Lorena, 2005).

Para os problemas maiores (750 e 1000 pontos), a qualidade das solucdes obtidas (ver Percentual
derétulos livres) foi bem superior & obtidas pelo CPLEX, em um tempo computaciona menor.

Para as insténcias com 750 pontos, a LAGCLUS encontrou a optimaidade em 21 das 25
ingténcias. A Figura 6 mostra o comportamento da LAGCLUS para a instdncia 3 dos problemas com
750 pontos, percebe-se que os limites se aproximam rapidamente. Para problemas com 1000 pontos,
assim como aconteceu com 0 CPLEX, nenhuma solugéo 6tima foi encontrada no entanto o gap de
dudidadefoi 2 vezes menor.



Tabeda 3. Resultados médios obtidos com a LAGCLUS.

LAGCLUS
Problema Numero de Lim!te Limi'ge GAP Tempo Rétulqsem ng?&luozl
Clusters | Inferior | Superior (s) conflitos I
ivres

25 2 25,62 2813 | 867% 3,50 6,00 76,00%
100 2 100,00 100,00| 0,009 0,12 0,00 100,00%
250 2 250,00 250,00 0,00% 0,12 0,00 100,00%
500 2 500,84 500,84 | 0,00% 0,40 1,68 99,67%
750 10 758,09 758,96 | 0,12% 53,84 17,60 97,65%
1000 25| 1030,07| 1047,32| 1,64% | 3445,40 90,16 90,98%

Limitantes
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Figura 6. Evolugdo da LAGCLUS para instdncia 3 com 750 pontos.

Como nas ingténcias com 1000 pontos ndo foi possivel encontrar com a LAGCLUS a solugdo
6tima em nenhuma delas, o nimero de clusters foi reduzido para 20 pois, como o nimero de arestas
particionadas € reduzido, os subproblemas gerados sdo mais fortes gerando assim limitantes melhores
que podem levar a optimalidade. Para mostrar 0 que acontece também quanto se aumenta 0 nimero de
clusters foi realizado o mesmo experimento com 30 clusters Os resultados estéo mostrados na Tabela
4.

Percebe-se claramente que, com a reducéo do nimero de dusters as solucBes obtidas foram
melhores (ver GAP e Percentual de rétulos livres) no entanto, o tempo computacional aumentou e
nenhuma solucédo Gtimafoi encontraca Por outro lado, ao aumentar o nimero de clusters as solucdes
encontradas foram pioresque & obtidas com 20 e 25 clusters porém o tempo computacional reduziu.

Tabela 4. Resultados médios obtidos com a LAGCLUS para as insténcias com 1000 pontos.

NUmero de Limite Limite GAP Tempo | Roétulosem  Percentual de
Clugters Inferior Superior (9 conflitos rétuloslivres

20 1031,23 1044,80( 1,30% | 3842,84 85,80 91,42%

25 1030,07 1047,32| 1,64% | 3445,40 90,16 90,98%

30 1026,81 1049,16| 213% | 734,80 93,56 90,64%

A Tabela 5 vem sendo muito utilizada para comparar os algoritmos propostos, no entanto, pode-se
observar que eles vém sendo comparados como se tivessem os mesmos objetivos, ndo respeitando
suas respectivas abordagens como mostrado anteiormente. Os algoritmos que consideram 0 maximo
conjunto independente de vértices, ndo rétula pontos quando o conflito é inevitével, os agoritmos que
buscam o maior nimero de rétulos livres, deixam o0 mapa muitas vezes, com areas ilegiveis (como
mostrou a Figura 4); e por Ultimo, os agoritmos que procuram tornar 0 mapa mais legivel



minimizando os conflitos, buscam “espalhar” mais os rétulos o que é diferente da segunda abordagem.
Ribeiro e Lorena (2004) em seu trabalho, também apontam essas diferencas. N&o foi possivel fazer
comparagdes entre 0s tempos computacionais dos algoritmos pois os computadores utilizados foram
todos diferentes. Contudo, percebe-se claramente que a LAGCLUS produziu melhores resultados do
gue todos os agoritmos existentes na literaturapara o PRCP. Para uma descricdo mais detalhada dos
mesmos, ver Verner et a (1997), Yamamoto et a (2002) e Y amamoto e Lorena (2005).

Tabela 5. Comparacdo com

Per centual derotuloslivres
Algoritmo Problema
100 | 250 | 50 | 7%0 1000
LAGCLUS 100,00 | 100,00 | 9967 | 9765  91,42/90,98/90,64
PMNC Exato— CPLEX 100,00 | 100,00 | 9967 | 9762 90,29
AGC — Mdhor 100,00 | 100,00 | 9960 | 97,10 90,70
AGC — Média 100,00 [ 100,00 | 9960 | 9680 9040
Busca Tabu 100,00 | 100,00 | 9930 | 9680 90,00
GA com Méscara 100,00 | 99,98 9879 | 9599  83%
GA sem mascara 100,00 | 9840 9259 |8238 6570
Smulated Annealing 100,00 | 99,90 98,30 92,3 8209
Zoragter 100,00 | 99,79 96,21 | 79,78 5306
Hirsh 100,00 | 99,58 95,70 | 8204 6024
3-opt Gradient Descent 100,00 | 99,76 9734 | 844 7783
2-opt Gradient Descent 100,00 | 99,36 9562 |8560 7337
Gradient Descent 98,64 9547 86,46 7240 58,29
Algoritmo Guloso 95,12 838,82 75,15 58,57 4341
Busca exaustiva 84,56 65,63 44,06 29,06 19,53

Fonte: Adaptado de Verner et d. (1997), Yamamoto & d (2002) e Yamamoto e Lorena (2005)

6. Conclusdes

Este trabalhou apresentou uma nova modelagem para o problema da rotulagdo cartogréfica de
pontos e a relaxacdo Lagrangeana com formacdo de clusters Essa nova modelagem reduziu
consideravelmente 0 nimero de restrigdes geradas e ainda permitiu encontrar as solucfes 6timas de
problemas que aé entdo, eram desconhecidas. Por autro lado, a nova forma de relaxar um problema
gue pode ser representado através de um grafo, forneceu resultados muito bons, os melhores, com
gapsde dualidade pequenos, para todos os problemas da literatura.

Como trabalhos futuros, seria interessante fechar os gaps de dualidade ainda existentes através de
um Branch and Bound, com isso, certamente os resultados seréo ainda melhores. A LAGCLUS podera
ser gplicada a outros problemas que podem ser representados por grafo.
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