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Teoria das ondas equatoriais

CAPITULO 1
ONDAS BAROTROPICAS

1.1 INTRODUGAO

Os movimentos ondulatdérios na atmosfera tropical sdo de uma grande
complexidade para se obter apenas uma solugéo analitica exata tornando-se
possivel suas solugbes somente com simulacbes computacionais. O fato das
ondas estarem presentes em toda parte (mas as condigbes de instabilidade nao)
sugere que a teoria das ondas neutras forcadas seja aplicada. O cisalhamento é
importante, porém, nao fundamental para a teoria basica (ele altera a freqiéncia
pelo Efeito Doppler, porém as propriedades dispersivas sdo determinadas sem
cisalhamento). Desta maneira, € conveniente usar uma geometria peculiar nos
tropicos (Plano-Beta Equatorial) visto que muitas ondas parecem estar restritas
nos tropicos.

Todavia, uma percepgdo valiosa pode ser dada usando a Teoria da
Perturbacgéo Linearizada. Aqui, sera discutido primeiramente o modo barotrépico

de oscilagao em um ‘plano-f’ equatorial como é visto em Matsuno (1996).

1.2 Modelo e equagoes basicas

Para este estudo foi usado o Modelo Barotrépico Divergente. Este modelo
consiste de uma camada de fluido incompressivel de densidade homogenia com
uma superficie livre € em balango hidrostatico. Sabendo disso, tratar-se tal modelo
e aplica-se a aproximagéao do plano-f. As caracteristicas do movimento de grande

escala também serao inferidas.
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FIGURA 1: Modelo e coordenadas

Em um sistema de coordenada cartesiana local (Figura 1) as equagdes do

movimento e de conservacao de massa séo escritas como:

Oh
7_ﬁ/ ai
i+f Zy 0 (1)

@+H %-F@ =0
ot ox Oy

onde: u e v sdo velocidade do vento zonal e meridional, x e y as respectivas
diregbes; h a menor variagdo da altura do topo da superficie e H o valor médio;
f o parametro de Coriolis € g a aceleragdo da gravidade. Como é mostrado na
FIG1 o eixo x coincide com o Equador (dire¢cdo para leste) e o eixo y com a

direcao para norte.
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Neste estudo foi assumido que o Parametro de Coriolis ( /') é linearmente
proporcional a latitude, f=f,+p 2 f,=0 = f=/py (onde B é constante e

chamado parametro de Rossby).

Substituindo h pela altura geopotencial (¢) no conjunto de equagdes (1)

temos:
u o )
A v+ -0
a PV
v o
4 +-—L=0 1a
o T > (1a)
0, ol V) _,
ot ox Oy

Na terceira equacéao 02=gH € 0 quadrado da velocidade da Onda de
Gravidade Pura.

Os limites de tempo e altura sdo dados como:

) ()

onde: u=cu’, v=cv’ ¢=c2¢’, x=Lx’, y=Ly’, t=Tt' (as quantidades a direita séo

0=

adimensionais).
Transformando o conjunto de equagbes (1a) na forma adimensional usando
as identidades (2):

1
Dividindo a equag&o acima por (cf)z , temos:
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o' o4
- yv+—=0 3
a0 e ®)

Similarmente para a segunda e terceira equagoes (1a):

a—v“+y’u’+a—¢‘=0

ot oy (3)
o¢ N Ou . ov ~0

o' ox' oy

1.3 Equacao da freqiiéncia

Considerando a propagag¢éo da onda na diregao leste-oeste:

M'— uet(wt+kx)

" i(we+kx)
v =ve (4)
¢v: @i(wHkx)

Substituindo o conjunto de equagdes (4) no conjunto de equacgbes (3) e

desconsiderando o sobrescrite da perturbagao:

iwu—yv+ikg=0

iwv+yv+?:0 (5)

'y

iw¢+iku+ﬂ=0
dy

Multiplicando por (j] a primeira equagao do conjunto de equacdes (5) e (ik)
'y

a segunda equacéo:

iw@—v—yf+ikf=0 (5a) —kwv+ikyu+ik?=0 (5b)
y
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e subtraindo a equagéo (5a) pela equagao (5b):

iw@—ikyu—v(l—kw)—yﬂzo (5¢)
dy dy

Agora multiplicando a segunda equagao do conjunto de equagdes (5) por (iw)

e derivando a terceira por (jJ temos:
'y

— WV + iwyu + iw@ =0 (5d)
dy
2
zwd¢+ikﬂ+ﬂ_0 5e
2
ly dy dy

e subtraindo a equacgéo (5e) pela equagao (5d):

2
%+ik%+w2v—iwyu=0 (5f)
'y 4

Pondo a expresséao % da Equagéo (5¢) na Equagéo (5f):
'y

2 .7 2
L:+iyu+£v(1_kw)+£yﬂ+w2v—iwyu=0 (59)
dy w w w" dy

Multiplicando por w a primeira equagéo (5) e por k a terceira, subtraindo-as e

multiplicando por (y/w), temos:

2
yu iw—ik— =y—kﬂ+y2v (5h)
w w dy
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Substituindo a equacgéao (5g) na equacgao (5h):

2
CALSNN (SIS BN i (6)
dy’ w

1.4 Condigoes de contorno
Como ja estudamos, se considerarmos o movimento da onda préxima ao
Equador (y=0), a condicdo de contorno é dada por v —0, quando y —ta (7)
pode ser suficiente.
A equacgado (6) com a condigdo de contorno da equacao (7) forma um
problema de autovalor e resolvida pela equagao de Shrdodinger para um oscilador

harmdnico simples. A condi¢do de contorno da equacéo (7) é satisfatéria somente

quando a constante [wz -k +k) da equacgao (6) for igual a um numero inteiro
w

impar. (ver apéndice)

Wi+ K _ony 1(n=0,12,.) (8)
w

Entdo a solugdo da equacao (6) € dada por:

Lo

Y
Wy)=ce > H,(y) 9)
onde Hy(y) é o “Polinbmio de Hermite” na enésima ordem e ¢ uma constante.

A equacdo (8) mostra a relagdo entre a freqiiéncia e o numero de onda
longitudinal para algum modo meridional n definido. Como a equacéo (8) é uma
equacgao cubica em w, temos trés raizes quando n e w sao especificados.

Espera-se que o resultado de duas das trés raizes corresponde a Ondas de
Gravidade Inercial, uma propagando para leste e a outra para oeste. A ultima raiz
€ uma Onda de Rossby.

10
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A raiz cubica (aproximadas) pode ser encontrada primeiramente assumindo
que k/w pode ser negligenciado na equagao (8). Isto significa que uma das raizes
(Onda de Rossby) é consideravelmente menor que as duas outras raizes (Onda

de Gravidade).
Entdo a equacao (8) torna-se:

w'—k*=2n+1,isto &, w, =+V2n+1+k° (10a)

A terceira raiz pode ser obtida negligenciando w2 quando comparada com

(k*+2n+1). Entso:

k
- _ 10b
Y e (10p)

As duas equagdes (10a) e (10b) podem ser dimensionadas empregando:

1 c
2 _ .2 2 _ 12 °7¢g
w,=w,—— e k, =k, —

' B p

Onde cq € a velocidade de grupo da Onda de Gravidade (\/g )

Entdo a equacao (10a) torna-se:

C
wa2;2n+1+k2—g
C
g
2
ouz_ 2 a1s L i) = eyt 1o B (2n41) (10c)
k Tk e, ke,

Similarmente a equagao (10b) torna-se:

11
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k.
W, & 'Cgﬂ ch/ﬂ, isto é, &z+
k=5 +(2n+1) K+ (2n+1)
B Ce

B
K’ +£(2n+l)

g

ou ¢, ~ (10d)

)

Note que na equacgéo (10d) o sinal negativo habitual ndo é usado. Isto por

i(kx+wi) i(kx—wt)

que assumimos e e néo e .

Também ¢é importante observar que os efeitos de rotagcdo e modo meridional

sdo embutidos em um Gnico termo ﬁ(zn +1).

e

Para valores arbitrarios de k, podem-se ter aproximadamente trés
freqiéncias (devido a solugdo cubica da equacao (8)) e estas solugdes séo
mostradas na figura 2. Para n>1 estas trés frequéncias, em geral, s&o
completamente separadas da escala de k. Sendo assim, cada um delas
identificadas pela freqiiéncia das ondas nos trés tipos seguintes:

1. Onda de gravidade-inercial que propaga para leste.

2. Onda de gravidade-inercial que propaga para oeste.

3. Onda de Rossby que propaga para oeste em alta velocidade.

Convencionalmente os subscritos: 1, 2 e 3 serdo usados para indicar os trés

tipos de ondas, na mesma ordem.

12
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w A

Onda de Gravidade
(para oeste)

fg:g e — Onda de Qp_g_gﬁy
0 » K

N \"=-1 Onda de Kelvin
[ - N

N
n=0 Onda Rossby-Gravidade

2

Onda de Gravidade
(para leste)

FIGURA 2: Freqiéncia como fungéo do niumero de onda.

13
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1.5 Tratamento espectral para n=0
Considerando n=0 na equacgao (8) pode ter novamente trés raizes. Neste

caso a equagao (8) € dada como:
(w—k)w? —kw—1)=0 (11)

A equacgao (11) é uma expressao simples para trés raizes de w, porém nao
corresponde a freqUéncia de trés ondas diferentes. Assim, a classificacdo das
raizes é feita a partir de seu comportamento em funcdo de n. Isto é, se

considerarmos “n” como um parametro continuo, a frequéncia das trés diferentes

ondas, para n=0, é obtida por:

w, (k,0) = limw, (k,n) (12)

n—0

onde o subscrite /| é os trés tipos de ondas.
Da consideragao acima, para a equagéao (11), que foi considerada a partir da
equagao (8), foram mostradas trés raizes (uma onda que propaga para leste e

duas ondas para oeste). Com isso, a equagao (11) é dada:

w=k (12a)
k kY

w=—T- (J +1 (12b)
_ ko [(kY

we-ts [zj 1 (12¢)

A onda da equacgdo (12b) propaga para leste e as outras duas ondas

2
propagam para oeste. Na equacdo (12b) w é negativo porque (I;) +1 >§

Assim, podem-se distinguir as ondas como segui:

14
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w =-

2
- (g) +1 (Onda de Gravidade para leste)

2
Waous = [9 +1 —% e w,,,; =k (Onda de Gravidade para oeste ou Rossby—(12d))

Nas equacgbes (12d) a distingao entre as Ondas de Rossby e de Gravidade é
dada pela magnitude de k, ou seja, a velocidade da Onda de Rossby € menos que
a Onda de Gravidade. Entao a solugao da equacao (12):

kY k
Onda de Gravidade para oeste - w, | = (2] *1 ) (para k < L)

]

\ (13)

Onda de Rossby para oeste - w, =k (para k<—)

A equacgao (13) mostra que quando ki>k; as frequéncias correspondentes

séo tal que wi<ws.
No caso de n=0, a freqiiéncia da Onda de Gravidade que propaga para oeste
nao é separada da Onda de Rossby, porém elas coincidem entre si em (k = \15)

Exceto no ponto de encontro, w; € sempre menor em magnitude que w..

15
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Também se deve observar que em uma das trés raizes da equacao (11), w
nao pode ser ajustado como um autovalor do conjunto de equagdes (5) pelas
seguintes razdes. No processo de derivagdo da equacdo (6) na equagédo de

freqiéncia (8) assume-se implicitamente a seguinte relagéo:

wyv+kEK
u=—————lQ—
Kw—ka+k)

Conseqglentemente, é exigido que o denominador (w-k)(w+k) n&o fique nulo,
a menos que o numerador é identicamente igual a zero. A solugcéo obtida na
equagdo, quando o numerador € igual a zero, ndo satisfaz as condigbes de
contorno se for resolvido para zero.

Devido aos argumentos acima para uma das raizes com n=0, w=k deve ser

rejeitado. Desta maneira a equagao (13) mostra que a Onda de Gravidade que

propaga para oeste (para k>i) e a Onda de Rossby (para k<i) nao

V2 V2
existem.

Em outras palavras, no caso do modo mais baixo n=0 tém-se somente duas
ondas, a considerada Onda de Gravidade Inercial que propaga para leste e outra
onda que propaga para oeste. A segunda onda ndo pode ser identificada como
Onda de Rossby nem de gravidade inercial, na verdade ela possui algumas
caracteristicas misturadas. A faixa de freqliéncia desta onda tem valores
comparaveis a Onda de Gravidade Inercial bem préxima da Onda de Rossby.

Como observada na Figura 2 esta onda conecta a duas familias de ondas e

devido a sua existéncia o espaco vazio no diagrama de freqiiéncia é preenchido.

16
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1.6 Solugao especial nao incluida na equacao (8)
Também sera considerada uma solugdo no qual nio foi incluida na forma
geral da equagéo (8), obter a freqUiéncia da equagéo (8) reduzindo o conjunto de

as equagdes (5) para v.

Pode existir uma solugdo para velocidade meridional (v) nulo [v(x,y)=0] o
conjunto de equacgdes (5) é resolvida:

iwu+ikg =0

yv+@=0 (14)
dy

iwg+iku =0

Desde que u e ¢ aparecam na primeira e na terceira, o conjunto de

equacdes sdo consideradas equacgdes algébricas; a equagédo acima tem solucdes
somente quando a matriz formada pelo coeficiente é singular:

(w—k)w+k)=0

Entdo a solugao é obtida como segue:

1

p=u=ce 2" para w=—k

1,

¢=—u=ce5y para w=k (15)

Claramente a segunda solugao nao satisfaz as condi¢gées de contorno e deve

ser rejeitada. E interessante que a primeira solugdo (w=-k) seja obtida se
colocamos n=-1 na equagao (8).

Deste modo, sera mostrada a solugao para n=-1. A freqliéncia deste niumero

de onda torna-se zero quando, a freqiéncia das outras ondas que propagam para

leste tem limite inferior em magnitude (aproximadamente +/2n+1).

17
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De qualquer maneira, parece ser bem importante para solugdes de
frequéncia menor do que as de Onda de Rossby continuar até frequéncias de

Ondas de Gravidade Inercial e ndo ter espago vazio no espectro.

1.7 Resumo

E proveitoso resumir a existéncia de modos barotrépicos livres de oscilagéo
no plano-B equatorial. Estes modos sdo ondas que propagam zonalmente como
solugbes das equacbes do movimento linerarizadas no plano horizontal. O
parametro de Coriolis € aproximado por =gy onde p=20/a (Q é a velocidade
angular da Terra e a € o raio da Terra).

A estrutura latitudinal desses modos pode ser discutida em termos de
funcdes oscilantes que decaem com a distancia do Equador, chamadas de
Fungédo de Hermite. A ordem da Fungédo de Hermite € dada por um incremento

n=0, 1, 2, ... cujo valor indica o numero de modos da velocidade meridional no

dominio latitudinal. H4 um modo adicional designado por n=-1 para a velocidade

meridional igual a zero.

Para n=1, ha trés solugbes de ondas correspondentes a cada valor de n; a
Onda de Rossby que propaga para oeste e um par de Ondas de Gravidade
Inercial que propagam para leste e oeste. Para o modo n=0, hd somente duas
solugdes, a Onda de Gravidade que propaga para leste e um modo misto de
Rossby-Gravidade que propaga para oeste. Esta ultima onda se comporta tanto
como uma Onda de Rossby com um numero de onda zonal alto, como uma Onda
de Gravidade com um numero de onda zonal baixo. Matsumo (1966) deduziu a

estrutura horizontal da onda (Figura 3).

18
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e grf—

FIGURA 3: Velocidade Horizontal e Perturbagcdes da Altura Geopotencial
associado com uma Onda de Rossby-Gravidade
Fonte: Matsuno (1966).

Ha somente uma solugdo para n=1 (Onda de Gravidade) que veio ser
chamada de “Onda de Kelvin” por sua semelhanga com a Onda de Kelvin
oceénica (uma Onda de Gravidade de agua rasa que propaga ao longo do limite
da costa e ndo tem velocidade normal a linha de costa. A velocidade paralela a
linha de costa esta em balango geostrofico com o campo de pressdo. Em ambas s
ondas, a velocidade e a pressdo decaem exponencialmente com o aumento da
distancia da linha de costa). Aqui, o Equador (onde o pardmetro de Coriolis muda
de sinal) representa o mesmo papel do limite da costa no caso do oceano e a
velocidade zonal estd em equilibrio geostréfico no campo de pressao. Com a
amplitude da onda decai com o aumento da distancia do Equador, a Onda de
Kelvin deve propagar para leste relativo ao escoamento zonal médio. A estrutura

horizontal da Onda de Kelvin Equatorial € mostrada na Figura 4.

19
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Equador

FIGURA 3: Velocidade Horizontal e Perturbac¢des da Altura Geopotencial
associado com uma Onda Kelvin
Fonte: Matsuno (1966).

A teoria da onda barotropica oferece somente uma posicdo parcial da
natureza das ondas equatoriais estratosférica, isso se deve ao fato das ondas nao

serem barotropicas, e propagarem verticalmente.

20



Teoria das ondas equatoriais

CAPITULO 2
ONDAS BAROCLINICAS

2.1 INTRODUGAO

No capitulo 1 foi discutido os modos barotrépicos de oscilagdo em um
plano-B equatorial. Agora iremos discutir as ondas baroclinicas que propagam
verticalmente.

As ondas de escala planetaria geralmente sdo “presas” (ou seja, nao
podem propagar energia verticalmente), ao menos que, a frequéncia dessas
ondas seja maior que a frequéncia de Coriolis. Deste modo, em latitudes médias
ondas com periodo de varios dias geralmente ndo sao significantemente abeis
para propagar até a estratosfera. Contudo, quando estas ondas de periodo longo
se aproximam do Equador, a freqiéncia de Coriolis diminui permitindo que se
tornem livres e propagem verticalmente.

Ha dois importantes tipos de ondas que propagam verticalmente e cujo
comprimento de onda vertical é suficientemente longo permitindo a facil detecgéo
pelos dados de radiosondagem convencional. Estas ondas sdo as de Kelvin
atmosféricas, que propagam para leste, e as mistas de Rossby-Gravidade, que
propagam para oeste. A estrutura horizontal e outras caracteristicas dessas ondas
foram vistas na ultima secgéo.

Para este estudo é conveniente usar as equagdes governantes no sistema
de pressao recorrente ao plano- equatorial (f=By). As equag¢des do momento (1),
da hidrostatica (2), da continuidade (3) e da energia termodinamica (4) podem ser

escritas como:

v o -

E+ﬂc><V=—V¢ (1
0K @)
oz H

21
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du ov ow' w

2o 3)
ox oy o0z H

0 = . 1 .

[-FV.VJT—FWF:H (4)
ot C,

onde: H é o aquecimento diabatico por unidade de massa e

r[ T RT T 06

=—+ =——| € o parametro da estabilidade estatica. Foi assumido
oz C,H 00z

como estado basico a atmosfera em repouso e sem aquecimento diabatico.
Neste estudo a perturbacao € a onda que propagam zonalmente, entédo

podemos escrever:

w=u(pz e )
vy e

RIS 5)
§=¢(pz

J

Usando a equagéo (2) podemos escrever a equagao (4) como:

(a+l7.vj aqi Ry R H (6)
ot oz H HC,

Para o caso adiabatico:

[6 + V.V] 8¢* Reroo (7)
ot oz H

Assim, apds a linearizacao as equagdes do movimento (em u e v), da
continuidade e da energia termodinamica (negligenciando os termos nao lineares)

tornam-se:

22
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ou_ 5. __0¢
ot P ox (®)
[d __0¢
Pl Pyu = o 9

ou ov ow w

—+—+—-——=0 (10)
ox oy o0z H

6(6{)+RWT=0 (11)
ot\ 0z H

Substituindo o conjunto de equagbes (5) nas equagdes (8), (9), (10) e (11)

temos:

inw'—pyv'= —ikg' (12)
i7v'+ﬂyu’=—a¢ (13)
oy
iku’+a—v+aw* Yoo (14)
oy Oz H
. 04" R _
- 4+ T =0 15
v (13)

2.2 Casos especiais:
a) Onda de Kelvin (v’=0)

No caso (v’=0) a equagao do movimento torna-se:

in'=—ikg' (16)
,__0¢'
Pu'= o (17)

Da equagéao (15) w*'é igual:

23
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. o¢'
H
v _ U/aZ*
RT

Substituindo w"' da equagéo (18) na equagéo (14):

(a—ljw—Skw: 0 (19), onde:s = %.

Substituindo ¢' da equagéo (20) nas equacbes (17) e (19) temos:

,_Zau’
Pyu ko

' 2
EET
oz° H)oz y°

(18)

(21)

(22)

A equagéo (21) determina a distribuicdo meridional de u’ e a equagéo (22) a

distribui¢do vertical. Pode-se ver facilmente que a equacéao (21) tem uma solugao

do tipo:

u’=u0(z*)exp(ﬂy2k/2;/)

24
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Assumindo k>0, entdo y < 0 que corresponde a uma onda que propaga para

leste. O caso da equagéao (23) indica que o campo de u’ tem uma distribuicao
gaussiana perto do Equador com uma diminuicdo exponencial (e-folding).

1

2
<

Pk

Para uma onda que propaga para oeste (y <0) a solugdo da equagao (23)

(24)

aumenta exponencialmente longe do Equador. Esta solugdo na satisfaz as
condi¢cbes de contorno perto dos Polos e deve ser rejeitada. Neste caso existe
somente uma Onda de Kelvin que propaga para oeste.

A equacao (22) tem solugéo do tipo:

uo(z*)z et (Cleiiz* + Cze_’ﬂz*) (25),
2
onde: 1> = Sk2 - 12
¥ 4H
k2

Obs.: A equagdo caracteristica para a equagéo (22) &, r* —L+—2S =0, e

H y
~ o 1 1 Sk’ 1S 1 .
as solugdes da raiz sdo: r =_—= ~——5 OU r=—=i|————, assim
2H 4H ¥ 2H ¥ 4H

a solucao pode ser escrita usando a equagéao (25).

A equacgéo (25) é determinada pela condigdo de contorno apropriada. Para
A >0 a solugdo da equacgdo (25) é na forma de uma onda que propaga
verticalmente. Para ondas na estratosfera equatorial, onde sédo forgcadas por
disturbios na troposfera, a energia propagada (velocidade de grupo) deve ter uma

componente para cima. Porém, podemos mostrar a componente vertical da

velocidade de grupo é o .
oA
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Sk* 1. Sk? 7’
A= —— . istoé, y* = - 26
y?  4H? 4 2 4H?A? (26)

2
Como AH >>1, o segundo termo é negligenciado assim y* = Sk2 . Deste
A

modo:

A oA A

0 28k* 2( Sk? 27 0
20w - R ey o _ Y (27)
oA A AL A

Como Z & a velocidade de fase vertical, a componente vertical da

velocidade de grupo é igual e oposta a velocidade de fase vertical. Como
mencionado anteriormente, a Onda de Kelvin tem uma velocidade de grupo para
cima, entdo a velocidade de fase deve ter uma componente para baixo.
Consequentemente a constante C;=0 na equacgdo (25) e a Onda de Kelvin tém

uma estrutura no plano x-z como mostra na figura abaixo (Figura 4).
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Figura 4: Idealizagédo da seg¢éo cruzada ao longo de uma latitude que mostra as
fases do vento zonal (componente horizontal de flechas menores), da
temperatura, da pressdo e do movimento horizontal (componente
vertical das flechas menores) associada com a Onda de Kelvin. As
flechas maiores indicam a diregdo da propagacao da fase.

Resumindo, a Onda de Kelvin atmosférica € uma onda que propaga para
leste como uma Onda de Gravidade Interna ordinaria de duas dimensdes nos
planos x e Z e os campos de velocidade do vento zonal e pressdo meridional
estdo em balango geostréfico de forma que no plano- equatorial a velocidade do

vento meridional € zero e a onda propaga.

b) Modo misto Rossby-Gravidade
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Para a Onda de Rossby-Gravidade mista sera usado o modo completo das

equagdes (12) a (15).

=B _ kg (28)
iy iy

i}/v‘+ﬂyu’=—a¢ (29)

oy

LU (30)
oy Oz H

A (31)

S 0z

Eliminando u’da equacéo (29) utilizando a equacgao (28):

. . 0¢'

o \ ikpyp'—iy ——
iw‘+ﬂy[M] =~ ousela, V= (32)

iy oy y -y
Derivando a equagao (28) por i: iy o' _ ﬂv'—ﬂya—v =—ik o¢ .

oy y Oy oy
Substituindo 22 da equagao (29) : iy Ou — Bv—py v _ —ik(ip'+ pyu'), isto &,
oy oy oy
. ou' . , . ov' .
iy ———ikpyu'= pv'+fy——— rkv (33)
y oy

Eliminado w* da equacao (30) utilizando a equagéo (31):

i+ 2 +( 0 Jj(-”“ﬁ]:o (34)
» o HN S
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Derivando a equagao acima por (Z 9 J

' 2.0 .2 '
38200, (0 1o e -
oy k oy kKS\oz H)oz \oz

Multiplicando a equagéo (34) por Sy temos:

a2 1)

oy s oz

o¢ _0
0z H

P (36)

Subtraindo a equagéo (35) e (36):

. ou' y oH o' 7/( 0 1] o (iy 0¢' ,
— ikByu'+~ - fy——= S ) 7 A =0 37
iy & ikPyu P By PR P P Bvig (37)

Colocando as equagdes (32) e (33) na equagéo (37)

o'k 1/ 5, L(0% 1 o
+—(B - p+— - -— =0 38
ayZ }/(ﬂ 7]{)\/ S (ﬂ y 7/ aZ*z H aZ* ( )
A equacao (38) permite solugdo com a separagao das variaveis
V=V (2w (y) (39)

Substituindo a equacao (39) na equacgao (38) e considerando H a constante
de separacgio entdo, a equacédo da estrutura vertical € dada por:

d’v._1.4dv
dz” Hdz

=—hSV (40)
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A estrutura horizontal da equacéao é:

2
d‘/j+ K vy h— gyl =0 (41)
dy y

Obs.: h tem dimensées de L?T?, podendo ser escrito como 1/gh' sendo h’

chamado de profundidade equivalente.

Para resolver a equagdo (41) serao feitas as seguintes mudangas nas

variaveis:

kp

C,=ph, Cﬁ(
/4

1
—k2+72h] e E=Cay

Podendo ser escrita a equagao (41) na forma canénica:

2
ddyl/zl ‘H//(Cz _Clyz)zo

1
Dividindo a equag&o inteira por C,2

2 _ 2 2 1
dl/; L + w l//:(),entéo: ddl/Z/+(C2C12_§2jl//=0 (42)

1

| ¢ C: v
Assim a equacao (42) tem solugéo na forma:

v, = H, (&) (43)
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Satisfazendo as condigbes de contorno y — 0 quando &> —o«c e H, o

1
Polindbmio de Hermite de ordem n, onde C,C, 2 =2n+1, n=0,1,2,... Para Onda de

Rossby-Gravidade com n=0.

1
De modo que: C,C, 2 =1, que é:

("/”—kuﬁth:l > yzh—x/ﬁﬂ+(kﬂ—k2]=0 >
e

Lindzen (1967) encontrou que, em regra geral, a solugdo que corresponde a
raiz positiva € uma aproximagéao valida, enquanto que, a solugéo da raiz negativa
nao decai rapidamente para ser valida na regiao equatorial. Pegando apenas o

sinal positivo:

@:(ﬂz_k}k[ﬂ_l] > h:f*(ﬂ_qz (44)

voor) v\

. (B Y ot k(B ) s

Assim, C,=p8"—|5-1| e & =Cp2y* =p—|L£-1|y°, (Valores positivos sao

1 2 1
y-\ Uk 7\ k

1
aceitos desde que o valor negativo de C,> n&o seja limitado em &° —oc)

VKB

_Lpk( B )
Portanto a solugdo ¢é: y,, 6 =e’ ’[”‘ ] H, (&), mas H,_,=1, entdo:
1 k(B 2
—p~| 1y
l//n:() —e 2 7[7’1‘ ] e:

e V(Z*)e‘#[l‘%]ﬁz—“z (45)
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A variavel V(z) é determinada pela equac&o:

2 2 2
dV_1dv SE(B _y|y=g (46)
dz H dz ye \ ik
Assim,
V(z')=e (cle”o’ + C2e‘”ﬂz*) (47)

2
onde: 4, = Sk2 [ﬂ_lj— ! -
vk 4H

Da equacao (45) podemos ver que v’ no modo misto de Rossby-Gravidade,
tem uma distribuicdo Gaussiana préxima do equador. A diminuigdo exponencial da

oscilagao neste caso é:

2 2
Y, =~

BBy —k)

Esta solucdo é valida para ondas que propagam para oeste (7/>0),

contanto que |:1_kﬂ}/:|>0 ou que S=ka, onde S é o numero de comprimento de

onda ao longo de um circulo de latitude. Desta maneira a condicdo pode ser
. 20
escrita como [;f < S]'

Para frequéncias que ndo satisfazem esta condigcdo a amplitude da onda
nao decai longe do Equador e, deste modo, ndo satisfazem as condi¢cées de
contorno perto dos Pdlos.

A Onda de Kelvin e 0 Modo misto Rossby-Gravidade foram identificados
nos dados observacionais da estratosfera equatorial. Um resumo das
propriedades destes dois tipos de ondas é dado abaixo.

32



Teoria das ondas equatoriais

CARACTERISTICAS OBSERVADAS ROSSBY- KELVIN
GRAVIDADE
Frequéncia (com relagao ao solo) 27/4-5dias 27x/15dias
Comprimento de onda horizontal ~10.000km ~30.000km
Numero de onda zonal (sobre o Equador) ~4 1-2
Comprimento de onda vertical 4-8km 6-10km
Velocidade de fase média relativo ao solo -25ms™ +25ms’’
Velocidade de fase média relativo ao vento zonal -30ms™ +50ms’’
AMPLITUDES
Vento Zonal 2-3ms™ ~8ms™
Vento Meridional 2-3ms™ 0
Temperatura ~1°C 2-3°C
Altura Geopotencial ~30m ~4m
Velocidade Vertical ~0.15¢cms™ ~0.15¢cms™

Uma sesséo cruzada longitude-altura através de uma Onda Mista Rossby-

Gravidade é mostrada na figura abaixo.
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—

Height

-« W Longitude E

FIGURA 5: Idealizagado da sesséo cruzada através de uma Onda Mista Rossby-
Gravidade em uma latitude ao norte do Equador mostra maximas e
minimas de presséo, temperatura, movimento vertical (indicado pela
componente vertical das flechas pequenas), vento zonal (indicado pela
componente horizontal das flechas pequenas) e vento meridional
(indicado pelas flechas apontadas para dentro da pagina o
escoamento para norte e para fora da pagina escoamento para sul).
As flechas grossas indicam a dire¢ao de propagacgéao da fase.

As caracteristicas observadas dos dois modos acima mencionados
concordam bem com os valores derivados teoricamente. No momento, parece que
ambas as ondas sao excitadas pelas oscilagdes devido ao aquecimento

convectivo de grande escala na troposfera equatorial.
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APENDICE 1
ALGUMAS DEFINICOES

1. Func¢do Analitica: Uma fungdo ¢é analitica em um ponto Z quando ela tem uma

derivagdo neste ponto, isto ¢€:

() [y L2 D-12)

h—0 h

Esta fungao existe e € independente da trajetoria quando h aproxima-se de
zero. Se uma fungao é analitica e com valor Unico ao longo de uma regido R, ela é

chamada de regular em R.

2. Ponto Ordinario: Se uma fungdo f(x) é regular em um ponto x=x,, entdo x, é dito
como um ponto ordinario.

Considerando a equacdo diferencial:

d"y
dx"

d nfly
dxnfl

+fH(x) +...+f0(x)y =0

Se f,(x).... £, ,(x) sdo regulares em x=xy, xy ¢ dito como um ponto ordindrio da

equacdo diferencial.

3. Ponto Singular: Um ponto que ndo ¢ ordinario ¢ chamado de ponto singular.
Também ¢ dito que a equagdo diferencial tem uma singularidade neste ponto.
Perto de um ponto ordinario a solugdo geral de uma equagdo diferencial pode ser
escrita como uma série de Taylor, cujo raio de convergéncia ¢ a distancia da

proxima singularidade da equagdo diferencial.
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0
A série de Taylor € uma série de poténcia ordinéria: y = Zcm (x—x,)"

m=0
Cujo coeficiente ¢,, pode ser convenientemente achado substituindo na equagio
diferencial.
Se xpndo é um ponto ordinario, mas (x- x,)fu(X), (X- Xo)° f3-1(X)s ..y (X- Xo)"fo(X) s30
regulares em x,, entdo x, ¢ dito ser PONTO SINGULAR REGULAR da equacéo
diferencial. Perto de um ponto singular regular podemos sempre encontrar pelo
menos uma solucdo para a equacdo diferencial. Se nenhum ponto é ordinario nem

singularmente regular, entdo ¢ um PONTO SINGULAR IRREGULAR.
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APENDICE 2
EQUACAO DE SCHRODINGER

A equagdo de Schrodinger para um oscilador quantico ¢ dada por:

2
‘;x‘/z’Jr(E—xz)y:o (1)

Se tentarmos uma solugdo para a série de poténcia da equagdo (1) quando x =0
obteremos uma relagdo recursiva (recursion) de trés termos. Esta solugdo é pouco
conveniente, 0 aspecto mais vantajoso ¢ transformar as variaveis conduzindo para uma
equacdo simples.

Um truque que frequentemente ajuda em tal situagdo ¢ ‘fatorizar’ o comportamento
proximo de alguma singularidade. Onde estdo as singularidades desta equacdo? Nao tem
nenhum no plano finito Z(=1/x), entdo devemos desviar (digress) para a “singularidade no
infinito”.

Considerando uma equagao diferencial:

Y Py +Q(x)y=0 (@)

Recordando que x=0: 1) E um ponto ordinario se P e Q sdo regulares neste ponto e

2) E uma singularidade regular se xP e x*Q sdo regulares neste ponto.

iy 1 1
Permitindo que: z=— => dz=-—dx,
x X
dy 1 dy
Qg Y.
dx x* dz

d> X dz xPdxdy x*dz x*d

d’y 2dy 1 d’y _iﬂ_l_idzy
4

Colocando estas derivagdes na equagdo (2) temos:
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2dy 1d*y Pi)dy
St —=-——=1+0(2)y=0
x'dz x*d? X’ o)y

Ou

fly +[§—;P(z)jjz+zﬂg(z)y ~0 3)

Onde P(z)=P(x) e O(z)=0(x).

Entdo, x=a ¢ um ponto ordinario ou uma singularidade da equagdo (2) que
depende de z=0 ser um ponto ordinario ou uma singularidade da equagdo (3). Assim,
x=a éum ponto ordindrio se (2x-x*)P(x) e x*P(x) é regular neste ponto; ¢ x = ¢é um
ponto singular regular se xP(x) e X*Q(x) é regular neste ponto. Isto conclui a divagacao.

Usando estes critérios, vemos que nossa equacao diferencial (1) € altamente singular

quando x = « . Para valores altos de x a equagdo ¢ aproximadamente:

2

dy

dx’ ¥y =0

E as solugdes sdo aproximadamente:

Nisso, se substituissemos uma ou outra fun¢do na equacdo diferencial os termos que
sdo dominantes no cancelo da infinidade.

As solugdes sdo fisicamente aceitdveis, mas nio se torna infinita quando |x| > «,

portanto:
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xZ

v=ye? o

Esta mudanga de variavel ndo se assegura o comportamento desejado no infinito e
mostramos que temos de selecionar solugdes de y(x) que da este comportamento. Com isto,

a equacdo (1) pode ser escrita através da equacao (4):

dzy dy
—2x—+(E -1 =0 5
> ( )y ()

Se escrevermos (E-1)=2n a equagdo (5) fica conhecida como Equagdo Diferencial
de Hermite.
Podemos obter a solucdo geral da equagdo na forma de uma série de poténcia o qual

convergira para todo lugar e a relagdo recursiva para os coeficientes contera somente dois

termos.
P 3\
Assim, y=C,+Cx+C,x" +..... =2me'"
m=0
Y'=C +2C,x 430,00 4= Y mCx™ (6)
m=1
y'=2C, +.32Cx +....= mzzzm(m -DC,x"

Colocando a equagdo (6) na (5):
2C, +3.2Cx+... = 2x(C, +2C,x +3C,x> +...)— (E=1)C, + Cx + Cpx* +...)

Igualando os coeficientes de x de igual poténcia temos:

1
C, = —E(E -1)c,
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1 C
C3:[—(E—1)C1+2C1]§ ou C3=ﬁ[2—(E—1)]

Em geral (m+2)m+1)C,,, —2mC, +(E-1)C, =0

o _Clm-(E-D]  Cpn_ (m+1)-E
" (m+2)m+1) C (m+2)m+1)

m

2 4 3 5

yC, 1+(1—E)xz!+(1—E)(5—E));!+...}+C{x+(3—E));!+(3—E)(7—E));!+... ™

Se E=(2n+1) onde n é um inteiro numa série que termina apds o termo em x" (as
séries pares ou impares que dependem de n). O resultado normalizado adequadamente para
0 polinémio é chamado de um Polindmio de Hermite de ordem n (Hy(x)). As outras séries
podem ser eliminadas ajustando seus coeficientes, Cy ¢ C, igual a zero e a solucdo
resultante da equagdo (4) ird a zero no infinito.

Se ambas as séries da equagdo (7) ndo terminam, seu comportamento em x com
altos valores sdo determinados pelos termos mais longe onde a relagdo recursiva €

aproximadamente:

1) E
24— |——
C,n 2m+1)-E _ ( mj m

c, (m+1)(m+2)_[1+1J(m+2)

2
~ — para m grande.
m

Entdo ambas as séries (e* e y — 97) se comporta para x grande. A solugdo de v,

que permanece limitado em x — +« ¢ somente possivel quando £=2n+] com integral em

n. Que ¢:

2
-X

v=y,(x)=H, (x)e7 para E=E,=2n+1,n=0,1,2,3,...
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2
v, ¢ chamada de autofun¢des do operador diferencial —[;]+xz pertencente

2
X

aos autovalores E,,.
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