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Abstract. The phenomena of heat conduction (parabolic regime) and heat wave
(hyperbolic regime - a finite thermal signal speed) are considered. Is presented
the direct problems (building physics, mathematical formulation and numerical
solution) and inverse (encoding gene and variational formulation) to estimate
the initial condition.
The variational formulation (Alifanov) for solving inverse problems, originally
applied to heat conduction’s problem (parabolic problem), doesn’t produces a
satisfactory solution in hyperbolic inverse problems - in which inaccuracies
in the initial conditions are not eliminated over time. In Chiwiacowsky, 2005
was proposed a genetic algorithm (GA - stochastic global search method) with
the epidemic operator to initialize an Variational Method (VM - by the Conju-
gate Gradient Algorithm - deterministic local search technique): Hybrid method
(HM = GA + VM). Are here recovered the well-known results of the inversion by
GA and VM to the problem of heat conduction (validation step), and presented
original results of inversions for hyperbolic formulation, using both techniques.
Are also made discussions about hybrid approaches.

Resumo. São aqui discutidos os fenômenos de condução do calor (regime
parabólico), e onda de calor (regime hiperbólico - velocidade finita do sinal
térmico). São apresentados os problemas direto (construção fı́sica, formulação
matemática e solução numérica) e inverso (codificação genética e formulação
variacional- tipo Alifanov) para estimação de condição inicial.
A formulação variacional para solução de problemas inversos, originalmente
aplicada ao problema de condução do calor (problema parabólico), não produz



uma solução inversa satisfatória em problemas hiperbólicos - nos quais impre-
cisões nas condições iniciais não são eliminadas ao longo do tempo. Em Chi-
wiacowsky, 2005 foi proposto o uso de um Algoritmo Genético (AG - método
estocástico de busca global) com o operador epidêmico para inicializar um
Método Variacional (MV - via Método de Gradiente Conjugado - técnica deter-
minı́stica de busca local): Método Hı́brido (MH=AG+MV). São aqui recuper-
ados os bem conhecidos resultados da inversão via AG e MV para o problema
de condução do calor (etapa de validação), e apresentados pela primeria vez
(resultados originais) inversões para a formulação hiperbólica, usando ambas
as técnicas. Ao final são proferidas discussões sobre abordagens hı́bridas.

Palavras-chave: equações diferenciais parciais parabólicas e hiperbólicas, problemas
inversos, algoritmo genético, método variacional, transferência de calor

1. Introdução
Modelos matemáticos para fenômenos naturais frequentemente são construı́dos tendo
como base Equações Diferenciais Parcias (EDP).

Uma EDP na variável dependente u e nas variáveis independentes x e y, é uma
equação que pode ser posta na forma F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy) = 0 onde F é uma
função das variáveis indicadas e pelo menos uma derivada parcial aparece na expressão.

Seja a EDP linear Auxx + Buxy + Cuyy + Dux + Euy + Fu + G = 0 onde os
coeficientes são as funções A,B,C,D,E e F tal que A2(x, y)+B2(x, y)+C2(x, y) 6= 0
e G = G(x, y) uma função real definida sobre um aberto do R2; associada a tal está o
discriminante ∆ = B2(x, y) − 4A(x, y)C(x, y), responsável por sua classificação. Uma
EDP é dita parabólica se ∆ < 0, elı́ptica se ∆ = 0, e hiperbólica se ∆ > 0 [1].

Fisicamente parabolicidade reflete a infinitude da velocidade do sinal e regime
assintótico de equilı́brio; elipsidade está ligada a problemas estacionários, e hiperbolici-
dade a shifts, deslocamentos, com velocidade finita do sinal.

O problema de condução do calor é, normalmente, governado por uma equação
parabólica - deduzida via princı́pios de conservação e pela lei de Fourier. Uma
modificação na lei de Fourier para modelar a finitude do sinal térmico origina uma
equação hiperbólica para propagação do calor [2] - uma onda amortecida, de compor-
tamento semelhante à ondas mecânicas e eletromagnéticas em meios atenuantes.

Estes são exemplos de Problemas Diretos. Pode-se definir como Problema Direto
a situação na qual “causas”geram “efeitos”, ex: em um material não dielétrico, quando é
estabelecida uma diferença de potencial elétrico (“causa”) é gerada uma corrente (“con-
sequência”), que pode ser observada (acessada - medida) experimentalmente. Se, entre-
tanto, o objetivo for descobrir qual o valor da diferença de potencial elétrico que gerou
um corrente medida, então tal situação é o Problema Inverso [3, 4].

Problemas inversos podem ser resolvidos, por exemplo, por:

• Métodos de regularização [5] - O critério dos mı́nimos quadrados não é suficiente
para garantir um bom resultado de inversão, especialmente em casos nos quais
há ruı́do experimental, devido ao fato de uma solução matemática que minimiza



a função custo geralmente fazer com que o modelo coincida com os dados de
maneira exata. O método de regularização torna possı́vel o controle da quantidade
de suavidade que ocorre na solução: requere-se a melhor coincidência dos dados
(termo advindo do critério dos mı́nimos quadrados), levando-se em consideração
um certo grau de suavidade desejado - ou imposto por necessidade de consistência
matemática ou fenomenológica,

• Métodos de otimização [6] - Nestes o objetivo é minimizar a discrepância entre
o observável experimental e o estimado via problema direto, trata-se de um prob-
lema de otimização que usa como restrição o próprio modelo direto. O método de
Gradiente Conjugado (MGC) via formulação de Alifanov [7, 8] é um exemplo1,
bem como metodologias baseadas em Inteligência Artificial, como Algoritmos
Genéticos.

O método de Alifanov, originalmente aplicado à área térmica, não produz uma
solução inversa satisfatória em problemas hiperbólicos - como vibrações mecânicas - nos
quais imprecisões nas condições iniciais não são eliminadas ao longo do tempo, o que
ocorre em problemas parabólicos, como a condução de calor [9]. Então foi proposto em
Chiwiacowsky (2005) [10, 11, 12] o uso de um Algoritmo Genético (método estocástico
de busca global [13], com o operador epidêmico [14]) para inicializar o MV via MGC
(método determinı́stico de busca local): estratégia hı́brida.

Alguns trabalhos já foram propostos no domı́nio da condução hiperbólica do calor,
desde Pascal, 1992 [15]. Todavia nenhum estimando condição inicial usando a abordagem
de Alifanov. Alguns destes trabalhos foram:

• Polesek-Karczewska, 2003 [16]. Apresenta distribuição de temperatura (prob-
lema direto) em empacotamento de esferas de diferentes materias, tanto por
considerações a primeiros princı́pios, quanto numéricas e experimentais.

• Shen e Han, 2003 [17]. Aplicação da técnica TVD (total variation diminishing)
para resolver o problema direto. No limite da aproximação convectiva a solução
é calcula explicitamente, já no limite radiativo é usado um método numérico tipo
Newton.

• Masood, 2006 [18]. Estimou condição inicial no problema em coordenadas
cilı́ndricas via método de Picard.

• Huang e Hsin-HsienWu, 2006 [19]. Usaram a formulação de Alifanov para esti-
mar condição de contorno. Conseguiram bons resultados independentemente da
suposição inicial, e mais robusto frente a ruı́do nos dados de entrado do que os
Algoritmos anteriores.

• Huang e Lin, 2008 [20]. Usaram a formulação de Alifanov para estimar simula-
taneamente duas condições de contorno. Os resultados são bons independente-
mente da sugestão inicial, e mesmo com presença de ruı́do nos dados de entrada.

• Huang e Lin, 2008 [21]. Usaram a formulação de Alifanov para estimar termo
fonte. Os resultados são bons para sugestão inicial nula.

• Saleh e Al-Nimr, 2008 [22]. Resolveram o problema direto usando uma
formulação variacional via transformada de Laplace.

• Yang, 2009 [23]. Estimaram condição de contorno no problema bidimensional,
por um método baseado em diferenças finitas e no algoritmo de Newton-Raphson.

1A formulação de Alifanov apresenta regularização intrı́nseca



São apresentadas a seguir a construção fı́sica, formulação matemática e solução
numérica dos problemas diretos tratados (condução e onda de calor) e exibidos resultados
de técnicas de inversão (genética e variacional) para estimação de condição inicial nos
problemas.

2. Fundamentações fı́sicas e soluções do problema direto
A seguir são construı́dos os problemas diretos de condução e onda de calor e exibido o
esquema numérico de resolução.

2.1. Condução do calor
O princı́pio de conservação (equação da continuidade) para o transporte de calor na
ausência de gradientes de pressão e densidade nos dá que a temperatura (T ) varia tem-
poralmente tendo como fonte (divergente) o fluxo de calor na substância, ponderado pela
densidade (ρ) e pelo calor especı́fico (c) desta (Eq 1). A lei (fenomenológica) de Fourier
apresenta o fluxo de calor como consequência do gradiente de temperatura entre difer-
entes pontos do meio, amplificado pelo coeficiente de condutividade térmica - κ (Eq. 2).
A combinação destes dos alicerces estabelece a equação parabólica para a condução do
calor (Eq. 3) [24].

ρc
∂T (x, t)

∂t
+∇ · −→q (x, t) = 0 (1)

−→q (x, t) = −κ∇T (x, t) (2)

∂T (x, t)

∂t
− κ

ρc
∇T (x, t) = 0 (3)

O problema direto da condução do calor pode ser assim definido:

Seja T (x, t) ∈ C2 função real de variáveis reais definida no cartesiano entre o
compacto Ωx = [0, L] e o aberto Ωt = [0, tf), tal que

∂T (x, t)

∂t
− κ

ρc
∇2T (x, t) = 0; x ∈ Ωx, t ∈ Ωt;

T (x, 0) = f(x);x ∈ Ωx;

∂T (x, 0)

∂t
= 0; x ∈ Ωx;

∂T (x, t)

∂x
= 0; x = 0, x = 1, t ∈ Ωt

Um exemplo de esquema para solução numérica deste problema, baseado em
diferenças finitas (aproximação discreta via Taylor, centrada no espaço e avançada no
tempo [25]), é:



• Seja N o número de pontos na discretização espacial, e M na temporal. Tome
h = L/N , k = tf/M , lambda = κ

ρc
∗ (k/(h2));

• Para i de 0 a N faça
T [i][0] = f [ih];
fim.

• Para j de 0 a M − 1 faça
u[0][j + 1] = 0;

Para i de 1 a N − 1 faça
u[i][j + 1] = u[i][j] + lambda(u[i+ 1][j]− 2u[i][j] + u[i− 1][j]);
fim.

u[N ][j + 1] = 0;
fim.

2.2. Onda de calor

A abordagem para a condução do calor em regime parabólico considera que um pulso de
calor aplicado à superfı́cie de um corpo é imediatamente sentido em todas as partes deste,
não importando a distância: velocidade infinita de propagação [2]. Cálculos a primeiros
princı́pios (baseados na teoria cinética dos gases) derivam a seguinte expressão, conhecida
como equação de fourier modificada:

τ
∂−→q (x, t)

∂t
+−→q (x, t) = −κ∇T (x, t) (4)

onde τ é o tempo de relaxação - representa a existência de um tempo finito não
nulo de acumulação de calor para se alterar a corrente térmica.

Combinando esta pressão com a Eq. 1 temos a equação hiperbólica para a
condução do calor (Eq. 5) [2].

τ
∂2T (x, t)

∂t2
+

∂T (x, t)

∂t
− ρc

κ
∇2T (x, t) = 0 (5)

Tal formulação prevê um limite superior para a velocidade finita não nula (a) de
propagação do sinal

a =

√
ρc

κτ
(6)

No limite em que τ = 0 a equação hiperbólica retorna a equação parabólica - a
velocidade infinita de propagação do sinal. Valores tı́picos de τ para solidos dielétricos
são da ordem de 10E-11 segundos [26].

O problema direto da onda de calor pode ser assim definido:

Seja T (x, t) ∈ C2 função real de variáveis reais definida no cartesiano entre o
compacto Ωx = [0, L] e o aberto Ωt = [0, tf), tal que



τ
∂2T (x, t)

∂t2
+

∂T (x, t)

∂t
− κ

ρc
∇2T (x, t) = 0; x ∈ Ωx, t ∈ Ωt;

T (x, 0) = f(x); x ∈ Ωx;

∂T (x, 0)

∂t
= 0; x ∈ Ωx;

∂T (x, t)

∂x
= 0; x = 0, x = 1, t ∈ Ωt

Um exemplo de esquema para solução numérica deste problema, baseado em
diferenças finitas (aproximação discreta via Taylor, centrada no espaço e avançada no
tempo), é:

• Seja N o número de pontos na discretização espacial, e M na temporal. Tome
h = L/N, k = tf/M, lambda = κ

ρc
∗ (k/(h2));

• Para i de 0 a N faça
T [i][0] = f [ih];
fim.

• Para i de 1 a N − 1 faça
T [i][1] = 1

2
∗ lambda2(T [i+ 1][0] + T [i− 1][0]) + (1− lambda2)u[i][0];

fim.
• Para j de 1 a M − 1 faça
T [0][j + 1] = 0;

Para i de 1 a N − 1 faça
T [i][j+1] = (2τ/(2τ+k))∗ [2(1−lambda2)T [i][j]+ lambda2(u[i+1][j]+

u[i− 1][j])− u[i][j − 1] + (1
2
k/τ)u[i][j − 1]];

fim.
T [N ][j + 1] = 0;
fim.

3. Metodologia
A seguir é brevemente apresentada a codificação genética dos problemas e a formulação
variacional.

3.1. Codificação genética

Idealizada em 1795 por John Henry Holland, a técnica dos AGs são metaheurı́sticas
bio-inspiradas que, a partir de um conjunto inicial de soluções e através de operadores
genéticos inspirados na teoria Darwinista da evolução por seleção na-tural: seleção, cruza-
mento e mutação - vão atualizando seu conjunto de soluções até que uma delas seja
razoável: apresente, por exemplo, um erro inferior a uma tolerância escolhida.

A questão central na otimização via AGs é definir adequadamente os cromosso-
mos e seus genes. O cromossomo é o elemento que compõe a população. Cada cromos-
somo deve corresponder a um e apenas um elemento do espaço de busca [4].



Seja para os problemas de propagação ou para os de onda de calor cada indivı́duo
da população corresponde a uma possı́vel condição inicial para o problema: cada gen
representa, portanto, o valor no espaço da temperatura inicial.

O AG aqui utilizado é do tipo não geracional, e foi implementado usando
codificação real, seleção via torneio, mutação uniforme e cruzamento geométrico com
crossover de ponto único [10]. O operador epidêmico [14] foi usado a cada 10 iterações
sem melhora da melhor solução encontrada. O código foi escrito em linguagem Fortran
90, e executado em maquinas escalares.

3.2. Formulação de Alifanov

O método variacional é uma forte opção na solução de problemas inversos. Na sua
implementação são desenvolvidos o problema de sensibilidade, o problema adjunto e as
equações gradientes.

Visando a aplicação do método adjunto, assumindo disponı́veis observáveis ex-
perimentais Y (x, t) para instantes contı́nuos de tempo e m pontos espaciais (igualmente
espaçados), define-se a seguinte forma funcional a ser minimizada:

J [f(x)] =
m=M∑
m=1

∫ t=tf

t=0

[Y (xm, t)f(x) − Y (xm, t)
Exp]2dt; (7)

onde Y (x, t)f(x) e Y (x, t)Exp são vetores contendo, respectivamente, os valores do
observável estimado (originido pela distribuição inicial f(x) estimada) e medido (orig-
inido pela distribuição inicial f ∗(x) verdadeira e desconhecida).

Para definição do problema de sensibilidade, a condição inicial f(x) deve ser per-
turbada por uma pequena variação, resultando em f(x) +∆f(x), esta variação implicará
também em uma variação nos valores do observável: Y (x, t) + ∆Y (x, t). O problema
de sensibilidade é então obtido através da substituição, no problema direto, de f(x) por
f(x) + ∆f(x), e Y (x, t) por Y (x, t) + ∆Y (x, t).

O problema de sensibilidade é dado pelo problema perturbado subtraido pelo não
perturbado, como os problemas em questão são lineares, o resultado pode ser alcançado
apenas substituindo o termo Y (x, t) por ∆Y (x, t) no problema direto.

Para definição do problema adjunto a equação de restrição deve ser incorporada à
forma funcional através do uso da técnica dos multiplicadores de Lagrange. Sendo assim,
introduzindo o problema com restrição, obtém-se a forma Lagrangeana dada por:

J [T (x, t)f(x), λ(x, t)] =
m=M∑
m=1

∫ t=tf

t=0

[T (xm, t)f(x) − T (xm, t)
Exp]2dt

−
∫ x=1

x=0

∫ t=tf

t=0

λ(x, t)[τ
∂2T (x, t)

∂t2
+

∂T (x, t)

∂t
− κ

ρc
∇2T (x, t)];

Manipulando matematicamente esta expressão de forma a ter incremento esta-
cionário em J [T (x, t)f(x), λ(x, t)], e escrevendo as equações no domı́nio dos multipli-



cadores de Lagrange chegamos, para cada um dos problemas, a 2:

• Condução de calor:

λ̇+
ρc

κ

∂2λ(x, t)

∂x2
− 2

m=M∑
m=1

∫ t=tf

t=0

[T (xm, t)f(x) − T (xm, t)
Exp]2dtδ(x− xm) = 0;

J ′(x, t) =
1

tf
λ(x, 0);

• Onda de calor:

τ λ̈+ λ̇+
ρc

κ

∂2λ(x, t)

∂x2
− 2

m=M∑
m=1

∫ t=tf

t=0

[T (xm, t)f(x) − T (xm, t)
Exp]2dtδ(x− xm) = 0;

J ′(x, t) =
1

tf
[λ(x, 0)− τ λ̇(x, 0)];

4. Resultados e discussões

Na presente seção são apresentados os resultados de estimação de condição inicial (função
triangular) para os dois problemas (condução e onda de calor), usando os dois métodos
(Algoritmo Genético e Método Variacional).

Na Figura 1a são recuperados os resultados bem conhecidos da inversão para o
problema da condução do calor via Algoritmo Genético [27], sem e com regularização,
em ambos os casos com ruı́do do tipo branco (gaussiano, com média nula) multiplicativo e
de intensidade de 0.5%. A inclusão de um termo regularizador na função custo melhorou
o resultado da estimação da condição inicial do problema.

Na Figura 1b exibe-se os resultados também já clássicos da literatura do Método
Variacional, sem e com ruı́do (branco, multiplicativo, de intensidade de 0.5%). A
estimação para um perfil com ruı́do apresenta qualidade bastante inferior quando com-
parada com a livre de ruı́do.

Na Figura 2a são apresentados resultados inéditos da inversão para o problema da
onda (eq. hiperbólica) do calor, via Algoritmo Genético, sem e com regularização. Assim
como no caso parabólico, a inclusão de um termo regularizador na função custo melhorou
o resultado da estimação. Percebe-se que o efeito do mesmo nı́vel de ruı́do é mais drástico
no problema hiperbólico que no parabólico: o nivel de ruı́do (branco, multiplicativo) no
caso hiperbólico foi 5 vezes menor que no caso parabólico.

Na Figura 2b exibe-se os resultados também inéditos da inversão para o problema
da onda (eq. hiperbólica) do calor, agora para o Método Variacional, sem e com ruı́do.
A intensidade do ruı́do também neste caso hiperbólico foi de apenas 0.1%. O problema
hiperbólico, novamente, apresentou maior sensibilidade frente à presença de ruı́do.

2Vale a pena ressaltar que tanto o problema direto quanto o problema adjunto para o caso hiperbólico
recupera o caso parabólico quando τ = 0.



Figura 1. Resultados da inversão para o problema parabólico via AG (a) e MV (b).
α representa o valor do parâmetro de regularização e σ o nı́vel de ruido.

Figura 2. Resultados da inversão para o problema hiperbólico via AG (a) e MV
(b). α representa o valor do parâmetro de regularização e σ o nı́vel de ruido.

Uma comparação entre os métodos é apresentada na Figura 3. No eixo das orde-
nadas está o desvio de estimação na condição inicial (próprio valor da função custo para
o AG e do funcional de mı́nimos quadrados para o MV) em função de cada miliminuto
(Fig 3b). Para problemas de baixa complexidade é aconselhável, neste contexto, o uso do
MV, uma vez que o tempo computacional necessário para tal método obter um resultado
melhor do que o do AG pode ser alcançável a tempo razoável. Já para problemas muito
complexos torna-se interessante o uso do AG, pois para pouco tempo computacional o
resultado deste método é melhor do que o do MV.

5. Conclusões e perspectivas
Os resultados clássicos da literatura para o problema da propagação do calor seja us-
ando o AG seja via MV foram recuperados. Resultados inéditos condizentes à versão
hiperbólica do problema foram apresentados, tanto via Algoritmo Genético quando pelo
Método Variacional. Foram analisados o efeito do ruı́do em ambos os métodos, e da
regularização no AG.



Figura 3. Desvio de estimação na condição inicial (próprio valor da função custo
para o AG e do funcional de mı́nimos quadrados para o MV) em função de cada
miliminuto.

A comparação entre os métodos apresentada na Figura 3 encoraja o uso de uma
metodologia hı́brida, na qual a sugestão inicial para o MV é dada pela solução parcial do
AG: o AG é executado algumas poucas vezes (obtendo resultado melhor do que o que
seria obtido via MV), e então tal solução parcial é passada ao MV: assim as vantagens
dos métodos isolados são combinadas - melhor resultado do AG para poucas iterações, e
maior velocidade de melhora da solução no caso do MV.

Tal incentivo à estratégia hı́brida é complementar ao expresso por Chiwiacowsky
(2005) [10] e exposto nos resultados das Figuras 2a e 2b: a presença de ruı́do afeta bas-
tante os problemas hiperbólicos (quando comparados aos parabólicos, nos quais tais im-
precisões são eliminadas com a integração no tempo) - o uso de um método de busca
global para inicializar um de busca local faz com que uma sugestão inicial mais próxima
à bacia de mı́nimo da função custo seja usada, desta forma é menos drástico o efeito do
ruı́do do dado experimental.

Como perspectivas está o teste de outros tipos de condição inicial, a inversão via
método hı́brido e o uso de uma implementação paralela do AG [27] - que configura o
método Paralelo-Hı́brido.
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