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Abstract. The chaotic behavior in Hamiltonian systems can be useful to supply
natural changes that guide these systems from an initial state to any final state
due to diffusion process observed in the phase space. However, the transport
time to reach the final state can be very long as a result of a phenomenon known
as recurrences. The algorithm presented in this work reduces the transport time
eliminating a certain group of recurrences through small external perturbations
(controls) in the system. This procedure was applied to the standard map reduc-
ing the transport time by a factor of 103,

Resumo. O comportamento cadtico presente em sistemas hamiltonianos pode
ser titil para proporcionar alteracdes naturais que conduzem de um estado ini-
cial até um estado final qualquer devido ao processo de difusdo que se observa
no espaco de fase. Porém, o tempo de transporte associado pode ser muito alto
como consequéncia de um fenémeno conhecido como recorréncias. O algoritmo
presentado neste trabalho diminui o tempo de transporte eliminando um certo
grupo das recorréncias através de pequenas perturbagoes externas (controles)
no sistema. Este procedimento foi aplicado no mapa padrdo resultando numa
redugdo substancial do tempo de transporte por um fator de 103,
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1. Introducao

O mapa padrdo € um dos principais mapas utilizados para o estudo da dindmica cadtica
([Chirikov 1971], [Chirikov 1979] e [Ott 1993]) e possui a seguinte forma:

Tp+1 = Tp + Pn+1,
(D
Pns1 = Do+ Ksin(x,),

onde K € uma constante.

No caso em que K << 1, a Fig.1(a) mostra as trajetérias para varias condi¢des iniciais.
Nela podemos observar, além das duas ilhas elipticas robustas, a presenca de pequenas
ilhas e de uma fina regido cadtica ao redor dos pontos (0,7) e (27, 7) delimitada por
curvas invariantes. Por outro lado, na Fig.1(b) podemos observar para K > K. = 0,9716
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a ruptura destas curvas invariantes e a apari¢ao de uma regido cadtica e de ilhas rodeadas
por curvas invariantes [Greene 1979]. Adicionalmente, se K > K. as Orbitas sobem
arbitrariamente alto na direcdo de p (ver Fig.1(c)) [Zaslavsky 2005]. Isto junto com a
destrui¢do da tultima curva invariante produzem difusdo nao limitada na direcdo p. Este
processo de difusdo é o que permite que dada uma condi¢@o inicial (xq,p) no espago
de fase, o sistema é capaz de atingir qualquer estado final (xf,ps) que esteja dentro da
regido cadtica. Porém, o tempo para atingir o estado final pode ser muito longo devido a
um fendmeno conhecido como ‘recorréncias de Poincaré’ [Mane 1983].

Figura 1. Retrato de fase do mapa padrao com: (a) K = 0,5, (b) K = 0,98 e (c)
K> K,

O objetivo deste trabalho € apresentar um algoritmo que permite diminuir o tempo de
transporte que o sistema leva em atingir o estado final desejado via elimina¢do de um
grupo destas recorréncias através de pequenas perturbagdes externas (controle). O algo-
ritmo serd aplicado no mapa padrdo utilizando o valor de K = 1, 25.

2. Recorréncias de Poincaré

As recorréncias de Poincaré, ou simplesmente recorréncias, sao um dos conceitos mais
importantes para a descricdo cinética dos sistemas hamiltonianos que possuem dinamica
cadtica [Zaslavsky 2005]. O principal resultado destes estudos € conhecido como o Teo-
rema da Recorréncia de Poincaré e que pode ser descrito da seguinte maneira: Considere-
se um sistema Hamiltoniano conservativo definido em um dominio I' de volume finito.
Denotemos por A um subconjunto deste dominio e por X, € A condic¢des iniciais das
trajetérias que comecem em A. Entdo, temos que qualquer trajetoria que comece em A
volta a A depois de um algum tempo finito e assim sucessivamente, repetidas e infinitas
vezes, exceto para um conjunto de pontos inicias em A de volume zero.

Uma das consequéncias deste Teorema pode ser observada no tempo longo do trans-
porte verificado dentro da regido cadtica do espaco de fase num sistema hamiltoniano.
Tomemos como exemplo o mapa padrdao com K = 1,25. Dado que para este valor de K
o mapa padrdo apresenta um processo de difusdo dentro da regido cadtica (ver Fig.1(c)),
nés podemos partir de uma certa condi¢do inicial e chegar até um ponto final qualquer.
Por exemplo, seja a = (%, 0) a condi¢do inicial no espago de fase do mapa padrdo e
b= (27r — %, 27r) o ponto final.
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A Fig.2(a) mostra a trajetéria do mapa padrio com condig¢do inicial (xg,py) = a. Esta
trajetoria chega até uma vizinhanca o suficientemente pequena ao redor do ponto b apds
N = 1.441.080 iteracOes. Suponhamos que o intervalo de tempo entre cada perturbacao
impulsiva do modelo tenha periodo 7' = 1 segundo. Entdo, o sistema demoraria aproxi-
madamente 17 dias para atingir o estado final b. Este tempo tdo longo se produz precisa-
mente pelo fato da trajetéria voltar repetidamente ao redor dos pontos que pertencem a
mesma trajetoria.

Assim, denotemos por {zo, ..., 2, ..., 2y} 0s pontos de uma trajetéria. Em nosso caso,
z; = (z;,p;) . Uma recorréncia acontece quando dado um ponto z; existe um ponto z; tal
que ||z; — z;|| < 6! para j >> i e d o suficientemente pequeno. No caso da trajetdria
anterior (ver Fig.2(a)) temos que existem cinco recorréncias com § = 1,0E-3. Agora,
vamos remover estas cinco recorréncias. Para isto, vamos utilizar o conceito da variedade
estavel e instavel associado a um conjunto hiperbdlico [Ott 1993].

3. Removendo as recorréncias

Uma das propriedades que caracteriza uma trajetéria que estd dentro de um conjunto
hiperbdlico é o fato de que esta possui uma variedade estdvel e outra instavel. Isto é,
um conjunto de pontos ao longo dela de tal modo que iterando positivamente um ponto
que pertence a variedade estdvel, estes convergem para a trajetéria ou, similarmente,
iterando negativamente um ponto na variedade instdvel, estes convergem para a trajetoria
[Wiggins 2003].

Assim, denotemos por Wy e W,,, respectivamente, a variedade estdvel e instdvel de uma
trajetoria. Agora, suponhamos que exista uma recorréncia entre os pontos z; € z;,, para
um 0 > 0 suficientemente pequeno, isto é, ||z; — z;4s|| < J. Entdo, as variedades estdvel
e instavel vao se cruzar num ponto g. Pela definicdo de variedade estdvel e instavel, o
ponto ¢ iterado negativamente vai convergir para a pre-Orbita do ponto z; €, similarmente,
iterado positivamente vai convergir para a orbita do ponto z;, ;. Este fato implica que para
um numero 7 suficientemente grande, € possivel eliminar os s — 1 iterados entre os pontos
2; € z;1s fazendo-se uma pequena perturbagdo no iterado z;_,, isto é,

Zi—n + Apl = Ziu (2)

de tal forma que 6rbita {21, ..., 2}, } convirja ao ponto z;, 4., e seja possivel fazer uma
segunda pequena perturbacdo no ponto z5,, e ingressar na érbita original, isto €,

Zon + AD2 = Zitsin, 3)

Agora, note-se que as perturbacdes (2) e (3) feitas no mapa padrao s6 podem ser feitas
na coordenada p (num sistema fisico ndo existe teletransportagcdo), portanto a segunda
perturbacdo precisa que 0s pontos 25, € z; s+, possuam a mesma coordenada x, ou seja,

Ty, — Titsin = 0. “4)

Portanto, dada um recorréncia entre os pontos z; € ;¢ 0 algoritmo para remover os s — 1
iterados entre eles consiste em determinar o valor de n e da perturbagdo (2) de tal modo
que a Eq. (4) seja satisfeita. Isto pode ser feito utilizando o método da secante de Newton.

!l || representa a norma euclideana
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4. Resultados

As cinco recorréncias foram removidas fazendo dez pequenas perturbacdes no sistema da
ordem de 10~* reduzindo o nimero de iteragdes para N* = 4181, ou seja, foi reduzido o
niimero de iteragdes num fator de 10% (ver Fig.2(b)).

N =1'441.080 z(N)=b-¢ N* = 4181

z(1) ; a X
(a) (b

Figura 2. (a) Trajetoria do mapa padrao com K = 1,25 e condig¢ao inicial (zg,py) =
a, (b) Reducao do numero de iterac6es apds remover as recorréncias

S. Conclusoes

Nos sistemas hamiltonianos que apresentam comportamento cadtico € possivel aproveitar
esta propriedade para o transporte desde um estado inicial até um estado final qualquer
através da regido caodtica. Porém, o tempo de transporte pode ser muito longo por causa
das recorréncias de Poincaré. Para reduzir este tempo pode-se perturbar a trajetdria origi-
nal e viajar através das variedades estavel e instdvel da mesma de tal forma que o lago da
recorréncia seja removido. Aplicando este método no mapa padrao, o tempo de transporte
foi reduzido num fator de 10°.
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