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Abstract. On this work we present a validation of a 2D implementation of an
ideal magnetohydrodynamics model with parabolic-hyperbolic correction using
finite volume discretization. Here we present the numerical flux effects on this
model. This work is the beginning part of a master project in Applied Computing
in adaptive finite volume discretization of magnetohydrodynamics models.

Resumo. Neste trabalho apresenta-se uma validação de uma implementação
bidimensional de um modelo da magnetohidrodinâmica ideal com correção
parabólica-hiperbólica usando uma discretização por volumes finitos.
Apresenta-se os efeitos de um fluxo numérico nesse modelo. Esse trabalho é
a parte inicial de um projeto de mestrado em Computação Aplicada.
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1. Introdução

O interesse desta pesquisa de mestrado é o estudo do plasma espacial, onde tem-
se diversos fenômenos relacionados ao campo magnético, como o vento solar e
erupções solares [Powell et al. 1999] Existem muitas maneiras de modelar e simular
esses fenômenos, como os modelos particle-in-cell, hı́brido e magnetohidrodinâmica
(MHD) [Ledvina et al. 2008]. Neste trabalho iniciou-se o estudo de métodos numéricos
para modelos MHD, em especial o método dos volumes finitos com formulação adap-
tativa [Domingues et al. 2008]. Apresenta-se, então, a implementação inicial de um es-
quema de volumes finitos para um modelo de MHD ideal, com correção de divergência
parabólica-hiperbólica[Dedner et al. 2002] , usando um fluxo Harten-Lax-Van Leer
(HLL) [Harten et al. 1983] e comparando-o com uma solução exata [Torrilhon 2003].

2. Modelo MHD

Neste trabalho utiliza-se a formulação do modelo MHD ideal chamada Extensão Gene-
ralizada dos Multiplicadores de Lagrange (EGLM) em sua forma conservativa, como
apresentada em [Dedner et al. 2002]. As equações desse modelo EGLM-MHD ideal são
leis de conservação que representam continuidade, campo magnético, energia e fluxo
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magnético. Respectivamente, tem-se as seguintes equações:
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em que u = (ux, uy, uz) é a velocidade do fluido, B = (Bx, By, Bz) a indução
magnética, ρ a densidade, p a pressão, I o tensor unitário de segunda ordem, ψ a função
potencial e E a energia dada por E = p
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+ ρu.u

2
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2
, sendo γ > 1 é o expoente

adiabático. O campo magnético B é livre de divergência, i.e., ∇ ·B = 0.

Numericamente, na solução deste modelo MHD, a restrição de divergência do campo
magnético não é mais satisfeita. Esta é uma questão muito importante do ponto de vista
numérico-computacional. Sendo assim, deve-se implementar correções de divergência
para manter essa restrição. Neste trabalho, utiliza-se a correção parabólica-hiperbólica
proposta em [Dedner et al. 2002].

3. Método dos Volumes Finitos
Para obter a solução numérica do modelo EGLM-MHD ideal, utiliza-se o método dos
volumes finitos para discretizar as equações [LeVeque 2002]. O método dos volu-
mes finitos é baseado na forma integral das leis de conservação, como conservação
de massa, momento e energia. O domı́nio do problema é particionado em células de
grade e utiliza-se a integral para aproximar cada média celular. O modelo EGLM-
MHD ideal é hiperbólico, por isso, utiliza-se um esquema de volumes finitos para leis
de conservação hiperbólicas, como por exemplo, ∂U

∂t
+ ∇ · F(U) = 0, em que U =

(ρ, p, ψ, ux, uy, uz, Bx, By, Bz) é o vetor de variáveis e F(U) é o fluxo fı́sico. Para calcu-
lar F(U) deve-se fazer aproximações utilizando esquemas numéricos, já que U não é con-
hecida, chamados de fluxos numéricos. Nesse trabalho, é utilizado o fluxo numérico HLL

F =
SRFL − SLFR + SRSL(UR −UL)

SR − SL
, com SL = min(uL − cL, uR − cR), SR =

max(uL + cL, uR + cR), em que L e R denotam as células à esquerda e á direita, uL e uR
são as velocidades do plasma e cL e cR as velocidades magnetoacústicas [Powell 1994].
Os valores FL e FR são os vetores fluxo e UL e UR são os vetores das variáveis. Esse
fluxo não é um valor suave entre as células, então é necessário um limitador de fluxo.

Utiliza-se, o limitador de Davis φ(r) =

{
min{1, 2r}, se r > 0

0, se r ≤ 0
, em que r é uma proporção

aproximada das inclinações entre as soluções vizinhas. Existem 3 tipos de velocidade do
som nesse modelo MHD: rápida (do termo em inglês fast, expressas por cf ), Alfvén e
lenta (do termo em inglês slow, expressas por cs). Neste estudo, utiliza-se a velocidade
cf para os valores cL e cR, das velocidades c à direita e à esquerda, pois precisa-se cap-
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turar a maior velocidade permitida sendo cf =
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ρ
. O objetivo desse trabalho é comparar a solução ex-

ata do modelo MHD ideal à solução numérica do modelo EGLM-MHD, utilizando o fluxo
numérico HLL. Para a condição de contorno, espelhou-se as extremidades do domı́nio. A
condição CFL utilizada é cCFL = ∆t

min(∆x,∆y)
SM , em que SM é a inclinação máxima da

curva u± cf .

4. Experimento Numérico

O modelo EGLM-MHD ideal foi implementado em C++, inspirado no código desen-
volvido em [Di Pierro 2009] en Fortran 90. Neste experimento a condição inicial uti-
lizada resume-se a um problema de Riemann, como é descrito na Tabela 1, proposta em
[Li 2005], e são definidos os seguintes parâmetros cCFL = 0.3, x ∈ (−0.5, 0.5) e de
y ∈ (0, 1), γ = 5/3, para razão ch/c2

p, obtida pela correção parabólica-hiperbólica divi-
dida pelo termo ch, escolheu-se o valor 1 e uma malha regular com 1000×1000 de pontos.

Tabela 1. Condições Iniciais para o problema do tipo Riemann para todo y
ρ p ψ vx vy vz Bx By Bz

x < 0 1.08 0.95 0.0 1.2 0.01 0.5 2.0/
√
4π 3.6/

√
4π 2.0

√
2π

x > 0 1.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 2.0/
√
4π 4.0/

√
4π 2.0

√
2π

As visualizações das variáveis que compõem a solução numérica do modelo EGLM-
MHD, comparadas à sua solução exata1 estão apresentadas na Figura 1.

(a) ρ (b) p (c) vy

Figura 1. Gráficos das solução numérica e exata do modelo (parte de cima) e
ampliação da solução no intervalo [0, 0.1] (parte de baixo).

1https://web.mathcces.rwth-aachen.de/mhdsolver/ - acessado em 08/2011
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5. Considerações finais
A validação do fluxo HLL foi feita com sucesso. O fluxo numérico HLL não é a mais
adequado para esse tipo de modelo MHD. Observa-se que a solução do modelo EGLM-
MHD não é bem representada onde existem choques localizados em intervalos muito
pequenos. Isso é evidenciado, principalmente, na componente y da velocidade e do
campo magnético. O ideal é utilizar outros tipos de fluxos numéricos, como o HLLEM
[Wesenberg 2003] e o HLLC [Li 2005], que é a próxima meta desse trabalho. Esses fluxos
são baseados no HLL e possuem modificações que permitem uma melhor representação
da solução nas descontinuidades.
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