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p e r i ê n c i â  d i á r i ã  o o s t Ì â  q u e  e ú  d i v e Ì s a s  s l r u a ç õ e s  p e q u ê n r s  . 1 â Ì i a ç ó e s

i a n d ê z á  â t u a n d o  n u n  s i s t e n a  ( f ô r ç â ,  t e n p e Ì â È u r a ,  e t c )  p o d e m  r ' - "  " - ' -
: ^ _ i  " '  ' ^ _ :  - "  _ ^ r f i g u r a ç ó e s  d o  s i s t e m á  b â s È â n r é  d i f e r e n

g i n â i s .  T o ú e h o s  p o r  e x e n p l o  o  p Ì o c e s s o  d e  c a Ì 8 a  d e  u m á  L ô 1 u n a  â o  1 o n

e - -  -  , , , r d r d â  q u e  a  c a r s a  I  a u n e n t a ,  . 1 0 t a . " . . "

a n b é m  a u n e n t a ,  e n q u a n t o  o  c o n p r i m e n t o  d a q u e l a  d i n i n ú i .  P o r é m ,  s e  P
t _

r o  e r ô . o e  p r r a  : s  o i m e n s õ e s  e  r i g i d e z  d a  c o l - n a ,

o  q u e  c Õ n t i n u â r ã  â t é  a  c a Ì s a  a E i n s i t  u o  c e Ì È o  v a Ì o Ì  . . Í c i . o , l  a i g . . o s

e : x o  u m ê  I o r o a

e  s e Ì  f a c i l m e n t e  o b s e r v ã d ô  s e g u Ì a n d o  p e l o s  e x t Ì e D o s  u m a  r é g Ì i a  d e  p 1 á s

r i D i n d o ,  é  u m  e x e n p Ì o  d e  b i f u r c a ç ã o ,  i . e ,  a  c o l u n a  p o d e  a d d t a Ì  m a i s

i g u r a ç ã o  p a r a  v a l o Ì e s  d e  P  p Ì ó x i m o s  d e  P c ,  t o d o s  e l e s  t e n d e n d o  ã  ú ê s

r ç à o  q - á n d o  P  L e n J e  p â r a  P c .

o Í i a  d a  b i f u ! c ã ç ã o  é  a  t e o r i a  m ã t e n á t i c â  d o s  p Ì o b l e n a s  q u e  e n v o l v e D

.  s u p o n h a n o s ,  d e  u $  n o d o  s e r á 1 ,  q u e  u n  d a d o  p Ì o b 1 e ú a  .  a " " " , ] i t o  n ' . t .

' I  =  0  ,  i  , .

a  v a r i á v e 1  e n  u n  e s p ê ç o  n é t Ì i c o  a d e q u a d o ,  À  é  u o  v e t o r  n - d i i e n s i o n a

p l e r o  e  !  é  u n  o p e Ì a d o r .  S u p o n h a n o s  c o n h e c i d a  u n a  s o Ì u ç ã o  x l  d e  ( Ì )

.  D i r e m o s  q u e  ( x - , À - )  é  u n  p o n t o  d e  b i f u r c a ç ã o  s e  p a Ì a  Ì l l  , '  r r ; " i r o

c e t u  ̂ Ì  \ ^ / ,  ^ r  \ ^ / ,  s o r u ç o e s  o e  ( r )  t a i s  q u e  i

)  -  x  i  =  1 . 2

á 1 i s e  d a  b i f u Ì c a ç ã o  d a s  s o l u ç õ e s  d e  u n  p r o b Ì e m a  c o m o  o  d e s c l i i È o  ã c i -

f e i È a  a  p a r E i r  d e  d i v e Ì s o s  e n f o q u e s ,  p o r  e x e n p l o  q r . Ì a l i r a r i v a o u  q u a n -

t e ,  o u  d e  ? o n t o s  d e  v i s t a  g e o n é t Ì i c o s ,  a n â l i t i c o s  o u  n u m ó r i c o s .  D e v i

a ç õ e s  d e  t e n p o  e  e s p a ç o  q u e  u D  o i n r c u Ì s o  d è s r a . a r u r e z a  i o p õ e  I i ú i r â

M e u s  a A r a d e c i o e n t o s  a o s  d o u È o Ì e s
e  C a r l o b  A .  d e  Ì Í o u r a  q u e  m a i s  ú ú a
n h o  1  e n j  p o r t u g u ê s  c o m p r e e n s i v e l .

E d  g a Ì  d o  T a Ì o c o  p e I
v P ?  t è w o  .  o ê ^ r  i  1

a  s u â  c o L a b o r a ç ã o  è  e s
e z a  d e  t r a n s f o r n a !  n e u
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c o .  o s  j * e . p 1 o s  f o Ì a n  e s c o l h i d o s  d e  a c o Ì d o  c o m  u m  r o t e i r o  h i s t ó r i c o  q u e  d e s t a c â

a l g u n s  c i ê r t i s t à s  q u e  f i z e r a n  i D p o Ì t a n r e s  c o n t Ì i b u i ç ò e s  à  È e o Ì i a  d a  b i f u Ì . a ç ã o .

o .  p r o Ò i e m ã o  o e " . ! i t o "  n J o  , ã o  e x a r : n e n t e  o s  L r à r á o r c  p o .  â q -  t ê s  L i ê n r i 6 L d , ,  r ! " ,

p o r  r a z Q e s  d i d á t i c a s ,  s i n p l i f i c a ç ó e s  o u  e x e F p l o s  c ô r r e l a t o s .  o 6  t r ê s  p ! i ú e i Ì o s

i " . l ' . . 1 .  f ú n d a ú e n t a ç ã o  f i s i c a  e  a  o b È e n ç à o  d a s  e q u a ç ò e s ,  a  d e Ì i v a ç ã o  u l . "  
" 0 " . -

ç õ e s  d o ] q u a r t o  p Í o b l e n a  n ã o  é  i n c L ú i d â  p o r q u e  f a z ã - Ì o  e Ì i s i Ì i a  u n a  a n á ! i s ê  b â s -

t a n t e  e l t e n s a ,  f u g i n d o  a ô  e s c o ! o  d e s t a s  n ô t a s .  o  q u i n t o  e  ú 1 E i o o  p r o b l i n a  é  u n a

Õ d 1 r r c l ç à o  d o  t e Í c e i Í o

c ã 1 c u l o  i n f i n i t e s i n a l .  E s c r e v e ú

E x e m p l o  l .  C o n s i d e Ì e n ì o s  o  p r o b l e n a

N E ] d T O N ,

1 6 6 5 ,  L

t Ì ê s  L e

S Í r  I s a a c  1 1 6 4 3 - 1 7 2 1 ) .  R e c e b e ' r  o  B D  n o

c a s i a o  ? r o f e s s o Ì  e m  1 6 6 9 ,  D e s c o b ! i u  a

s  f ú n d a n ê n t â i s  d â  m e c ã n i c â ,  i n v e n t ô u  ô

a s  P ! i n t i p i â  ( 1 6 8 7 )  e  0 p t i c k s  ( 1 7 0 4 ) .

Ì

t

T Ì i n i t y  C o I l e g e ,  C a ú b r i d g e

c o n p o s i ç ã o  d a  1 u z ,  f o Ì n u l l ô u

d e  d e t e r n i n a r

s e ú s  e x t Ì e n o s

i -  , , -  - ; - i

. ! ,  e  n a s  s a  c o n c e n t r a d a , m

( ! i r .  L )

! d â d o  p o f  u n a  b a Ì r a  i n e x t è n s i v e I ,  d ê

e i r a r  r f v r e n e n t e  e ú  t o Ì o o  d e  u o  d e

F i a .

I

I

t -

I

I

l r , -
i r=kv;

b ê n d ú 1 o

p

a  q L e  n a  ã ú ò e n -  '  á  o u  c o d  P o - . u

s c i L a ç ã o  e  o s  p a r â m e t r o s  f í s i c

i a "  n a  s e g u i n È e  f o r m á :  c o Ì .  v l

L ì , ê  I e n g t \  o i  r h e  p e . d - L u m '  I l

, ' l

d e r x a ' J o  I r ! r e . i  A

o s  d o  s o d e l o  f c i i
I

' ' À " â . . " " " " " . . 1

t h e  w e i g h t  a n d  t h e

1 1 .  N a  l  i n s u a s e n

\ 2 )

a

ç ã o

d e  p Ì o p o Ì c  i o n a l i d a d e .

é  e n t ã o
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1 " - " - - j " " . .  ,  r e q u Ë n c i a

e n L o  o a  p e n q u l o .  m o o L r â n a o  q u e  ( l )  e  u m á

, r  a d  e  i  Ì  a  I  f  Ì  e  q u ê  n c  i  a  .
I
D e c o 0 p o n d o  o  p e s o  P = n g

. . . e . . . 1  a  t Ì a j ê t ó Ì i a ,  Ì  e v  a n d o

n a s  s u ã s  c o n p o n e n t e s  s e B u D d o  a

e m  c o n s i d e ! â ç ã o  q u e  a  p Ì i m e i r a

ã t r a v é s  d a  a n á l i s e  d

a p  r  o x  i n a  ç ã o  d e  p r i n

d i Ì e ç ã o  d

p t ó p r i a i b a r r a  ê  s u p o n d o  q u e  n ã o  . x i s t " n  f o Í ç a s  d e  d i s s i p a ç ã o

+ o 1  s e n Ê = 0

=,trn

f n t e g r a n d o  
( 4 )  ú ú â  v e z  t e n o s :

à,e
&"

, È )  L  +  r . '  c o "  0

I

j r  
" . " " t " " t .  

e  é ,  s a r v o  u n

n o s  q u e i E  d e v e  s e Ì  m ã i o Ì  o u  i s u a l

n e e a È i v ü J .  O u a n , l o

a  e n e Í g i â  i n i c i â 1  d o  s i s t e 6 a .

( p o i s  c a s o  c o n t r ã Ì i o  ( d 0 / d r )

( 5 )

â n s u  1 o  á d D i s s í v e 1

o  ã n g u  I

( 6 )  i o p

! r ,,,

;  A  É i . ,  . - " r , i t s ^  . - "

1". . " ,  " . "a.  .  . " i " '
I
I
l . s  e  =  - e l z o '
I
I
I

I

o  s ê g u n d o  f t e n b Ì o

g r ã f i c a  d e  ( 5 )  n o  p l a n o

n ô v  i n e n  t  o  p e Ì i ó d i c o  d o

l o Ì n o  d o s  p o n t o s  0  = 2  n n ,

ê - d Ê / d r ,  ! i s .  2

!  ê n d u 1 o  p o i s  a s

€ r = 0 ,  n  i n t e i r Õ

,  n o s r r a  q u e  â  i h i p ó c e s e
c u r v a s  c o r r e s p o n d e n t ê s

F i c .
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f a z  c o n  q u e  o  p e r i o d o  d e  o s c i l â ç ã o

q u a L ! o  v e z e s  o  L e m p o  q u e  . . r . r "  i .
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8  
_ -  *

( 1 - e ,  / Ì 6 )

( 1 + ' _  t 6 '

.  = , ï n  1 " r . .  a u e  o  r e s u l t a d o  o e  N e L L o n  é

p r e . e J e n t e  ô s t Ì á  á i n d r  q u e  r r e q - ã . c i d  e

p a ! t i c u l a Ì ,  p a Ì  a  v a l o r e s  d e  u J  m e n o r e s  q u e

n ã o  é  ú n - ( a r  e x : " 1 - n o o  r r i "  c o n Í i e u r a ç ò e "

\ 1 2  )

.  Q ú a d d o  . ,  i . e . ,  a  a m p l i t u d e

e s s e n q i a l d e n t e

a n p r i t r { a e  s ã o

, "  "  lp 'ó" i , . "
^ ^ . . . ' . 1 -  ì  "  ^ , - ,

a 1

I
2 ?í, 2

-8, fo''

. è , :  ô  p ê n d u l o  d e r i d o  a a  p o s i ç ã o  v e Ì t i c a l  e  d u a s  Ì o s c i Ì a  -

I

I

I
I

I
ã o  d e  ( 3 )

o u t Ì a  e  c u j â s  f Ì e q u ã n c i â s ,  c o n o  i n d i c a  a  l ' i s . 3 ,  t e n d e m

e  v a i  p a Ì â  z e r o .  l
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e

l i  d i l f e r e n r i á I : s ,  .  n  .  r  j  r  -  r  i  o  n  p  s  .  d  I  c  u  I  i  j n r e g r d . : s  e  L e L L r e s  à  u n e  p r i n .  e s s e
d  A l t e m i g n e  o n d e  € x p o s  o s  p Ì i n c i p i o s  d e  D e c â n i c a  ó r i c a ,  a c ú s r i c a  e  a s t i o n o n i a
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?
ãf

i
I
I
I
I

I
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i

i

!

P

f

:I

i

I

I

t 15 l ,  I 12 l
ã x i a l  (  l ' i  s

m ú 1 t  i p l a s

O  p ! o b l e D -  d r  !  l â m o " g e 0  d .  - m a  .  i g a

-  ã .  L á I . e z ,  - o  o o s  p r o b l e m d "  . r i s

ô 1 u ç ô e s .  A 1 é m  d e s t a  p Ì o p Ì i e d a o e ,  s u a

d o s  p r i D e i r o s  a  s e r  t r a r â d o  s o b  e s t

,  p o r  E u l ê r ,  B e r n o u l l i  e  L a e Ì a d g e

a  n e d i d a  ê m  q u e  â  c â Ì g a  â i i a 1  !

q u e  a  s e ç ã o  a ú ú e n r ê ,  D a n t e n { Ì o - s e

l i g

e

I

I

x

Q u a n d ô  a  c a r g a

p o Ì  q u e  l q u â n d o  a  b a . r a

,  e n t Ì è  X = 0  e  X = L ,  d e

b a r Ì a  1 ó  c a  1 i  z  â d o  e n r Ì e

C h ã n a r e m o s  !  e

a Ì  r â  r ê s P e c t Ì v a D e r t ê
I

q u e  È e ú o s ,  P a r a  ú n

c e r t o  v a l o Ì  c Ì

c a Ì Ì e g a d a  s ê u

d e  c o o r d e n a d a s

x  e  X + ^ x  ( I i g

Í t i c o  P  a  b á r r a

e  i x o  s e  e n c o n r Ì â

X - W .  C o n s i d e Ì e n o

n ã o  e s t á

f l a n b a .  V a n o  s  s u

a o  Ì o n e o  d o  e i x o

s  u ú  P e d a ç o  d e

H  o s  d e s l o c a m e n r o s  h o Ì i z

.  E v i d e n c e n e n t e  q u e  e l e s

p o n t o  n o  e  i x o  d a  b a Ì r a ,

5 b

o n t a l  e  v e r r i c â 1  d e  c

d e p e a d e r ã o  d a  p o s i ç ã o
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x
X + Á X

X + U  ( X )

x + À X + U  ( x + À x )

0

0

u(x)
l , J  ( X + A X )

f h a D a n d o  
À s  à  v a r i a ç ã o  d o  c o o p Ì i D e n È o  d o  e i x o  d a

I
I

fas )
l
I
I

I
I
i d s . ,

I
I

Ì

e n  ê 1 â s r i c i d a d e  [ 1 0 ] , d e f i n i D o s  o  c o m o  s e n d o

rãÌ./ - r I

e ,  r u p o l o o  q u e  
" "  J e r o , m " ç ò e "  n a  o : i e ç : o  h o r i z o n L â l  t e m  u m a  v a r i a ç à o

v e 1  Ì e l à t i v a m e n t e  ã  ú n i d a d e .  o D E e o o s

=  t *
X

=]r

Ì i ú i E e  p a r a  l l X -  0  o b t e m o s :

= (1+ux)  +  l , l i

Í Ì , r ( x+^X ) - l Ì ( x )  ì|  ,1x l

p e  a c o Ì d o  c o D  a s  l e i s  d a  e l a s t i c i d a d e  a  c e n s á o  T  e m

E o  f n d e  r  e  o  ú o J ú l o  J e  e Ì a s L i c i d a d e .  0  e " f o , , o  o o r n d ì

I-1

NI
1

I

à  s e ç ã o  t r a n s v e r s a l

S u p o n d o  q u e  a  d i s L r i o u r ' ( ã o  d r s

Í i a 1  ( Ì í )  p o d e  s e Ì  s u b s t i t u i d o

c e s s a Ì i p  È e Ì  b a l a n ç o  d â s  f o r ç â s

A E

PI,l

Lt

I
t e n s õ e s  ó  l  i n e a r  d e v i d o  ã  e l a s t i c i d a d e  d o

p o r  A E  P . ! a  a  b d r r "  e " L d ,  e D  e q u i l  í b r i o

e  m o m e n È o s ,  a s s i n  t e m o s  p a r a  a s  f o Ì ç a s :
I
I

U +
I

I

I

p o n t o  q u a l q u e Ì  d e  c o o Ì d e n a d a s  ( U ( X ) , w ( x ) )  o  m o n e n t o

h o r i z o D t a l  é

0 9 .

- " - - - , í  _

( 1 3 )

( 1 4 )

( 1 5 )



6.,Congresso Nacionai
cle l\4atemática Anl'-..' :.'.

r: Computacioit;iï
a-h;pórJsê, r".a"'.'*ii" e" r"'- ãlïËll_l .-*1 ...---- 

- - '"

I

U  =  - ! I l , l . . I  n õ  d u  1 o  d e  i n é r c i a

I
I

I

u t i l i z a n d o  ( Ì 4 ) í I 5  )  c o n c Ì u i m o s  q u e

T""

W = L w

I

+  ì w  =  0

-f ir l ( 1 6 )

( 1 7 a )

( 1 7 b )

( 1 8 a )

(  1 8 b . )

i ì = 0

I

!
E Ì  '

t r i â  d a s  c a r g a s ,  e  s u p o n d o  q u e  o s  e x t Ì e ú Õ s  d a  b a ! Ì â  n ã ô

c o n d i ç õ e s  d e  c o n È o Ì n o :

=  v ( l )  =  0

=  - u ( 1 )  -  c

Ì v e ú ô s  a s o Ì a  q u e  u n a  s o l u ç ã o  d e  ( Ì 7 a )  s u j e i r a  a  ( r 8 a )  é

s t o  a  s o l u ç ã o  d e  ( 1 7 b )  c u e  s â t i s Í a z  u ( 0 ) = c  r e s u l r a

ç ,  =  -B Ì

=  c  -  É À x

( r 8 b )  s e  ê  s ó  s e

Bì
2
B
t

t e m  a i n d a  s o l u ç õ e s  n a  f o r 0 a

ìr
I

l

I
I
I
Ir
I
I
I

l
I

P

( 0 )

( 0 )

n ì i

( x )

a r 8

I
I

I
I
L

I

t
I

d o s  e x t Ì e n o s  l i v r e s  d a  b a r r a  s a o

u m  o u L r o  p o n r o  d e  v i " L á ,  "  '  e . s ; o

c o n p Ì 1 ú e n t o .

. l  i - - r , - - " r -  - .

rrç)Í

i o  !
q a  I  ì

Ì 0 .
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i

f

\,{

l

I
I
À

I r

l

I
I

I
I

I

I
I

I
I
I

I

I
I
I
P
i
?
Í

v ( 0 ) = 0  i n p l i c á  b = 0 ,  e n q u a n t o  w ( r ) = 0 , i  s a t i s f e i t â  s e  ê  s ó  s e

n  =  1 , 2 , t . 2a  )

c a s o  ( 1 7 b )  Ì e s u l t a

( a n n )- - - c o s ] n Ï x = - | n Í ]

c o m  u ( 0 ) = c ,  ' l á

" - ( -  
-Ê ) ( . ,  )  "  -  +  "en  rnn r

u ( I ) = - c  s e  e  s ó  s e

- = ! 2 ( 2 1 )

a  s e q u A n c  i a  d e

s ã o  i n t

â ú p  1 i  t u  d e  s  a r  s ãs ã o  d a d â s  p o !  ( 2 1 )  e  a  t e n s ã o  p o r  ( 2 0 ) .  P o d e m o s

e  à  f t ì e d i d a  q u e  â  b a r r â  é  c a r r e g a d a  e L a  v a i  f i c a n d o  n a i s  c u r r a  ( 1 "  
" . " " . "

l . " . . " . u n a o  a  t e n s ã o  i n È e Ì n a .  Q u â n d o  ^  â t i n g e  ì Ì  a  b ê Ì Ì a  c o D ì e ç a  â  l t ã ú -

ô 6 s Í v e l  e n t ã o  c o n t i n u a r  p Ì e s s i o n a n d o ,  i . e ,  a u n e n t a n d o  c ,  s e n  r q u e  a  t e n

Ì n â  c r e s ç a ,  p o r é m ,  c o n  u D  d e s L o c a m e n t ô  n á x i n o  n â  d i r e ç ã o  v e Ì t i c l ã 1  d a d o

^ ,  o  q u e  i n d i c a  a i n d a  a  p o s s i b i l i d a d e  d e  d u a s  c o n f i g u Ì a ç õ e s  l s i n é t r i -

t e o Ì i c a m e n t e ,  c o n s e g u i s s e m o s  e v i t a r  q u a l q u e r  p e r t u r b a ç ã o ,  s e r i a  p o s s Í -

ã p a s s a í  o  v a t o Ì  ^ Ì  c o n  a  b â r r a  s e n  f l a n b a Ì ,  e  o  ! Ì o c e s s o  d e s c r i r o  a n r e s

s u c e " s i v à o e n r e  í l i E .  o .  d .  , b ) .

F i c .

2 c
1;,t -

1 1 .
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h A M  I  L .  o l .  s i !  h . R . ,  í 1 8 0 ( - l 8 0 \ )

b 1 i n ,  e i r  1 8 2 3 ,  a i n . l a  n a  s r a d u a ç
t Ì a b a 1 h ô  " T h e o r y  o f  S y s r e n s  o f

s e  d n o  t r d b á l h o u  n o  O b s e r \ â r . r :

d
t  '  =  

d rI  L (q , c , t ) d t

l i g .  7 a F i g .  7 b

r ia ,

D y n a m i c è "  e n  1 8 3 s .  r ã n b é n  e n  1 8 3 5  d e f i n i u  o s  q u a c e r n i o n s .  F o i  e l e i r o  r r j e s i a e n t e i
d a  R o y a l  I r i  s h  A c a d e m y  e n  1 8 3  7  .  

j

u * " . p r . i : 1 ,  c o n s i d e r e n o s  u m  s i s r e n ã  m e c â n i c o  f o r n â d ô  p o r  o  p a r r i c u l a s ,  i  
" 0 , " . . 1

n  d e  c o b r d e n a d a s  n e c e s s á r i a s  p â r a  d e r e Ì n i n a r  a  p o s i ç ã o  e ú  c à d a  i n s t a n r è '  d e  c a d a !

u n â  d e l a s  é  c h a m a d o  o  e Ì a u  d e  l i b e Ì d a d e  d o  s i s r e o a ,  E s t â s  c o o r d e n a . t a " ,  
] q " .  " ã . j

n e c e s s a t i â n e n t e  d e v e r ã o  s e r  c a r r e s i a n a s ,  s e r ã o  i n d i c a d a s  n o i
c , , q , , . l . , q n  o u  a b r è v i a d a m e n È e  p o r  q .  A s s o c i â d a s  a o  s i s t e m a  r e ú o s  a  e n e Ì e i a  c i - :

n é t i c a  k  e  á  p o r e n c i a l  U .  o  m o v i n ê n r o  d o  s i s r e ú â  e n r r e  d o i s  i n s r â n t e s  
i . . i " 0 " " . !

t .  e  E Ì i  d e  a c o Ì d o  c o m  o  p Ì i n c i p i o  d e  n i n i ú a  a ç ã o  o u  p r i n c í p i o  d e  H a D i l r o n ,  é

I
I
b=

t8 l ,  l ó l A  f u n ç ã o  L ( q , à , t ) ,  c h a s a d a  f ú n ç ã o  d e  L ê s Ì a n g ê , ã  d é f  i n i d a

F=K 'U

( 2 2 )  é

+ e u  ( t )

.  C o n e ç o ú  s e ú s  e s t u d o s  n o  T r i n i r y  c o 1 1 ê g

ã o  f o i  n o o e a d o  Á n d r e w s  p r o f e s s o " ,  
" r U r " , ]

R a y s r '  à  R o y a l  1 Ì i s Ì Ì  A c â d e n y  e m  1 8 2 7 .  A  d
o  D u n s i n k ,  P u b L i c o u  " o n  a  g e n e r a r  u e t l o i

- '

. I

91
ì

g r a l

a  ( t )

I
I" t iI

I

".i
"{

I

q  ( t )

c h a m a d  a  a  a ç ã o .

e  o  p r i n c í ! i o  d e  H a 0 i l t o n  i m p l i c a .

A  â o  P o n r o  B  n o  r n t e ! v a l o  r o ,  r r

m í n i F o  d e  (  2 2  )  e  u m a  o u t Ì â  q u e ,  I
.  D a d o  q u e  n o s  i n s t a n r ê s  i n i c i ã 1  e

s u p ó n h a n o s  q u e  o i  s i s t e n a

s e g u i n d o  d u a  s  t

o r  c o n v e n i ê n c i a

f i n a l  a n b ã s  d e

' 1

1 2 .
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q  ( t  _ ) - +

( . 1 )  =  , t Ì ( r 1 )

ü ( E  ì =  u ( t , )  =  0

I
I

C o n s e q u ê n t e ú ê n r e :

\ 2 3  )

:
j

i

" . . " " _ ïD ( E  È )  |o- t€ 'i
a . -01

( ?a )

( 2 6 )

2 t j )  é  n u

) :

D í . ) = s ( q o

, ò L

I
s e r  m a i p Ì  o u  i g u a l  a  z e Ì o

A s  e x p r e s s õ ê s

r i n o s  i i r p l i c i t a ú e n t e

A  r u n ç ã o  D t . . /  d e v p  s e r  m a i o r  o u
I

q u p n o .  d n u l -  d ô - " .  -  . = 0 ,  f a z e n o o  = L  E  ,
I

p o r è m .  o  
" i n é l  o e " L e  I i m i L e  d e p ê n o e  J o

, t t
*eu) -s (q " )=J  

r  
tL (q "

3 L

I L

é  f á c i 1  v e r  q u e  e x i s t e  r i n l
e * 0

d e  E o ,  d â d o  q u e  6 + 0  i m p l i i

a  z e Ì o  p ê r a  e  s u í i c i e n È e n e

d e  Ê o ,  t ê m o s  q u e  D ( e )  s ó

e = 0  s e  e  s ó  s e

o  p r l m e r ! o

a  e x P Ì e s

d e  L a g Ì a n s e  ( o u  E u  1 e

=.jJ.'

+ e ú , r ) - 1- ( q 
o , ô 

" 
, È ) I d r =

a !
) d t + o ( e )

, l L  . ^ . .  -
' ; E i  e ú  \ z ' l  s a o  c a r - L r á d a o  e m  q J

a g o Ì á  e n  d r a n t e .

p o Ì  v a l P Ì e s  p ô s i r i v o s  ô u  n e s a r i v ô s  d e p e n d e n d o

Í . '
rin "

e n  u n a  v i z i n h â n ç a  d e

) d t  =  0

I n L c S r á h d o  p o r  p d r r e s  e m  / 2 5 ,  r e m o "

t . . . .
ê s  c o n d r ç o e s  r m p o s r â s  e n  ( 2 3 )  i n p l i c a n  q u e

1 o .  s e n l d ô  u  a Ì b i t ! á Í i a  a  i n r e s r a l  e n t ã o  s ó  p o d e r á

, l
p a r e n t e F e s  o  q u e  c h e g a n o s  ã s  e q u a ç õ e s

E

F

I
E
i

d  ; L  ì
ãÌ ãd;/: Í .  

'
. 3 L
\ã; -

i

i d  aL

1 3 ,

( 2 t  )
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e  s e f l  p ê s o ,  q u e  P ô d e  g i r â Ì  n o  P l a n o l

c o n c e n t Í a d a  m  n o  e x t r ê D o  s u P e Ì Ì o Ì  d a i

- - , ,.4p ri c a re no s -ag oÌ a, -e s -E e-s- -! e-s-u-I Lâ-d-g 's- -â-o s i s t e R a  m o s t r a d o  n â  F r g  õ . ' q u e  c o !

i " t "  a J  r . .  b a Ì r a  d e  c o n ì P r i n e n t o  ' l ' ,  Ì i E i d a

- " . r  d . r r .  d o  e x È Ì è s o  i n f e r i o r ,

e  u F a  m ô L ã  L i n e a r ,  d e  . o t " l t a t t t  t l
. . . . ,  , j " a .  á  a p l i c a d a  u n a  f o r ç a  v e r t i c a l  ? ,

! o d e  d e s l i z ã Ì  l i v r e n e n t e  [ 1 6 ]
q " e  r l g {  a  ú a s s a  a o  e i x o  v ,  a o  l o n s o  d o  q u a L

I
F i g .

S u t

!Ì
!

)

;

i s -o d e n E e s .  x : + ) ' : = t : i ,  o  s

o o o  c o o r d e n a d a  q  o â n

I

I

I
i
I
I
I

c o n t a  â  a c ê l e r a ç ã o  d a

é  d e v i d a  à  n o l a  é  a o

I

i r . a .  q . " . "  c o o Í d e n a d â s  d a  n a s s a  n ã o  s ã o  i n d e P e

a  t e h r  s ó  u m  g Ì a u  d e  l i b e r d a d e ;  e s c o l h ê r e n o s  e n t a o  c

t o r m B o o  p e l á  b a r t a  c o n  d  v e Í r i c d I  l € r o s  e n L ã o

I

É  =  r .  s e n  q
I
I
b  =  ! . ( l - c o s  q )  ,
I
I
t .

o í d e t  c o n c r u r ú o s  q ú e
I

I  =  i  m  r ' 2 ( ô )

i

A  e n e Ì g i a  P o t e n c i â Ì  d o  s i s t e D a '  n ã o  L e v a n d o  e n

t a a e  i ( s u p o n n a  o  P L a n o  x - v  d e i l â ' ì o  h  Ô  Ì  i  z  o  n  t  a  t  m  e  n  t  e  )  '
I

l h o  à f e r u a d o  P e l a  c a Ì g a  ? '  a s s l m l

ì

i u  =  +  oo ,  sên?q  -  ?1 ( l - cos  q )

!
I

I
L  .  . :  n t ,  ( ò )  +  l ,  r ,  

" e n ,  
q  -  P r ' I - c o s  q ì

b s t i d ú i n d o  L  e n  ( z t )  P o Ì  ( 2 8 )  o b È e n o s

1 4 .
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I
I

ï

I
c
I

U
I
I
I

I
I
I

Ì

l
Ì

+r

o "  - a o ! á  s o l u ç õ e s  e " r i L l c " s  J e  2 9 r ,  i . e ,  " o l - ç ò e =  o

q ( k ! -  c o s  q - P )  =  0

i a m e n t e  q = 0  é  u n a  s o l u ç ã o  d e  ( 3 0 )  c u a l c ú e r  q ú e  s e j a  o  r ,

j c ã o  p a ! d , e l a  a o  e : x o  )  é  u o -  c o n t i g r r a , ã o  p o " s í v e l .

o u r Í ã  s o l u ç ã o  d e  ( 3 0 )  é  d a d a  p o Ì

q  =  P / k J L  ;

s ó  q u a n d o  P  f o Ì  n Ì e n o Ì  q u e

q  +  k l : s e n  q  c o s  q  -  P i ,  s e n  q  =  0

s o m a t ó r i o  d a s  f o r ç a s  q u e  â t ú a h  n a  n â s s a  é

P

l v  
'  c o s  q

I
d e  o n d e  I  s ê  s e n  q l 0 ,

=  ( - k J L  s e n  q ,  - r )

F o ' r . ; r o à  r J  r ! n g o  o a  D d r r a  q u a n d o

E

I
I

y e m o s  e n r ã o  ô

h ã  d e s l b c â m e n t o  e  o
I

ç a s  0 e n b ! e s  q u e  P _  e

. ' ' " . . " l . " d r s P o s f a s

â n s u 1 o  q u e  a  b a n a  s e  d e s l o c a  é  o  n e c e s s á r i o  p " . .  
i q . .  .  . "

s ê j â  a o  1 ô n s ô  d a q u e l a .  N ã o  t e n d o  u n â  c o h p o n e n È e  n o Ì n a l ,  n ã o

s i s t e m a  s e  n a n t é n  e n  e q u i l i b ! 1 ô .  V e m o s  a s s i ú  q ú e  p q r â  f o r -

- . . -  v e r r ' . â Ì  e  d u r >  s i  e -

c , n , e l r , ; o  a o  e :  x o  y  í .  i s .  o , .

e x e r c i c i o  d e m o n , t r " r  q J e  e x r o ( c m  - o l u ç ò ê s  d i n : o r ,  - :  p - r . ó -p e i x a m o s

d i c a s  q F  â n d  o  P = P

1 2 9  ) '

( 3 0 )

1 5 ,
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P o I N c A R p , H e n Ì y ( 1 8 5 4 - 1 9 1 2 ) . E s t Ú d o u n a É c o 1 e ! Ô 1 y r e c h n i r ] u e , P a r i s , d e | 1 8 7 2

1 8 7 5 . D ? u t o Ì o u - s e p e 1 a É c o 1 e N a t i o n a 1 e s u P é ! i e u r e d e M i n è s e n 1 8 7 9 . c o n ì e ç o u

;;i
I

I
Irrl

:,1
I

4 ) ï

r e c i o n a !  n a  U n i v e r s i t é  d e  P a Ì i s  e D  1 8 8 I ,  ú e m b Ì o  d a  A c a d é n i ê  d e s  S c - i € r c e s  e m  1 8 8 7 1
t '

( p r e s i d h n t e  e m  1 9 0 6 )  e  d â  Á c a d é n i e  r Í a n ç a i s e  e n  1 9 0 8 .  s e u s  t Ì ã b a l h o s  p ü b Ì i c a d o s ì

i n c l u e D l  M é t h o d e s  n o u v e l l ê s  d e  1 á  o é c ã n i q u e  c é 1 e s t e  ( 1 8 9 2 - 9 3 - 9 9 ) ,  L â  S c i e o c è  e t t

I ' h y l o t h è s e  ( Ì 9 0 3 ) ,  L a  v a l e u Ì  d e  l a  s c i e n c e  ( 1 9 0 5 ) .  I  I1 ' h y ! o t h è s e  ( Ì 9 0 3 ) ,  L a  v a l e u Ì  d e  1 a  s c i e n c e  ( 1 9 0 5 ) .
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c  o n  t  i n u a n d o  a  a u m e n t â !  c o n r i n u a D e n r

s e r : â  p o " s í v F l  I  e l á x á -  a  c o o p r e s " à o
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ã v e  Ì  r e a Ì  e s  s e g ú i d a .

.  S e j a ú  U ,  V  e  W  t r ê s  e s p a ç o s  d e  B a n a c h ,  F  ú r Ì  o p e r a d o Ì

u x v + t l

ì
a  . o n d i l ç a o  d e

n ã ô  s u f  j l c i e n t e )

d a  ( 5 7 )  l p a r a  i

u m a  f  u q ç ã o  Ì e a 1
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u  x  z  x n ì  +  ! í

) , v ( e ) l  = 0  v € € I  ú ( 0 )  = " o , v ( 0 )  = v o .

e  v (  )  s ã o  . o n t : r L a m e n L e  d Í Í e r e n c l á v e : s .
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[ 1 ]  À B R À M o l . I 1 T z ,  M .  a n d  S T E G A N ,  1 . A . ,  H a n d b o o k  o f  l Í a t h e ú a c i c a l  I ú n c t i o n s l ,  D o v e Ì
I

P u b È i c a t i o n s ,  Ì n c . ,  N e w  Y o Ì k ,  1 9 6 4 .

l 2 l  ^ 2 I 7 .  A . K .  a n d  D I A z .  J . ! . .  o n  ã  n e â n  v a l u e  t h e o r e m  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l

I 3 l

t 4 l

c a r Ë u r u "  o r  v e c L o r  v a l u e d  l L n c ' i . - .  "  
- i n '

'  
n e a r  n o Ì m e d  s p á . e ,  \ ' l á r h p m â L i L s  D e p . r L m e n L ," ' ' t ' ' "" ' ' ' '

R e p b Ì t  ! Í - I 7 ,  U . S .  N a v a l  O Ì d n a n - -  Ì  r Í " * v l a n d ,  1 9 6 1 .' t  '
I

B A T C H E L O R ,  C . K . ,  A n  i n t r o d u c t i o n  t o  F l u i d  D y n â m i c s ,  c a n b r i d g e  U n i v e Ì s i È y

L o  \ o n s L ! u L ,  i \ "  d . p ê c r "  o i  b i f u , . - t i o a  J n o

i n  A p p l i c a t i o n s  o f  S i f u Ì c a t i o n ,  R a b l n o r i t z ,

N e w  Y o ! k ,  1 9  7  7  .

- l
! Ì e F s ,  L o n d Ì e s ,  1 y o / ,

c R A l ' I D A L L ,  Y . c . .  A n  i n L r o d - c L r o n

E h e  i m o l i c i t  f u n c t i o n  t h e o r e ú -

l .  ( e d . ) -  Á c a d e D i c  P r e s s .  I n c .
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Ì l
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t h f o r a q u ê  v I ,  M Ì R .  Ì . t o s c o u ,  Ì 9 5 3 .
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L Á N D A U ,  L .  ê r  L M H I T z ,  E . ,  T h é o Í i e  d e  L , é l a s r i c i r é ,  3 e .  E d i E l o n ,  l e r . y r i q u "
T h e o r i q u e  V I Ì ,  M 1 R ,  M o s c o u ,  I 9 6 7 .

u o f r o t l ,  s i .  L ,  M a t h e m a r i c a l  ! r r n c i p Ì e s  o f  N a r u r a Ì  p h i l o s o p h y ,  . . j o u , t o o
r lp o l  l Í o r t e ,  À . .  T h e  c r e â r  B o o k s ,  3 4 ,  n d c y c t o p e d i a  !  Ì  i  t  â  n  n  i  c  â  ,  Ì  n  c  .  ,  t C h i c a g o ,

_ - Ì ' '

o " i r u t o o ,  
" . " .  

ê  S A M P A Ì o  F 9 ,  R . ,  F l a m b a s e m  d e  B â ! r a s  c ô a  c o n p r e s s ã d  Á x i a 1 ,

e l

t ro l

l Ì 11

t12 l

l 13 l

t 14 l

t 15 l

c â l t h i e Ì s - V i Ì l â Ì s ,  p a Ì i s ,  1 8 9 2 - 1 8 9 9 .
I

R E I s s ,  E . L , ,  c o l u m n  ì l u c k t i n s  -  A n  E l e n e n r a r y

B i l Ê u Ì c a t i o n  r h e o Ì y  â n d  ì i o n t i n e a r  E i g e n v a l u e

A n t m a n ,  S ,  ( e d . ) ,  N . A .  B ê n j a ú i n ,  r n c . ,  N e w .

[ 1 6 ]  T I I p M P S o N ,  J . ü . T .  a n d  H U N T ,  c . ! Ì . ,  A  g e n e r a l

J o f n  l , l i l e y  &  s o n s ,  L o n d r e s ,  1 9 7 3 .

I

I
t

i
l
I

s u b m e t i d o  p a r a  a p r e s e n t a ç ã o  n o  C O B E M  8 3 .

^ ^ ç - - , - Áí u / N L Á K L !  H . ,  s u r  1  e q - - Ì i b r e  d ' u n e  D á s s e  I - u : o F  à ó i o é e  d , u 1

Ì o t ã t i o n ,  A c r a  M a t h . ,  7 ,  2 5 9  ( 1 S 8 5 ) ,

I
P o Ê N C A R E ,  H . ,  L e s  I Í é r h o d e s  N o u v e t l ê s  d e  I a  M é c ã n i q u e  C é L é s È e ,  v ô r

E Í a m p  1 è  o f  B i f u r c a r i q n ,  i n

P r o b t e m s ,  K e 1 l e Ì ,  J . ! . 1 ,  a n d

Y o  Ì k ,  1 9 6 9 ,

t h e o Ì y  ô f  e l a s r i c  s  r a b  i l l  i  t y ,
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] _ -
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