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TEoRTA srNcuLAR DE PERTURBAções DE BTFURcAçõns

0

A  t e o r i a  d e  b i f u r c a ç ã o  ê  a  t e o r i a  e o r r e s p o n d e n Ë e  a o

e s t u d o  d a  m u l t i p l i c i d a d e  d a s  s o l u g õ e s  d u m a  e g u a ç ã o  n ã o - 1 i

n e a r  d a  f o r m a

(  1 .  1 )

aonde F

r lu , I l  r  0

ê  u n  o p e r a d o r  n ã o - l i n e a r ,  u  u m  v e È o r  s o l u ç ã o .  d e

s  o l u

ouËra

o '  com

que

(1 .1 )

( 1 . 1 )  e  À  u m  p a r ã m e t r o .  D e  p a r t i c u l a r  i n t e r ê s s e  n a  È e o r i a

d a  b í f u r c a ç ã o  e  a  d e p e n d â n c i a  d a  m u l t i p ? i c i d a d e  d a s  s o l u ç õ e s

d e  ( 1 . 1 )  c o m  r e s p e i t o  a o  p a r ã m e Ë r o  À  g u e  . h t t a r . t o "  p a r ã m e
a

t r o  d e  b i f u r c a ç ã o .

U m  p o n t o  d e  b i f u r c a ç ã o r  Q U  r a m i f i c a ç ã o r  d u m a

ç ã o  u o ( À )  d e  ( 1 . 1 )  6  u m  p a r  ( l o , u o ( À o ) )  t a l  q u e  u m a

s o l u ç ã o  u r ( t r )  d e . ( 1 . 1 )  e x i s È e  e m  u m a  v i z i n h a n ç a  d e  t

ur (À)  *  uo (À)  se  À  *  ìo  
"  

u r ( to ) '  uo (Ào) .

Se  segue  da  de f in i ção  de  pon to  ôe  b i fu rcação ,

e l e  á  u m  p o n t o  d o n d e  a  m u l t i p l i c i d a d e  d a s  s o l u ç õ e a  d e

m u d a  b r u s c a m e n t e .

A p l i c a ç õ e s  t í p i c a s  d a  t e o r i a  d e  b i f u r c a ç ã o  p o d e m

. q e r a c h a d a s  e m  p , r o b l e m a s  d e , e s t a b i l i d a d e  6 e  s i s L e m a s  e 1 ã s t i

c 0 8  o u  f l u Í d o s .  D e p e n d e n d o  d o  c o n t e x t o ,  o  P a r ã n e ü r o  I  p o d e

r e p r e s e n t a r  u m a  c a r g a ,  v e l o e i d a d e  d e  f l u x o  e m  i n f , i n i c o ,  e È c .



2.

E m b o r a  a  f o r m u l a ç ã o  n a t e m ã t i c a  d o  f e n ô m e n o  m u i t
-)

v e z e s  c o n d u z  a  u m  p r o b l e m a  d e  b i f u r c a ç ã o  c o r r e s p o n d e n t , e

u n a  e q u a ç ã o  d o  t i p o  ( 1 . 1 ) ,  a  m u d a n ç a  b r u s c a  d e  m u l t i p l i c i d a -

d e  6  r a r a m e n t e  o b s e r v a d a  d u r a n i e  a p L i c a ç õ e s  o u  e x p e r i ê n c i a s .

u n a  d a s . t a z ó e s  d e s t a  d i f e r e n ç a  e n t r e  t e o r i a ' e  e x p e r i m e n t a ç ã o

é  d e v i d a  a  p e g u e n a s  i m p e r f e i ç õ e s ,  i n p u r e z a s  o u  o u È r a s  i n h o m o

g e n e i d a d e s  a o  s i s È e m a  f Í s i c o .  E s t e  f a t o  t e m  s i d o  c o m p r o v a d o

c o m  e s t r u t u r a s  e 1 ã s t i c a s  c o m  c o m p o r È a m e n t o  s e n s í v e l  a s  i m p e r

f e i ç o e s r  a c h a n d o - s e  q u e  p a r a  i n h o n o g e n e i d a d e  n u i t o  p e q u e n e s
tt

c o m p a r a d a g  c o m  o u t r a s  m a g n i t u d e B  n o  s i s t e m a r . o s  r e s u l t a d o s

a p r o x i m a m - s e  a o s  p r e d i t o s  p o r  ç  t e o r i a  d e  b i f u r c a ç õ e s .

P a r a  a n a l í z a r  e s t a B  p e r t u r b a ç õ e s  d a  b i f u r c a ç ã o  p r o

d u z i d a s  p o r  p e q u e n a s  i n h o n o g e n e i d a d e s ,  c o n s i d e r a r e n o e  o  p r o

b l e n a  n ã o  l i n e a r

a 8

a

(  r .  z1

g u e  d e p e n d e  d o  p a r ã m e t r o

m a g n i t u d e  d a  í m p e r f e i ç ã o .

p r o b  l e m a '  p e r t u r b a d o  (  1 .  Z 1

( 1 . 1 ) ,  i s t , o  ã

(  1 .3 ì

e  s e  u ( À r ô )

c lu ,À,ô l  r  0

a d i  c i . o n a l  ô  q u e .  c a r a c  t e r í z a  a

V a m o e  s u p o r  g u e ,  g u a n d o  ô  +  0 ,  o

t , e n d e  a o  p  r o b  l e m a  d e  b i  f  u r c a ç ã o

e

clu,À,01 :  r lu,Àl

u m a  s o l u ç ã o  d e  ( 1 . 2 ; ,  e n t ã o

--.i,-].--.-i-*-.



3 .

(  1 .4 ) r lu (À,0) , l l  a  o

En  nu i t o  p rob lemas ,  oe  pon tos  de  b i f u r cação  de  (1 .1 )

deÈe rn inados  peLo  p rob lema  va r i ac i ona l  com respe i t o  a

,  i sÈo  6 ,  pe lo  p rob lema  l i nea r

L  n o e a o  p r o p 6 s i t o  m o e t r a r  u m  n Ë t o d o  p a r a  a c h a r  s o

ç õ e s  d e  ( L . 2 ) ,  u n i f o r m e ú e n t e  v ã l i d a s  p a r a  À  e m  u m â  v i

n h a n ç a  d o  p o n Ë o  d e  b i f u r c a ç ã o  ( À o r t o ( À o ) )  d e  ( 1 . f ) .  E s t e

t o d o  c o n s i s t e  e n  u m a  m o d i f i c a ç ã o  d o  m 6 t o d o  d e  e x p a n e õ e s

s i n t õ t i c a s  c o i n c i d e n È e s '  ( n a È c h e d  a s y n P t o t i c  e x P a n s i o n e )

2  -  o  rnã todo

V a m o s  a  s u p o r  g u e  a s  i o t n ç õ e s  u ( À r ô )  d o  p r o b L e m a

p e r t u r b a d o  ( 1 . 2 )  s ã o  e l e m e n È o s  d u m  e F p a ç o  d e  H i l b e r t  H  c o m

p r o d u t o  i n t e r n o  ( r ) ,  F  e  G  s ã o  o p e r a d o r e s  n ã o  l i o e â r e s  d e

H  e m  H  e  À  r ô  s ã o  p a r ã n e È r o s  r e a i s .  S u p o n h a m o s  t a n b ã r n  q u e

F  t e m  d e r i v a d a e  a o  m e n o s  d e  o r d e m  3 .

1u

Z L

IIlE

a 8

e s  t ã o

u o (  À )

(2 .1 )

o 9

d o s

r , r l ro( r ) ,À lO a o.

Aque las  so luções  uo ( l )  e  os  va lo res  I  r  t r o  pa ra

qua i s  ( 2 . f )  t em  una  so lução  não - t r i v i a l  Ô  t  0  são  chana

pon tos  s i ngu la res  da  so lução  uo .  L  c l a ro  que  uu  pon to  pg



4 ,

d e  s e r  u m  p o n t o  d e  b i f u r c a ç ã o  s o m e n t e  s e  ã  u n  P o n È o  s i n g u l a r ,

n o  c a B o  c o n t r ã r i o ,  o  t e o r e m a  d a  f u n ç ã o  i m p L i c i t a  d e  H i l d e

b r a n d - G r a v e s r  s e s e g u r a  a  u n i c i d a d e  d a  s o l u ç ã o .

D e f i . n i i e - m o s  c o m o  s u b - r a m a  d u m a  r a m a  d e  b i f u r c a ç ã o

u ( À ) ,  
. o s  

s e g m e n t o s  u ( À )  g u e  c o n e c t a m  d o i s  P o n t o B  .  s i n g u l a

r e s ,

P a r a  f i x a r  i d 6 i a s ,  s u p o n h a m o s  d e  a g o r a  e m  d i a n t e  q u e

c o n h e c e m o s  a l g u n s  o u  t o d o S  o s  p o n C o s  s i n g u l a r e e  e  a a  s u b - r a

m a s  d e  
" o f o ç õ " "  

d e  ( f . 1 ) ' " o t t . " n o n d e n t e s r a  e s t e s  P o n t o s -  t ;

t a s  s u b - r a m a a  p o d e n  s e  c o n h e c i d a s  e x a c t a  o u  a p r o x i m a d a m e n t , e ,

p o r  e x e m p L o ,  p o r  n 6 t o d o e  d e  p e f t u r b a ç õ e s  o u  n u r n ã r i c o s .  S e j a

e n t ã o  u o ( t r )  u . ü a  d e s t a s  e u b - r a m a s  e  ( I o r u o ( À o )  u m  P o n t o

s  i n g u  1 a r .

2 . L  -  S o l u ç õ e s  E x t e r n a s

P r o c u r a m o s  a g o r a  d e s e n v o l v i m e n t o s  a s s i n t 6 t i c o s  r  P a

t a  $  +  0 ,  d a e  s o l u ç õ e s  u ( À r ô ) t  d o  p r o b l e m a  p e r t , u r b a d o  ( 1 . 2 1  ,

p e r t o  d e  u o ( t r ) ,  À  I  À o ,  n a  f o r m a

( 2 .1 .1 )

E i t u i n d o

q,

r
Lj -o

' i

1 )  e

Os

u

u ( À , ô )  s

coe f i c i en tes  u3  (À )

em (1 .2 )  po r  ( 2 .L .

u .  (À )ô  j
J

:  I  ,  
. s  

ã o  d e  t e  r m i n a d o s  s u b s

i g u a l a n d o  a  z e r o  o s  c o e



5 .

f i c i e n t e e  d e  c a d a  p o t â n c i a  d e  ô .  r s t o  c o n d u z  a o  e e g u i n t e  s i s

t e m a  r e c u r s i v o  d e  p r o b l e m a  l i n e a r e s

1.;

( 2 . L . 2 )

( 2 . 1 . 3 )

e r n  g e r a l

( 2 . 1 . 4 )

f u n  c i  o n  a i  g

p  o r  e x e m p  l . o

( 2 . 1 . 5 )

Para

t 1 n 1 Ç a o  I  n u m

e a  c r e v e  r

( 2 . 1 . 6 )

e . ,  e m  g e r a 1 ,

( 2 . L . 7 )

d i f e ren te  dum pon to ' s i ngu la r ,  G :  6  po r  de

ope rado r  l i nea r  i nve r t í ve l ,  e  po r  t an to  podemos

ur(t r )  r  - (c i l - lc !  -  (c l ) - lnr( l )

u r r ( l )  '  ( c : ) - 1Ro {À ) .

c o u r ( À ) ! - G ; B R t ( À )

cour( l )  a -  f l , ;u, , ru,  + t . iour+c!6 I  .  R2(À)

C o u o ( l )  -  R n ( À ) ,

( 2 .1 .2>  (2 .1 .4 ) ,  G r r ,  G " , r r . c t c  são  as  de r i vadas

de  G ,  o  supe r - Í nd i ce .  o  i nd iea  eva luação  em ô  -  0 ,

.l ,-Gr r (uo (À ) , l r 0 ) .

Nun  pon to  s i ngu la r ,  po r  exemp  l o  ì o ,  G :  , r ão

ve r t Í ve I  e  po r  t , an to  o  s i s t e .ma  (2 .1 .2 ) ' -  ( 2 .1 .4 )  t em

sõ  se  os  segundos  membros  são  o r t ogona i s  ao  núc leo  do

do r  ad j  un ro  f c l l  
* .

e rg

6 O I u ç a o

o D e r a



3.

t o res0eU ta lque

* :o rQ

tc l l  
*v r  o

< ô ; ô > t < ü r ú > t 1

.Rr (Ào) ;ü> #  o .

( 2 .1 .8 )

(2 .1 .9 )

(2 ,1 .  10 )

e

(2 .1 .11 )

, so luções

do $ '>

À  po r

(2 .2 .1 )

N o  c a s o  d e  u m  p r o b l e m a  d e  v i b r a . g õ e s ,  n o  q u a l  o  p r o

b l e m a  d e  b i f u r c a ç ã o  t e m  u n a  s o l u ç ã o  p e r i 6 d i c a ,  e  8  i n h o m o g e *

n e i d a d e  6  u m a  f  o r ç a  p e r i 6 d i c a  ,  \ 2 , L . 1 1 )  i r n p l i c a  q u e  e l a  c o n

t Ë m  u m a  f r e q ü ê n c i a  i g u a l  a  f r e q ü ã n c i a  d a  s o l u ç ã o  d o  s i s t e m a

p e r f e i t o  e  p o r t a n t o  u m a  c e r t a  e s p ã c i e  d e  r e s o n ã n c i a  d e v e  s e

e s p e r a d a

2 . 2  -  S o l u ç õ e s  I n t e r n a s

Para  so luc i ona r  o  p rqb lema  de  não -un i f o rn i dade  das

ex te rnas r  p rocu ramos  ago ra  so luções  de  (1 .2 )  r  güâ t r

0 ,  e  vá l i das  pe r t o  de  l o ,  t r ans fo rmando  a  esca la  de

ÀrÀo*qu*+ t ,  {u ' )  tï
i = 2

d o n d e  o  p a r ã m e t r o u ê  d e f i n i d o  p o r



7 .

A s  c o n t a n È e s  n  e  m  s ã o  p o s i È i v a s  p a r a  g a r a n t i r

r e g u L a r i d a d e  d a g  s o l u ç õ e s ,  e l a s  d e p e n d e m  d a  n ã o - l i n e a r i d a

d o  p r o b l e m a  e  s e r ã o  d e t e r m i u a d a s  m a i s  t a r d e .

D e n o t a r e m o s  a  n o v a  v a r i ã v e 1  d e p e n d e n t e  d e  U  p o r  Z ,

i s t o  ê ,

( 2  . 2  . 3 '

( 2  , 2  , 2 )

(2 .2 ,4 )

n a  f o r m a

(2 .2 ,5 )

g  r  C "g  ô )u t .

z(u) :  u(À(u) ,ô (u) )  .

P r o c u r a m o s  a g o r a  e o L u ç õ e s  d e  e

cl"(À(u),6(u)) ,À(u),ô(u) I  r  o
a

a

d e

A s6 r i  e  ( 2 .2 .5 )  ã

da  so lução  co r responden te

os  coe f i c i en tes  i n te rnos .

cÍ,

z '  I  r ru ' .
j ' o  '

c h a m a d a  o  d e s e n v o l v i m e n t o  i n t , e r n o

a  À o ,  o s  v e t o r e s  Z .  e ã o  c h a m a d o s

I g u a l a n d o ' a  z e r o  a s  p o t â n c i a s  d e U em (2 .2 ,4 )  ob re

mos

(2 .2 .6 )

(2 .2 .7 )

e ,  em ge ra l ,

Glrzr)zr + zÀ!cf^2,

. oiuci l  o'2

t l

* tr i)t" i^ +GozZz t *r

^ir*i

--*:a-:ï'*****
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(2  .2  .8 '

Aqu i

v a s  d e r i v a d a s

G-z r r .
un  n

oa  sub - i nd i ces

pa re ia i s .

l r ô r Ë  e  u  d e n o t a m  a s  r e s p e c t i

Q u a n d o  U  !  0 ,  o u  s e j a ,  À ( 0 )  =  À o ,  ô ( 0 )  -  0 ,  r e m o g

( 2 .2 .9 )
"t r  r ; ,  e t c

i s t o  ã ,  - o e  o p e r a d o r e s  e s t ã o  e v a l u a d o s  n o  p o n t o  s i n g u l a r .

O b s e r v a m o s  a g o r a  q u e  s e  m  B  L r . e n Ë ã o  ô  e  U ' s ã o  e s

e e n c i a l m e n t e ,  a  . & e s m a  e o i s a  e  p o r  t â n Ë o ,  a  s o l u ç ã o  i n t e r n a  r e

s u l t a  u m a  s 6 r i e  d e  p o t â n c i a s  e n '  ô  o  q u e  c o n È r a d i z  ( 2 .  1 . 1 1 ) .

I e t o i n p l i c a  n Ì Z '  
"  

ô ; . 0 .

do res  Go  e  ( co \  *
u  * -u '

gões  de  so lub i l i dade
ì

(2 .2 .  Lo )

Quando

(2  . 2 ,  LL )

en tão ,  À -o  :  0-u

S u p o r e m o s  g u e  o s  n ú c l e o s  d o s  o p e r a

t e m  d i m e n e a o  1 ,  a s s i m  o b t e m o s  a s  c o n d i

( r :  ' ü )
J

n  - . 1 r  g e

Â r 0 ,

r  0 .

S e

en t ,ao



(2 .2 .  ï2 )

9 .

z- - Aô + l , . lv '- 1
ì

t

, o ì ução  Pa rE i cu la r  de ' ( 2 ' 2 ' 6 )

' ^ ' 2 ' 10 )  co r l  j  '
A  c o n d l ç a o  \ 2 , 2

eon Àflv 1

sa t i  s f . aze t

(2 .2 .13a )

(2 .2 .  13b )

A s  s o l u ç o e 6

m e n t e  A  c o m o  f u n ç o e s

S e j  a

( 2 .2 .  14 )

p e n d e  d o s

E o a  È e r

<cZzl,Q;'1,>A2 + *iutt i ;{ '>+ô;úGlttt '  0i (Â t o)

<G:ZSO;,1,>Az *  < lc ! "ov,  "  Go rvr0+2Ïr$ l ;ü t  çr

*tr i)  2.1 c2"' tu1*2G}'r"" ir  I  ;ü1tô ir"!  iü>-0

i u p l i c a  q u e A  d e v e

(À -0 )  .

*0

! 0

d e  ( 2 , 2 .  l f a r b )  d e t ' e l r n i n a m  P a r a m e t r i e g- t .

d e  l  e  d a  i n h o m o g e n e i d a d e  ô '

po r tan to

oi, tr o

I r

^
A r  <c iu00;ú>.

S e  q  *  0 ,  P a r a  q u e  a  s o l u ç ã o  A  d e  ( Z ' 2 ' 1 3 a ' b )  d e

d o i s  p a r ã m e t r o s '  d e  b i f u r c a ç ã o  e  p e r t u r b a ç ã o '  d e v e

í t iu 
o o ae

, f 'o , t  o  se

.,
+ Elol  + o(ô' )  ^  *  o

1 1 4

+ E lô l ' t '  +  o (ô )  ^  a  o

J\

^

í *o

I
\ ro
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", -1".A(t)01ô l1 /2 + o(ô)

(A(E) 4*r!"r)  |  o |  1/2*o(o)

^ t 0

Â r Q

s e q ! 0 r e n t â o

í l o
luu
,í

I

LÀ;
ç

d e

e n  È ê

r 0 ^ *0

Oiu r  0 e

-  eaao  con t rã r i o ,
a

n 8 0  n a v e r l a  u l l l a

e  q u e  d e p e u d a  a

(  2 .2 .  15 )

a var iãve1

so ruçao  A

inu  L t  ane  aü

:0  . / \ ã0

1 .  o-  iÀ ; , ,  se r i a  um n f i ne ro  f i xo
-  l ' F  t )

( 2 .2 .  L3 )  . l i n i  t  ada  pa ra  I  . *  Ào

óos  do rs  pa rameÈro8 .  EnÈao

2  -o  Â
"2  

-  420  +  A - tZ  +  f uuÚ t .

A  cond i ção  de  so lub i l i dade  (2 .2 .10 )  con  j  E  3

cA3 + r fuuccf ;ü> + ofuu<c!;r !> .  0 (Âf0)

e

( 2 .2 .  16a )

(2.2.  16b) cÂ3 + ,1zc' . . I ,  + +elrol ,  + 3c;À01;g>rfua +

ôiru..! ;ü>.- o (^ - o)

n i o n È a  n  Ê  á a f í - l á ^d o n d e  o  e o e f i c i e n t e  c  ã  d e f i n i d o  p o r

(2.2.L7)  c  r  . lcZ"zo0ô + +ef , r |v ,  +.  zc l ruz| l  ;ü>.

Se  C  í ,  0 ,  en tão ,  . eendo  (Z .Z .16 )  uma  equação  cúb i ca

e  sempre  poss Í ve l  acha r  uma  so lução  rea l .  Nes te  ce80
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ôo tuuu

u#o

lo

(^*o)

l \  r  0 .

[^ iu' t^,,
S e  C  r  O  ã  p r e c i s o  c o n t i n u a r  a c ã  a  d e t e r m i n a g ã o  d e

n e D .

o  d a s  S o l u c õ e s2 . 5  -  c o a e c ç a _  _ _ _  _ _ _ _ r _ _ _

.O

A  c o n e c ç ã o  d e s  s o l u ç õ e s  e x t e r n a g

c o m o  s e g u e .  C o n g i d e r e n o a  u . ( À ) ' e n  ( 2 . 1 . 1 )
J

(2 .2 ,Lr ,  i s to  A

u ,  (À )  r  u ,  ( t (U )  )
J '  J

e  e s c r e v e m o S

(2 .3 .1)  u  !  I " :  (À(u)  )  (ssn ô) ju j '

c o n  T l , .  i n d e p e n d e n t e  d e  U .' - K

S u p o n d o  q u e  a s  a o l u ç ã e e  i n t e r n a s  e

l i d a s  e n  u m  i n t e r v a l o  c o m u m ,  s u a  d i f e r e n ç a

t i  c a  e  z e  r o  ,  a g  s  i m  o b  t , e m o s

. € [
(2.3.2) . I^{nn-zr)uk ]ok -0  Ã

e  p o r t a n t o ,

e  i na " " . , " r iË  f e i t a

com I  dado  po r

kI tu

.  ex te rnas  eão  v !

deve  ae r  aes in t6

-I
0

L in  In t  , t l  -  0  k -1 r2 re tc .

Igl ' ' -
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D e s t a  f o r m a  a  c o m p o s i ç ã o  d a s  d i s t i n t a s  s o l u ç õ e s  ã  d e t e r m i n a -

d a .

3 .  E x e m p l o

C o n s i d e r e m o s  o  s i s t e m a  m e c a n i c o  d a  f i g .  1 .  E l e  c o g

s i s t e  d e  d u a s  b a r r a s  r Í g i d a s  e  s e m  p â s o ,  d e  c u m p r i m e n t o  g .  e

q u e  t ê r  d u a g  m a g o a a  c o n c e n t r a d a e ,  r l  r  ^ Z  -  m r . n o g  e x t r e m o g .

a s  d u a s  b a r r a g  e s t ã o  c o n e c t a d a e  p o r  u m a  m o l a  e m  f o r m a  d e  e s
. 1 ,

p i r a l  e  o  e x Ë r e m o  i n f e r i o r  d o  c o n j u n t o  ã  m a n t i d o  f i x o  e m  u m

p g n t o  p o r  o u t r a  e s p i r a l  c o m o  s e . i n d í c a  n a  f i g u r a .  A 1 6 m  d i s

t o ,  d u a s  m o l a s  c o m  c o n s t a n t e s  K l  
"  

K 2  r ê s p e c È i v a m e n t e  c o n e c

t a m  o  e x È r e m o  s u p e r í o r  e  a  u n i ã o  d a s  b a r r a s  a  p o n t o s  f i x o s .

I

Ae  pos i ções  das  ba r ras

gu los  0 (11  ,  9 ( t ) .

no  ex f
, f

r i o r ,

I  emp  re

e s t ã o  d e t e r m i n a d a g  p e l o s

r es  i s  t i do  p  o r  f o r ças

aLuando  nos  pon tos  de

ag

A s  f o r ç a e  e x t e r n a s .  c o n s i s È e n  d u m a  f o r ç a  p  a p l i c a  d  a

r e m o  l i v r e  d o  p e n d u l o  e  s e m p r e  Ë a n g e n ü e  a  b a r r a  s u p g

e  u m a  f o r ç a  P ,  a p l i c a d a  n o  m e s m o  p o n Ë o .  e  c o s l  d i r e ç ã o

h o r i z o n t a l .

O mov imen to  do  s i s t ema  6

a t r i t o ,  não  i nd i cadas  na  f i gu ra ,  e

t  ação .  ,  '

d e

r o

A s  e q u a ç o e s  d e  m o v i n e n t o  d o s s i s tena  são  en tão
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( 3 .1 )

(3  .2 )

d o n d e

( ve r  f . i g ,

'  9-2k,
kr '# ;  kz r .  Bz

o r  :  -
'  Lffi.

2* .a  *  y r r coa  ( x - y ) * ( y t )  2 " " r r ( x - y )  + (b l *bZ )xa -b2y .

- k2 ren (x - y )  + ( k r+2k r ) sen  x  +  Zx -y -  een (x - y ) : p  co8  y

sen (x - y ) -b2 * .  *  b2 I r

x+y !pcosy

* r r "os (x -y ) * ï . .  ( r ,a )2

+2krseny+krsen( * -y )

b t  Ì
B 1

t

e.ffi.

1*. t

c t

. gP^ -  
ì - i t  r  , , /

l,

;  x ( t )  - ô  ( L / y(t)-elr r f r )

a

s ign i f i cado  des  consÈan t , es ) .

m o s t r a r  g u € r  q u a n d o  $  r  0 ,  e x i g t e m  d o i e

h ,  d e p e n d e n d o  d e  k '  b . ,  i - l 1 2  e  È a l  q u e
P  

-  1 '  1 '

,  ( 3 . 2 )  ,  i n d e p e n d e n t ê  d o  t , e m p o ,  e x i s  t e

- ,  e  u m a  s o l u ç ã o  p e r i 6 a i c a  u u m a  v i z i n h a ns '  .  '

Er) ;ã-T
' cP r

po r  o

f  p o s B Í v e l

v a L o r e s  d e , l ,  À ,  e  I

u m a  s o L u ç ã o  d e  ( 3 . 1 )

n u m e  v i z i n h a n ç a  d e  À

ç a  d e  À p .

À  p e r t o

i g u a l  a

ç ã o  s ã o

(3 .3 )

(3 .4 )

Por  s imp l . i e i dade ,  concen t ra remos -nos  
_no  

p rob l . ema  com

de  À ,  r upondo  a  f o r ça  p  com magn i t ude  cons tanÈe  e

ô .  NesÈe  caso r  8 ! t so l uções  dos  p rob lemas  de  b i f u r ca  -

* o i 0 r y o = 0

ar  +  o ( r2 )

aDe +  o (e2)

* l

v1

-'*-?-:ï
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(  3 , .5 )

. i

d o n d e  (  3 . 6 )

l !

2k1k2 íur l  + 2kz-3) +Lzul+zu<l-sul 3kr+1

A  s o l u ç ã o  e x t e r n a

( 3 . 3 ) ,  o b t i d a ' c o m  o  n 6 t o d o

Lzr .Z(  1+kr )

( uo ' vo )  co r responden te  a  soLução

p receden te  6

+  0 (1 )

(  3 .  7 )

( 3 .8 )

(3 .9 )

e  a  s o l u ç ã o (u rv , ) co r responden te  a  (3 .4 ) ,  ( 3 ,5 )

u l -  - ( r jkr ) ( r*kz)

-  (  t *k t )  (kz- r )
t . ,  t

4k lÀe  -
z

A p r I - c a n d o

t 1

+  0 ( t )

+ o (1 ) .

a t eo r i a ,  ob tenos  as  so luções  i u te rnag

'L  -  Pa

zn  -  P í r - kz l
z  L + k ?  ,

t  + nr)(r* fz1

!k;(Às 
- t r )

+uliez



d o n d e  a

e q  u a ç ã o

( 3 . 1 0 )

( 3 .11 )

t r ê s  s e

m o s  e m

v a s  d e

ïo t  zÇp ( . r+kt r t t ** t ,

15 .

e a c o n s t a n t e  d a d a  e m  ( 3 . 6 ) u m a  s o l u ç ã o  r e a l  d a

ì

I  '  o,
)

e p e

(

+ {
2:K12at

D e s t a  f o r m a  o b t e m o s  o  v a l o r  c r Í t i c o

: "  

a
3

/ ^

(  t  1213
I  1 (1+^1 ;4 ,

'Ïì-tçj

Q u a n d o  Ë  <  E . ,  ( 3 . f 0 )  s 6  t e n '  u í a  s o t u ç ã o  r e a l  e

t  >  t - .  D e p o i s  d e  c o n e c t a r  a s  s o l u ç õ e s  c o m o  i n d i c ac ' . -

S 2 ,  o b Ë e m o s  s o l u ç õ e s  u n i f o r m e m e n t e  v ã l i a a s  c u j a s  c u :
È

r e s p o s t a  s a o  e s b o g a d a s  n a  f i g .  2 d .
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B i b r l i o g f a f i a

J .  c o l . e ,  " P " r t u r b a t i o n  M e t h o d s  i n  A p p l i e d  M a t h e m a È i c s r t
B l a i s d e l l ,  N e w  y o r k ,  1 9 6 g .

2 . J . P .  K e e n e r / H . 8 . K e l L e r ,  P e r È u r b e d  b i f u r c a t i o n  t h e o r y

È i o n a l  M e c h .  A n a 1 . ,  l q  ( 1 9 7 3 ) ,  p p .

1 .

A r c h .  R

1 5 9 - 1 7 5

3 .

4 .

B - J -  ! Í a t k o w s k y / n . t .  R e i s s ,  s i n g u l a r  p e r L u r b a t i o n s  o f
B i f u r c a r i o n s ,  ( p r e p r i n r ) ,  ( 1 9 7 6 ) .

R . s . '  o  r M a 1 l e y ,  
" r r È r o d u c È i o n  t o  s i n g - u 1 a r  p e r È u r b a t i o n B , ' ,

A c a d e m i c  P r e s B ,  L g 7 5
?

L .  s i n a y ,  N o n l i n e a r  s t a b i l i t y  o f  a  t w o - d e g r e e - o f - f r e e d o m ,

n o n - c o n s e r v a t i v e ,  m e c h a n i c a l  s y s E e m ,  p h . D .

T h e s e s  ,  N . y .  U .  ,  . (  f  9 7 B )  .

5 .
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