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DEIERüINAçÃO ANALÍTrCA DA BTTURCAçÃO SUBCRÍTrCÀ DAS

SOÏ,UçõES PERIÓDICÀS PÀRA A^S EQUÀçÕES DE IORENZ

Leon Sinay :v

Jorge Passamani Zubeli  : t

Es te  t r aba lho  t em do i s  ob j  e t i vos :  o  p r ime i ro  ó
d e s c r e v e r  r - ' m  m é t o d o  c o n s i s t e n t e  n o  d e s e n v o l v i -
m e n t o  e m  s ó r i e s  d e  p o t ê n c i a s  e  F o u r i e r  q u e  p e r
m i t e  r e d u z i r  a s  e q u a ç õ e s  d e  L o r e n z  a  u m  s i s t e -
m a  r e c u r s i v o  d e  e q u a ç õ e s  a 1 g é b r i c a s ;  o  s e g u n -
d o ,  m o s t r a r  c o m o  a  a p l i c a ç ã o  d e s s e  m ó t o d o  p e r -
m i t e  d e t e r m i n a r  a n a l i t i c a m e n t e  q u e  a  b i f u r c a -
ç ã o  d e  s o l u ç õ e s  p e r i ó d i c a s  d a s  e q u a ç õ e s  d e
L o r e n z  é  s u b c r í t i c a .

Os seguj -ntes resul tados sobre as equações de Lorenz,  (  f ,orenz
( re63)  )

dx
m = _o(x  _  y ,

gY= rx-v-  xz
c tT

dz
F=_Dz+xy

o r b  >  0

o  > b + 1

( 1 )

são conhecidos e podem ser encontrados na l i teratura, como por

exemp lo ,  Marsden  e  McCraken  (1976)  e  Spar row (1982) :

1 .  x  =x^=  0 ,  Y=Y-=  0 ,  z=z -  =  O  é  uma  so lução  de  (1 )  pa ra  t odo  va -o ' o

va lo r  de  t ,  b  e  o

+ - + +
2. x=x1 ; t /[If:TT , y=y1 = 

" 
/[_8=n r z= z, = r-1

são so luções  es tá t i cas  de  (1 )  quê b i fu rcam de (xoryorzo)  em
f = ' l  .

3.  Ex is tem so luções  per iód icas  de  (1  )  que b i fu rcam de t " l ,V i  , r1  |

em
r  = r_ ;  o (o+b+3 )c  

o -E - Ì -

A b i furcação é do t ipo Hopf .
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4. o sistema (1 ) tem sido resolvido numericamente para alguns

valores f ixos de r, b e o. os resultad.os numéricos sugerem que

a b i furcaÇão em r  = t "  ser ia  subcr í t ica para todo bro > 0 ,
t a i squeo>b+1 .

Demonst ra remos ana l i t i camente  em segu ida  quê,  de  fa to ,  a  b i fu r

cação é  subcr í t i ca  co l Í to  suger ido  pe los  resu l tados  numér icos .

Por s impl i -c idade na notação rest r ing i remos a anál ise que segue

às so luções per iód icas que b i furcam de t " i ,v i  , r i l  ,  omi t indo o

símbolo + .

Se j  am

! = * 1 * t 1

Y = Y 1  * u 2

z = 1 1 * t 3

u = /6lr:TT

Sendo a bifurcação em r = r" do t ipo Hopf, temos que

periódica é dada parametricamente na forma (Crandall

r j  =  u r ( t r e )  = r r= ï i r j r r ( t )  , t  i = i , 2 , 3 ,u i r r ( t +2n )=

u - u (e) =rj '  ur,  , t

Lrr = ur (e ) =rrEo ,r, ,t

( 2 )

a solução
( le76) ) :

t i r ' , {t;

( 3 )

t = U J T

onde u l  6  a f requência da so luçãor  os coef ic ientes r j r r ( t )  r1 . t r ,  e

tt '  Podem ser deÈerminados recursivamente pelo método de poÍncar6-
-Li-ndsted e e varia em um entorno de zero.

In t rod.uz indo (21 ,  (3)  em (1)  e  der ivando suscessivamente em re la-

ção a e em e=0 é possíve l  demonstrar  por  Índução que as funções
u.r . ,  ( t )  são soma de,  no máximo,  as pr imei ras n harmônicas.

) t L
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Genera l izando para s is temas não l ineares o método descr i to  em

Sinay e Sinay 1,79821 ,  desenvolvemos as funções u- in( t )  em sér ies

de Four ier  (somas f in i tas neste caso)

(4 )

e  subs t i t u imos  x rY . r z , r  e  L  em (1 )  po r  { 2 ) - ( 41  ,  ob tendo  um s i s t ema

recurs ivo de equações a lgébr icas que pode ser  escr iLo na forma:

ujn (r)  = aJ'  tot  -oi . ,  
Fj"  

(k) cos kt  + ü]r ,  (r<) sen-;l

M (k )  un  ( k )  =  , r r _1  01  ( k )  +  un_102  ( k )  +  T  ( k )  n>  1

,

(5 )

onde

ür ,  t r )  =  (ü ï ,  (k ) ,ü ;n  (k ) ,ü ;n  (k ) ,ü ;n  ( r<) ,ürp<) ,üg. ,  (k )  ) t ,

Q1,Q2  e  T  são  f unções  ve to r i a i s  de  ü r t l ) ,  1 í j cn  e  r j , u j  OS jcn -1 .

As  ma t r i - ces  M(k )  (g  x  3  se  k=0 r6  x  6  pa ra  k *0 )  são  i nve rs í ve i s  pa

ra  t odo  k  t  1 .  A  d imensão  do  núc leo  de  M(1 )  é  do i s .  Se  ü j , j =1 ,2  é

uma base  do  núc leo  da  ma t r i z  y t t (11  ,  t r anspos ta  d .e  M(1 ) ,  t emos  que ,

para cada n f ixo,  (5)  tem solução quando k=1 se e só se o segundo

membro é or togonal  
"  ü j  , j=1 ,2  em R6,  o que def j -ne um s is tema de

duas  equações  nas  i ncógn i tas  on_1 ,  Un_1 .  A  ma t r i z

(  <0  (1 - b< i  >  produto escal -ar  em R'  ,

é j-nversível e independente de n com o que on_1 e i ln_1 podem ser

ca l cu lados  qua lque r  que  se ja  n  >  1 .  A  so lução  de  (5 )  pa ra  k=1  é

então a soma de uma solução par t icu lar  mais  uma solução da equa-

ção homogênea,  sendo esta ú1t ima univocamente f ixada por  condi

ções impostas natura lmente pelo teorema de Hopf .  Os restantes ve-

to res  Un(k )  são  so luções  un ívocas  de  (5 ) .  CaLcu lando  os  coe f i c i en

tes  ü j . , "  { t  )  ,  , o  
"  

uo  da  equação  va r iac iona l -  de  (1 )  e  u t i l i zando

recursivamente o método descrj-to determj-namos que ^2 e V2 sao

negat ivos para todo bro > 0 ta is  que o > b + 1 e consequentemente

a b i furcação ó subcr í t ica.

, . ü j r  )  ,
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