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Este trabalho tem dois objetivos: o primeiro e
descrever vm método consistente no desenvolvi-
mento em series de potencias e Fourier que per
mite reduzir as equacdes de Lorenz a um siste-
ma recursivo de equacoOes algébricas; o segun-
do, mostrar como a aplicacao desse método per-
mite determinar analiticamente que a bifurca-
cao de solucoes periodicas das equacoes de
Lorenz é subcritica.

Os seguintes resultados sobre as equacdes de Lorenz, ( Lorenz

(1963))
dx
drt

dy
dt

]

-0(x - y)

rx — y — Xz g.b =0 (1)

o > 5 &9

az

dt

-bz + xy

sao conhecidos e podem ser encontrados na literatura, como por

exemplo, Marsden e McCraken (1976) e Sparrow (1982):

1. » =x = U, y=Yges 0, 2=z = 0 € uma solucao de (1) para todo va-

valor de r, b e o .

Eayb (E=T)oyizei2araatrs]

2 X:Xf Sah Vb(r—1) ’ Y=Y$

sdo solucdes estaticas de (1) que bifurcam de (xo,yo,zo) em

=il

3. Existem solugbes periddicas de (1) que bifurcam de (xﬁ,yﬁ,zﬁ-)

rie Ty e o(oc .+ b + 3)
o -b -1

A bifurcacao € do tipo Hopf.
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4. O sistema (1) tem sido resolvido numericamente para alguns
valores fixos de r, b e 0. Os resultados numéricos sugerem gque
a bifurcacao em r = r. seria subcritica para todo b,oc > 0 7

tais que g > b + 1.

Demonstraremos analiticamente em seguida que, de fato, a bifur

cacao € subcritica como sugerido pelos resultados numéricos.

Por simplicidade na notagao restringiremos a analise que segue
2 pe Ry : + _+ _+ &g
as solucoes periodicas que bifurcam de (x1,y1,z1), omitindo o

simbole &

Sejam
%= R, oW,
y=Y1+u2 (2)
z = Z1 +113
eSS )
Sendo a bifurcacao em r = r, do tipo Hopf, temos que a solucao
periodica é dada parametricamente na forma (Crandall (1976)):
w : L o
uj = uj(t,e) _ngiujn(t) € 3_1,2,3,ujn(t+2W)_ ujn(t)
b=utey =0 Y
n=o (3)
@ n
w:uu(s:)=§0 wns
1o =y
onde w € a frequéncia da solucdo, os coeficientes ujn(t),un e

w, podem ser determinados recursivamente pelo método de Poincaré-

-Lindsted e € varia em um entorno de zero.

Introduzindo (2), (3) em (1) e derivando suscessivamente em rela-
cao a £ em =0 & possivel demonstrar por inducido que as funcgoes

ujn(t) sao soma de, no maximo, as primeiras n harmdénicas.



Generalizando para sistemas nao lineares o méetodo descrito em

Sinay e Sinay (1982), desenvolvemos as fungoes ujn(t) em séries

de Fourier (somas finitas neste caso)
= o o e
ujn(t) = ujn(O) +kZ1E1jn(k)cos kt + ujn(k) sen kt__J (4)

e substituimos x,Y,z,r e t em (1) por (2)-(4), obtendo um sistema
recursivo de equacOes algebricas que pode ser escrito na forma:

M) (k) = o .0, (k) + u _1¢,(k) + T(k) n>1 j (5)

n-1

{4

onde

= ~+ ~+ ~+ ~— ~— ~— o
Un(k) =(u11’1(k) luzn(k) lu3n(k) Iu1n(k) ’u2r§k) Iu3n(k) ) 7

bas 0 e I sap funceoes vetoriais de 6.(2), 1£j<n e w.,u. 0=j<n-1.
15 2 J sgs

As matrices M(k) (3 x 3 se k=0,6 x 6 para k#0) sao inversiveis pa

ra todo k # 1. A dimensao do nucleo de M(1) é dois. Se $j,j=1,2 é

uma base do nucleo da matriz Mt(1), transposta de M(1), temos que,
para cada n fixo, (5) tem solucao quando k=1 se e sO se o segundo

membro € ortogonal a $j,j=1,2 em R6, o que define um sistema de

duas equagOes nas incognitas Wo_q7 Hpoq- A matriz

( <¢(1);$j> ) F < ; > produto escalar em R6,

€ inversivel e independente de n com o que w e U, _q podem ser

n-1
calculados qualquer que seja n > 1. A solucao de (5) para k=1 é
entao a soma de uma solucdo particular mais uma solucdo da equa-
cao homogénea, sendo esta ultima univocamente fixada por condi -
cOes impostas naturalmente pelo teorema de Hopf. Os restantes ve-
tores ﬁn(k) sao solugdes univocas de (5). Calculando os coeficien
tes 651 (1) wo e uo da equacgao variacional de (1) e utilizando

recursivamente o método descrito determinamos que w., e sao

a
negativos para todo b,0 > 0 tais que o > b + 18 consequentemente

a bifurcacao e subcritica.
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