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RESUMO

0 problema de "linhas escondidas' para poliedros tragados
por computador é o problema de determinar quais arestas, ou partes de
arestas, de wm poliedro sao visiveis para wn dado ponto de observagao. O
presente trabalho propoe wm novo algoritmo para resolver o problema das
linhas escondidas. E descrito wm método de classificagac de arestas que
elimina imediatamente a maioria das arestas totalmente escondidas. As res
tantes sao testadas individualmente, em segmentos correspondentes as in
tersecgoes da aresta com as demais, na projegac, ate que se tenha examina
do todo o poliedro. Os testes sac estabelecidos de maneira a minimizar os
calculos. Conseqilentemente, o metodo aqui apresentado é extremamente rapi

do, comparando-se favoravelmente com a matoria dos algoritmos apresenta

dos na literatura.



ABSTRACT

The "hidden line" problem for computer-dram polyhedra is
the problem of determining which edges, or parts of edges, of a polyhedron
are vistble from a given vantage point. The method presented here  for
solving this problem is believed to be as fast as or even faster than
previously knowm methods. An edge classification scheme is deseribed that
eliminates at once most of the totally invisible edges. The remaining are
tested individually until the whole polyhedron is examined. The tests are

stabilished in order to minimize calculation.
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CAPTTULO 1

INTRODUGAO

Com 0 recente e crescente desenvolvimento dos graficos por
computador, cada vez mais utilizados para a visualizagao de estruturas,
solucoes de problemas arquitetonicos, estudos de insolagao de construgoes
Le iluminagao de objetos, determinagao de regioes de sombra, etc, surgiu a
necessidade de se pEr em termos matematicos e computacionais, a represen
tacao de objetos cujas partes "trazeiras" se apresentem ocultas pelas fa
ces que se interponham entre elas e o observador, ou seja, surgiu a neces

sidade de caracterizar matematicamente a "ocultagao" por faces.

Muito se tem feito e muito pouco se tem publicado a este
respeito, mormente no que se refere a um algoritmo implantavel em um com
putador convencional, ja que a maioria dos sistemas de que se tem noticia,
desenvolvidos por grandes companhias, universidades e entidades governa
mentais, (inclusive militares) sao projetos especificos para as suas fina

lidades, e envolvem frequentemente implementagao de "hardware" especifico.

0 problema foi encarado, ate hoje, de varias maneiras, in
cluindo a mais elementar, que consiste na decomposicao de cada 1linha em
um numero muito grande de pontos e o teste de cada ponto contra o restan

te da superficie. E um processo facilmente implementavel e que permite al
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tissima resolugao (1.e. & possivel determinar com precisdo maxima os pon

tos de transig@o visTvel-invisTvel) (Ref. 1).

| Uma outra abordagem do problema, mais apropriado ao uso
de tubos de raios catodicos, de inerente baixa resolugdo, @ o da divisdo
da fiaqura em partes (usualmente quadrados) e sua subseqliente subdivisao
até que se tenha decidido a respeito de todos os detalhes. Muito embora
este processo seja muito rdpido para sistemas de baixa resolugio, permi
tindo inclusive a introducdo de tons da cinza, & inadequado para uso em
uma maquina de grande resolugdo, como uma "plotter" ou microfiimadora pa
ra (Ref. 1, 2 o 3),

Nossa abordagem do problema segue mais a primeira ideia
do que a segunda, tendo tido o trabalho de LOUTRELL (Ref. 4 e 5) como
ponto de partida. O citado autor, no entanto, usa como maneira de {nves
tigar as arestas, a idefa de fazer um ponto "percorré-la" ate que eventu
almente deixe de ser visTvel, o que sem duvida € uma grande economia de

trabalho em relacdo a subdivis@o total da aresta em pontos.

Em nossa aproximagdo, com o mesmo rigor matematico, uti
11zamos uma subdivisdo da aresta em um numero mTnimo de segmentos,corres
pondentes a 1nterseﬁcﬁes reais na projecdo da aresta em estudo com as
arestas de uma dada face, diminuindo assim ainda mais a repetigdo dos
procedimentos de visibilidade. Obviamente, cada um destes segmentos & ou

totalmente visTvel ou totalmente invisTvel com relacdo a dada face.Assim
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somente Se pesquisa a visibilidade do segmento como um todo. 0 processo e
repetido com relacao a todas as demais faces, levando, se necessario, a re
petidas suhdivisoes dos segmentos da aresta. Nao obstante ser nosso proces
so exato, limitado em tempo apenas pelo numero de elementos da figura, e
possTvel ainda "apressar" o processo se nos limitamos a resolucao maxima
desejada, ignorando os segmentos menores que o limite de resolugao, sendo,
portanto, tao mais rapido quanto menor a resolucao do aparelho disponivel,

e portanto, eficiente para terminais de raios catodicos.

N fato do metodo ser limitado a poliedros se deve basica
mente a maior rapidez de calculos quando sao envolvidos apenas planos e re
tas. Tal restricao nao chega a ser um empecilho real, ja que a maioria dos

solidos estudaveis pode ser aproximada por um poliedro.

Para a visualizagdo da figura optamos pela perspectiva co
nica, que embora sendo raramente utilizada em tais trabalhos, por ser mais

trabalhosa, @ a que mais se aproxima da visao natural dos objetos.



CAPTTULO II

2.1 - TRANSFORMACOES DE PERSPECTIVA.

A projecao plana que melhor representa objetos reais, tal
como vistos a olho nu através de um meio homogeneo, & a perspectiva. Este
tipo de projegao mapeia um ponto arbitrario, P, no espago, como um ponto
P' em um plano mn, de tal modo que todas as retas PP' se encontram em

um ponto comum C, chamado centro de projecao; o ponto C corresponde ao

olho do observador (fig. 2.1).

\c/ dﬁ\ Fig. 2.1

\
0 plano i € chamado plano de projecao e € orientado perpen

4

dicularmente a linha de visada que, em nosso caso, para simplificacao, €

admitida como sendo a linha que une o ponto C ao ponto de coordenadas (0,

0,0) do sistema de eixos coordenadas (Ref. 6 e 7).

Seja a fungao a ser tracada:



]

FIGURA 2.2



z = f(x.y) (2.1)

dada em termos de um sistema de coordenadas cartesianas (x,y,z) retangula

res.

Examinemos as figuras (2.1) e (2.2) e suponhamos o olho do

observador no ponto C, com coordenadas Cx’ e Cz, referentes ao mesmo

C
Y
sistema de coordenadas, e ainda, que a linha de visada faga angulos a, B

e y com a diregao positiva dos eixos x, y e z respectivamente.

Seja a distancia d, dada; definimos o ponto Q(Qx, Qy’ Qz},
tal que CQ e a diregao de visada e CQ = d. Seja m o plano de projegao,

construido sobre Q e normal a CQ.

A linha reta que une o ponto C a um ponto arbitrario P do
espago, de coordenada (x,y,z), encontrara o plano I em um ponto P' (&,
n, £). P' @ a imagem perspectiva de P em I com relagao a C.  Suponhamos

ainda que a reta CQ contem o ponto (0,0,0).

Da geometria segue-se

Q, = C, - d cosa
Qy = CF - d cosg \ (2.2)
Q, = C, - d cosy

e por semelhanca de triangulos



’ C C
E-xmn-.t:;-z:}:
X - Ex y - Ey z - Ez

onde K € a razao comum e varia univocamente com P.
Por definigao:
TQ = d (cosal + cosg] + cosyk)
ja que P' esta no plano N deve satisfazer a
Tq . QP =0
ja que T @ uma das retas normais ao plano 1.
Como
T .QP"=C0 . (C+TP") =0
conclui-se que:
T .TP =T0.C0 ou
(£ - C,) cosa+ (n- Fy} cosB + (g - cz} cosy = d

substituindo as equagoes (2.3) na (2.6) obtemos:

{2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)



K= g (2.7)
(x = C/) cosa+ (y - C,) cosg + (z - CZ] cosy

que, junto com as equagoes (2.3) define P' como

E=C + K(x - C)) |
n = Cy + K(y - Cy) > (2.8)
L= Ez + K(z - Ez}

Permanece porém o problema de expressar P' em termos das
coordenadas (XY) do plano M. A equagao de M, (isto € a equagao (2.5)), po

de ser aceita como
(§ - Q) cosa + (n - Qy} cosB + (¢ - Q,) cosy = 0 (2.9)

a reta definida pela intersecgao do plano horizontal ¢ -Q,=0 com o
plano T &

£ - Qx = n - Qf =L -

cosB -cosa 0

Q. (2.10)

Um dos novos eixos coordenados em T, (o eixo X), sera de
finido ao longo desta linha. Um vetor unitario, na direcao positiva do

eixo X, em termos das coordenadas originais, & dado por

5 _ 51 [(cosB)T - (cosa)3]
A siny

(2.11)
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Onde 51 = #]

Para definir o outro eixo coordenado (o eixo Y) um unita

rio Dy deve satisfazer a

U .0 =0 (2.12)
seja

ﬂy = al + b:}r + ck {2.13]

a equagao (2.12) impoe que

a(cosB) - b(cosa) =0 | (2.14)

ja que qy esta em TN, deve ser normal a TQ.

Entiﬂ ’
a(cosa) + b(cosB) + c(cosy) = 0 (2.15)

e, do fato de Gy ser unitario vem que

a? + b% + ¢2 =1 (2.16)

A solugdo simultanea de (2.14), (2.15) e (2.16) levaarela
Gao:



- Sf cOSa COSY
siny
b 52 COS8 COSy >
= . {2.11)
siny
¢ = =5, siny

onde S, = il

Os sinais de S, e S, dependerao das diregoes de X positivo
e Y positivo. Se o observador esta orientado de tal maneira que “"para cima"
corresponde a uma componente crescente de z e & seguida a convengao usual
(isto € X positivo para a direita e Y positivo para cima), ﬁy deve ter uma

componente positiva na diregao z positiva,
Entao
'u‘y.f,n (2.18)

Mais ainda, ﬁx X ﬁy deve ser paralelo a linha de visada e

deve apontar para o observador
Ux X Uy R i o1) (2.19)

Substituicao das equagoes (2.4), (2.11), (2.12) e (2.17)nas
relacoes (2.18) e (2.19) conduz a
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S, siny < 0 e S, .« 5, = -1

ji fnue 0 < y <1

51ny > ﬂ,
S, =1, e
Sz = -1

Se o novo sistema tem origem em Q, as componentes de P' em

termos dos novos eixos serao

@ .0, P .10)

Y

Seque-se entao que

(e - %) cosg - ("- ) cosa
Siny

(2.20)

Nota-se que siny # 0 necessariamente, ou a transformacao

sera singular.

Este fato, porem, nao tem importancia na pratica, ja que se

for necessario colocar a linha de visada na vertical, o eixo x pode ser
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definido como a interseccao do plano m com o plano vertical n - Qy =1,

Como a utilizacao das formulas precedentes nao e comoda sob
n ponto de vista do usuario, ja que o uso mais corrente e 0 das chamadas
coordenadas esfericas, facamos alqumas modificacoes nas formulas anteriores.
Sejam os anqulos 8 - anqulo que NC faz com o eixo (z) positivo (= y) e ¢ o
angulo que a nrojecao de NC no plano (xy) faz com o eixo (x) positivo. Alem

das equacoes (2.2) podemos definir as coordenadas Cx‘ C

y? Ez da forma (Fig.

2.1 e 2.2).

Ex = h siny cosé¢ = h sind cosé
Ev = h siny sing = h sine sing (2.21)
CZ = h cosy = h cose
Mais ainda
2 w2 2 2
he = Cx + EF + Ez
h2 = h2 (sin28 cos24 + sin?e + cos?2g)

das equacgoes (2.21) vem

h2 = h2 (cos2a + cos2B + cos2y) (2.22)

concluimos que nao basta especificar dois dos tres angulos para ter com

pletamente definida a direcao de OC.
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Usaremos, entao, os angulos & e ¢ acima definidos em vez de

dois quaisquer dentre a, B ou Yy, por ser sinples . As transformacoes

530
%
a = arccos(cosé¢ siné)
B = arccos(sin¢ sing) . (2.23)
Y = arccos(cosé) = 8

As equacgoes precedentes foram deduzidas para um sistema de
coordenadas cartesianas ortogonais por ser o mesmo o mais usual. Se um
L} s
particular problema exigir eixos obliquos, a extensao & imediata, embora

envolva uma grande manipulagao algébrica.
Como exemplo de utilizacao temos o seguinte exemplo:

Suponhamos uma superficie plana limitada por um quadrado

de vertices

V1(2,2,1)
Va(2,-2,1)
Va(=2,-2;1)
Vy(-2,2,1)
e vejamos como se projetariam estes quatro vértices em um plano a distan

cia de 3 unidades metricas do observador, o qual esta a 15 unidades da ori

gem e cujos angulos polares sao
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8 = 759

¢ = 600

utilizando-nos das equagoes (2.17) obteremos para os cossenos dos angulos

os seguintes valores:

cosa = ,4830
cosg = .B365
cosy = .2588

lembrando que cos?x + sin?x = 1 teremos que
siny = .9659

as projegoes das coordenadas do observador, Cx. I.‘.‘!'r e Cz sao, pela sua de

finicao

Cx = h cosa etc

e temos entao os valores

Cx = 7.2445
FY = 12.5476
C, = 3.8824
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das equacoes (2.2) tiramos imediatamente os valores de (

Qx = 5.7956
q = 10.0380
Q. = 3.1059

Para cada véertice '-.fi teremos que calcular, sucessivamente :

K (eq.2.7)

} (eq.2.8)
4

1
- (eq.2.20)
i)

- > o i R |

obtepdo, entao,os valores da tabela 1.

K E n 4 X Y
-.2479 | 8.5446 | 15.1622 | 4.5969 | -.1815 | -1.5436
-.2296 | 8.9076 | 14.9690 | 4.5441 | -.2295 | -1.4886
-.2178 | 8.3867 | 15.2802 | 4.5101 | -.3772 | -1.4538
-.2035 | 8.7189 | 15.1012 | 4.4690 | -.0000 | -1.4112

TABELA 1
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CAPITULO III

SISTEMAS DE COORDENADA
DADOS DE ENTRADA

3.1 - SISTEMAS DE COORDENADAS.

Trabalharemos, essencialmente, em 2 sistemas de coordenadas
distintos, que sao, naturalmente, os dois sistemas vistos quando do desen
volvimento das formulas que nos dao a projegao - o sistema de coordenadas
no qual esta definido o objeto a projetar, e o sistema de coordenadas obti

do quando efetuada a projegao do objeto, essencial para uso da "plotter".

Teremos, no entanto, necessidade, em certa parte do algorit
mo, de definir alguns outros sistemas bidimensionais, que, toda ora, sao
partes do sistema tridimensional no qual se define o poliedro, ou seja, os

sistemas planos definidos pelos pares de eixos'(X,Y), (X,Z) e (Y,Z).

3.2 - DADOS DE ENTRADA.

A maneira de entrar com os dados e fundamental para o bom

desenvolvimento do algoritmo, e por isto sera citada em minucia.
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Suponhamos o nosso poliedro definido em termos de um siste
ma de coordenadas ortonormal, definido pelos eixos X, Y e Z, tal como no

CapTtulo II.

Como e evidente, um poliedro estara completamente definido
se especificarmos os ternos coordenados x, y, z que definem seus vertices,
e se especificarmos, tambem, quais vertices se ligam a quais outros, ou se

ja, se definirmos as extremidades das arestas.

A especificagao dos ternos coordenados e imediata, mas pa
ra especificar as extremidades de cada aresta varios procedimentos sao

igualmente tentadores.

Visando a procedimentos futuros, no algoritmo, optamos por
definir as arestas a partir de cada poligono que constitui o poliedro, da

forma abaixo.

Situamos o observador em frente ao poligono a especificar,

e do lado de fora do poliedro, e percorremos seus lados, a partir de um

vertice qualquer, no sentido horario, sem repetir nehum vertice, ate retor

narmos ao ponto de partida, sem repeti-lo.

Naturalmente, fazemos isto para todos os poligonos que
constituem o poliedro. Evidentemente, ao especificarmos dois poligonos que

tem uma aresta ou um vertice comum, havera uma repeticao daquele ponto ou
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daquela aresta. Na verdade, cada aresta sera especificada duas e somente

duas vezes, porem quando a especificarmos pela segunda vez, 0s pontos qe

definem os vertices aparecerao em ordem inversa (conforme a figura abai

X0).

o O

Fig. 3.1
E interessante observar aqui que o procedimento acima pa

ra especificar as arestas, principalmente propriedades que aparecem su

blinhadas, e fundamental para o desenvolvimento do algoritmo.

3.3 - ARMAZENAMENTO DOS DADOS.

Os dados serao armazenados na sequencia de entrada, em
tres vetores PX, PY e PZ, reservando-se porem, uma posi¢ao no inicio de
cada face, que no decorrer do procedimento, vira a armazenar os componen
tes do vetor normal aquela face. Assim, as dimensoes destes tres vetores
deverao ser iguais a soma dos numeros de pontos que constituem cada face,

mais o numero de faces do poliedro.

Paralelamente, sempre que nos defrontamos com uma nova

face, construimos dois outros vetores, NFACES onde guardamos em que posi
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cao das matrizes PX, PY e PZ se inicia o armazenamento desta nova face (a
posicao que sera ocupada depois pelo vetor normal), e NAREST, onde armaze

namos o numero de vertices da face em questao.

Naturalmente, anbas as matrizes terao dimensao igual ao nu

mero de faces do poliedro.

3.4 - ENCADEAMENTO DE VERTICES.

Para facilitar o processamento da informacao, bem como a
determinacao das faces que possuem arestas comuns, passamos em Seguida a
encadear os vetores PX, PY e PZ em maltiplas cadeias que ligam os pontos
destes vetores que tém coordenadas identicas (representam o mesno vertice,
apenas especificado em faces diferentes). Note-se que, devido ao fato de
um vertice de um poliedro qualquer ser formado por pelo menos tres planos,

cada uma destas cadeias contera pelo menos tres nos.

Os ponteiros do encadeamento serao armazenados num vetor de
dimensao identica a PX, PY e PZ, aqui chamada NINDEX, e que contem, numa
posigao genérica, I, a posicao da proxima ocorrencia de um ponto decoorde
nadas (PX(I), PY(I), PZ(I)). Para maior comodidade, estas cadeias sao cons

truidas fechadas, de modo a podermos percorré-las de modo circular.

Naturalmente, as posigoes do vetor NINDEX , correspondentes
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as "cabegas" das faces (vetores normais) terao informagao irrelevante, e
serao, portanto, mais tarde utilizadas para armazenar o tipo das faces em

questao (cap. 4).

Paralelamente a este encadeamento, em uma matriz NINDIC que
possuj igual dimensao, armazenamos, para a mesma posig¢ao I o numero (da
ordem em que for armazenada) da face que contem o proximo ponto identico.
Novamente aqui, as informagoes correspondentes a posicoes de "cabega" de

face, nao tém significado.

Na tabela que se segue podemos ver, para um cubo de arestas
unitarias, o resultado do armazenamento e encadeamento dos pontos. As po
sigoes de cabeca de face estdo assinaladas com uma seta, e contém informa

cao zero.



PX

0,000
1.0000
1.0000
1,0000
1.6000
0,0000
1,0000
0.0000
00,0000
1.0000
0,0000
0,0000

0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0.,0000
00,0000
1,0000
1.0000
0,0000
1.,0000
1,0000
00,0000
0,0000
0,0000
0., L0UG
1.0000
1.0000
N.G00ON

PY

[, a0an
1.0000
1.0000
L0000
n,onun
NaUN0N
1.00400
1.0000
1.0000
1,0000
00,0000
1.00C6
1.0000
n.,onon
0.0000
N.,0000
ND.0000
NL.00un
0.,0000
N, 0000
N, 0000
1.000N0
Ny, 0N
N, 0300
1.006:0
0,0N060
G.00EN
N.00LO
1.00C0
1.00C0

PZ

G.0000
1.0000
D.ONCD
0.0000
1.0000
0.nnon
1.0000
L.0D00
0,0000
O0.,0000
0.0200
0.,0200
1.2000
1.0C00
0.0000
00,0000
0.,0000
1. 00040
1.0000
0,.0000
00,0000
1.0000
1,0000
1.0000
1.9000
0.,0600
0.0000
0.0000
V., NOGO
00,0000
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CAPTTULO IV

CLASSIFICACKO DE FACES

4.1 - VETOR NORMAL "IHTERNO".

Para proceder a uma classificacao das faces, 0 que veremos
mais adiante, primeiro definimos e determinamos o sentido do que chamamos

VETOR NORMAL INTERNO, Consideremos a figura abaixo:

(a) (b) Fig. 4.1

Sejam 3 vértices consecutivos i, j, k, nesta ordem.

o -+
A partir dos mesmos.definamos dois vetores Vkj e Vij e fa

gamos 0 seu produto vetorial :
B o= Vi x Tij (4.1)

Lembrando que a ordem dos pontos segue um percurso no sentido horario, €

facil ver que tal produto vetorial assume a direcdo "para dentro"do papel,
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ja que o angulo relativo dos mesmos a considerar e maior que w.

Se supomos que o quadrilatero mostrado € uma das faces do
poliedro, vista de fora, podemos definir N = VYkj x Vij como o vetor nor

mal “interno" desta face, visto que seu sentido e para dentro do poliedro.

No caso acima, bastara a realizacao do produto vetorial pa
ra se ter certeza do sentido correto do vetor normal interno. Porem, no
caso acima, consideramos, da nossa face, um vertice j convexo, iSto e, um
vértice cujo angulo interno e menor que . Nada nos impede, no entanto, de
escolher para vértice j um vertice concavo, ou seja, um vertice cujo angu

lo interno seja maior que =, como na figura abaixo:

L

(a) Fig. 4.2

e, se neste caso calculamos o nosso vetor normal W = ﬁkj b ?ij, notamos,
feitas as mesmas suposigoes do caso anterior, que, para nosso desagrado,

N apontara para fora do poliedro.

Desta forma, para se determinar o sentido correto de #, a
partir de um vertice generico j, & necessario determinar se o mesmo & con

cavo ou convexo, 0 que se pode determinar com o procedimento abaixo.
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4.2 - DETERMINAGAO DO SINAL DO VETOR WORMAL INTERNO.

Consideremos o proprio plano da face em estudo ou um plano
de projegao nao ortogonal ao plano da face (para que as projegoes das ares
tas da face sobre este plano nao caiam todas sobre a mesma reta, ou seja,
para que a face se projete como um poligono e nao como um segmento de re

ta).

Para maior comodidade, trabalharemos com um dos planos de

finidos pelos eixos do sistema de coordenadas, sejani

XY, XZ e YZ

Como nenhum plano pode ser simultaneamente ortogonal a tres
planos ja ortogonais entre si, podemos ter certeza que um dos tres planos

acima @ apropriado para nossos propositos.

Para determinar qual dos tres planos nos servira, usamos o

procedimento sequinte:

1) Verificamos a componente nz do vetor normal definido na equagao (4.1) .
Caso esta componente seja nula, n sera paralelo ao plano xy e, conse
q¥entemente a face € perpendicular a este plano, sendo, conseqdentemen
te ,rejeitada, e passamos ao item 2.

Caso nz nao seja nulo, o plano nos serve, e ficamos por aqui mesmo.
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2) Fazemos o mesmo teste com relagao ao plano XZ, usando ny. No caso de se
verificar a nulidade tambem da componente ny, o plano a ser wutilizado

sera o plano YZ; caso contrario, o plano XZ.

As coordenadas das projegoes, qualquer que seja o plano es
colhido para projetar a face, sao obtidas diretamente de uma escolha ade
quada entre duas das tres componentes dos pontos armazenados em PX, PY e

PZ.

Imaginemos agora que a face projetada seja as figuras abai
x0, onde escolhemos o vertice j em duas posicoes tais que ilustram as duas

possibilidades.

(b) Fig. 4.3

Vemos imediatamente que o prolongamento da aresta 1j na di
recao de i para j, e naturalmente, a partir de j, nos da a solugao, ou se
ja, se o numero de interseccoes do prolongamento de 7J com os segmentos
de reta definidos pelas arestas projetadas for nulo ou par, o vertice e

convexo. Caso seja impar, sera concavo.
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Um caso particular, no entanto, complica oalgoritmo acima,

como venios abaixo:

/ Fig. 4,4

Se um particular prolongamento corta um vertice da face, o
criterio se inverte. Precisamos, pois, encontrar uma maneira de detectar

se ha uma interseccao sobre um vertice.

Para podermos utilizar o mesmo subprograma em outra parte.
do nosso problema, tivemos que definir a aresta como um conjunto fechado
de pontos, isto e, nao excluimos o vertice. Assim sendo, temos que usar de

um truque.

Primeiro, notemos, na figura acima, que as arestas gi e kI
nao podem ter outra intersecgao com as arestas 1j e Jk  respectivamente,

que os proprios pontos i e k.

Assim sendo, quando testamos o prolongamento de 7] com as
arestas, excluimos propositadamente as arestas gi e k1, por economia de

calculo.
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Pelo mesmo motivo, os pontos g e 1 jamais serao determina

dos como interseccoes do prolongamento de 1J.

Podemos entao afirmar que em caso de intersecgao com um
vertice do poligono, o ponto implicado sera necessariamente coincidente
com a interseccao com a aresta anterior, se a houve. E se nao houve in
tersecgao com o segmento precedente, nao ha condigao de se estar sobre

um vertice.

Resumindo, com um indicador da Ultima interseccao e uma
comparacao com as coordenadas da mesma, podemos facilmente decidir se es

tamos sobre um vertice.

Resta resolver o problema de encontrar uma interseccao s0
bre um vertice, o que e muito simples, basta mudar ligeiramente as coor
denadas de um dos pontos i ou j, e repercorrer as arestas, contando as

interseccOes e adotando o mesmo criterio.

Caso haja coincidencia de uma aresta como o prolongamento,
as intersecgoes com as arestas anterior e posterior sao os vertices que
formam a aresta em estudo. Como sao conhecidos, este caso tambem @ ime

diato.

Supondo que o numero de intersecgoes detectadas e K, as
verdadeiras componentes do vetor normal serao:

k kv e 1R
n, =M (=17 ny = ny (=107 N, n,(-1)
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4.3 - DETERMINAGAD DA INTERSECGAO ENTRE DUAS RETAS.

Muito embora ainterseccao de duas retas seja um procedimen
to corriqueiro que consiste essencialmente em resolver um sistema de duas
equacoes do primeiro grau, um processo computacionaltem que se acercar de
cuidados especiais, pois casos de paralelismo entre as retas e paralelismo
a um dos eixos podera fazer facilmente as formulas divergirem, sendo neces
sario um certo numero de testes e cuidados. Aqui examinaremos oS casos que

poderao ser fonte de problemas e os testes a serem feitos.

No nosso caso, ambas as retas sao definidas a partir de dois

pontos, dados em forma de suas coordenadas cartesianas a duas dimensoes.

A equagao, para a reta definida por I e J &
obtida, por semelhanga de triangulos, para

um ponto interior a 1j, e € da forma

e SO -Iy_
Jx—Ix JF-IJf
ou seja

(x-L,) (9y"1,) = (3,-1)(y-1,) = 0

ou ainda

x{dy—ly} - Ix{dy'ly} - y(dx-lk} + Iy{Jx'Ix] =0 (4.1)
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chamando

teremos :

Y X, -YI+XI =0 (4.2)

A equagao acima pode apresentar duas redugoes particulares,

no caso da reta ser paralela a algum dos eixos.

1) Y =0 - reta paralela a OX

"

XK. ~Xl. =D ou Yy = cte (4.3)

2) X = 0 - reta paralela a OV

vx - v:x =0 ou X = cte (4.4)

Sejam duas retas, agora, definidas por dois pares de pontos

(i,d) e (k,1).
Sua intersecgao sera dada pela solugao do seguinte sistema:

R R P S . (8.5)

XKy Yia KKKy = 0 (4-6)
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onde, analogamente a definigao de'(4.2).

o i
YIJ Y I!

(4.7)
Yiq = Ky-Ly
X1 = KoLy

Como cada uma das retas pode estar sujeita aos dois casos

particulares ja vistos de paralelismo a eixos,estudemos agora cada um de

les.
1) Hij = 0 ; demais coeficientes nao nulos
x = cte
Y, . (J_-K.)
y = KX x| Ky (4.8)
X1

por substituigao direta.

2) X, = Yij =0 =~ nao existe reta.

3) Iij =0 ; X,y = 0 ; demais nao nulos-retas paralelas, nao ha solugao.
4) xij =0 ; f, =0 ; demais nao nulos-retas ortogonais
X = cte = Jx = Ix
(4.9)
y=cte=K, =1L

Y Y
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B) X;, =0 ; Y5, =0, Kk] = (0 - nao existe reta kl.

kl

6) Y.. = 0 ; demais nao nulos.

1]
y = cte = Iy - Jy
4.10)
X, (J,K. ) (
X = -——-—E-—k.l ‘y + K
Ya

7) Tij =0 ; xkl = (0 ; demais nao nulos
retas ortogonais
x = cte = Kk = LJlt
(4.11)
y = cte = Jy ol *
8) Y5 =0 ; Y, =0 ; demais nao nulos; retas paralelas, nao ha solugao.
9) ?ij =0 ; Y, =0; X, =0 -n3o existe reta kl; os casos de nulidade

de xij e/ou ?ij ja estao cobertos. Vejamos entao o que acontece se ape

nas um dos coeficientes ka ou Yk] se anula.

10) xk‘ =0
x=ttE=Kx#Lx
(4.12)
) Yij[Kx—Ix}
ys—0 -1
¥ Y
1]
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e
]

te w K. wil
k y

(4.13)
X, (K =1.)
x= L LI oq

Yij

e finalmente o caso em que nenhum € nulo, ou seja, o caso geral.

Multiplicando a equagao (4.5)  por —?k],nu1tip1icandﬂiaequaqﬁn (4.6)
por ?1j’ somando e evidenciando y teremos:
YosVos (R <0 Y = Xaa¥inl, ¥k
y = o e S ij kl'y k1'ijy (4.14)
Xi5%1 ~ X~ Vi

x - equagao (4.10) 'ou equacio (4.13)

e aqui surge o derradeiro problema de paralelismo, evidenciado se o de

nominador da equacao (4.14) for nulo.
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4.4 - CRITERIO PARA PONTO INTERIOR.

Para verificar se o ponto € uma intersecgao a contabilizar,
e necessario verificar se esta sobre o segmento que define a aresta testa

da e nao em qualquer outro ponto de seu suporte.

Basta calcularmos as distancias

d] - do ponto a I
d2 - do ponto a J

D -del ate J

e testamos se d] + d2 = .

Como porem tal calculo envolve extragao de raTzes,paraevi
tar erros de arredondamento, o teste de igualdade devera ser mudado para
um teste de igualdade dentro de certa precisao, estabelecida de acordo com

o numero de significativos dos dados de entrada;testamos entao se

onde TOL € a tolerancia do critério, que deve ser bem estipulada , caso

contrario teremos pontos dentro e fora ao mesmo tempo.
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4.5 - CRITERIO PARA PONTO EXTERIOR.

Uma outra verificagao a ser feita antes do ponto ser conta
bilizado € verificar se o ponto pertence ao prolongamento de 7J na diregao

1] e a partir de j.

Conforme as inclinagoes da reta, ou melhor, os sinais de

Xij e Yij, poderemos ter quatro casos, a saber:

1)

4[?
X:: 0 ;3 ¥, lﬂ
. PSR
j" TESTES
/ Y > JJF e X > Jx
Y
2)
JI.Y
xij <0 3 Yij <0
TESTES
F{f,zf’fffJ y<dy e xc< Jx
=25
X
3)
Jl..y
TESTES
{ Y < Jy e X > .]x
‘\\‘
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4)

v, . .
- xijtn‘,‘fijz-_u

TESTES

j’_:LJy e X<Jx

x|

4.6 - TIPOS DE FACES.

Tendo ja obtido o numero de intersecgdes, ou seja, k, e por

tanto, o sinal correto do vetor normal interno n, consideremos

Ap=W%.VJ (4.15)

-

onde vj e o vetor cujo suporte passa pelo observador e pelo ponto j e o
sentido e do primeiro para o ultimo, ou seja, se as coordenadas do observa

dor sao (x , ¥ , z ), as componentes de VJ serao

XI:IIJ = Jx - X

B (4.16)
Yoy =9 =¥
Inj = JZ - I

Se p>0, ne v] apontam para a mesma direcao ,ou seja, pa

ra fora do observador; devera portanto a face em questao ser frontal ao

observador.
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Se ap >,0 a face tem seu vetor normal n apontado na diregao
do observador. Se consideramos que nosso poliedro e fechado, tais faces
evidentemente serao invisiveis, pois a menos de uma aresta, que eventual
mente se 1imite com uma face frontal visivel, a citada face frontal a es

conde inteiramente;tais faces invisiveis sao ditas traseiras.

Para poliedros convexos, ou seja, para poliedros em que ne
nhum angulo diedro interno e maior que m o problema de visibilidade termi

na aqui, ou seja,

FACES FRONTAIS sao visiveis

FACES TRASEIRAS sao invisiveis

Consideremos, porém, o solido abaixo:

<ij;‘

e ' A face apontada pela seta, embora uma face fron

tal, e apenas parcialmente visivel, e poderia,de
pendendo da posigao do observador, ser completa

mente invisivel,

-

Podemos ,ainda notar que o angulo diedro interno com a
face (no caso trazeira) que lhe partilha uma aresta, € maior que =, ou

seja, temos um poliedro concavo.

Como no caso mais geral nao podemos prever, com o até ago

ra visto, a visibilidade de tais poliedros; teremos que nos aprofundar no
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estudo das faces e,agora, de aresta por aresta, pois como vimos no exem

plo acima, as arestas podem ser, inclusive, visiveis em parte.



CAPTTULO V

CLASSIFICAGAO DAS ARESTAS

5.1 - TIPOS DE ARESTAS.

Como uma aresta e sempre partilhada por duas faces, sequn
do a natureza destas faces, teremos quatro tipos possiveis de arestas,que

numeraremos de um a quatro, e que se dividem em duas categorias -

POSITIVAMENTE INVISIVEIS (1 e 2)
POTENCIALMENTE VISTVEIS (3 e 4)

Para o0 nosso estudo so interessarao, evidentemente as de
numero 3 e 4, que sao as unicas com possibilidade de serem visiveis,ainda

que parcialmente.

Adotaremos um criterio de exaustdo - uma aresta sera de

clarada visTvel se nao se conseguir demonstrar que e invisivel.
Sejam duas faces P e Q.

Sejam b, € 8, definidos como na equagao (4.15) - os pro

dutos escalares que nos dao o tipo das faces - frontal ou traseira.
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Consideremos ainda a figura seguinte, onde n_e n 530,
p ¢ Mg

respectivamente, os vetores normais

as faces P e Q.

Seja 0,, 0 angulo diedro interno en

- tre as faces P e Q.

Definamos ainda o produto misto.

(5.1)

-+ - P - .
onde v;. e 0 velho vetor usado para determinar o vetor normal a face (i

J
e j em ordem horaria por fora).

¥ -+ - .
Geometricamente podemos ver que n_ x ﬁq tera sentido opos

p
to a ﬁij se 6, > w e mesmo sentido se o, < w . Ou seja, resumindo;
A <0 se @
pq = pa = "
(5.2)
A >0 se 0
Pq pg * 7

5.2 - ARESTAS POSITIVAMENTE INVISTVEIS.

5.2.1 - ARESTA TIPO 1.

E uma interseccao entre duas faces traseiras, e e evidente

mente invisivel, ja que uma face traseira sempre o &.



sid]

Matematicamente uma aresta e tipo 1 se
A <0)A(A <0 (5.3)
(8, <0) A (3, <0)

onde A indica o "E" logico.
5.2.2 - ARESTA TIPOD 2.

E a intersecgao entre uma face frontal P e uma face trasei
ra (, dispostas de tal maneira que a face trazeira Q oculta a dianteira
P em relacao ao observador. Evidentemente, tal situagao so pode ocorrer
para um par de Faces cujo angulo diedro interno & maior que . Como
toda face trazeira e por sua vez ocultada por uma ou mais faces diantei
ras (vide figura 5.1) & facil ver que uma aresta nestas condigdes & cer

tamente invisivel.

A expressao logica a ser satisfeita para classificar uma

aresta como tipo 2 € de > w;
p qu :apnr{}t-:-ﬁqiﬂ ou

5.4
(ﬁp > 0) A {aq < 0) A {apq < 0) (5.4)
5.3 - ARESTAS POTENCIALMENTE VISTVEIS,

5.3.1 - ARESTA TIPO 3.

Uma aresta e potencialmente visivel se as duas faces envol

vidas P e g sao tambem, como no tipo 2, uma frontal e outra traseira, mas
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desta vez a frontal se interpoe entre o observador e a traseira.

(P traseira, Q frontal e ©__ o complemento do assinalado na figura 5.1) e

Pq

isto naturalmente implica em @pq < n caso. Contrario ambas as faces se

riam dianteiras para o observador.

Matematicamente, podemos dizer:

(8, > 0) A (8, 2 0) A {8, >0) (5.5)

5.3.2 - ARESTA TIPO 4.

Naturalmente, resta-nos agora para a aresta tipo 4 a ares
ta comum a duas faces frontais, aresta esta que obviamente tem possibili
dades de ser visivel. 0 criterio de classificacao sera entao o acima, sem

importar o angulo interno entre as duas faces.
Matematicamente, temos:

{ﬁp > 0) A {ﬁq > 0) (5.6)

5.4 - PROCEDIMENTO COMPUTACIONAL.

Computacionalmente falando, tal procedimento nao deve apre
sentar problemas, pois a esta altura ja devemos ter as componentes do ve
tor normal interior de cada face armazenadas nas posigoes cabega de face

dos vetores PX, PY e PZ, posicoes esta devidamente apontada por NFACES,eo
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tipo da face armazenada na posigao correspondente de NINDEX. Basta-nos

-+ y P -
apenas montar o vetor Vij € realizar o produto misto, o que e elementar.



CAPITULO VI
VISIBILIDADE DAS ARESTAS
6.1 - PLANOS OCULTANTES
Como ja foi explicado, uma aresta potencialmente visivel, ou se
ja, tipo 3 ou tipo 4, tera que sofrer mais alguns testes para se verificar

se e, parcial ou totalmente, invisivel.

Deve ficar claro que testamos a invisibilidade da aresta, ou se

ja, esta sera declarada visivel apenas quando ndao encontrarmos nenhum moti

vo para declara-la invisivel.

Torna-se evidente que tais testes precisam ser feitos em relagao

as faces do poliedro, como projetadas.

Uma propriedade de ocultagao e, desde ja imediata - nao temos ne
cessidade de realizar o teste com nenhuma face traseira (o que se  torna
evidente se nos lembramos de que as faces traseiras sao, por sua vez, ocul
tadas por faces frontais). Assim se testamos uma aresta com relagao a to
das as faces frontais que nao a contem, podemos ter certeza de que implici

tamente ja a testamos em relagao a todas as faces do poliedro.
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Alguns testes, bastante envolvidos, nos dirao se, ou que

parte, nao e ocultado.

6.2 - INTERPOSIGAO DE PLANOS

E evidente que, para uma aresta ter possibilidade de ser
escondida por uma face, o plano que suporta a face devera se interpor en

tre o observador e a aresta (ou pelo menos parte da aresta).

Para a verificagao de tal interposigao entre o observador
e um qualquer ponto da reta, o criterio e imediato. Basta verificar se a
face, que ja vimos ser frontal em re

lagao ao observador, & traseira em re

(?" lagao a um observador situado no pon
to P a testar, utilizando-se o ja co
nhecido processo do produto escalar.

Fige 6]

Estamos, porem interessados em verificar arestas, ou seja,

segmentos de reta, e nao pontos.

A solugao adotada foi a de verificar os 2 extremos do seg

mento. Tres casos poderao acontecer:

1). 0 plano nao se interpoe entre a aresta e o observador. Neste caso

nao ha possibilidade de ocultagao da aresta pela face em teste.
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2). 0 plano se interpoe entre a aresta interna e o observador. Neste ca
so,ha a possibilidade de ocultagao, e deveremos proceder a testes no

plano de projegao, descritos na secgao 6.4.

3). 0 plano se interpoe entre o observador e parte da aresta, ou seja, o
segmento que a define fura o plano suporte da face em teste (mas
nao a parte deste plano que define a face. E evidente que uma aresta
de outra face pode ter com esta apenas uma extremidade (ou vertice)

comum.,

0 tratamento de tais casos constitui um procedimento prepa
ratorio para o teste na projecao, descrito na segao 6.4 e sera definido a

seguir.

6.3 - VERIFICAGAO DA POSICAO RELATIVA DO TRAGO DA ARESTA NO PLANO SUPOR
TE EM RELAGAO A FACE E AQ OBSERVADOR.

Suponhamos as duas arestas e a face da figura abaixo:
I I3

/__.—r—'-".
wall |
T
|
Ju i
o ) '
* i |
: L3, "2
bJz, =
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E evidente que a aresta I,J, sera visivel em relagao a fa
ce de teste, mas a aresta I1J] devera ser testada na projegao. Mais ain
da, nao deveremos testar I,J, na projegao, pois parte de sua projegao po
dera ser coincidente com um segmento de reta contido na drea (projetada)

da face e teremos uma visibilidade falsa.

Aqui, porem ao contrario do procedimento indicado na se
¢ao precedente, verificar se a aresta esta "entre" o observador e a face,
ou "atras" da face, em relagao ao observador, nao e algo de percepgao

imediata e que se resolva com um mero produto escalar.

Suponhamos a figura abaixo,

©) /T :

Fig. 6.3

onde I e J sao os extremos da aresta, T e seu trago no plano g que supor
ta a face em teste, 0 o observador e r a reta intersecgao dos planos 1 e

do plano definido pela aresta IJ e o ponto 0.
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Kis Kps Ky & Ky sao as intersecgoes de r com os segmentos
que definem as arestas da face de teste, ou seja, que pertencem a r e 1in
teriores a uma qualquer aresta. 0 processo se resume em encontrar algum
ponto Ki. e caso encontrado, qual, que se situe no semiplano que contem o

ponto 0 e seja suportado pelo plano definido por OJI.

0 teste na projecao devera ser realizado sempre que houver

um tal ponto Ki‘ porem, nao necessariamente toda a aresta sera verificada.

Se nos referimos ao segmento IT da figura anterior, vemos
que o mesmo e inteiramente visivel. Portanto, devemos testar a aresta ape
nas contra as arestas que produziram intersecgao Ky do tipo referido aci
ma, sob pena de cortar a aresta em outros pontos irreais e esconder par

tes da mesma que sao necessariamente visiveis.
6.3.1 - DETERMINAGAO DO TRAGCO DA ARESTA

0 ponto T, trago da aresta no plano da face, e o ponto co
mum aos tres seguintes planos - plano da face e os dois planos que formam

a aresta em questao.

Ja temos os vetores normais a todos os planos que suportam
faces; a equagao de cada um destes planos ficara determinada se encontrar
mos o termo independente de cada uma delas. Isto e facilmente obtenivel

substituindo-se numa equagao genérica do 19 grau a 3 incognitas os coefi
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cientes das variaveis pelas componentes do vetor normal e as variaveis pe
las coordenadas de um qualquer ponto do plano (i.e., um dos vertices da

face que este plano suporta).

Uma vez obtidas as 3 equagoes, a solugao simultanea das

mesmas sera o terno de coordenadas do ponto T.

6.3.2 - DETERMINAGAO DE PONTOS CONTIDOS EM UM SEMIPLANO

Observemos a figura abaixo:

Seja o semiplano do plano 0IJ em questao delimitado pelo

suporte do segmento IJ, e que contem 0.

Seja o ponto S o simetrico, em relagao a reta acima mencio
nada, do ponto 0 (um qualquer ponto conhecido do semiplano, no caso a po

sigao do observador).

Suponhamos dois pontos, L e K, respectivamente pertencente

e nao pertencente ao semiplano, mas sempre em seu suporte 0IJ.
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E evidente que |OL| < [LS| e [OK| > [KS|, o que nos fornece imedi

atamente o criterio de escolha.

Naturalmente, o maior problema consiste em determinar o ponto S,
simetrico de 0, ja que distancias entre pontos sao de determinagao elemen

tar.

6.3.3 - DETERMINAGEO DO PONTO SIMETRICO.

Seja a figura abaixo

Conhecido o ponto P, ponto medio
da reta 0S e que pertence a IJ,

as coordenadas do ponto S sao ob
tidas, a partir de P e 0 pelas

formulas evidentes:

s, =2, -0
S =g, ~,
Fig. 6.5
s, =2, -0,

0 problema se resume entao em encontrar o ponto P.

Notemos que o ponto P pertence aos 3 planos seguintes.

1). Os dois planos que definem a aresta IJ, de equagao conhecida.
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2). Ao plano que contem 0 e & normal a reta suporte de IJ, cuja equagao

precisamos determinar.

Sabemos porem que a equacao de um plano normal a uma reta que

passa por um ponto e dada por
a(x-0,) + b{y—ﬂy] +c(z-0,) = 0

onde a, b e ¢ sao proporcionais aos cossenos diretores da reta com rela

Gao aos eixos x, y, e z respectivamente.

Assim, se fazemos

J 1
b= Yj o Y1
c = Ij -1

temos imediatamente a equagao do terceiro plano, e a resolugao simulta

nea das 3 equagoes de planos nos dara o ponto P.
6.4 - RECOBRIMENTO POR FACE
Uma vez encontrado um plano que se interponha entre a aresta e

o observador, resta investigar se a projegao, ressalvadas as arestas que

estao atras da face no plano de projegao, recobre, pelo menos em parte,



- 83 -

o segmento de reta que contitui a projecao da aresta no mesmo plano.

A realizagao de tal faganha se efetua de forma semelhante

a verificagao da concavidade de um particular vertice numa face (cap. 3).

Podemos ver, na figura ao lado, que se o
prolongamento de uma aresta em um particu

lar sentido e cortada por um numero nulo

ou par de arestas da face, o segmento com
il Fig. 6.6 preendido entre o vertice prolongado e a
primeira intersecao da aresta projetada com alguma aresta da face proje
tada (e caso nao haja intersecgao no interior do segmento, o outro verti
ce) & visivel. Caso seja Tmpar, & invisivel. Caso tenhamos mais de uma
interseccao dentro, e possivel que mais de um segmento seja visivel,como
no caso da reta 2 acima. Neste caso, os segmentos em que se dividiu a
aresta se alternam como visiveis e invisiveis, em relacao aquela particu

lar face, sendo que o primeiro segmento (que contem um vertice) sera vi
sivel ou nao, de acordo com o criterio acima mencionado. Haturaimente,ei

te manuseio pressupoe em algum ponto uma ordenagao das interseccoes den

tro do segmento de maneira que a alternancia se verifique.
Dois casos particulares chamam de imediato a atengao.
1). 0 segmento tangencia um vertice da face projetada, dando duas inter

secgoes superpostas. Nao constitui problema porque alternaremos com um

segmento de comprimento nulo.
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2). Um dos extremos do segmento coincide com um ponto de uma aresta da fa
ce projetada, ou com um de seus vertices, produzindo assim um ponto
duplo ou triplo que estragaria o nosso criterio de Tmpar-par e a nos

sa alternativa visivel-invisivel.

No caso de ponto duplo, as redundancias sao simplesmente
removidas, retirando-se um dos pontos do vetor que armazena as interse

cgoes, e recaimos nos criterios normais.

Se detectamos, porem, um ponto triplo, o jeito & usar o
mesmo processo explicado no capitulo 3 de deslocar ligeiramente uma das

extremidades da reta, e refazer. Este &, alias, um caso muito comum.

Voltando ao fato de possivelmente termos o segmento divi
dido em varios outros, devemos guardar os considerados visiveis em rela
cao a esta face em uma pilha para podermos testar cada um deles com as

demais.

0 processo da pilha, permite inclusive que novas subdivi

soes, advindas de outros testes, sejam acrescentadas a fila de testes.
6.5 - ALGORITMO PARA 0O TESTE DE RECOBRIMENTO

Apresentamos a seguir uma descrigao mais detalhada do es

tudo de uisihi]idadé das arestas.



1).

2}

3).

4).
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Procuramos uma aresta. Se nao for das tipos 3 ou 4, procuramos a

seguinte.

Obtemos seus extremos no espago e no plano de projecgao.

Fazemos uma varredura por todas as faces, abandonando faces traseiras

ou que contenham a aresta.

A seguir verificamos se esta face e traseira em relagao a
pelo menos um dos extremos, da maneira ja estudada no capitulo V. Em

caso negativo, abandonamos tambem esta face.

A esta altura do procedimento so chegam faces que oferecem possibilida

de de ocultacdo e precisam ser testadas na projegao.

Assim ligamos o indicador de teste no plano e ramificamos

para o procedimento de testes no plano (6.6).

Apos o retorno, fazemos algumas verificagoes quanto ao nﬁ

mero de pontos que retornaram como extremos de segmentos a tracar.

Se apenas dois, fazemos os extremos das arestas iquais 2
estes pontos e prosseguimos os testes com outros planns, Caso nao haja

mais planos, simplesmente tragamos.
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Se nao retornou nenhum ponto, vamos a pilha onde ha segmen
tos da aresta a testar e vemos se ha mais algum a testar com esta particu
lar face e as sequintes. Se houver, fazemos os extremos iguais a estes dois
pontos e reiteramos. Caso nao haja nenhum, partimos para o teste de outra

aresta.

Se retornaram mais de dois, ou seja, a aresta foi quebrada
em varios segmentos, acrescentamos a pilha e, fazendo os extremos a testar
iguais aos pontos do topo, passamos a testar este, e depois os outros, com

o mesmo plano e todas as faces que se seguem.

Se porem chegamos a examinar todas as faces e nao houve
teste no plano, isto significa que a aresta & visivel, ja que nao ha plano

que a possa ocultar. Neste caso, tragamos a aresta como tal.

6.6 - ALGORITMO DE TESTE NA PROJEGAO

Este procedimento recebe um par de pontos a testar contra
um determinado poligono. Fazemos, portanto, uma varredura sobre todos os
seus lados, invocando, pela ordem, os procedimentos abaixo, ja descritos no

capitulo 3.

1). Calculamos a intersecgao das duas retas (lado e aresta).

2). Verificamos se pertence ao interior do lado. Caso pertenga, colocamo-la

em uma pilha (PT),



3).

4).

6).

7).
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Verificamos se pertence tambem ao interior da aresta, e caso afirmati

vo guardamo-la em uma segunda pilha (P2).

Percorrendo todos os pontos armazenados em P1 verificamos quantos de
les pertencem a cada qual dos dois prolongamentos laterais da aresta,

para 0 nosso criterio de visibilidade.

. Fazemos a seguir, um acrescimo em P2 dos extremos da aresta e em segui

da classificamos P2 numa ordem qualquer (tanto faz crescente ou decres
cente) segundo as coordenadas x, ou, caso a aresta seja paralela ao
eixo oy, segundo y, a fim de ter na pilha P2 um conjunto de pontos que
realmente reproduza uma sucessao de pontos sobre o segmento projetado,
(a fim de que cada par de pontos realmente seja um dos pequenos segmen

tos em que foi cortada a reta).

Como existe (ja mencionada) a possibilidade de termos uma intersecgao

coincidente com um dos pontos extremos da reta (2 ou 3 pontos coinci
dentes), apos o acréscimo dos extremos e a classificagao acima mencio
nada, @ necessario chamar um procedimento que remova as  redundancias
do topo e do fundo da pilha, se as houver, e contabilize quantos pon

tos foram removidos de cada extremidade.

Se houve um numero par de intersecgOes em cada prolongamento da aresta,

verificamos se houve 3 redundancias em alguma extremidade da pilha.
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Caso tenha havido, mudamos ligeiramente as coordenadas de

um dos extremos da reta e refazemos todo o processo.

Como agora se trata de pontos a tragar, teriamos que res
taurar as coordenadas destes pontos antes de traca-los. Esta complicagao
adicional pode, contudo, ser contornada se a mudanca de coordenadas for
suficiente para remover a degenerecencia dos criterios de  visibilidade
mas suficientemente pequena para ser inferior a precisao da maquina de

tracamento.

Caso nao tenha havido redundancia tripla, retornamos, ja

que os dois extremos sao visiveis,

8). Caso tenhamos um numero Tmpar de pontos em cada prolongamento da ares
ta, isto significa que ambos os pontos extremos originais da aresta
sao invisiveis, e por isto retiramos um ponto de cada extremo da fi

la, antes de retornar.

9). Sobra-nos o caso em que houve um numero impar de interseccoes em ape
nas um dos extremos originais da aresta. Como contabilizamos separada
mente, sabemos exatamente qual o extremo a ser retirado. Se a pilha

contem tres elementos apenas, eliminamos o invisivel e retornamos.

Caso contrario, retornamos com a pilha simplesmente.



CAPITULO VII

CONCLUSOES

7.1 - IMPLEMENTAGAO.

0 algoritmo descrito anteriormente foi implementado num
computador B-6700 (Burroughs Co.), no INPE (Instituto de Pesquisas Espa

ciais).

A programacao foi toda ela escrita em FORTRAN IV,"level H,"
resultando numa massa de aproximadamente 900 cartoes, incluindo cerca de
100 de comentarios. Foi levada ainda em conta a nossa "plotter", Calcomp
mod. 565, "off-line" e todo o conjunto de rotinas basicas para ela desen

volvido.,

0 programa ocupa 2141 palavras de 48 bits e, para o ultimo
exemplo apresentado (Apendice B) o espago para matrizes e de 6.300 pala
vras. Cada uma das vistas, no referido exemplo, necessitou de um tempo de

processamento de 20 sequndos em media.

Muito embora tenha sido implementado para o B-6700, com uma
cuidadosa segmentagao e a mudanga de alguns parametros transferidos para

subrotinas, o programa em questao podera rodar em computadores menores, co
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mo o B-3500, por exemplo, muito embora o dispéndio de tempo seja bastante

maior.
7.2 - EFICIENCIA,

Nossa unica referencia de tempo para termos de comparagao
e o citado na ref. 4 - de uma média de 8 segundos por vista, em um compu

tador CDC 6600.

Nosso programa tem um tempo medio de 20 segundos por vis
ta, para um solido de complexidade equivalente, em um computador B-6700,
cerca de 10 vezes mais lento, pelo menos, indicando assim um ganho aproxi

mado de 4 vezes.
7.3 - PNSSIBILIDADES DE EXTENSAO.

0 algoritmo e suficientemente simples para que seja exten
dido de modo a abranger furos em faces e linhas (elementos de fachada, no

caso arquitetonico).

0 mesmo algoritmo, se aplicado duas vezes, podera determi
nar regioes de luz e sombra, se encaramos uma fonte pontual como um segun

do observador.

Finalmente, uma sequnda etapa poderia extender os conceitos
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de maneira a abranger tambem superficies curvas, por exemplo, conicas de

revolugao.

Uma outra ideia interessante seria a de, uma vez determina
da uma vista, partir para as demais, muito proximas, por um processo de
perturbagoes, o que diminuiria sensivelmente a cintilagao no caso de estu

do de movimento em terminal de video (vide ref. 8).



_53-.

BIBLIOGRAFIA

1) BOUKNIGHT, W.J. - "A PROCEDURE FOR GENERATION OF THREE-DIMENSIONAL HALF-

2)

3)

4)

6)

7)

8)

TONED COMPUTER GRAPHICS PRESENTATIONS".
Com. ACM., Vol., 13, n? 9, pag. 527, Sept. 1970.

ENCARNAGAO, J. e GILOI, W. - "PRADIS - AN ADVANCING PROGRAMMING SYSTEM
FOR 3-D-DISPLAY.

AFIPS, Spring joint Computer Conference, 1972, pag. 985.

HANDLER, W. e WEIZENBAUM, J.(Editores) - "DISPLAY USE FOR MAN-MACHINE
DIALOG".
CARL HANSER VERLAG, Munique, 1972.

FREEMAN, H. e LOUTRELL, P.P. - "AN ALGORITM FOR THE SOLUTION OF THE TWO-
DIMENSIONAL HIDDEN-LINE PROBLEM".
IEEE - Trans. on Elect. Comp. Vol. EC-16, pag. 784, Dec. 1967.

LOUTRELL, P.P., - "A SOLUTION TO THE HIDDEN-LINE PROBLEM FOR COMPUTER-
DRAWN POLIHEDRA".
IEEE - Trans. on Computers, Vol. C-19, nQ 3, pag. 205, March 1970.

PEREIRA, J.A.G. e BUSS FILHO, A.C. - “HEPRESEHTAﬁﬁU EM PERSPECTIVA DE
FUNCOES A DUAS VARIAVEIS",
INPE-264-RI/53 - Relatorio interno-INPE, Nov. 1972.

KUBERT, B., SZAB, J. e GUGLIERI, S. - THE PERSPECTIVE REPRESENTATION
OF FUNCTIONS OF TWO VARIABLES".
J. ACM. - Vol. 15, n? 2, April 1968.

MATSUSHITA, Y. - "HIDDEN LINES ELIMINATION FOR A ROTATING '0BJECT".
Com. ACM. Vol. 15, n® 4, pag. 245, April 1972.



-.54_

9) DUDA, R.O. e HART, P.E. - "USE OF HOUGH TRANSFORMATION TO DETECT LINES
AND CURVES IN PICTURES".
Com. ACM. Vol, 15, n? 1, pag. 11, Jan. 1972,

10) COMBA, P.G. - "A PROCEDURE FOR DETECTING INTERSECTION OF THREE-DIMEN
SIONAL OBJECTS".
J. ACM, - Vol, 15, pag. 354, July 1968,



-65_

APENDICE A

NOTACAD EMPREGADA

A menos de referencias explicita no texto, a notagao obede

ce a sequinte convengao:

1) Letras latinas:- maiusculas representam pontos.

- mailsculas seguidas de um subescrito representam coordenadas de pon

tos.

- maiusculas sequidas de dois subescritos representam diferencas de

coordenadas de dois pontos.

2) Letras latinas minusculas e gregas representam constantes e variaveis

de um modo geral, a excecao da letra N que representa planos.

3) 0 sinal A indica o operador "e" 1ogico.
0 sinal X indica produto vetorial.

0 sinal . indica produto escalar.



APENDICE B

EXEMPLO

0s dados devem ser organizados da seguinte forma.
Para cada face, entrar com os seguintes cartoes:

1) Um cartao especificando numero de arestas de cada face, e o numero de
arestas do buraco da face, se houver,

FORMATO 212 .

2) Quantos cartoes necessarios para se especificar os ternos coordenados
de cada vertice da face, ate dois pontos por cartao.

FORMATO 6F10.0

Apos todos os conjuntos de cartoes de cada face, colocar

um cartao em branco, que indica fim dos dados do poliedro.

Depois do cartao em branco acima mencionado, colocar os
cartoes que especificarao a vista que se deseja, contendo as seguintes in

formagoes:

1) angulo de elevagao do observador (em relagao ao eixo z positivo).
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2) angulo de posicionamento do observador no plano xy (em relagao ao eixo

x positivo).
3) distancia do observador a origem.
4) distancia do plano de projecao ao observador.
5) largura maxima do desenho, em polegadas.
6) altura maxima do desenho, em polegadas.
7) ordenada x do ponto inferior esquerdo do desenho, em polegadas.
8) ordenada y do ponto inferinr esquerdo do desenho, em polegadas.

FORMATO 8F10.0

Usar tantos cartoes quantas vistas se quizer.

0 programa e construido de modo a evitar que erros redun

dem em processamento indtil.

Assim, se um dado vertice pertencer a menos de 3 faces,

uma mensagem de erro sera emitida e nao havera prosseguimento.

0 mesmo acontecera Se uma aresta pertencer a menos ou
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a mais que duas faces.

Segue-se um exemplo dos cartoes de entrada para um cubo,
de faces paralelas aos eixos, com um vertice na origem, e um exemplo
mais complicado, completo, com figuras e listagens produzidas, bem como

listagem dos dados.
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DADOS DE SAIDA
PARA 0 CUBO



M

in

PX

0000
1,0000
1.0000
1.0000
1.0000
0,0000
1.0000
00,0000
ND.,0000
1.0000
0,0000
0.0000
D,000%
0,0000
O, 0000
r}u Unﬂi]
0,0000
0,000
1.0000
1.0000
0.,0000
1.,0000
1.u000
0., 0000
0,0000
0.,0000
D.LNOG
leﬁﬂﬂh
1.0000
n.cnnn

NFACF

Py

H,0onpn
1.0000
1. 0000
N, 0000
i, ONUN
N, N0N
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10000
1.0000
1.0000
Na000LN
1.00010
1.000n0
0, 00n0n
(r, 000N
n 000N
ND0000
N, N0ON
D.000n
N, 0000
i) I'!ﬂhﬂ
1 000N
T R EFY )
N,0000
1.0006n0
0, 0000
1, 0ni:n
i, Dot
1.000n0
10060

P/

D00
10000
O, 0000
N, 0000
L.0v0nn
., nnon
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1 000N
e 1113000
d.nriGn
0 o i
(g 0
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1 0
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e (00N
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10000
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0, 0nnn
1 1100
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U,uhiGo
0,060
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Fig. B.2
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CONJUNTO DE POLIEDROS
DADOS DE ENTRADA
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CONJUNTO DE POLIEDROS
LISTAGEM DE SAIDA



M

gl

Px

U, ufon
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Fa iy
L5000
F.0000
. 0000
“ o ‘jf}qj[}
VIR
fa5000
b o D10)U)1)
frg ()NO0
0000
f.5000
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9.u000
G000
7.5000
Q0000
10,5004
Oa 0130
T95000
195001
Fa 0000
0000
e300
.00
0000
Y0009
7.95000
Ba. U000
4.5000
O.,0000
Lo
1300010
13,0000
10,0000
D.0000
100000
13,0000
13.0000
i0.0000
Q.0000
13.0000
LD, 0000
10,0000
13,0000
0.0000
Lo, 0000
13,0000

{FANLE

1y

PY

e 00U
Be i
5. 00Nd
f 5000
Lo 000
100000
Fo000
e NON0
Fa ﬁl}ﬂd
Fa500U
10 & ﬂﬂﬂU
1) o OO
7.5000
T 0004
Lo.000U
o OOD0
7,900
10004
fa2001)
Dot
fa50n00
|r o 5'.”.”1
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e 00U
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1'.’ -] 1-.“_‘””
100000
Lo 0000
13,0000
130000
D000
1300040
13.0000
10000
la.000uU
N.0000
100000
1n.00n00
10.0000
L0000
D.0000
13,0000
13,0000

Pz

U ugn
0000
), 0000
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U000
B,0000
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b.0000
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b, 0000
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D 0000
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B e 0ii)0)
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