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Gonçalo Renildo Lima Cerqueira

Tese de Doutorado do Curso de Pós-Graduação em Computação Aplicada,

orientada pelo Dr. Horácio Hideki Yanasse, aprovada em 04 de agosto de 2009.

Registro do documento original:

<http://urlib.net/sid.inpe.br/mtc-m18@80/2009/07.08.22.22>

INPE
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RESUMO

Neste trabalho, foca-se o problema de corte de estoque unidimensional em que são
considerados dois objetivos: a minimização do desperd́ıcio e a redução do número de
padrões na solução. Quatro novas heuŕısticas para resolver este problema são propos-
tas. As três primeiras heuŕısticas possuem três fases: na primeira fase um conjunto
inicial de padrões é gerado, na segunda fase um problema residual é resolvido, e, na
terceira fase uma técnica de redução de padrões é aplicada à solução do problema.
A metodologia aplicada nas fases 2 e 3 é a mesma para estas 3 heuŕısticas conside-
radas, que diferem apenas na fase 1 quanto à metodologia adotada na obtenção dos
padrões. A quarta heuŕıstica tem apenas duas fases. Na primeira fase utiliza-se uma
variante de uma heuŕıstica recentemente proposta na literatura em que várias solu-
ções são geradas e a melhor é mantida. A segunda fase desta heuŕıstica 4 é idêntica
à fase 3 das 3 heuŕısticas anteriores. Na heuŕıstica 1 os padrões são gerados levando-
se em consideração a demanda média dos itens remanescentes, valorizando os itens
maiores. Na heuŕıstica 2, os padrões são gerados a partir de uma divisão dos itens em
dois grupos disjuntos de acordo com suas demandas. A heuŕıstica 3 é uma variante
da heuŕıstica 2, em que modificamos a maneira de dividir os itens em grupos, que
não necessariamente são disjuntos e a quantidade destes grupos é definida de acordo
com a demanda residual dos itens a cada iteração. Na heuŕıstica 4 são gerados pa-
drões que podem ser cortados com diferentes frequências pré-estabelecidas de acordo
com as demandas dos itens existentes no problema. Propomos também uma varia-
ção do procedimento de redução de padrões da literatura conhecido como KOMBI,
a fim de melhorar seu desempenho, possibilitando um maior número e combinação
de padrões, contribuindo assim, para reduzir mais o número de padrões na solução
do problema, o qual denominamos de KOMBI MODIFICADO ou KOMBI-M. São
realizados testes computacionais com instâncias da literatura e observa-se que as
heuŕısticas propostas apresentam um bom desempenho em termos de qualidade de
solução quando comparadas com outras soluções geradas por métodos recentes da
literatura, com média de tempo computacional aceitável.





HEURISTICS BASED ON SEQUENTIAL PATTERN GENERATION
FOR THE ONE-DIMENSIONAL CUTTING STOCK PROBLEM

WITH A REDUCED NUMBER OF PATTERNS

ABSTRACT

In this work, the one-dimensional cutting stock problem with the objectives of mi-
nimizing waste and reducing the number of patterns in the solution is considered.
Four new heuristics to solve this problem are proposed. The first three heuristics
have three phases: in the first phase an initial set of patterns is generated, in the
second phase a residual problem is solved and in the third phase a pattern reduction
technique is applied to the solution of the problem. The methodology applied in the
second and third phases is the same for all these three heuristics. The heuristics
differ only in phase 1 regarding the methodology used to generate the patterns. The
fourth heuristic has only two phases. In the first phase, a variation of a heuristic
procedure recently proposed in the literature is used, where several solutions are ge-
nerated and the best is chosen. The second phase of heuristic 4 is identical to phase
3 of the three previous heuristics. In the first heuristic the patterns are generated
taking into consideration the average demand of the remaining items, valuing the
larger items. In the second heuristic, the patterns are generated dividing the items
in two disjoint groups according to their demands. The third heuristic is a variant
of the second heuristic, modifying the way the items are divided in groups, that are
not necessarily disjoint sets and the quantity of items in these groups is determined
according to the residual demand of the items at each iteration. In the fourth heuris-
tic, patterns that can be cut with different pre-established frequencies, set according
to the demands of the existing items, are generated. We also propose a variant of the
procedure in of the literature known as KOMBI, that we denominated MODIFIED
KOMBI or KOMBI-M. We performed computational tests with instances of the li-
terature and we observed that the proposed heuristics present a good performance
in terms of quality of solutions when compared with other solutions generated by
recent methods of the literature, with an acceptable computational time average.
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2.2 Heuŕısticas Simples para Resolução do PCEU . . . . . . . . . . . . . . . 35
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4.2 Heuŕıstica 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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4.14 Solução da Heuŕıstica pós KOMBI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.15 Exemplo 4: dados do problema de corte . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.16 Exemplo 4: Solução do Problema de Corte . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
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4.21 Solução do exemplo 1 com a Heuŕıstica 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
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1 INTRODUÇÃO

Na tentativa de melhor utilizar os recursos dispońıveis, muitas empresas de papel,

de móveis, de vidro, metalúrgica, plástica, têxtil etc, que lidam no dia a dia com

a tarefa de cortar peças menores a partir de peças maiores têm demonstrado um

crescente interesse em técnicas que visam a otimização do processo de corte.

Problemas de corte consistem em cortar diferentes tipos de itens a partir de peças

maiores em estoque (objetos), buscando otimizar alguma função objetivo, que pode

ser, por exemplo, a minimização dos custos ou da quantidade de objetos cortados. É

também comum na literatura considerar-se vários objetivos para o problema, como

em Wascher (1990), Sweeney e Haessler (1990), Moretti e Neto (2008) e Lopes e

Araujo (2009).

Determinar a melhor maneira de alocar os itens menores dentro dos objetos maiores,

dá origem aos conhecidos problemas de empacotamento. É comumente observado no

setor industrial em operações loǵısticas como a alocação de produtos para transporte

em caminhões baús de volumes variados, vagões, contêineres de navio e outros es-

paços menores, como caixas e recipientes de isopor, muito usados pela indústria

farmacêutica.

Planejar tais operações é de fundamental importância nestes casos, a fim de me-

lhor aproveitar os espaços dispońıveis nestes recipientes. Segundo Arenales et al.

(36.,2004) o problema de corte pode ser pensado como um problema de empacota-

mento e (vice-versa), pois a parte do material que será cortado para a produção de

um item, pode ser identificada como o espaço ocupado por este, e por esta razão,

tais problemas são referidos como Problemas de Corte e Empacotamento (PCE) e

são paralelamente estudados.

A variedade no tamanho dos itens envolvidos e as suas demandas, permitem dife-

rentes maneiras para cortar o objeto em estoque. Esta maneira de cortar o objeto

para produzir os diferentes itens é o que chamamos de padrão de corte. Embora a

escolha dos melhores padrões de corte contribuam para um melhor planejamento de

produção numa empresa, observa-se ainda, principalmente nas pequenas e médias

empresas, que a escolha destes padrões é feita com base na experiência de algum

funcionário ou decisor, o que pode levar a produzir mais sobras de material que o

inevitável, gerando um custo maior que o necessário na produção. Um exemplo de
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problema de corte de estoque com alguns padrões posśıveis é mostrado na Figura 1.1.

A área hachurada representa o desperd́ıcio gerado.   
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Figura 1.1 - Problema de corte de estoque: (a) objetos em estoque, (b) itens demandados, (c) padrões
de corte

Uma classificação dos problemas de corte segundo suas dimensões, seleção de objetos

e itens, e variedade de objetos e itens, foi sugerida por Dyckhoff (1990).

1-Dimensão

Quanto à dimensão os problemas de corte podem ser classificados em:

• Problemas Unidimensionais: quando apenas uma das dimensões é relevante

para o processo de corte como mostra a Figura 1.1. É o que ocorre, por exemplo, no

corte de barras de aço, bobinas de papel, tubos de plástico, etc.

• Problemas bidimensionais: quando duas dimensões são relevantes para o pro-

cesso de corte. Por exemplo, no corte de chapas de aço para produzir peças menores,

duas dimensões (comprimento e largura) são relevantes para o processo de geração

de padrões, como pode ser observado da Figura 1.2.
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Figura 1.2 - corte bidimensional: (a) placa retangular, (b) itens, (c) padrão de corte

• Problemas tridimensionais: quando três dimensões são relevantes para o pro-

cesso de corte (por exemplo, comprimento, largura e altura). Uma das aplicações

mais importantes destes problemas ocorre no carregamento de contêineres de na-

vios. Ver Figura 1.3.
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Figura 1.3 - corte tridimensional: (a) objeto (contêiner), (b) itens (embalagens), (c) empacotamento

• Problemas 1,5-dimensionais: quando duas dimensões são relevantes para a

solução, sendo uma delas variável, por exemplo no corte de tecidos.

• Problemas 2,5 dimensionais: quando três dimensões são relevantes, com uma

delas variável. Por exemplo, o problema de se efetuar o carregamento de unidades

dentro de caixas abertas, isto é, as bases estão definidas, mas a altura é variável.

Quando mais de três dimensões são relevantes para o problema, tem-se um problema

N-dimensional com N > 3.

3-Variedade de Objetos e Itens

A seleção de objetos e itens, segundo Dyckhoff (1990), associa a produção dos itens

menores ao objeto em estoque, segundo as seguintes possibilidades de atribuição:

• (B) utilização de todos os objetos e atribuição de alguns itens a todos eles.

Exemplo: problema da mochila (clássico) e problema do carregamento de palete.
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• (V) atribuição de todos os itens a alguns objetos. Exemplo: problemas clássicos

de corte de estoque e do bin-packing.

Quanto ao tipo de objetos:

• (O) um único objeto;

• (I) objetos iguais quanto aos tamanhos e geometrias;

• (D) objetos com diferentes tamanhos e geometria;

Quanto à variedade de itens tem-se as seguintes classificações:

• (F) poucos itens ( com diferentes tamanhos);

• (M) muitos itens (com diferentes tamanhos);

• (R) muitos itens (com poucos tamanhos diferentes)

• (C) itens congruentes ou de mesmo tamanho.

Combinando as diferentes caracteŕısticas listadas, diferentes tipos de problemas de

corte e empacotamento podem ser determinados, cuja tipologia representada pela

quádrupla α/β/γ/δ indica: dimensão/itens e objetos selecionados/variedade de ob-

jetos/variedade de itens. Para exemplificar, a quádupla 1/V/I/R, representa (1) um

problema unidimensional, com (V) todos os itens cortados a partir de alguns (I)

objetos de mesmo tamanho com (R) poucos itens diferentes, em quantidades rela-

tivamente grandes. Na Tabela 1.1 são apresentados alguns problemas clássicos da

literatura de corte e empacotamento e suas respectivas tipologias.

Devido à sua importância e por se tratarem geralmente de problemas pertencentes

à classe NP-dif́ıceis, muitos pesquisadores têm se ocupado na busca pelo desenvolvi-

mento de novos métodos para resolver os problemas de corte, sendo a grande maioria

métodos heuŕısticos, pois a resolução destes problemas por métodos exatos é muitas

vezes inviável em situações práticas devido ao alto custo computacional.

Uma lista com mais de 400 trabalhos entre livros, artigos, dissertações e outros e

suas bibliografias que tratam de problemas de corte e empacotamento é apresentada

em Sweeney e Paternoster (1992).
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Tabela 1.1 - Tipologia de Alguns Problemas, reproduzido de Dyckhoff (1990).

Problema Tipologia

Problema da Mochila (clássico) 1/B/O
Problema do Carregamento de Paletes 2/B/O/C
Problema da Mochila Multidimensional /B/O
Problema do Bin Packing Dual 1/B/O/M
Problema do Carregamento de Véıculos (clássico) 1/V/I/F
Problema do Carregamento de Contêiner (clássico) 3/V/I
Problema do Bin Packing (clássico) 1/V/I/M
Problema de Balanceamento de uma Linha de Montagem 1/V/I/M
Problema de Alocação de Memória 1/V/I/M
Problema de Câmbio Monetário 1/B/O/R

Devido à grande diversidade de problemas de corte e correlatos existentes na prática

que tem sido tratados na literatura, Wascher et al. (2007) sugeriram uma nova

tipologia que, segundo os autores, é mais abrangente e adequada que a anterior,

cobrindo vários novos problemas que não eram adequadamente classificados com a

tipologia de Dyckhoff (1990). Consideramos, no entanto, a tipologia de Dyckhoff

(1990) mais simples e mais intuitiva, o que é um atrativo para a manutenção do seu

uso.

Neste trabalho, abordamos o problema de corte de estoque unidimensional (1/V/I)

tendo como objetivo reduzir o número de diferentes padrões na solução, com o

compromisso de não aumentar muito o desperd́ıcio, ou seja, encontrar ”boas”soluções

para o problema com número reduzido de padrões. Desenvolvemos novas heuŕısticas

que são competitivas ou melhores que outros métodos recentemente propostos na

literatura. A motivação para a realização desta pesquisa justifica-se pelo interesse

de empresas em reduzir os custos de produção. Em alguns ambientes de corte, cada

novo padrão de corte utilizado requer a preparação do equipamento de corte, o

que consome recursos como tempo e mão de obra. Por isso o interesse de algumas

empresas em reduzir a quantidade de padrões distintos.

A apresentação deste trabalho está organizada conforme o seguinte: no Caṕıtulo 2

revisamos o problema de corte de estoque unidimensional apresentando diferentes

abordagens de resolução. No Caṕıtulo 3 apresentamos uma revisão de trabalhos da

literatura que tratam da minimização de padrões no problema de corte unidimensio-

nal. No Caṕıtulo 4 apresentamos as novas heuŕısticas desenvolvidas para resolução do
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problema de corte unidimensional visando também a redução do número de padrões

na solução. No Caṕıtulo 5 apresentamos os resultados dos testes computacionais re-

alizados com as heuŕısticas propostas e detalhes das implementações. No Caṕıtulo 6

sugerimos uma modificação em um procedimento de redução de padrões da litera-

tura e testamos esta modificação com testes computacionais adicionais. Finalizando,

apresentamos no Caṕıtulo 7 as conclusões e pespectivas para trabalhos futuros.
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2 O PROBLEMA DE CORTE DE ESTOQUES UNIDIMENSIONAL

(PCEU)

O artigo de Kantorovich (1960), segundo Respicio (2003), parece ser o primeiro

trabalho encontrado na literatura em que o problema de corte de estoque (PCE)

é modelado. Ele relata que este artigo, originalmente escrito em russo em 1939, foi

traduzido para o inglês apenas em 1960 e completa que o interesse de Kantorovich

por este problema surgiu quando em 1938, uma indústria madereira, fornecedora de

pequenas peças para produção de fuzis, o consultou acerca da forma de como efetuar

os cortes dos objetos minimizando os desperd́ıcios. Outros detalhes sobre o trabalho

de Kantorovich para o PCE podem ser encontrado em Carvalho (2002).

O PCE tem sido bastante estudado, por diversos pesquisadores da área de Pesquisa

Operacional. Embora muitos dos algoritmos desenvolvidos até hoje para este pro-

blema conseguem encontrar uma solução de boa qualidade e em alguns casos, ótima,

o tempo computacional envolvido pode ser longo ou mesmo inviável para aplicações

reais. Muito se tem feito no intuito de desenvolver algoritmos mais rápidos, e que

permitem obter geralmente, soluções de boa qualidade em relação às soluções ótimas.

Especificamente no caso unidimensional, o problema de corte de estoque consiste

em cortar peças maiores de comprimento L (objetos), para produzir peças menores

de comprimento li (itens) de modo a atender os pedidos di (demanda) para i =

1, ...,m visando otimizar uma certa função objetivo, que pode ser por exemplo, a

minimização dos custos de produção. Uma solução para o problema de corte de

estoque consiste em determinar um conjunto de padrões de corte e suas frequências,

ou seja, a quantidade de vezes que cada um deles deve ser cortado para que as

demandas dos itens seja atendida. A seguir, é apresentada a maneira de como esses

padrões podem ser gerados.

2.1 Geração de Padrões - Problema da Mochila

Segundo Marques e Arenales (2002), o termo mochila, decorre da situação prática

em que um sacoleiro necessita transportar alguns utenśılios (itens) em sua sacola

(mochila). Associado a cada item estão o seu peso li e o lucro na sua revenda

vi. O objetivo do sacoleiro é, maximizar o lucro total, respeitando a capacidade

f́ısica da mochila. Problemas da mochila aparecem como aplicação no mercado de

capital, na busca da maximização do lucro oriundos de investimentos no mercado
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financeiro, na alocação e distribuição de produtos em objetos de pequeno ou grande

porte (realizadas por diversos segmentos industriais), carregamento de contêineres,

na geração de padrões de corte e outros problemas de otimização combinatória.

Para uma formulação matemática do problema, são considerados os seguintes parâ-

metros:

• m: número de tipos de itens;

• li comprimento do item tipo i, i = 1, ...,m;

• vi valor de utilidade do item i, i = 1, ...,m;

• di é a quantidade máxima de itens tipo i que pode ser cortada, i = 1, ...,m;

• yi variável de decisão que representa a quantidade cortada do item i, i = 1, ...,m.

O problema pode então ser formulado como segue:

maximize g(y) =
m∑
i=1

viyi (2.1)

sujeito a :
m∑
i=1

liyi ≤ L (2.2)

0 ≤ yi ≤ di, e inteiros, i = 1, ...,m. (2.3)

A função objetivo maximiza a utilidade dos itens na mochila. A restrição (2.2) li-

mita a quantidade de itens na mochila ao seu tamanho. As restrições (2.3) limitam

a quantidade de itens cortados. Este problema é conhecido na literatura como Pro-

blema da Mochila Restrito (PMR). Substituindo o conjunto de restrições em (2.3)

por yi ≥ 0 e inteiro i = 1, ...,m, tem-se o problema conhecido na literatura como

o Problema da Mochila Irrestrito (PMI). O vetor y = (y1, ..., ym)T solução do pro-

blema da mochila, corresponde a um padrão para o Problema de Corte de Estoque

(PCE).

Pode-se resolver o problema da mochila por meio de uma sequência de decisões,

tendo como base a inclusão de um item por vez, dentre os m diferentes dispońıveis.

No ińıcio do processo, o espaço ocioso é L, pois nenhum item foi ainda adicionado

à mochila. Tomada a decisão de incluir o item de comprimento li, i = 1, ...,m,

no primeiro estágio, restará um espaço de L − li a ser preenchido. Para o segundo

estágio, um item do tipo j é escolhido, restando o espaço L− li − lj. Este processo,

pode então ser repetido, enquanto houver espaço suficiente para a inclusão de algum

item li, i = 1, ...,m. Quando todas as possibilidades de inclusão de itens em cada
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estágio tiverem sido testadas, o algoritmo termina.

Estas decisões posśıveis podem ser melhor observadas por meio de uma árvore,

em que cada arco indica a decisão a ser tomada, conforme mostra a Figura 2.1.
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Figura 2.1 - Árvore de decisões

Embora permita determinar uma solução ótima para o problema, o método descrito

anteriormente apresenta uma grande desvantagem: a necessidade de enumerar todas

as posśıveis soluções, o que torna inviável sua aplicação em muitas situações práticas,

devido ao alto custo computacional. A seguir, dois métodos diferentes encontrados na

literatura para resolução do Problema da Mochila Restrito, Programação Dinâmica

e Enumeração Impĺıcita, são apresentados.

2.1.1 Programação Dinâmica

Seja X ≤ L o espaço livre na mochila, denotamos por G(X) o valor ótimo da mochila

de tamanho X, ou seja, a solução ótima do seguinte problema de programação linear:

G(X) = max v1y1 + v2y2 + ....+ vmym

sujeito a : l1y1 + l2y2 + ....+ lmym ≤ X (2.4)

0 ≤ yi ≤ di e inteiros, i = 1, ..,m.

Um método de Programação Dinâmica para resolução do problema da mochila é

apresentado em (Pisinger (1993) e Martello e Toth (1990)). Neste método a so-

lução de um nó da árvore de decisões representando um espaço livre X é deter-
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minada assim que os nós sucessores X − l1, X − l2, ..., X − lm estiverem resolvi-

dos. Assim, a determinação de G(X) fica condicionada ao prévio conhecimento de

G(X − l1), G(X − l2), ..., G(X − lm).

Seja l0 = min {li, i = 1, ...,m} o comprimento do menor item do problema. Veja

que se o espaço restante na mochila de comprimento L é menor ou igual a l0 − 1,

nenhum item do tipo i, i = 1, ...,m pode ser cortado, ou seja, G(X) = 0 para

X = 0, 1, ..., l0 − 1. Portanto considerando os estados X = l0, X = l0 + 1, ..., L, é

posśıvel determinar G(X) recursivamente com tomada de decisão num dado estado

X, através da relação: G(X) = vk +G(X − lk) = max{vi +G(X − li), i = 1, ...,m}.
(Mais detalhes veja Pinto (2004) ou Gramani (1997)).

2.1.2 Método da Enumeração Impĺıcita

O método de enumeração impĺıcita para resolução do problema da mochila, apresen-

tado a seguir, sugerido por Gilmore e Gomory (1963), baseia-se em um esquema de

busca em profundidade primeiro, permitindo através do uso de limitantes, que as pi-

ores soluções sejam descartadas, sem perder a solução ótima. O algoritmo completo

é o seguinte:

INÍCIO

Passo 1: Ordene os itens mais valiosos por unidade de comprimento

Defina: πi = vi/li, i = 1, ...,m, reordene as variáveis em ordem decrescente e sem

perda de generalidade suponha que: π1 ≥ π2 ≥ ... ≥ πm

Passo 2: Determine a solução inicial, utilizando busca em profundidade primeiro.

Determine a solução inicial y = (y1, ..., ym) tal que:

y1 = min
{⌊

L
l1

⌋
, d1

}
y2 = min

{⌊
L−y1l1
l2

⌋
, d2

}
...

yk = min


L−k−1∑

i=1
liyi

lk

 , dk
 , k = 2, ...,m.

Passo 3: Avalie a solução corrente e armazene a mais valiosa.
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Determine : g(y) =
m∑
i=1

viyi.

Se G < g(y) então faça: G = g(y) (inicialmente G = 0)

e guarde a solução correspondente y∗ = y.

Passo 4: Teste a otimalidade e calcule o limitante superior.

Determine k, o maior ı́ndice tal que yk 6= 0.

Se y = 0 então PARE, a melhor solução guardada em y∗ é uma solução ótima.

Senão, calcule: (se k = m, considere vm+1 = 0 e lm+1 = 1.)

G = v1y1 + v2y2 + ...+ vk(yk − 1) + vk+1

lk+1
(L− l1y1 − l2y2 − ...− lk(yk − 1))

Passo 5: Backtracking

5.1: Retorno longo

Se G(y) ≤ G, então faça: yk = 0 e volte ao Passo 4.

5.2: Retorno ao nó precedente e nova busca em profundidade.

Se G(y) > G então faça yk ← yk − 1 e defina a nova solução y:

yj = min


L−j−1∑

i=1
liyi

lj

 , dj
 , j = k + 1, ...,m e volte ao Passo 3:

FIM

Outras abordagens diferentes para resolução do problema de mochila podem ser

encontradas em Yanasse e Soma (1992), Martello e Toth (1990) e Yanasse et al.

(2000).

2.2 Heuŕısticas Simples para Resolução do PCEU

Soluções para o problema de corte, podem ser obtidas por meio de simples heuŕısticas

contrutivas conforme Hinxman (1980) ou Poldi e Arenales (2006). Alguns métodos

simples sugeridos na literatura consistem em, a cada iteração, construir um bom

padrão de corte, e utilizá-lo exaustivamente, o número máximo posśıvel de vezes,

sem que a demanda dos itens seja excedida. Após atualizar a demanda, o processo
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é repetido até que toda ela tenha sido atendida. Ao final do processo uma solução

inteira para o problema de corte é gerada. Duas heuŕısticas muito conhecidas que

seguem esta idéia são a FFD (First Fit Decreasing) e Gulosa.

2.2.1 Heuŕıstica FFD

A Heuŕıstica FFD, consiste em colocar o maior item no padrão, o máximo de vezes

posśıvel, sem que haja excesso na demanda. Se o item selecionado não couber mais

no padrão, o segundo maior item é selecionado e assim por diante.

Algoritmo

INÍCIO

P.1. Ordene os itens em ordem não crescente de tamanho. Suponha sem perda de

generalidade que:

l1 ≥ l2 ≥ ... ≥ lm

P.2. Seja dri a demanda residual do item i ∈ I.

I = {1, ...,m}. {conjunto de ı́ndices dos itens}

Inicialmente: dri = di, ∀i ∈ I.

Faça k = 1 {Primeiro padrão de corte }

PARE=Falso {variável lógica que indica demanda não-nula}

Enquanto PARE=Falso)

P.3. Faça: demi = dri, Sobra = L e aik = 0, ∀i ∈ I

Seja i = 1 {comece colocando o primeiro item no padrão }

Enquanto (i ≤ m e Sobra ≥ li) faça:

aik = min

{⌊
Sobra

li

⌋
, dri

}

(aik é a quantidade de itens tipo i no padrão k)
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Faça: Sobra = Sobra− (aikli)

dri = dri − aik

i = i+ 1

Fim do Enquanto

P.4. Determine a frequência do padrão k:

xk =

{
min

⌊
demi

aik

⌋
,

∀i ∈ I tal que aik > 0

}

P.5. (Critério de Parada)

Se dri = 0 ∀i ∈ I então

PARE=Verdade.

Senão Faça k = k + 1 e volte para P.3

Fim do Enquanto.

FIM

2.2.2 Heuŕıstica Gulosa

A Heuŕıstica Gulosa difere da Heuŕıstica FFD somente na maneira de como o padrão

de corte é gerado. Ao invés de constrúı-lo com prioridade para os itens maiores, a

geração do padrão consiste na resolução de um problema da mochila conforme (2.5).

Tal padrão deve ser utilizado o maior número posśıvel de vezes.

maximize l1α1 + l2α2 + · · ·+ lmαm

sujeito a :

{
l1α1 + l2α2 + · · ·+ lmαm ≤ L

0 ≤ αi ≤ bi, i = 1, ...m e inteiros
(2.5)

Algoritmo

INÍCIO
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P.2. Seja dri a demanda residual do item i ∈ I.

I = {1, ...,m}. {conjunto de ı́ndices dos itens}

Inicialmente: dri = di, ∀i ∈ I.

Faça k = 1 {Primeiro padrão de corte }

PARE=Falso {variável lógica que indica demanda não-nula}

Enquanto (PARE=Falso)

P.3. Gere o padrão de corte mais valioso resolvendo o problema (2.5) com bi = dri,

∀i ∈ I

P.4. Determine a frequência do padrão k:

xk =

{
min

⌊
dri
αi

⌋
,

∀i ∈ I tal que αi > 0

}

P.4. Atualize a demanda: dri = dri − xkαi, i = 1, ...,m

P.5. (Critério de Parada)

Se dri = 0 ∀i ∈ I então

PARE=Verdade.

Senão Faça k = k + 1 e volte para P.3

Fim do Enquanto.

FIM

2.3 Heuŕısticas Baseadas em formulação matemática do problema

Dentre as referências mais relevantes na busca de uma solução para o problema

de corte de estoque pode-se citar os trabalhos de Gilmore e Gomory (1961) e Gil-

more e Gomory (1963). Eles sugeriram resolver o problema através de um pro-

blema linear e geração de colunas. Seja xj uma variável de decisão que repre-
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senta a quantidade de vezes que o padrão de corte j deve ser cortado (frequência),

aj = (a1j, ...., aij, ....., amj)
T um dos padrões de corte que compõe as colunas da

matriz A:

a1 =



a11

a21

a31

.

.

.

am1


; a2 =



a12

a22

a32

.

.

.

am2


; a3 =



a13

a23

a33

.

.

.

am3


; ...; an =



a1n

a2n

a3n

.

.

.

amn


.

O elemento aij indica a quantidade de itens de comprimento li obtidos do padrão de

corte aj para i = 1, ...,m e j = 1, ..., n, em que n representa o número de posśıveis pa-

drões de corte e m o número de diferentes itens. O vetor aj = (a1j, ...., aij, ....., amj)
T

corresponde a uma padrão de corte viável, o que significa que todos os itens de com-

primento li a compor o padrão, devem ser obtidos a partir do corte do objeto L em

estoque, portanto devem satisfazer as seguintes restrições:

l1a1j + l2a2j + ...+ lmamj ≤ L

aij ≥ 0 e inteiros, i = 1, ...,m j = 1, ..., n.
(2.6)

Considerando como objetivo minimizar o número de objetos a serem cortados, o

problema de corte de estoque pode ser formulado conforme o seguinte modelo ma-

temático :

minimize :
n∑
j=1

xj (2.7)

sujeito a :
n∑
j=1

aijxj ≥ di i = 1, ...,m (2.8)

xj ≥ 0; aij ≥ 0 e inteiros, j = 1, ..., n i = 1, ...,m (2.9)

e restrição (2.6).

A função objetivo (2.7) minimiza a quantidade de objetos cortados, as restrições

(2.8) garantem que a soma total cortada de cada item seja suficiente para atender
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pelo menos a sua demanda e (2.9) são restrições de não negatividade e integralidade

do número de vezes que cada padrão de corte é cortado e da quantidade de itens de

cada tipo fornecida pelo padrão.

Neste modelo, temos um problema não linear devido à restrição (2.8). Para evitar

a não linearidade, pode-se enumerar todos os padrões de corte que satisfazem a

restrição (2.6) e o problema passa a ser linear composto por (2.7),(2.8) e xj ≥ 0 e

inteiro para j = 1, ..., n. As dificuldades em se trabalhar com esta formulação estão

no fato do número de padrões a explicitar (colunas aj, j = 1, ..., n) aumentar muito à

medida que aumenta o número de diferentes itens e suas demandas, e na dificuldade

em resolver o problema devido às condições de integralidade impostas às variávies

de decisão.

Para solucionar o problema, Gilmore e Gomory (1961) propuseram relaxar as condi-

ções de integralidade das variáveis de decisão e a aplicação do método Simplex com

Geração de Colunas. A cada iteração do simplex, gera-se uma coluna do modelo.

Uma solução para o problema inteiro pode ser obtida arredondando-se a solução

encontrada do problema relaxado.

A solução obtida com este procedimento tende a ser de boa qualidade em termos de

erros percentuais em relação ao valor ótimo quando as demandas são elevadas. Note

que ao se arredondar as soluções fracionárias, o impacto no valor da função objetivo,

neste caso, é pequeno. Quando a demanda de cada item é pequena (denominado

usualmente por Bin Packing Problem), os arredondamentos podem ter um impacto

significativo no valor da função objetivo do problema.

2.3.1 Solução Inicial para o Método Simplex

Definição 2.1. Um padrão de corte homogêneo é um padrão que produz um único

tipo de item.

Uma solução básica inicial para o problema de corte de estoque unidimensional,

pode ser formada apenas por padrões homogêneos do tipo aj = (0, ...,
⌊
L
li

⌋
, ..., 0)T ,

j = 1, ...,m. A matriz básica, neste caso, é diagonal, em que o único elemento não
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nulo de cada coluna indica a quantidade cortada do item i, i = 1, ...,m :

B =



⌊
L
l1

⌋
0 · · · 0

0
⌊
L
l2

⌋
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 0
⌊
L
lm

⌋



2.3.2 Geração de Colunas

Seguindo o procedimento sugerido em Gilmore e Gomory (1961) a coluna ak a entrar

na base, é aquela correspondente à variável xk com o menor custo relativo, o que

equivale a resolver o seguinte subproblema:

(ck − πTak) = min
{

(cj − πTaj), j = 1, ..., n
}
. (2.10)

Se (ck − πTak) ≥ 0 então a solução básica corrente xB = B−1d é ótima, em que π é

o vetor multiplicador simplex da iteração corrente, B é a matriz básica m×m, xB

é o vetor das variáveis básicas, d é o vetor de demandas.

Note que o modelo (2.7)-(2.9) que estamos considerando tem por objetivo minimizar

a quantidade de objetos cortados, cujo vetor custo c tem coordenadas cj = 1. Pre-

cisamos determinar uma coluna nao-básica aj = (α1, α2, ..., αm)T , correspondente

a um padrão de corte viável, que seja candidata a entrar na base. Assim, como

min
{
cj − πTaj

}
= 1−max

{
πTaj

}
precisamos resolver o problema:

maximize
m∑
i=1

πiαi

sujeito a :
m∑
i=1

liαi ≤ L (2.11)

0 ≤ αi ≤ di, e inteiros i = 1, ...,m.

Algoritmo de Gilmore e Gomory (1961),(1963)

INÍCIO DO ALGORITMO
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FASE 01:

1. Determine a matriz básica inicial B cujas colunas são padrões homogêneos:

B =



⌊
L
l1

⌋
0 · · · 0

0
⌊
L
l2

⌋
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 0
⌊
L
lm

⌋


Faça: PARE = Falso e IT = 0.

{ A váriável lógica PARE será Falso até que a condição de otimalidade seja

verificada e IT indica o número da iteração corrente }.

FASE 02:

Enquanto PARE = Falso, faça:

2. Determine a solução básica viável corrente: xB = B−1d.

3. Determine o vetor multiplicador simplex: BTπ = cB.

4. Resolva o Problema da Mochila:

g(a) = Max π1α1 + π2α2 + · · ·+ πmαm

st.a.

{
l1α1 + l2α2 + · · ·+ lmαm ≤ L

0 ≤ αi ≤ di, i = 1, ...m e inteiros

Seja a = (α1, α2, ..., αm) a solução ótima do Problema da Mochila

5. Teste de Otimalidade.

Se 1− g(a) ≥ 0

então PARE = V erdade {fornece a atual solução que é ótima e que foi obtida

em IT iterações }.

senão:

6. Determine a direção simplex: y = B−1a.

Se y < 0 então o problema é ilimitado. Pare = V erdade. { A solução é
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ilimitada}.

senão:

7. Determine o tamanho do passo:

Encontre l tal que:

xl

yl
= min

{
xi

yi
| yi > 0, i = 1, ...,m

}
8. Atualização da base.

Substitua a l-ésima coluna da matriz B por a.

faça: IT = IT + 1.

Fim do Enquanto

FIM DO ALGORITMO.

Outros problemas que utilizam Geração de Colunas em sua resolução podem ser

vistos em Previero (2001). Outras aplicações deste procedimento ao problema de

corte podem ser vistos em Carvalho (2005), Vanderbeck (1999), Carvalho (1999),

Barnhart et al. (1994) e Vance (1998).

2.3.3 Métodos de Arredondamento de Soluções

Na maioria das vezes, a solução relaxada do problema de corte, obtida pelo método

simplex com geração de colunas, não é inteira. Para determinar uma solução inteira

podem ser aplicadas técnicas de arredondamento. Quando as demandas dos itens

são grandes, a solução obtida por arredondamento tende a ser de boa qualidade,

pois o impacto no valor da função objetivo é relativamente pequeno. Quando a

demanda de cada item é pequena, (é o que acontece no Bin Packing Problem) os

arredondamentos podem ter um impacto significativo no valor da função objetivo

do problema.

Marcotte (1985) conjecturou que o problema de corte unidimensional com objetivo

de minimizar objetos tem a propriedade IRUP (Integer Round-Up Property), ou

seja, o gap de integralidade, a diferença entre o valor ótimo da solução inteira e o

valor ótimo da solução relaxada arredondada para o inteiro mais próximo superior é
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menor ou igual a 1. Posteriormente a mesma autora Marcotte (1986) apresentou um

exemplo em que a conjectura que ela propôs não se aplica. Scheithauer e Terno (1995)

conjecturaram então que o problema de corte unidimensional tem a propriedade

MIRUP (Modified Integer Round-Up Property), em que o gap de integralidade, a

diferença entre o valor ótimo da solução inteira e o valor ótimo da solução relaxada

arredondada para o inteiro superior é menor ou igual que 2. Alguns trabalhos da

literatura apresentam instâncias do problema de corte unidimensional com valores

do gap de integralidade de: 1, 0333... e 1, 0378... (cf Scheithauer e Terno (1995)).

Seja x = (x1, x2, ..., xn) a solução ótima do problema relaxado (2.7)-(2.9). Vamos

admitir que pelo menos uma componente de x é não-inteira, caso contrário, a solução

inteira para o PCE já teria sido encontrada. Os procedimentos de arredondamento

apresentados a seguir, encontram-se em Wascher e Gau (1996), que os classificaram

em três diferentes tipos e serão assim referenciados: (A) Aproximação Básica de

Padrões, (B) Aproximação por Problemas Residuais e (C) Aproximação Composta.

2.3.3.1 Aproximação Básica de Padrões

Os padrões básicos da solução ótima do problema relaxado (2.7)-(2.9), correspon-

dem às variáveis básicas da solução, e são em número de m, que é a quantidade de

diferentes itens envolvidos no problema. Somente padrões básicos serão considera-

dos na geração da solução inteira, sendo portanto as variáveis não básicas fixadas

em zero. Para este caso, Wascher e Gau (1996) propõem as seguintes técnicas de

arredondamento:

2.3.3.1.1 Procedimento BRUSIM

Este procedimento consiste em arredondar as componentes não-inteiras de x para o

inteiro superior mais próximo, ou seja, x∗j = dxje , j ∈ JB, em que JB é o conjunto de

ı́ndices das variáveis básicas. Tal procedimento é extremamente rápido, resultando

imediatamente numa solução viável para o PCE, visto que não viola as restrições

de demanda (2.8). A desvantagem é que este procedimento geralmente resulta em

soluções inteiras com valor da função objetivo maior do que o valor ótimo .

2.3.3.1.2 Procedimento BRURED

O arredondamento para cima das componentes não-inteiras de x, pode frequente-

mente gerar excesso na produção de alguns itens. Pode-se evitar que isto ocorra,
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reduzindo-se de uma em uma unidade as frequências de alguns padrões de corte

para o menor valor inteiro posśıvel, desde que as restriçoes de demanda (2.8) não

sejam violadas. Assim que for identificada uma variável xk,(k ∈ JB) para a qual é

verificada a desigualdade:

aik(xk − 1) +
∑
j∈JB
j 6=k

aijxj ≥ dj, i = 1, ...m

tal variável é atualizada fazendo xk = xk − 1.

2.3.3.1.3 Procedimento BRUSUC

Para este caso, Stadtler (1990) (cf.Wascher e Gau (1996)) sugere determinar uma

solução para o problema inteiro (2.7)-(2.9) consistindo apenas de padrões básicos.

Após fixar todas as variáveis inteiras de x: x∗j = xj, j ∈ JB e xj inteiro e arredondar

para cima a variável xk de x com maior valor fracionário: x∗k = dxke, um outro

problema de programação linear é definido:

minimize :
∑
j∈JB

xj

sujeito a :
n∑
j=1

aijxj ≥ di, i = 1, ...,m (2.12)

xj ≥ 0, j ∈ JB

Em que xj = x∗j se x∗j inteiro, j ∈ JB e xk = dxke.

Note que após resolver o problema (2.12) a solução gerada não necessariamente é

inteira, neste caso o processo é repetido até que todas as variáveis x∗j , j = 1, ...,m

tornem-se inteiras. Como pelo menos uma variável é fixada a cada iteração, o proce-

dimento termina com todas as componentes da solução do problema (2.12) inteiras

depois de no máximo m iterações. Devido ao número relativamente pequeno de va-

riáveis (no máximo a quantidade de itens m), pode-se determinar diretamente uma

solução inteira para o problema (2.12), resolvendo-o através de programação linear

inteira.
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2.3.3.2 Aproximação por Problemas Residuais

Este procedimento tem ińıcio também com a solução ótima do problema relaxado

(2.7)-(2.9), entretanto todas as componentes não-inteiras de x são arredondadas para

baixo, o que corresponde ao vetor: x = (bx1c , bx2c , ..., bxnc) sendo a função objetivo

correspondente dada por:
n∑
j=1

bxjc. Note que x não é sempre uma solução viável para

o PCE, porque os arredondamentos resultantes provenientes das componentes não-

inteiras de x não necessariamente atendem a demanda de todos itens. Ao efetuarmos

o corte de
n∑
j=1

bxjc objetos em estoque, serão produzidos somente
n∑
j=1

aij bxjc unidades

do item li, i = 1, ...,m. Desta forma, deve ser resolvido o seguinte problema residual

a fim de completar a demanda remanescente de alguns itens:

minimize :
n∑
j=1

xj (2.13)

sujeito a :
n∑
j=1

aijxj ≥ dri i = 1, ...,m (2.14)

xj ≥ 0; aij ≥ 0 e inteiros j = 1, ..., n i = 1, ...,m (2.15)

em que: dri = Max

(
0, di −

n∑
j=1

aij bxjc

)
, i = 1, ...,m.

A solução final do problema original será então dada pela combinação das soluções

do problema residual (2.13)-(2.15) com a solução obtida a partir do processo de

arredondamento para baixo das componentes não inteiras da solução do problema

relaxado, e a soma das funções objetivos correspondentes, fornece o total de objetos

cortados para o problema (2.7)-(2.9).

Como as demandas dos itens no problema residual são bem menores que no pro-

blema original, costuma-se normalmente tratá-lo não como um PCE, mas como um

Bin Packing Problem. A seguir são apresentados alguns métodos encontrados na

literatura para resover o problema residual.

2.3.3.2.1 Procedimento ROPT

Neste caso, o problema residual é resolvido de maneira exata. Note que devido à

separação do problema original em dois subproblemas, a combinação das soluções

do problema residual e do método de arredondamento, não necessariamente define
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uma solução ótima do problema original. Além do mais, quando o número m de itens

é grande, o problema residual tem a tendência de também ser grande (em termos

do número de itens).

2.3.3.2.2 Procedimento RFFD

Ao invés de resolver o problema residual através de métodos exatos, aplicam-se méto-

dos heuŕısticos, reduzindo consideravelmente o esforço computacional em solucioná-

lo. Uma heuŕıstica proposta neste caso é a FFD (First Fit Decreasing).

2.3.3.2.3 Procedimento RSUC

Neste caso, o problema residual (2.13)-(2.15) é relaxado com respeito às restrições de

integralidade das variáveis e o Método Simplex com Geração de Colunas é aplicado

para resolvê-lo. Caso a solução gerada apresente componentes não-inteiras, estas são

arredondadas para o maior inteiro inferior, o que dará origem a um outro problema

residual, que deverá ser tratado da mesma forma descrita anteriormente. Este pro-

cesso termina quando o arredondamento para baixo das componentes não inteiras

da solução, resultar em todas as frequências nulas. Caso a demanda de algum item

não tenha sido atendida, o problema residual correspondente é resolvido através de

um algoritmo exato para o Bin Packing Problem.

2.3.3.3 Aproximação Composta

Este tipo de abordagem, combina as duas idéias apresentadas anteriormente de Apro-

ximação Básica de Padrões e Aproximação por Problemas Residuais. Iniciando-se

com o procedimento BRUSUC gera-se uma solução viável para o PCE. Observe que

neste estágio, geralmente ocorre excesso na produção, o qual será reduzido iterativa-

mente. Para isso, ao se identificar o padrão de corte que contém o maior número de

itens com excesso na produção, reduz-se sua frequência em uma unidade. Este passo

é repetido até que não haja mais excesso na produção. Como alguns itens podem

ter suas demandas não completamente atendidas, um problema residual deve ser re-

solvido a fim de completá-las. A seguir são apresentados dois métodos de resolução

para este problema, encontrados em Wascher e Gau (1996).

2.3.3.3.1 Procedimento CSTAOPT

Após aplicar os procedimentos iniciais descritos anteriormente, o problema residual
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é resolvido através de um algoritmo exato.

2.3.3.3.2 Procedimento CSTAFD

Este procedimento é semelhante ao método CSTAOPT, só que ao invés de um

algoritmo exato, o problema residual é resolvido através da heuŕıstica FFD.

2.3.4 Outras Heuŕısticas Residuais

Outras heuŕısticas de arredondamento, visando gerar uma solução inteira para o

problema de corte de estoque undimensional inteiro a partir da solução fracionária

do problema (2.7)-(2.9) com atenção especial para problemas com baixa demanda

foram propostas por Poldi e Arenales (2006).

As heuŕısticas residuais novas consistem basicamente em, a cada iteração, resolver

um problema de corte de estoque relaxado e ordenar o vetor solução de forma espe-

ćıfica. Três formas de ordenação foram consideradas. Para cada posição deste vetor,

na ordem especificada, arredonda-se a freqüência para o número inteiro acima do

fracionário obtido e testa-se a factibilidade desta solução (no sentido de que excessos

de itens não sejam gerados). Caso não seja fact́ıvel (isto é, houve excesso de itens),

a freqüência é reduzida de uma unidade até que excessos sejam eliminados. Quando

o último padrão de corte gerado for examinado, atualiza-se a demanda, resultando

num problema residual, que será tratado da mesma forma. A estrutura geral do al-

goritmo para heuŕısticas do tipo residuais, reproduzido de Poldi e Arenales (2006),

é a seguinte:

INÍCIO

Passo 1: {Inicialização}
Sejam k = 1, dr1 = d, os dados para o problema residual inicial.

Passo 2: {Determinar uma solução ótima cont́ınua}
Resolver o problema relaxado

Seja xk a solução cont́ınua obtida.

Se xk ∈ Zn, ou seja, é uma solução inteira, então PARE.

Passo 3: {Determinar uma solução inteira aproximada}
Determine uma solução inteira para xk e denote-a por x∗k.

Se x∗k for um vetor nulo, então vá para o passo final.

Passo 4: {Atualizações}
Determine a nova demanda residual: drk+1 = drk −Ax∗k.
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k = k + 1.

Repita o Passo 2.

Passo Final:

Resolva o problema residual final.

FIM

A seguir definimos como determinar a solução inteira aproximada x∗k no Passo 3

e como resolver o problema residual final no Passo Final. Poldi e Arenales (2006)

dividiram o Passo 3 em duas partes: O pré-processamento (ordenação dos padrões)

e o arredondamento.

Passo 3.1: (pré-processamento)

Ordene o vetor solução xk ∈ <n obtido no Passo 2 segundo um critério (a ser

definido a seguir).

Passo 3.2: (arredondamento)

Suponha que N padrões de corte gerados na solução ótima xk no Passo 2 tenham

freqüência positiva (xk1 > 0, ..., xkN > 0)

Para i = 1, ..., N , faça:

x∗ki =
⌈
xki
⌉

e x∗kj = 0 para j = i+ 1, ...,m, ou seja, x∗k = (x∗k1 , ..., x
∗k
i , 0, ..., 0).

Enquanto x∗k for infact́ıvel (ou seja, há itens em excesso), faça: x∗ki = x∗ki − 1

Segundo Poldi e Arenales (2006), após i = N , todas as freqüências foram ”arredonda-

das”(algumas freqüências foram arredondadas possivelmente para o inteiro superior,

outras para o inteiro inferior ou valores menores, podendo-se até mesmo anular uma

freqüência maior que um), gerando-se uma solução aproximada inteira x∗k.

A seguir são apresentados três critérios de ordenação do Passo 3.1, dando origem

a três versões da Heuŕıstica proposta por Poldi e Arenales (2006).

2.3.4.1 Heuŕıstica nova 1

Na versão 1, os padrões são ordenados de forma não-decrescente da freqüência de

utilização, admitindo sem perda de generalidade que xk1 ≥ xk2 ≥ ... ≥ xkN .

2.3.4.2 Heuŕıstica nova 2

Na versão 2 os padrões de corte são ordenados conforme a perda que eles apresentam,

de forma não-crescente. Sem perda de generalidade admitindo que α1 ≤ α2 ≤ ... ≤
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αN .

2.3.4.3 Heuŕıstica nova 3

Na heuŕıstica nova 3 ordena-se os padrões de corte conforme a parte fracionária das

freqüências dos padrões de corte, em ordem não crescente. Seja fj = xj − bxjc, j =

1, ..., N . (f é a parte fracionária). Ordene o vetor solução. Sem perda de generalidade

admita que f1 ≥ f2 ≥ ... ≥ fN .

Um procedimento similar, em que o vetor solução é ordenado em ordem não-crescente

da parte fracionária de suas componentes, foi utilizado em Belov e Scheithauer

(2002b).

2.4 Outras Abordagens para Resolução do Problema de Corte Unidi-

mensional

Em Carvalho (1999), o Problema de Corte Unidimensional é modelado como um

problema de fluxo em arcos.

2.4.1 Modelo de Fluxo de Arcos

Para formular o problema de corte de estoque unidimensional como um problema de

fluxo em arcos, Carvalho (1999) associa os padrões para o problema com caminhos

num grafo G com vértices numerados de 0 a L.

Cada caminho é constitúıdo por um conjunto de arcos que representam os itens

fornecidos por cada padrão.

Seja G = (V,A) um grafo aćıclico direcionado (vértices inicial e final não coinciden-

tes), sendo V = 0, 1, 2, ..., L um conjunto de vértices e A = {(i, j) : 0 ≤ i < j ≤ L}
um conjunto de arcos com j − i = lt para algum t com t = 1, ...,m, indicando a

existência de uma arco (i, j) em G se existir um item de tamanho correspondente

ao tamanho do arco dado. Para problemas com itens li > 1, i = 1, ...,m, são con-

sideradas perdas, arcos do grafo G de comprimento 1, que vão de um nó a outro

imediatamente superior, e correspondem a porções não utilizadas do objeto (L).

Um exemplo de um grafo associado a objetos de comprimento L = 5 e itens de

tamanhos 2 e 3 a serem cortados é mostrado na Figura 2.2, reproduzido de Carvalho

(1999). Observe que existem vários caminhos entre 0 e 5, que conduzem a diferentes
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padrões de corte e que podem ser usados para satisfazer a demanda dos itens dados.

Um deles é mostrado na Figura 2.2, e representa o corte de dois itens de comprimento

2, com uma unidade de perda.

 

  Padrão 1 

 

   
 

 

 

 

 

 

2
l  

1
l

 

1
l

 

1
l

 

2
l  

2
l  

2
l  

2
l  

2
l  

Figura 2.2 - Grafo e um caminho (padrão de corte).

Fonte: Reproduzida de Carvalho (1999).

Admitindo que li 6= lj ∀i 6= j i, j = 1, ...,m, com as definições e observações anteri-

ores, o problema de corte de estoque com minimização do número de objetos pode

ser formulado como um problema de fluxo como segue:

minimize : z (2.16)

sujeito a : +
∑

(i,j)∈A

xij −
∑

(j,k)∈A

xjk =


−z, se j = 0,

0, se j = 1, 2, ..., L− 1,

z, se j = L

(2.17)

∑
(k,k+lt)∈A

xk,k+lt ≥ dt, t = 1, 2, ....,m (2.18)

xij ≥ 0 e inteiros,∀(i, j) ∈ A (2.19)

em que:

• z: é um arco de realimentação (feedback);

• xij corresponde ao número de itens de tamanho j − i obtidos de um objeto de

tamanho L;

• dt é a demanda do item de tamanho lt, t = 1, ...,m.

A função objetivo (2.16) minimiza a quantidade de fluxo que é mandada da origem

à fonte. Um caminho no grafo do nó 0 ao nó L corresponde a um padrão de corte.

51



Cada unidade de fluxo que passa por este caminho corresponde a utilização de um

objeto. Veja que por um caminho podem passar zero, uma ou mais unidades de

fluxo, indicando que um mesmo padrão de corte foi utilizado zero, uma ou mais

vezes. (2.17) são restrições de conservação de fluxo. As restrições (2.18) garantem

que a demanda de cada item seja satisfeita enquanto que (2.19) são restrições de não

negatividade e integralidade, da quantidade de itens de um dado tamanho obtida

do corte de algum objeto em estoque.

A dificuldade encontrada na busca por uma solução para o problema de corte uti-

lizando modelo de fluxo de arcos, é a existência de muitas soluções alternativas

equivalentes. Alguns procedimentos de eliminação de padrões simétricos ou equiva-

lentes são aplicados, como por exemplo, a opção por padrões (caminhos) em que

os itens possam ser cortados a partir de uma ordem não crescente de tamanho e a

perda se encontre ao final do objeto, ou seja, que os arcos de perda se acumulem no

final de cada caminho. A Figura 2.3 mostra uma aplicação destes procedimentos no

corte de itens de comprimento l1 = 2cm e l2 = 3cm a partir de objetos em estoque

de comprimento L = 7cm.
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Figura 2.3 - Exemplo de padrões equivalentes

2.4.2 Modelos Onecut

Modelos onecut para o problema de corte unidimensional foram introduzidos por

Dyckhoff (1981). Segundo Dyckhoff (1981), o modelo onecut explicita geralmente,
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mais soluções simétricas que o modelo proposto por Gilmore e Gomory (1961), equa-

ções de (2.7) a (2.9), possivelmente, porque o conjunto residual resultante das ope-

rações onecut, pode ser composto por peças iguais, embora tenha sido formado a

partir de objetos de diferentes tamanhos, como mostra Figura 2.4.
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Figura 2.4 - (a) Diferentes objetos em estoque; (b) itens; (c) onecut (simetria).

Em modelos onecut, um objeto padrão em estoque é dividido em duas outras peças

menores (operação com um único corte no objeto), denominadas primeira seção e

segunda seção do onecut respectivamente, e pelo menos uma destas peças menores

corresponde ao tamanho de um dos itens do problema. Modelos similares são tra-

tados em Ferreira et al. (1990) e Zak (2002). As peças a serem divididas podem

ser oriundas dos objetos em estoque ou de peças intermediárias, resultantes das

operações de corte previamente realizadas. Para a formulação do modelo, sejam S o

conjunto de K objetos de diferentes tamanhos p ∈ {L1, ..., Lk} ⊂ N e D o conjunto

de itens demandados de diferentes tamanhos q ∈ {l1, ..., lm} ⊂ N tal que S ∩D = ∅
em que N é o conjunto do números naturais. As seguintes variáveis são consideradas:

• zk: é o número de objetos de comprimento Lk usados;

• R é o conjunto de peças residuais;

• Nq é a demanda do item de tamanho q;

• ypq indica o número de objetos de comprimento p que são divididos em um item

de comprimento q, mais uma peça residual de comprimento p− q;
• Bk é a disponiblidade do objeto Lk em estoque, k = 1, ..., K.
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O modelo onecut é o seguinte:

minimize
K∑
k=1

Lkzk (2.20)

sujeito a : zk +
∑

p∈D:p+q∈S∪R

yp+q,p ≥
∑

p∈D:p<q

yq,p, {∀q = LK} , k = 1, .., K (2.21)∑
p∈S∪R:p>q

yp,q +
∑

p∈D:p+q∈S∪R

yp+q,p ≥
∑

p∈D:p<q

yq,p +Nq, ∀q ∈ (D ∪R) \S, (2.22)

zk ≤ Bk, k = 1, .., K, (2.23)

yp,q ≥ 0, e inteiros, p ∈ S ∪R, q ∈ D, q < p, (2.24)

zk ≥ 0, e inteiros, k = 1, .., K, q ∈ D, (2.25)

em que (Nq = 0; para q /∈ D com q = li, Nq = di, i = 1, ...,m). A função objetivo

(2.20) minimiza o número de objetos de comprimento Lk a ser cortado. O conjunto

de restrições (2.21) impõe que os cortes dos itens demandados de um determinado

tamanho devem ser feitos de objetos em estoque ou de peças obtidas de cortes reali-

zados. A restrição (2.22) garante que a demanda dos itens seja atendida. (2.23) são

restrições de limitação da quantidade de objetos de comprimento Lk em estoque.

(2.24) são restrições da não negatividade do número de peças de largura p a serem

divididas em peças de largura q. (2.25) são restrições de não negatividade do número

de objetos de comprimento Lk utilizados.

Como exemplo, reproduzido de Carvalho (2002), considere o conjunto S = (9, 6, 5)

dos comprimentos dos objetos em estoque e o conjunto D = (4, 3, 2) dos comprimen-

tos dos itens com demandas 20, 10 e 20 respectivamente. Das posśıveis operações

onecut o conjunto de peças residuais é R = (7, 6, 5, 4, 3, 2). Na representação matri-

cial mostrada na Figura 2.5, tem-se as restrições do modelo de programação linear

para este exemplo.
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  Padrão 1 

 

 

Figura 2.5 - Exemplo de programação linear para modelos onecut

Fonte: Reproduzida de Carvalho (2002).

Observe que K = 3, ou seja, três objetos de comprimento 9, 6 e 5 existentes em

estoque. A quinta linha da matriz (Figura 2.5), representa a restrição z3 + y94 +

y72 − y53 ≥ 0, indicando que a quantidade de objetos originais de comprimento

L3 = 5, somada à quantidade de objetos de comprimento L1 = 9 usada para obter

itens de tamanho 4, mais a quantidade de peças residuais de tamanho 7 usadas para

obter itens de tamanho 2, subtráıda do número de peças de tamanho 5 (originais

e residuais) usadas para obter itens de tamanho 3 deve ser positiva. De um modo

geral, esta restrição simplesmente garante a existência de peças de tamanho 5 em

quantidade suficiente para produzir itens de tamanho 3 indicando também que, ou

são geradas peças residuais de tamanho 5, ou são cortadas peças de tamanho 5 para

produzir itens menores.

A restrição de demanda y94 + y74 + y64 − y42 ≥ 20 garante que a quantidade de

itens de comprimento 4 cortada de objetos de tamanho 9, 7, 6 excluindo-se as peças

residuais de tamanho 4 que são usadas para cortar itens de tamanho 2, deve pelo

menos atender a demanda do item l1 = 4. As discussões e abordagens apresentadas

nesta seção para modelos onecut, basearam-se em Carvalho (2002).
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2.4.3 Modelo do Bin Packing Problem

O Bin Packing Problem (BPP) consiste em alocar peças de tamanhos lj e de de-

mandas dj = 1, j = 1, ...,m, em peças maiores (bins), de forma a não exceder sua

capacidade máxima L e minimizar o número de bins usados. Este modelo tem sido

utilizado geralmente em PCEU com demandas pequenas. A formulação matemática

para este problema para o caso unidimensional, é a seguinte:

minimize z =
n∑
i=1

yi (2.26)

sujeito a :
m∑
j=1

ljxij ≤ Lyi, i = 1, ...n, (2.27)

n∑
i=1

xij = 1 , j = 1, ...,m (2.28)

yi = 0 ou 1, i = 1, .., n (2.29)

xij = 0 ou 1, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m (2.30)

em que:

• yi é igual a 1 se o objeto i é utilizado, e 0 caso contrário i = 1, ..., n;

• xij é igual a 1 se o item de comprimento lj é alocado no objeto i e 0 caso contrário,

para i = 1, ..., n; j = 1, ...,m;

• n é o número máximo de objetos;

• m é o número total de itens (podem ser iguais).

A função objetivo (2.26) minimiza o número de recipientes (bins). (2.27) são restri-

ções de capacidade do bin. As restrições (2.28), garantem que cada item seja alocado

a apenas um e somente um bin. As restrições (2.29) e (2.30) indicam que as variáveis

de decisão são binárias.

Veja que no modelo clássico, temos uma variável para cada tipo de padrão, enquanto

que no BPP temos uma variável para cada item. Assim, se um item j tem demanda

dj, tem-se dj variáveis para estes itens se quisermos manter apenas variáveis binárias.

Usualmente, quanto maior o número de variáveis, maior o esforço computacional

necessário para determinar uma solução para o modelo. Portanto, a aplicação deste
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modelo com variáveis 0-1 é mais apropriada a problemas práticos em que há poucos

itens de cada tipo a produzir.

No caso de permitirmos variáveis inteiras, não somente binárias, a seguinte formu-

lação pode ser utilizada:

minimize z =
n∑
i=1

yi (2.31)

sujeito a :
m∑
j=1

ljxij ≤ Lyi, i = 1, ...n, (2.32)

n∑
i=1

xij = dj , j = 1, ...,m (2.33)

yi = 0 ou 1, i = 1, .., n (2.34)

xij ≥ 0 e inteiro, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m (2.35)

neste caso m é a quantidade de tipos de itens diferentes.

2.5 Extensão dos Modelos para Diferentes Objetos

Os modelos clássico e do bin packing apresentados anteriormente, para um único tipo

de objeto em estoque, podem ser facilmente estendidos para o caso em que os obje-

tos em estoque tem tamanhos diferentes, (ver Morabito (1994), Belov e Scheithauer

(2002a)). Observe que o modelo onecut da Subseção 2.4.2, foi formulado para objetos

variados em estoque e em quantidade limitada. O modelo de fluxo de arcos também

pode ser extendido para o caso de múltiplos tipos de objetos. Inicialmente os objetos

em estoque de comprimento Lk e quantidade Bk > 0 são agrupados em K diferentes

classes para k = 1, ..., K. Os itens são agrupados em m classes, com demandas di

e comprimento li para i = 1, ...,m. Vamos supor que tais classes são indexadas em

ordem decrescente de comprimento dos objetos e dos itens. Sem perda de generali-

dade tem-se L1 > L2 > ... > LK e l1 > l2 > ... > lm. Seja Lmax = max {Lk} = L1

para k = 1, ..., K. O conjunto de arcos A, apresentado na Subseção 2.4.1, é assim

redefinido: A = {(i, j) : 0 ≤ i < j ≤ Lmax, j − i = lt ∀ 1 ≤ i ≤ m}, em que (i, i+ 1),

i = 0, 1, ..., Lmax − 1 são arcos de perda, admitindo-se li > 1 para i = 1, ...,m

A existência de um padrão de corte para o objeto de comprimento Lk, está condici-

onada à existência de um caminho no grafo G = (V,A), entre os vértices 0 e Lk. A

seleção do objeto a ser utilizado num determinado padrão de corte, é feita por meio
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de arcos de retorno, que são arcos direcionados do vértice Lk ao vértice 0. Os arcos

que compôem o caminho definem os itens selecionados para o padrão. O modelo

matemático é o seguinte:

minimize
K∑
k=1

Lkzk (2.36)

sujeito a : −
∑

(i,j)∈A

xij+
∑

(j,f)∈A

xjf =


K∑
k=1

zk se j = 0,

−zk se j = Lk, k = 1, ..., K,

0 caso contrário,

(2.37)

∑
(i,i+lt)∈A

xi,i+lt ≥ bt, t = 1, ...,m (2.38)

zk ≤ Bk, k = 1, ..., K, (2.39)

xij ≥ 0 e inteiros ∀ (i, j) ∈ A, (2.40)

zk ≥ 0 e inteiros, k = 1, ...., K. (2.41)

em que:

• zk: é o número de objetos do tipo Lk usados;

• xij corresponde ao número de itens de tamanho j− i obtidos de algum objeto Lk,

k = 1, ..., K;

• A é o conjunto de arcos.

A função objetivo (2.36) minimiza a quantidade de objetos de comprimento Lk usa-

dos. (2.37) são restrições de conservação de fluxo.(2.38) garantem que as demandas

dos itens sejam atendidas. (2.39) exigem que o número de objetos utilizados não

ultrapasse a quantidade máxima permitida, (2.40) e (2.41) são restrições de integra-

lidade e não negatividade das variáveis de decisão.

Como exemplo, consideremos objetos em estoque de comprimentos L1 = 9, L2 = 6

e L3 = 5 em quantidades B1, B2 e B3, respectivamente, e itens de comprimento

l1 = 4, l2 = 3 e l3 = 2 com demandas d1 = 20, d2 = 10 e d3 = 20. O grafo para este

exemplo, reproduzido de Carvalho (2002), é mostrado na Figura 2.6.
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A vantagem do modelo de programação linear para o problema de fluxo de arcos é que sua 

matriz apresenta somente -1 e +1 nas suas linhas e colunas, o que poderá contribuir para 

uma melhor compreensão e análise de algoritmos que utilizem tal modelo. 

Figura 8. Modelo de fluxo de arcos para objetos de diversos tamanhos. 

Fonte Carvalho 2002 

Figura 2.6 - Grafo para diferentes objetos em estoque.

Fonte: Reproduzida de Carvalho (2002).

A soma total de objetos dispońıveis é calculada através da relação
∑
k

LkBk. As restri-

ções do modelo de PL reproduzida de Carvalho (2002), são mostradas na Figura 2.7.
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A vantagem do modelo de programação linear para o problema de fluxo de arcos é que sua 

matriz apresenta somente -1 e +1 nas suas linhas e colunas, o que poderá contribuir para 

uma melhor compreensão e análise de algoritmos que utilizem tal modelo. 

Figura 8. Modelo de fluxo de arcos para objetos de diversos tamanhos. 

Fonte Carvalho 2002 

Figura 2.7 - Modelo de PL para diferentes objetos em estoque.

Fonte: Reproduzida de Carvalho (2002).

Apresentamos a seguir uma extensão do modelo proposto por Gilmore e Gomory

(1961), considerando-se agora o caso em que tem-se vários tipos de objetos em

estoque, em quantidades de cada tipo suficientes para atender toda a demanda. Uti-

lizamos como referência neste caso o trabalho de Arenales et al. (36.,2004). Para

formulaçao do modelo (2.7)-(2.8) com um único tipo de objeto, consideramos so-

mente os dados de demanda, passamos agora a considerar também os dados de

estoque:
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• K número de tipos de objetos em estoque;

• Lk comprimento do objeto do tipo k, k = 1, ..., K;

• ck custo do objeto do tipo k, k = 1, ..., K.

O modelo mátemático neste caso é definido da mesma forma como no modelo clássico

para um tipo de objeto em estoque, mas os padrões de corte devem ser definidos

para cada objeto em estoque, portanto satisfazem as seguintes condições de várias

mochilas:

l1a1jk + l2a2jk + ...+ lmamjk ≤ Lk

aijk ≥ 0, e inteiros i = 1, ...,m; j = 1, ..., nk; k = 1, ..., K.
(2.42)

Suponha que o sistema (2.42) tenha nk soluções dadas por:

a1k =



a11k

a21k

a31k

.

.

.

am1k


; a2k =



a12k

a22k

a32k

.

.

.

am2k


; a3k =



a13k

a23k

a33k

.

.

.

am3k


; ...; anjk =



a1njk

a2njk

a3njk

.

.

.

amnjk


.

Em que aijk é o número de itens do tipo i no padrão de corte j para o objeto k,

i = 1, ...,m, j = 1, ..., nk, k = 1, ..., K e ajk corresponde ao j-ésimo padrão de corte

viável obtido do objeto k. O modelo matemático neste caso é o seguinte:

minimizar

n1∑
j=1

c1xj1+

n2∑
j=1

c2xj2+...+

nK∑
j=1

cKxjK (2.43)

sujeito a :

n1∑
j=1

aij1xj1+

n2∑
j=1

aij2xj2+...+

nK∑
j=1

aijKxjK ≥ d, i = 1, ...,m (2.44)

xjk ≥ 0, j = 1, ..., nk, k = 1, ..., K, (2.45)

em que xjk é o número de vezes que o objeto do tipo k é cortado usando o padrão j.

Veja que o modelo (2.7)-(2.8) com um único tipo de objeto em estoque é um caso

particular de (2.43)-(2.45) com K = 1. Lembramos que as colunas da matriz de
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restrições são os vetores associados aos padrões de corte para cada objeto.

Para a extensão do Bin Packing Problem para objetos de diferentes tamanhos, supo-

nhamos que existem em estoque K classes de bins de capacidade Lk em quantidade

nk, tal que Lk 6= Lt se k 6= t. Tem-se neste caso, o seguinte modelo de programação

linear:

minimize z =
K∑
k=1

nk∑
i=1

yik (2.46)

sujeito a :
m∑
j=1

ljxijk ≤ Lkyik, i = 1, ...nk, k = 1, ..., K (2.47)

K∑
k=1

nk∑
i=1

xijk = 1 , j = 1, ...,m (2.48)

yik = 0 ou 1, i = 1, .., nk, k = 1, ..., K (2.49)

xijk = 0 ou 1, i = 1, ..., nk, j = 1, ...,m, k = 1, ..., K (2.50)

em que:

• yik é igual a 1 se o objeto i de capacidade Lk é utilizado, e 0 caso contrário

i = 1, ..., nk, k = 1, ..., K;

• xijk é igual a 1 se o item de comprimento lj é alocado no objeto i de capacidade

Lk e 0 caso contrário, para i = 1, ..., nk; j = 1, ...,m; k = 1, ..., K.

• nk é o número máximo de bins de capacidade Lk, k = 1, ..., K ;

• m é o número de itens (podem ser iguais).

A função objetivo (2.46) minimiza o número de recipientes (bins) de capacidade

Lk. (2.47) são restrições de capacidade do bin. As restrições (2.48), garantem que

cada item seja alocado a apenas um e somente um bin. As restrições (2.49) e (2.50)

indicam que as variáveis de decisão são binárias.
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3 MINIMIZAÇÃO DE PADRÕES DE CORTE

Apresentamos a seguir uma revisão bibliográfica de trabalhos encontrados na litera-

tura que versam sobre a minimização de padrões de corte.

3.1 Revisão Bibliográfica

Este problema é NP-hard (McDiarmid (1999)), e o único algoritmo exato encon-

trado na literatura para resolvê-lo foi proposto por Vanderbeck (2000). Nos demais

trabalhos encontrados, heuŕısticas são propostas ou utilizadas.

Haessler (1975) propôs o seguinte modelo para o problema de corte de estoque

unidimensional, com custos associados à mudança de padrões e perdas. O modelo

proposto por Haessler (1975) para o problema é:

Min c1

n∑
j=1

tjxj + c2

n∑
j=1

δ(xj) (3.1)

s.a dil ≤
n∑
j=1

aijxj ≤ diu i = 1, ...,m (3.2)

xj ≥ 0 e inteiro i = 1, ...,m j = 1, ..., n. (3.3)

em que:

• aij ≥ 0 é um parâmetro que indica a quantidade de itens do tipo i produzida pelo

padrão j, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n;

• c1 é o custo unitário da perda;

• c2 é o custo do setup;

• dil e diu é o limitante inferior e superior da demanda do item i, i = 1, ...,m;

• tj é a quantidade de perda gerada pelo padrão j, dada por tj = L−
n∑
j=1

aijli,

i = 1, ...,m, veja que a restrição (3.3) garante que tj ≥ 0, j = 1, ..., n;

δ(xj) =

{
1 se xj > 0

0 se xj = 0

}
.
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Considerando aij como parâmetro, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n, neste modelo temos um

problema não linear devido devido à função objetivo (3.1), segundo Haessler (1975),

devido à grande quantidade de padrões existentes, é muito dif́ıcil resolvê-lo com o

uso dos algoritmos existentes. Por isso, ele propôs uma heuŕıstica SHP (Sequential

Heuristic Procedure) capaz de gerar boas soluções (não necessariamente ótimas) num

tempo computacional aceitável. A chave para isso é tentar gerar padrões de corte com

perda mı́nima e alto ńıvel de aplicação. A heuŕıstica sugerida por Haessler (1975)

inicia analisando a demanda a ser atendida. Para isso são calculados o número de

objetos (NO) necessários para atender a demanda restante, ou seja, NO=(
m∑
i=1

drili)/L

em que dri é a demanda residual do item i (veja logo adiante o que chamamos de

demanda residual), e o número médio de itens (NM) fornecido pelo objeto L é dado

por NM =
m∑
i=1

dri/[(
m∑
i=1

drili)/L].

A seguir, uma busca é executada para determinar se existe um padrão de corte

viável que satisfaz os ńıveis de aspiração desejáveis, ou seja um padrão satisfazendo

as seguintes condições:

1- L−
m∑
i=1

aijli ≤MAXTL (a perda não excede o máximo permitido)

2- MINR ≤
m∑
i=1

aijli ≤MAXR (o número de itens no padrão é limitado)

3- dri/(aijMINU) ≥ 1 (a quantidade de itens por padrão é limitada)

em que:

MAXTL: máxima perda permisśıvel.

MAXR: número máximo de itens permitido no padrão.

MINR: número mı́nimo de itens permitido no padrão.

MINU: número mı́nimo de objetos a serem cortados de acordo com o padrão.

Os valores destes parâmetros dependem da demanda remanescente de cada item e

podem variar ao longo do processo de busca por um bom padrão. Os valores sugeridos

por Haessler (1975) são: o parâmetro MAXTL assume valores entre 0, 006L e 0, 03L,

MINR = NM-1, MAXR assume um valor igual à capacidade máxima do equipamento

de corte e MINU assume valores entre 0, 5NO e 0, 9NO.
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A busca por um padrão que satisfaz os ńıveis de aspiração corrente tem ińıcio com

ordenação dos itens com demanda residual não-nula em ordem decrescente de ta-

manho. Inicialmente, dri = di para i = 1, ...,m. Os padrões são gerados em ordem

lexicográfica, com prioridade para o item com maior demanda residual. Note que a

busca deve ser efetuada apenas sobre aqueles padrões viáveis com relação à meta de

uso, MINU, sendo então calculado o limitante superior para a quantidade de itens

permitida por padrão, bdri/MINUc para = 1, ...,m.

Se nenhum padrão viável é encontrado, o ńıvel de aspiração é reduzido diminuindo

o valor de MINU . Isto faz com que o subconjunto de padrões sobre o qual a busca

é realizada seja ampliado. Se nenhum padrão com os valores de MINU > 1 é

determinado, então o padrão com menor perda é aceito e MINU é fixado em 1. Isto

garante que o procedimento termina com uma solução viável para o problema.

O padrão selecionado entrará na solução com a maior frequência posśıvel sem que

haja superprodução de algum item e, após atualizar a demanda, o processo é repetido

até que toda demanda seja atendida. Segundo Haessler (1975) a vantagem deste

procedimento é que não há necessidade de arredondamento da solução, sendo posśıvel

cortar a quantidade exata de cada item. O fluxograma da heuŕıstica SHP é mostrado

na Figura 3.1.
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Sim 

Não 
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Figura 3.1 - Algoritmo SHP

Umetani et al. (2003) propuseram uma metaheuŕıstica que incorpora uma técnica

de geração de colunas para resolver o problema de redução de padrões de corte. Eles

sugerem um modelo matemático para o problema de corte de estoque unidimensi-

onal que fixa o número de diferentes tipos de padrões na solução. Com isso, eles

buscam uma solução cujo desvio quadrático da produção em relação à demanda se

mantenha dentro de uma margem aceitável. A minimização do número de diferen-

tes padrões é obtida através da aplicação iterativa de um algoritmo de busca local,

considerando diferentes valores para o número de padrões distintos. O modelo ma-

temático proposto cujo objetivo é minimizar a quantidade de padrões distintos é o

seguinte:

Minimize
∣∣∣∏∣∣∣

Sujeito a :
m∑
i=1

∑
j∈
∏ aijxj − di

2

≤ D, (3.4)

xj ∈ Z+
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em que:

• |
∏
| é a cardinalidade do conjunto de padrões de corte;

• m é o número de diferentes tipos de itens;

• aij é o numero de itens do tipo i no padrão do tipo j;

• xj é freqüência do padrão j;

• di é a demanda do item i;

• D é um limitante aceitável do desvio de produção.

O problema anterior apresenta dificuldades para a sua resolução geralmente devido

à grande quantidade de padrões existentes. Para resolvê-lo, Umetani et al. (2003)

reformularam o modelo proposto fixando o número de padrões diferentes. Seja N

uma constante que representa a quantidade de padrões de corte, o problema (3.4)

é então reformulado como segue, tendo agora como objetivo minimizar o desvio

quadrático da produção em relação à demanda:

Minimize f(
∏

, x) =
m∑
i=1

∑
j∈
∏ aijxj − di

2

Sujeito a :
∣∣∣∏∣∣∣ = N,

∏
⊆ S (3.5)

xj ∈ Z+

em que S é o conjunto de todos os posśıveis padrões.

Para resolver o problema os autores aplicaram o ILS (Iterated Local Search) um

algoritmo de busca local associado a uma técnica adaptada de geração de colunas.

O algoritmo de busca local parte de alguma solução inicial do problema. Tal solução

é substitúıda por uma outra melhor na sua vizinhança, até que nenhuma outra

solução melhor seja encontrada. A vizinhança é um conjunto de soluções obtidas da

solução corrente através de pequenas perturbações, e é obtida através da remoção

de um padrão da solução corrente e introdução de um outro potencialmente melhor.

A solução resultante, para a qual não existe uma solução melhor na vizinhança é

chamada de ótimo local. Segundo Umetani et al. (2003) o algoritmo ILS encontra

boas soluções com um número menor de padrões diferentes para a maioria dos exem-

plos testados, quando comparado com os resultados obtidos por outros algoritmos

encontrados na literatura.
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Vanderbeck (2000) propôs um algoritmo exato para resolver o problema de minimizar

o número de diferentes padrões no problema de corte de estoque unidimensional,

formulado como um problema de programação quadrática inteira que envolve um

número exponencial de variáveis binárias e colunas associadas (padrões de corte).

O modelo proposto envolve uma quantidade limitada de objetos em estoque, e é

resolvido usando uma técnica que combina geração de colunas e branch-and-bound.

O subproblema gerado é um problema de programação inteira não linear que pode

ser decomposto em vários problemas limitados da mochila. O modelo matemático

proposto por Vanderbeck (2000) é o seguinte:

Z = Minimize

K∑
k=1

yk, (3.6)

Sujeito a :
K∑
k=1

xkaik = di i = 1, ...,m, (3.7)

K∑
k=1

xk ≤ K, (3.8)

xk ≤ Kyk k = 1, ...., K (3.9)
n∑
i=1

liaik ≤ Lyk k = 1, ...., K (3.10)

aik ∈ N i = 1, ...,m, k = 1, ...., K (3.11)

yk ∈ {0, 1} k = 1, ...., K (3.12)

xk ∈ N k = 1, ...., K (3.13)

em que:

• aik representa o número de itens do tipo i produzido pelo padrão k, i = 1, ...,m

• K é o número máximo de objetos em estoque;

• yk é uma variável binária que assume o valor 1 se o padrão de corte k é usado e

zero caso contrário;

• di é a demanda do item i, i = 1, ...,m;

• xk é o número de vezes que o padrão de corte k é usado;

• m é o número de diferentes tipos de itens;

• li é o tamanho do item i, i = 1, ...,m

• L é o comprimento do objeto em estoque.

O objetivo é minimizar o número de diferentes padrões de corte a serem usados.
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O conjunto de restrições não lineares (3.7), asseguram que a demanda dos itens

seja atendida na quantidade exata. A restrição (3.8) limita a quantidade de objetos

que podem ser utilizados. (3.9) relaciona logicamente variáveis indicadoras dos pa-

drões utilizados, enquanto que a viabilidade dos padrões de corte é garantida pelas

restrições (3.10).

Entre os trabalhos encontrados na literatura para a resolução do PCEU e que levam

em consideração também os custos relativos ao número de diferentes padrões, o de

Vanderbeck (2000) é o único que apresenta um método exato de resolução. Uma das

posśıveis explicações para isso é devida à dificuldade de resolução deste problema.

Cui et al. (2008) apresentaram o SHPC (SHP-Sequential Heuristic Procedure C ),

uma heuŕıstica para o problema de corte unidimensional tendo como meta dois

objetivos: a minimização da perda e do número de diferentes padrões na solução.

Segundo os autores, o algoritmo proposto é baseado nas idéias de Haessler (1975),

com ńıveis de aspiração para o desperd́ıcio e número de itens diferentes por pa-

drão. A diferença entre eles é que enquanto a heuŕıstica SHP proposta por Haessler

(1975), definida anteriormente, utiliza todos os itens para gerar o padrão corrente,

SHPC utiliza um subconjunto de itens selecionados dentre aqueles com demandas

não-nulas. Para i = 1, ..,m, seja B = {b1, ..., bm} em que bi é o limitante superior

da quantidade de itens do tipo i no padrão e d = {d1, ..., dm} o vetor de deman-

das. Segundo Cui et al. (2008) quanto mais itens com demandas não-nulas forem

selecionados e quanto maior for a soma dos comprimentos destes itens, maior é a

possibilidade em se gerar um padrão com pouco desperd́ıcio. Para determinar uma

solução melhor para o problema, são utilizados os chamados parâmetros de controle:

nb que controla o número mı́nimo de diferentes tipos de itens por padrão e rb que

estabelece a taxa tolerável de desperd́ıcio permitida por padrão. rbL é a soma mı́-

nima do comprimento dos itens do conjunto B. Seja k0 a frequência mı́nima para o

próximo padrão. Seja nI o número de tipos de itens e Lsum a soma total dos compri-

mentos dos itens no conjunto B. A frequência mı́nima k0 para o padrão a ser gerado

é um valor compreendido entre kmax e 1, em que kmax = max {di} para i = 1, ...,m.

O procedimento (SELECT) que determina o conjunto B e k0 é mostrado a seguir:

ALGORITMO SELECT

INÍCIO
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Entrada: Problema de Corte Unidimensional

Sáıda: Conjunto de itens candidatos ao próximo padrão

1-Seja kmax = max {di}, i = 1, ...,m

2-Para k = kmax, ..., 2

3- Seja nI = Lsum = 0

4- Para i = 1, ...,m

5- Seja bi = bdi/kc
6- Se bi > 0 então seja nI = nI + 1 e Lsum = Lsum + bili

7- Se nI ≥ nb e Lsum ≥ rbL então faça k0 = k e saia do procedimento

8-Passe para o próximo valor de k

9-Se nenhum valor de k for encontrado então seja bi = di para i = 1, ...,m e k0 = 1

FIM DO ALGORITMO

Para gerar o padrão usando os itens em B, Cui et al. (2008) estabelecem um valor

de utilidade do item i, definido como vi = li se li ≤ αbL e vi = βbli caso contrário,

para i = 1, ...m, sendo αb e βb dois números reais com 0 ≤ αb ≤ 1 e βb ≥ 1, assim,

os itens maiores terão prioridade sobre os itens menores na geração do padrão. O

seguinte problema da mochila limitado é resolvido para obter o padrão de corte:

Maximize

{
m∑
i=1

viyi

}

Sujeito a :
m∑
i=1

liyi ≤ L (3.14)

0 ≤ yi ≤ bi, yi inteiros i = 1, ...,m

Toda vez que um padrão é gerado, determina-se sua frequência, atualiza-se a de-

manda e repete-se o processo de geração de padrões, até que toda a demanda tenha

sido atendida. O algoritmo GEN que gera uma solução inteira para o problema de

corte, chama o procedimento SELECT e é mostrado a seguir.

ALGORITMO GEN

INÍCIO

Entrada: Problema de Corte Unidimensional

Sáıda: Plano de corte para o problema
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1-Enquanto (houver demanda não-nula) faça:

2- Chame o procedimento SELECT e determine o conjunto B

3- Resolva o problema da mochila limitada para obter o padrão corrente

4- Adicione o padrão corrente ao plano de corte e determine a frequência

5- Atualize a demanda dos itens usando o padrão gerado e volte ao passo 1

6- Fim do Enquanto

FIM DO ALGORITMO

Segundo Cui et al. (2008), a combinação de diferentes ńıveis de aspiração para o

desperd́ıcio e quantidade de diferentes itens permitida por padrão, conduz a diferen-

tes soluções para o problema de corte, o que possibilita escolher dentre os planos de

corte gerados aquele que apresente menor percentual de desperd́ıcio e menor número

de padrões distintos.

Cada par distinto de parâmetros (nb, rb), conduz a uma solução para o problema

que pode ser melhor ou pior que a solução corrente, segundo os objetivos almejados.

Cui et al. (2008) consideram que uma solução é melhor que outra quando a perda

gerada é reduzida, ou quando a perda permanece a mesma e o número de padrões

distintos é menor. O algoritmo SHPC completo é como segue:

ALGORITMO SHPC

INÍCIO

Entrada: Problema de Corte Unidimensional

Sáıda: Melhor Plano de corte obtido para o problema

1-Seja Tbest = 1 e Nbest = M (M um número grande)

2-Para nb = nmin
b , ..., nmax

b

3- Para rb = rmin
b , ..., rmax

b (passo = ∆r)

4- Entre com os dados do problema.

5- Chame o procedimento GEN para gerar o plano de corte corrente

6- Se Tc < Tbest ou Tc = Tbest e Nc < Nbest então

7- Tbest = Tc, Nbest = Nc e o plano de corte corrente é a melhor solução

8-Considere o próximo par de parâmetros (nb, rb)

FIM DO ALGORITMO
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em que:

Tbest é a perda gerada pelo melhor plano de corte obtido.

Tc é a perda gerada pelo plano de corte corrente.

Nbest é o número de diferentes padrões do melhor plano de corte.

Nc é o número de diferentes padrões do plano de corte corrente obtido.

∆r é o tamanho do passo.

Segundo os autores, o algoritmo proposto apresenta vantagens em relação a outros

encontrados na literatura, como a simplicidade de implementação do código e a inde-

pendência de planos de corte gerados por outros algoritmos. Para os experimentos

computacionais Cui et al. (2008) atribuiram os seguintes valores aos parâmetros:

αb = 0, 4, βb = 1, 15, nb = 1, ..., 4 e rb = 0, 8; ...; 5, 6 com passo ∆r = 0, 3.

Yanasse e Limeira (2006) e Limeira (2003) propuseram um procedimento h́ıbrido

para obter um número reduzido de padrões para o Problema de Corte de Estoque

Unidimensional. A heuŕıstica proposta gera padrões de corte com desperd́ıcio limi-

tado, em que cada padrão quando repetido num número máximo de vezes, sem que

haja excesso na produção dos itens, deve completar a demanda de pelo menos dois

dos itens contidos nele. Se nenhum dos padrões gerados não mais satisfaz os ńıveis

de aspiração desejados, o processo de geração de padrões é interrompido e, se ainda

houver itens com demandas não-nulas, um problema residual é resolvido e técnicas

de redução de padrões são aplicadas à solução encontrada.

A idéia da heuŕıstica é relativamente simples. Do problema original (P ), um pro-

blema P1 é definido com os mesmos itens do problema original P mas com as deman-

das ajustadas de acordo com um fator F1. O problema (P1) é obtido dividindo-se

d1, d2, ..., dm por um fator F1 e considerando-se apenas a parte inteira. Qualquer pa-

drão de corte viável para o problema (P1) é também viável para (P ) e, além disso,

este padrão pode ser cortado F1 vezes sem que tenhamos excesso de produção de

qualquer item.

Para o problema (P1) um padrão é aceito se possui um desperd́ıcio aceitável e

completa simultaneamente as demandas de mais de um item contido nele (ńıveis de

aspiração). Este padrão fará parte da solução global do problema (P ) tendo uma

freqüência F1. Se nenhum padrão foi escolhido, nenhuma redução é realizada. Um

novo fator F2 é definido e o processo é repetido. O processo termina quando o fator

1 é alcançado e nenhum outro padrão alcança os ńıveis de aspiração desejados.
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Visto que os padrões desejados, quando cortados, são aqueles que finalizam simul-

taneamente as demandas de pelo menos dois itens, os fatores F1, F2, ...1 são defi-

nidos como submúltiplos das demandas dos itens da seguinte maneira: para cada

j, j = 1, ...,m, k ∈ {1, 2, ..., dj}, que satisfaz dj ≡ 0(mod k). Estes valores são

ordenados em ordem decrescente (exclui-se os valores iguais) e são testados um a

um.

Um dos ńıveis de aspiração para os padrões gerados é que o desperdicio precisa estar

em torno de um valor α que é a meta desejada de desperd́ıcio global da solução

procurada. O valor de α é obtido do desperd́ıcio gerado na solução do problema de

corte de estoque. A seguir é apresentada a heuŕıstica proposta por Yanasse e Limeira

(2006).

HEURÍSTICA

INÍCIO

Entrada: Problema de Corte de Estoque P

Sáıda: Solução para o Problema de Corte de Estoque com número reduzido de

padrões.

(Fase 1)

1. Compute α para o problema (P )

3. Compute os fatores F para a demanda corrente

4. Defina um Problema (P1) para o fator corrente Fi e monte uma lista em ordem

decrescente. Pegue Fi o primeiro da lista.

5. Gere um Padrão de Corte

6. Se o padrão possui desperd́ıcio menor ou igual a α e completa pelo menos dois

itens

então

armazenar o padrão gerado e sua frequência Fi

atualize a demanda

se toda demanda não foi satisfeita

então volte para o passo 3

senão aplicar técnicas de redução de padrões

senão

se Fi = 1

então
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resolver o problema residual

montar a solução geral

aplicar técnicas de redução de padrões

senão

atualizar fator Fi (pegue o próximo da lista)

volte para o passo 4

FIM

Diegel et al. (1993) propuseram combinar os padrões para tentar reduzir o número de

padrões de corte distintos. Eles apresentaram um procedimento que tenta identificar

um par de padrões num plano de corte que pode ser substitúıdo por um único padrão

(combinação 2 para 1). Dados dois padrões quaisquer 1 e 2 com suas respectivas

freqüências x1 e x2, para cada item de comprimento li a soma si = ai1x1 + ai2x2,

i = 1, ...,m, representa o número de itens do tipo i fornecido pelos dois padrões, e

x∗ = x1 +x2 é o número total de objetos usados pelos padrões 1 e 2. Os dois padrões

podem ser substitúıdos por um único padrão ∗ = (a1∗, ..., an∗) com ai∗ = si/x∗,

i = 1, ...,m, se todas as razões si/x∗ são números inteiros e o padrão ∗ é viável.

Aplicando o novo padrão x∗ vezes teremos o mesmo número de itens de cada tamanho

conforme os dois padrões originais.

Foerster e Wascher (1999) estenderam o método de Diegel et al. (1993) para uma

combinação maior de padrões que foi denominado genericamente de KOMBI. Tal

procedimento também mantém constante o número de objetos cortados. Os proce-

dimentos extráıdos do artigo de Foerster e Wascher (1999) são os seguintes :

• Combinações 3 para 2 e 3 para 1

De acordo com este procedimento as freqüências x∗ e x∗∗ de dois padrões (deno-

tados por * e **) resultantes da combinação de três padrões arbitrários 1, 2 e 3 (

combinação 3 para 2) são escolhidas de três diferentes maneiras:

x∗ = x1 e x∗∗ = x2 + x3

x∗ = x2 e x∗∗ = x1 + x3 (3.15)

x∗ = x3 e x∗∗ = x1 + x2

Para identificar dois padrões ∗ = (a1∗, ..., am∗) e ∗∗ = (a1∗∗, ..., am∗∗) relacionados às
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freqüências x∗ e x∗∗ procede-se da seguinte forma: a soma si = ai1x1 + ai2x2 + ai3x3,

i = 1, ...,m são computadas, representando o número de itens do tipo i fornecido

pelos três padrões originais. Então para todas as freqüências x∗ e x∗∗, os padrões * e

** são constrúıdos componente a componente. Para todo i = 1, ...,m, são determi-

nadas recursivamente todas as posśıveis decomposições inteiras de si, isto é, todos

os pares (ai∗, ai∗∗), ai∗, ai∗∗ inteiros, que satisfazem si = ai∗x∗ + ai∗∗x∗∗.

Toda vez que o procedimento recursivo é chamado, a viabilidade dos padrões deter-

minados (a1∗, ..., am∗) e (a1∗∗, ..., am∗∗) é verificada. Se a viabilidade não é mantida

(
m∑
i=1

liai∗ > L ou
m∑
i=1

liai∗∗ > L) o procedimento recursivo é abandonado. Note que o

procedimento de combinação 2 para 1 proposto por Diegel et al. (1993) é um caso

especial do procedimento de combinação 3 para 2, em que um dos três padrões ini-

ciais e a freqüência correspondente é mantida inalterada. É também óbvio que o

procedimento de combinação 3 para 1 obedece o mesmo prinćıpio de construção da

combinação 2 para 1.

• Combinações 4 para 3, 4 para 2 e 4 para 1

Seguindo a mesma metodologia do caso anterior, combinações de quatro padrões (1,

2, 3 e 4) em três ∗ = (a1∗, ..., am∗), ∗∗ = (a1∗∗, ..., am∗∗) e ∗ ∗ ∗ = (a1∗∗∗, ..., am∗∗∗)

(combinação 4 para 3) são consideradas com frequências assim definidas:

x∗ = xj1, x∗∗ = xj2 e x∗∗∗ = xj3 + xj4

(j1, j2, j3, j4) ∈ {1, 2, 3, 4} (3.16)

No máximo existem seis diferentes combinações de frequências desse tipo. Ana-

logamente todas as decomposições inteiras (ai∗, ai∗∗, ai∗∗∗) de si satisfazendo si =

ai∗x∗+ai∗∗x∗∗+ai∗∗x∗∗ e os padrões de corte viáveis podem ser determinados recur-

sivamente.

Para a combinação de quatro padrões em dois (combinação 4 para 2) existem no

máximo sete conjuntos de frequências x∗ e x∗∗ para os padrões resultantes ∗ =
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(a1∗, ..., am∗) e ∗∗ = (a1∗∗, ..., am∗∗):

x∗ = xj1 e x∗∗ = xj2 + xj3 + xj4 ou

x∗ = xj1 + xj2 e x∗∗ = xj3 + xj4 (3.17)

(j1, j2, j3, j4) ∈ {1, 2, 3, 4}

Note que o procedimento recursivo identifica os dois padrões * e **. A combinação de

4 padrões para 1 pode ser desenvolvida da mesma maneira aplicada ao caso anterior.

• Combinações p para q

Baseado na restrição de que as frequências dos padrões resultantes são a soma das

frequências dos padrões iniciais, é posśıvel estabelecer uma generalização da combi-

nação de p padrões para q, em que p>q, p e q inteiros com q>2. Em cada caso, por

meio de um procedimento recursivo, todas as decomposições (ai∗, ..., ai∗∗, ...) de si

(i = 1, ...,m) as quais satisfazem si = ai∗x∗ + ai∗∗x∗∗ + ... podem ser analisadas e os

correspondentes padrões de corte viáveis, determinados.

O tempo computacional para a determinação de decomposições inteiras e a identi-

ficação de padrões de corte viáveis aumenta rapidamente com o número de padrões

originais a serem combinados. Portanto, em sua implementação do KOMBI, Foerster

e Wascher (1999) limitaram as combinações a no máximo quatro padrões e somente

reduções do tipo p para (p-1) foram consideradas. O pseudocódigo do algoritmo é

apresentado a seguir:

Procedimento KOMBI1234

INÍCIO

Enquanto combinações 2 para 1 são encontradas faça

para todos os pares de padrões (j1, j2) faça

combinação 2 para 1

fim

fim
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Enquanto combinações 3 para 2 são encontradas faça

para todas as triplas de padrões (j1, j2, j3) faça

combinação 3 para 2

fim

fim

Enquanto combinações 4 para 3 são encontradas faça

para todas as quádruplas de padrões (j1, j2, j3, j4) faça

combinação 4 para 3

fim

fim

FIM

Walker (1976) apresentou um algoritmo para encontrar uma solução aproximada

para o Problema da Carga Fixa, considerando uma modificação no método simplex

para a regra de seleção da variável a entrar na base. O método é aplicado na resolução

do problema de corte de estoque, com custos associados a troca de padrões e, segundo

relata, resultaram em soluções com 20% menos padrões que aqueles obtidos usando

a formulação de Programação Linear proposta na literatura.

O algoritmo começa com uma solução básica inicial e um novo padrão é aceito na

base se melhora o valor da função objetivo, ou seja, reduz a quantidade de obje-

tos processados. Após encontrar a melhor solução, há um esforço da heuŕıstica em

melhorá-la ainda mais, promovendo axaustivamente trocas simples e duplas entre

os padrões de corte básicos e não básicos. Toda vez que uma troca é realizada com

sucesso, uma nova solução com melhor valor da função objetivo é encontrada.

Farley e Richardson (1984) consideraram o problema da carga fixa proposto por

Walker (1976) e aplicaram ao problema de redução do número de diferentes pa-

drões no problema de corte de estoque. Lembrando que para qualquer problema de

programação linear com m restrições e n variáveis de decisão, o número total de
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variáveis de folga mais as variáveis de decisão da base é sempre m. Eles sugeriram

um procedimento no qual ao invés de buscar uma solução de custo mı́nimo, explora

o trade-off entre o número de objetos e o número de diferentes padrões. O método

inicia com uma solução inicial obtida por meio de programação linear e busca reduzir

o número de variáveis básicas com relação aos padrões de corte através de sucessivas

iterações simplex. O processo promove as trocas entre as variáveis estruturais e as

variáveis de folga.

Dikili et al. (2007) aplicaram o problema de corte de estoque unidimensional à cons-

trução naval e propuseram um método de resolução para o problema considerando

dois objetivos: (1) a minimização do desperd́ıcio e (2) a minimização do número de

diferentes padrões. Eles estabeleceram um conjunto de busca, formado por padrões

viáveis para o problema de corte e desenvolveram um método de eliminação sucessiva

de padrões, em que planos de corte são determinados diretamente sem a necessidade

de estabelecer um modelo matemático. O conjunto de padrões para iniciar o processo

de eliminação, é obtido por métodos anaĺıticos (apenas considerando-se a viabilidade

dos padrões gerados). Do conjunto inicial, um padrão é selecionado, considerando-se

algumas prioridades (descritas a seguir). Após determinar a frequência e atualizar a

demanda dos itens, o padrão escolhido, juntamente com aqueles padrões que produz

excesso de algum item são exclúıdos do conjunto de busca e o processo é repetido até

que uma solução seja encontrada. Para isso, inicialmente os itens são reordenados

em ordem decrescente de tamanho e um conjunto de K padrões viáveis subdividido

em m diferentes subconjuntos é constrúıdo seguindo a seguinte metodologia: no pri-

meiro subconjunto de padrões o item 1 deve, sempre que posśıvel estar presente, no

segundo, o item 2 e, assim sucessivamente. A quantidade do item i no padrão de

corte j (aj,i) pode ser calculada usando a seguinte relação recursiva:

aj,i+1 =

⌊
(L−

i∑
p=1

aj,plp)/li+1

⌋
,

a1,1 = bL/l1c . (3.18)

os valores de Wastej, o desperd́ıcio gerado pelo padrão j, SMj, a frequência do

padrão j e PUj, o total de itens cortados pelo padrão j podem ser calculados usando
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as seguintes relações:

Wastej = L−
m∑
i=1

aj,ili

SMj = min(bdi/aj,ic) (3.19)

PUj = SMj

m∑
i=1

aj,i

A Heuŕıstica completa é a seguinte:

HEURÍSTICA

INÍCIO

Entrada: problema de corte de estoque unidimensional

Sáıda: solução para o problema

Passo 1 : ordene os itens em ordem decrescente de tamanho: para i = 1, ...,m,

admite-se sem perda de generalidade li ≥ li+1

Passo 2 : Defina o conjunto de busca formado por padrões viáveis, conforme descrito

anteriormente.

Passo 2.1 : Para cada padrão determine o desperd́ıcio gerado, a frequência máxima

posśıvel sem que haja excesso na demanda dos itens e a quantidade total

de itens cortados.

Passo 2.2 : Determine o melhor padrão de acordo com as seguintes prioridades:

(i) Menor desperd́ıcio, Min(Wastej)

(ii) Maior frequência, Max(SMj)

(iii) Menor quantidade de itens cortados, Min(PUj)

Passo 2.3 : Adicione o padrão à solução do problema

Passo 2.4 : Atualize a demanda para o próximo procedimento de eliminação

Passo 2.5 : Atualize o conjunto de busca, eliminando todos os padrões com excesso
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na produção dos itens

Passo 3 : Se toda demanda foi atendida então estabeleça a solução do problema

Senão

volte para o Passo 2.2

FIM

Segundo Dikili et al. (2007) uma das vantagens do método proposto é a garantia de

uma solução inteira ao final do processo, mas a necessidade de enumerar um número

de padrões iniciais para iniciar o processo de eliminação e seleção dos padrões da

solução, torna-o computacionalmente custoso.

SallesNeto (2005) apresentou um novo método para minimizar o número de objetos

cortados e o número de padrões distintos num problema de corte unidimensional.

Ele considerou o seguinte modelo matemático:

Min c1

n∑
j=1

xj + c2

n∑
j=1

δ(xj) (3.20)

n∑
j=1

aijxj ≥ di i = 1, ...,m. (3.21)

xj ∈ N j = 1, ...n. (3.22)

δ(xj) =

{
1 se xj > 0,

0 se xj = 0.

}
. (3.23)

em que:

aij ≥ 0 é um parâmetro que indica a quantidade de itens do tipo i produzida pelo

padrão j, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n;

c1 é o custo de cada objeto em estoque;

c2 o custo de setup.

A dificuldade em se resolver este problema resulta da descontinuidade da função

objetivo. Não se pode relaxar as condições de integralidade da solução e usar o Mé-

todo de Geração de Colunas, pois não temos linearidade e continuidade na função

objetivo. Técnicas de programação não linear encontradas na literatura, aplicadas

a funções diferenciáveis que aproximam funções descont́ınuas foram utilizadas. Para
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gerar uma solução inicial para o problema, SallesNeto (2005) utilizou a heuŕıstica

SHP, desenvolvida por Haessler (1975) e posteriormente adaptou o método de gera-

ção de colunas desenvolvido por Gilmore e Gomory (1961) para resolver o modelo

não-linear considerado, utilizando heuŕısticas sugeridas na literatura.

Umetani et al. (2006) melhoraram a heuŕıstica proposta em Umetani et al. (2003),

incorporando ao modelo (3.5) o número máximo de diferentes padrões de corte po-

dendo este valor ser menor, e denominaram este problema de PRP (Pattern Res-

tricted Problem). Nesta nova heuŕıstica a busca por uma melhor solução é feita por

dois procedimentos diferentes de busca local: o 1-add neighborhood e o shift neigh-

borhood. O 1-add neighborhood é definido como sendo o conjunto de soluções obtidas

por aumento do número de um item tipo i e diminuição de outros itens do tipo j,

i 6= j de algum padrão de corte na solução para i = 1, ...,m, j = 1, ...,m. O shift

neighborhood é definido como sendo o conjunto de soluções obtidas por substituição

de um item de um padrão de corte por algum outro item em um outro padrão,

de modo a melhorar a eficiência dos padrões. Segundo os autores, como o tamanho

da vizinhança é importante para a eficiência da busca local, técnicas de PL são

utilizadas para tentar reduzir o tamanho da vizinhança.

No geral, a heuŕıstica consiste em repetir o algoritmo de busca local para dife-

rentes soluções iniciais e tentar encontrar uma solução melhor. Escolhendo-se o

procedimento de busca, da solução inicial do problema de corte, tem-se um con-

junto com n-padrões distintos, Π = {p1, p2, ..., pn} e sua respectivas frequências

X = {x1, x2, ..., xn}. O algoritmo de busca local substitui o conjunto de padrões

corrente Π por um conjunto melhor de padrões Π∗ na vizinhança NB(Π), ou seja,

um conjunto com menos padrões, ou com o mesmo número padrões, mas com per-

das menores. Para cada conjunto de padrões Π calcula-se o valor da função objetivo

f(Π, X). Se f(Π∗, X∗) < f(Π, X), o algoritmo de busca local substitui então o con-

junto de padrões (Π, X) pelo conjunto (Π∗, X∗), em que X∗ = (x1∗, x2∗, ...., xn∗) é a

frequência do novo conjunto de padrões Π∗.

Para determinar a frequência dos padrões e avaliar a qualidade das soluções en-

contradas, resolve-se heuristicamente um problema auxiliar de programação inteira

(PI). Para reduzir o número de soluções candidatas na vizinhança e acelerar a resolu-

ção dos problemas auxiliares, algumas técnicas de programação linear são utilizadas.

Segundo Umetani et al. (2006), o algoritmo de busca local obtém soluções de melhor

qualidade que as obtidas por outros métodos da literatura.
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Alves et al. (2009) estabeleceram limitantes inferiores para o PMP (Pattern Mini-

mization Problem) no PCEU explorando diferentes modelos de programação inteira

(PI). São propostas estratégias diferentes para melhorar os limitantes inferiores para

o problema baseadas em programação linear (PL). Um limitante trivial utilizado

para o PMP é obtido resolvendo um problema de Bin Packing com o conjunto de

itens, cada um deles com demanda 1. Denotamos por z este limitante a ser me-

lhorado. Uma proposta de melhoramento é aumentar o limitante de uma em uma

unidade (fazendo z = z+1) e utilizar técnicas de programação linear para encontrar

uma solução viável para o problema. Segundo Alves et al. (2009), os testes compu-

tacionais realizados utilizando instâncias da literatura, mostram uma clara melhora

na qualidade dos limitantes para o PMP.
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4 NOVAS HEURÍSTICAS PARA O PROBLEMA DE REDUÇÃO DE

PADRÕES DE CORTE

Neste caṕıtulo, apresentamos novas heuŕısticas de redução de padrões para o pro-

blema de corte de estoque unidimensional. As 3 primeiras heuŕısticas são compostas

de 3 fases e diferem entre si apenas na fase 1. A quarta heuŕıstica utiliza idéias da

heuŕıstica de Cui et al. (2008), combinada com o procedimento KOMBI de redução

de padrões.

4.1 Heuŕıstica 1

Como já mencionamos, a heuŕıstica 1 é composta de três fases:

Na primeira fase geram-se padrões levando-se em consideração a demanda média

dos itens remanescentes. Apenas itens cujas demandas são superiores a esta média

podem aparecer uma ou mais de uma vez no padrão. Além disso, um padrão é

constrúıdo valorizando os itens maiores, começando com itens maiores que L/2 e,

caso o mesmo não seja aceito como parte da solução por não apresentar os ńıveis

toleráveis de desperd́ıcio, estes valores são reduzidos, permitindo que sejam colocados

itens menores de modo a favorecer a aceitação de um padrão de corte gerado.

A freqüência do padrão é determinada de maneira que o mesmo possa ser utilizado

o máximo posśıvel sem que nenhum item tenha sua demanda ultrapassada. Nesta

primeira fase do algoritmo, o processo é repetido até que os padrões de corte gerados

não sejam mais aceitos por não apresentarem o ńıvel aceitável de desperd́ıcio esta-

belecido previamente. Na segunda fase, o problema residual (problema com itens

cujas demandas não foram ainda atendidas) é resolvido e, na terceira fase, aplica-se

a técnica de redução de padrões proposta por Foerster e Wascher (1999) à solução

obtida. A seguir as três fases da heuŕıstica 1 são apresentadas em detalhes.

4.1.1 Fase 1: Processo Inicial de Geração de Padrões

Seja dM = (
∑
i∈IK

di)/K a demanda média dos itens com demandas não-nulas em que

K é a quantidade desses itens e Ik seu conjunto de ı́ndices com IK ⊂ I, |IK | = K

e I = {1, ...,m}. Inicialmente K = m. Um item i é candidato a estar no próximo

padrão se li > L/τ , iniciando-se com um valor para τ igual a 2. Caso o valor corrente

de τ leve à geração de um padrão que não satisfaça os ńıveis de aspiração para o

desperd́ıcio, seu valor é atualizado para τ = τ + 1 e um novo padrão de corte é
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determinado, com maior possibilidade de ser aceito, visto que quanto maior o valor

de τ , maior deve ser o número de itens candidatos.

Almejamos uma solução com um número reduzido de padrões, assim, impomos um

limitante para a quantidade máxima de um mesmo item tipo i permitida no padrão

calculada através da relação qi = ddi/dMe ∀i ∈ IK , li > L
τ

com qi igual a zero para

os demais itens. Para que os itens maiores que L/2 sejam preferidos em comparação

aos menores na determinação do padrão, define-se o valor de utilidade do item i da

seguinte forma:

vi =

{
li, se li ≤ L/2, i = 1, ...,m

l2i , caso contrário.
(4.1)

Sem perda de generalidade, adimite-se que li ≥ 1 para todo i. Se li < 1, para algum

i uma mudança de escala pode ser realizada para que todos os li sejam maiores ou

iguais a 1.

O padrão de corte é obtido resolvendo o seguinte problema da mochila limitada:

Maximize

{
m∑
i=1

viyi

}
(4.2)

Sujeito a :
m∑
i=1

liyi ≤ L (4.3)

0 ≤ yi ≤ min{qi, L/li} yi ∈ N i = 1, ...,m (4.4)

em que N é o conjunto dos números naturais.

Na heuŕıstica proposta tem-se este cuidado especial para itens maiores que L/2

pois itens deste tamanho aparecem necessariamente uma única vez nos padrões que

os contêm e, geralmente, são dif́ıceis de serem combinados com os demais itens na

formação de padrões com perdas pequenas. Para tentar manter um número reduzido

de padrões e gerar bons padrões que os contêm é interessante considerar estes itens

no ińıcio, quando ainda se tem um número maior de itens a combinar.

Após gerar o padrão, o mesmo será aceito se o seu desperd́ıcio é limitado, ou seja,

se ∆L = (L −
∑
i∈IK

liyi) ≤ µL em que µ é uma taxa de desperd́ıcio tolerável para o

problema, previamente estabelecida. Caso o padrão gerado seja aceito, sua freqüência

é dada por fP = Min bdi/yic com 0 < yi ≤ di,∀i ∈ IK , em que yi é a quantidade de
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itens do tipo i fornecida pelo padrão.

Dada a restrição imposta ao tamanho dos itens, este processo de geração de padrões

pode levar a sobras reaproveitáveis do objeto cortado. Considera-se sobra todo pe-

daço cortado que não seja um item demandado (ver Cherri e Arenales (37.,2005)) e

um pedaço cortado de comprimento suficientemente grande para ser reaproveitado

é chamado retalho. Veja que o processo de seleção de itens adotado para a primeira

fase da heuŕıstica, com prioridade para os itens maiores, pode deixar de fora do

padrão itens cujos comprimentos são menores ou iguais a um retalho. Isto pode

ser verificado após a resolução do problema da mochila (4.2)-(4.4) que determina o

padrão de corte.

Enquanto existirem itens com demandas maiores ou iguais à freqüência do padrão

corrente, ou seja, di ≥ fp para algum i ∈ Ik tal que ∆L ≥ li e li <
L
τ
, então para

completar o padrão corrente faz-se yi = 1 e ∆L = ∆L− li . Finalmente, a demanda

dos itens é atualizada fazendo-se di = di− fpyi, i = 1, ...,m, e o processo de geração

de padrões é repetido enquanto existirem itens com demandas não nulas, ou padrões

com desperd́ıcio limitado possam ser determinados.

4.1.2 Fase 2: Resolução do Problema Residual

Nesta fase resolvemos um problema residual para completar as demandas dos itens

que não foram completamente atendidas na Fase 1. O processo de geração de padrões

nesta fase é baseado nas idéias de Cui et al. (2008) com algumas modificações. Um

conjunto de itens é selecionado previamente, antes de se determinar o padrão gerado,

mas ao invés de utilizarmos dois ńıveis de aspiração por padrão como eles fizeram,

para o número mı́nimo de diferentes itens e para o desperd́ıcio, optamos apenas

pelo segundo. A taxa tolerável de desperd́ıcio é obtida a partir da perda gerada pela

solução do problema de corte aplicando-se o procedimento sugerido por Gilmore e

Gomory (1961).

A solução inteira para o problema de corte é obtida arredondando para baixo as

variáveis não inteiras da solução do problema relaxado (veja Subseção 2.3.3) e o

problema residual é resolvido com a heuŕıstica FFD. O plano de corte encontrado

fornece uma quantidade de objetos Nobj de uma solução referência para o problema,

correspondendo à taxa µ de desperd́ıcio.

Para tentar gerar padrões de qualidade, com o ńıvel de aspiração estabelecido, a
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freqüência do próximo padrão é determinada a partir da maior demanda existente

para o problema residual. Seja dri a demanda residual do item i e D = Max {dri}
para i = 1, ...,m. Determinamos o maior valor inteiro k, k ∈ [1, ..., D] tal que

(L −
m∑
i=1

liqi) ≤ µL em que qi = bdri/kc é a quantidade máxima de itens tipo i

permitida em cada padrão. Resolvemos o problema da mochila limitada, e o padrão

P = [y1, ..., ym] gerado é aceito. Sua freqüência é dada por fp = k. Este processo é

repetido até terminar com toda demanda.

Diferentes porcentagens de perda µ são utilizadas como ńıveis de aspiração para

o desperd́ıcio, variando-se para mais e para menos a quantidade de objetos Nobj

obtida. São considerados alguns valores diferentes, variando-se o número de objetos

no intervalo [b0, 95Nobjc , b1, 05Nobjc], em que [a, b] denota o intervalo fechado de

extremos a, b. Para minimizar o esforço computacional na aplicação da heuŕıstica,

se Nobj for pequeno (Nobj ≤ 5), estes valores são tomados de um em um dentro do

intervalo, mas se Nobj for grande são tomados no máximo 11 valores neste intervalo,

ou seja, se b0, 05Nobjc for maior do que 5, considera-se um número de objetos neste

intervalo espaçados de aproximadamente ∆s = b0, 05Nobj/5c, caso contrário ∆s =

1. Ao considerarmos estes diferentes valores do número de objetos na heuŕıstica,

diferentes soluções são geradas. A melhor delas é guardada.

4.1.3 Fase 3: Aplicação de um método de redução de padrões

Nesta fase, aplicamos o método KOMBI de redução de padrões sugerido por Foerster

e Wascher (1999) à solução corrente. A Heuŕıstica 1 completa pode ser esquematizada

como segue:

HEURÍSTICA 1

INÍCIO

Entrada: Problema de Corte de Estoque Unidimensional

Sáıda: solução do problema de corte com número reduzido de padrões

(Primeira Fase)

Resolver o Problema de Corte e determinar Nobj, a quantidade de objetos

de referência para o desperd́ıcio.
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Faça: Perotm = 1 (a perda da melhor solução) e Padotm = M (o número

de padrões da melhor solução) (M é um número grande)

Se b0, 05Nobjc > 3 então ∆s = b0, 05Nobj/5c, senão ∆s = 1

Passo 1 : para β = −b0, 05Nobjc , ...,+ b0, 05Nobjc, com passo ∆s faça

µ =
(Nobj+β)L−

m∑
i=1

lidi

(Nobj+β)L
(percentual de referência para a perda máxima)

Faça: dri = di (dri é a demanda residual do item i, i = 1, ...,m) e Ik = I

Faça PARE=Falso

Faça SAIR=Falso

Passo 2 : Enquanto (PARE=Falso e SAIR=Falso) faça τ = 2:

Compute K para os itens li ∀i ∈ IK . Inicie com K = m

Compute a demanda média dm = (
∑
i∈IK

dri)/K.

Passo 3 : Se τ ≥ 20 então SAIR=Verdadeiro

Faça qi = 0 para i = 1, ...,m.

Para os itens li tal que li > L/τ , ∀i ∈ IK , faça qi = ddri/dme

Gere o padrão de corte resolvendo o problema da mochila limitada

Se o padrão obedece ao ńıvel de aspiração então aceite-o,

senão faça τ = τ + 1 e volte ao Passo 3.

Determine a frequência máxima fP = Min bdri/yic sem que ocorra

superprodução de nenhum item, em que yi é a quantidade de itens

tipo i no padrão ∀i ∈ IK .

Faça ∆L = (L−
∑
i∈IK

liyi).

Para i ∈ IK tal que li <
L
τ
, di ≥ fP , ∆L ≥ li, faça yi = 1 e ∆L = ∆L− li

Atualize a demanda fazendo: dri = dri − fPyi, ∀i ∈ Ik.
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Se dri = 0, i = 1, ...,m então PARE=Verdadeiro

(Fim do Enquanto)

Segunda Fase

Passo 4 : Se SAIR=Verdadeiro então

Compute D = Max {dri} ∀i ∈ Ik

Determine o maior valor inteiro k, k ∈ [1, ..., D] tal que (L−
∑
i∈Ik

liqi) ≤ µL

e qi = bdri/kc. Se k não existe, faça qi = dri, ∀i ∈ Ik

Determine o padrão P = [y1, ..., ym], resolvendo o problema da

mochila limitada e aceite-o.

Atualize a demanda dos itens

Passo 5 : Se toda demanda foi atendida então

Estabeleça a solução do problema original.

(Terceira Fase)

Aplique o método KOMBI de redução de padrões.

Compute a perda (Per) e o número de padrões (Pad) da solução

corrente

Se Per ≤ Perotm e Pad ≤ Padotm então

Perotm = Per, Padotm = Pad e o parâmetro corrente β fornece a

melhor solução para o problema

Atualize β e volte ao Passo 1.

Senão volte ao Passo 4

FIM

τ é um parâmetro que controla o tamanho do itens a serem considerados para a
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geração do padrão e assume no máximo o valor 20, pois itens pequenos (menores

que 5% do tamanho do objeto em estoque) e com demandas pequenas são geralmente

mais fáceis de serem arranjados nos padrões. A seguir apresenta-se um exemplo em

que é aplicada a heuŕıstica 1. São considerados 10 tipos de itens (m = 10) e tamanho

do objeto em estoque L = 1000. Os tamanhos e as demandas dos itens são mostrados

na Tabela 4.1

Tabela 4.1 - Exemplo 1: dados de um problema de corte

Item Comprimento Demanda

1 164 126
2 158 129
3 139 170
4 135 168
5 125 108
6 114 40
7 108 49
8 74 63
9 64 95
10 12 52

Resolvendo o problema de corte através do Método Simplex com Geração de Colu-

nas com o pacote CPLEX obtém-se uma solução com 10 padrões distintos e 122,074

objetos. Portanto, um limitante inferior para o PCEU é de 123 objetos. Para deter-

minar uma solução inteira, arredondam-se para baixo as componentes não inteiras

da solução relaxada (veja Subseção 2.3.3 ) e utiliza-se a heuŕıstica FFD para com-

pletar a demanda residual. Com isso obtém-se uma solução inteira com 123 objetos

e 15 padrões distintos (dados na Tabela 4.2). O gap de otimalidade neste caso é zero,

ou seja, esta solução é ótima.

A porcentagem de desperd́ıcio desta solução é α =
NobjL−

m∑
i=1

lidi

NobjL
= 123000−122074

123000
=

0, 0075 = 0, 75%. Ao resolver este exemplo aplicando a Heuŕıstica 1, tem-se que o

tamanho do passo é ∆s = b0, 05Nobj/5c = b6, 15/5c = 1, e β, a quantidade de

objetos a ser acrescentada, varia entre −6 e +6. As quantidades de objetos testadas

têm seus valores no intervalo [b0, 95Nobjc , b1, 05Nobjc] = [116, 129].

A solução obtida com a heuŕıstica fornece 123 objetos e 7 padrões distintos e é
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Tabela 4.2 - Solução Inteira do Problema de Corte

Frequência Padrões
12 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 8 0 0 1 2
18 0 4 0 2 0 0 0 1 0 2
3 0 0 0 0 0 0 0 4 11 0
10 0 0 4 0 0 0 4 0 0 1
5 0 4 0 1 1 0 1 0 0 0
31 4 0 0 2 0 0 0 1 0 0
20 0 0 3 3 0 1 0 0 1 0
16 0 2 4 0 0 0 0 0 2 0
1 2 4 0 0 0 0 0 0 0 2
1 0 1 6 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 5 2 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 5 3 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 4 1 5 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0

mostrada na Tabela 4.3. A aplicação do procedimento KOMBI conseguiu reduzir o

número de padrões na solução de 7 para 5 como mostrado na Tabela 4.4. A melhor

solução ocorre quando β = 0.

Tabela 4.3 - Solução da Heuŕıstica

Frequência Padrão
54 1 2 0 2 2 0 0 0 0 0
36 2 0 3 1 0 1 0 0 0 0
4 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1
17 0 1 2 0 0 0 1 2 2 1
10 0 0 2 0 0 0 2 2 5 3
1 0 0 0 3 0 0 4 2 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 3 11 0
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Tabela 4.4 - Solução da Heuŕıstica Após Aplicar Método KOMBI

Frequência Padrão
54 1 2 0 2 2 0 0 0 0 0
36 2 0 3 1 0 1 0 0 0 0
10 0 0 2 2 0 0 2 0 3 1
21 0 1 2 0 0 0 1 3 3 2
2 0 0 0 2 0 2 4 0 1 0

4.2 Heuŕıstica 2

A heuŕıstica 2 é também composta de três fases, mas a metodologia aplicada no

procedimento de geração de padrões da primeira fase, difere em relação ao que foi

desenvolvido na heuŕıstica 1. Na heuŕıstica 2 os padrões são gerados a partir de

uma seleção feita do agrupamento dos itens em dois conjuntos disjuntos de acordo

com suas demandas. Este procedimento permite gerar padrões que contenham itens

cujas demandas estejam próximas, possibilitando assim, produzir uma quantidade

”razoável” destes itens, favorecendo a busca por soluções que apresentem um nú-

mero reduzido de padrões distintos. Para o problema residual, adotamos o mesmo

procedimento aplicado à heuŕıstica 1.

A heuŕıstica inicia determinando (Dmax) e (dmin) a maior e menor demanda, res-

pectivamente, do problema de corte de estoque original, os quais são mantidos

constantes até o final do processo. Isto permite definir dois intervalos disjun-

tos I1 = [dmin, bDmax/2c] e I2 = (bDmax/2c , Dmax] ou I1 = [bDmax/2c , dmin] e

I2 = (dmin, Dmax] se dmin > Dmax/2. Se (dmin) < 3 então faça (dmin) = 3, com isso,

demandas menores que 3 serão atendidas através da resolução do problema residual.

Seja dri > 0 a demanda residual do item i e rd a menor das demandas residuais,

iniciando com dri = di para i = 1, ...,m. Inicialmente, somente itens com demandas

grandes são consideradas, ou seja, no começo serão gerados padrões com itens i tal

que dri ∈ I2. Se nenhum padrão com demandas dos itens no intervalo I2 é mais

aceito, o processo de geração de padrões é interrompido, passando-se então para

o conjunto I1. Nesta fase os padrões gerados são aceitos se obedecem os ńıveis de

aspiração para o desperd́ıcio e cada vez que um é aceito, a demanda residual dos

itens é atualizada e o processo de geração de padrões é repetido. Caso padrões com

desperd́ıcio limitado não possam mais ser gerados, o processo de geração de padrões

é interrompido e um problema residual é resolvido para completar a demanda dos
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itens. Neste caso todo padrão gerado é aceito, ou seja, nenhum ńıvel de aspiração é

considerado.

O ńıvel de aspiração para a aceitação de um padrão na solução é determinado como

na heuŕıstica 1. O plano de corte encontrado fornece a taxa de desperd́ıcio α, referên-

cia para o problema. O ńıvel de aspiração para a eficiência do padrão é naep = 1−µ.

São testados três diferentes valores para µ: µ = α − 0.05α, µ = α e µ = α + 0.05α.

Estes valores representam uma variação com relação à perda gerada ao se resolver o

problema de corte através do CPLEX de −5%, 0% e +5%, respectivamente. A so-

lução que apresenta menor média de desperd́ıcio e menor número médio de padrões

é mantida. O pseudocódigo da heuŕıstica 2 é apresentado a seguir.

HEURÍSTICA 2

INÍCIO

Entrada: Problema de Corte de Estoque Unidimensional

Sáıda: solução do problema de corte com número reduzido de padrões

(Primeira fase)

Faça dri = di para i = 1, ...,m

Passo 1 : resolva o problema de corte usando o pacote CPLEX e determine o

desperd́ıcio médio (α) da solução inteira gerada.

Passo 2 : compute a maior (Dmax) e menor (dmin) demandas do problema original.

se (dmin) < 3 então faça (dmin) = 3.

Passo 3 : defina os intervalos de demanda I1 = [dmin, bDmax/2c] e

I2 = (bDmax/2c , Dmax]

Passo 4 : para µ = α− 0.05α, µ = α, µ = α + 0.05α, faça naep = 1− µ.

(considere o problema original)

Faça: Perotm = 1 (a perda da melhor solução) e Padotm = M

o número de padrões da melhor solução) (M é um número grande)

Passo 5 : se dri > 3 ∀i = 1, ...,m compute a menor demanda residual rd senão

passe para o Passo 13
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Passo 6 : para i = 1, ...,m, se dri ∈ I2 compute a quantidade máxima de itens

permitida por padrão: qi = bdri/rdc senão qi = 0

Passo 7 : resolva o problema da mochila limitada com i ∈ I2 e obtenha o padrão

corrente: Pj = [y1, ..., ym]

Passo 8 : se (padrão satisfaz ńıvel de aspiração:
m∑
i=1

yili ≥ L · naep) então determine

a frequência fp = min bdri/yic, dri ≥ yi > 0. Atualize as demandas

e retorne ao Passo 5

Passo 9 : para i = 1, ...,m, se dri ∈ I1 compute a quantidade máxima de itens

permitida por padrão: qi = bdri/rdc senão qi = 0.

Passo 10 : resolva o problema da mochila limitada com i ∈ I1 e obtenha o padrão

corrente: Pj = [y1, ..., ym]

Passo 11 : se (padrão satisfaz ńıvel de aspiração) então determine a frequência

e atualize as demandas dos itens.

Passo 12 : se dri > 3 ∀i = 1, ...,m determine rd = min {dri}, i = 1, ...,m, e retorne

ao Passo 9 senão vá para o Passo 13.

(Segunda fase)

Passo 13 : se (dri > 0) para algum i = 1, ...,m então chame o procedimento para

resolver o problema residual senão vá para o Passo 14

(Terceira fase)

Passo 14 : estabeleça a solução do problema

Passo 15 : Aplique a técnica de redução de padrões (KOMBI) à solução.

Compute a perda (Per) e o número de padrões (Pad) da solução

corrente.

se Per ≤ Perotm e Pad ≤ Padotm então

Perotm = Per, Padotm = Pad e o parâmetro corrente µ fornece a

melhor solução para o problema
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Atualize µ e volte ao Passo 4.

FIM

A seguir apresenta-se um exemplo com aplicação da heuŕıstica 2. Os dados do exem-

plo (exemplo 2) são mostrados na Tabela 4.5, para m = 10 e L = 1000. Resolvendo

este problema de corte com o Método Simplex com Geração de Colunas, são uti-

lizados 49,5 objetos (o limitante inferior é de 50 objetos). Aplicando o método de

arredondamento com solução do problema residual utilizando FFD, obém-se 50 obje-

tos com 11 padrões distintos na solução (dados na Tabela 4.6). O gap de otimalidade

neste caso também é zero.

Tabela 4.5 - Exemplo 2: dados do problema de corte

Item Comprimento Demanda

1 720 10
2 619 7
3 563 13
4 519 11
5 462 11
6 456 9
7 432 7
8 402 9
9 337 12
10 82 11

Tabela 4.6 - Solução do Problema de Corte

Frequência Padrão
8 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0
5 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
7 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
8 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
7 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
3 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 3
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
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A maior demanda do problema original éDmax = 13 e a menor dmin = 7, os intervalos

de busca são I1 = [6, 7] e I2 = (7, 13]. Na busca por padrões, cujos itens tenham suas

demandas no intervalo I2 = (7, 13], dois foram aceitos: P1 = [0 0 0 1 0 0 0 1 0 0]

cortado 9 vezes e P2 = [0 0 0 0 1 1 0 0 0 0] também cortado 9 vezes. Outros

três padrões foram obtidos para os itens cujas demandas encontram-se no intervalo

I1 = [6, 7]: P3 = [0 0 1 0 0 0 0 0 1 1] cortado 6 vezes, P4 = [0 1 0 0 0 0 0 0 1 0]

cortado também 6 vezes, e P5 = [0 0 1 0 0 0 1 0 0 0] cortado 7 vezes.

Como o corte destes 5 padrões não atende toda a demanda, um problema residual,

cujos dados são mostrados na Tabela 4.7 é resolvido. A solução do problema original,

com os padrões gerados na primeira fase da heuŕıstica e os padrões obtidos através

da resolução do problema residual é mostrada na Tabela 4.8. Para esta solução foram

utilizados 9 padrões distintos e 50 objetos.

Tabela 4.7 - Dados do problema residual obtido do exemplo 2

Item Comprimento Demanda

1 720 10
2 619 1
3 563 0
4 519 2
5 462 2
6 456 0
7 432 0
8 402 0
9 337 0
10 82 5

Tentamos reduzir ainda mais o número de padrões encontrado utilizando o KOMBI

(fase 3 da heuŕıstica). Este procedimento aplicado à solução obtida, reduziu o número

de padrões de 9 para 7, como mostrado na Tabela 4.9. Comparando a solução final

obtida pela heuŕıstica 2 com a obtida através do procedimento de Gilmore e Gomory

(1961) e arredondamento, nota-se uma redução no número de padrões distintos de

11 para 7, sem que nenhuma variação tenha ocorrido no número de objetos cortados.
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Tabela 4.8 - Solução da Heuŕıstica

Frequência Padrão
9 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
9 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
7 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
6 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1
6 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
5 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
5 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 4.9 - Solução da Heuŕıstica pós KOMBI

Frequência Padrão
9 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
7 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
6 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
6 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
11 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
10 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

4.3 Heuŕıstica 3

A heuŕıstica 3 é uma variante da heuŕıstica 2. Na primeira fase da heuŕıstica 2, a gera-

ção dos padrões acontece a partir da seleção dos itens cujas demandas encontram-se

em dois intervalos disjuntos obtidos através da maior e menor demandas do pro-

blema original. Estes intervalos são os mesmos até o fim do procedimento e dificulta

em alguns casos, o processo de seleção de itens para o padrão, devido à limitação

de dois intervalos fixos, principalmente quando não se consegue mais gerar padrões

que atendam os ńıveis de aspiração desejáveis.

Nesta variação, ao invés de considerarmos dois intervalos fixos, temos uma quanti-

dade de intervalos variável, definida de acordo com a demanda residual dos itens a

cada iteração. Isto é feito inicialmente ordenando os itens em ordem não crescente de

demanda residual. Supondo sem perda de generalidade que dr1 ≥ dr2 ≥ ... ≥ drm.

No ińıcio tem-se a demanda residual dri = di para i = 1, ...,m. Determina-se um
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número inteiro k tal que drk+1 > 0 e
k+1∑
i=1

li > L. Isto permite definir um intervalo

[drk, dr1] a cada iteração para a seleção dos itens. A quantidade máxima permitida

de cada item no padrão é obtida da relação qi = bdri/drkc para i = 1, ..., k e qi = 0

caso contrário.

Para aceitar um padrão, mantemos o esquema de ńıveis de aspiração estabelecidos

para a heuŕıstica 2, bem como a prioridade dos itens maiores sobre os menores.

Os ńıveis de aspiração para a aceitação de um padrão na solução, são os mesmos

estabelecidos para a heuŕıstica 2.

HEURÍSTICA 3

INÍCIO

Entrada: Problema de Corte de Estoque Unidimensional

Sáıda: solução do problema de corte com número reduzido de padrões

(Primeira fase)

Faça dri = di para i = 1, ...,m

Passo 1 : resolva o problema de corte usando o pacote CPLEX e determine o

desperd́ıcio médio (α) da solução inteira obtida.

Passo 2 : para µ = α− 0, 05α, µ = α, µ = α + 0, 05α, faça naep = 1− µ.

(considere o problema original)

Faça: Perotm = 1 (a perda da melhor solução) e Padotm = M

(o número de padrões da melhor solução) (M é um número grande)

Passo 3 : reordene os itens em ordem não crescente de demanda. Sem perda de

generalidade, seja dr1 ≥ dr2 ≥ ... ≥ drm.

Passo 4 : determine o menor inteiro positivo k tal que drk+1 > 0 e
k+1∑
i=1

li > L. Se k

não existe, faça k = m

Passo 5 : para i = 1, ..., k, compute qi = bdri/drkc, a quantidade máxima de itens

tipo i no padrão, qi = 0, i = k + 1, ...,m.
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Passo 6 : resolva o problema da mochila limitada e obtenha o padrão de corte

Pj = [y1, ..., ym].

Passo 7 : se (padrão satisfaz ńıvel de aspiração:
n∑
i=1

yili ≥ L · naep) então determine

a frequência fp = min bdri/yic, dri ≥ yi > 0. Atualize as demandas

e retorne ao Passo 3 senão passe ao passo 8

(Segunda fase)

Passo 8 : se (dri > 0) para algum i = 1, ...,m então chame o procedimento para

resolver o problema residual senão vá para o Passo 9

(Terceira fase)

Passo 9 : componha a solução do problema

Passo 10 : aplique a técnica de redução de padrões (KOMBI) à solução.

compute a perda (Per) e o número de padrões (Pad) da solução

corrente.

se Per ≤ Perotm e Pad ≤ Padotm então

Perotm = Per, Padotm = Pad e o parâmetro corrente µ fornece a

melhor solução para o problema

Atualize µ e volte ao Passo 2.

FIM

Ilustramos a aplicação da heuŕıstica 3 no exemplo 3 cujos dados são mostrados na

Tabela 4.10. Resolvendo este problema de corte através do Método Simplex com

Geração de Colunas são utilizados 126,011 objetos (limitante inferior: 127 objetos).

Após o método de arredondamento com resolução do problema residual via FFD,

obtém-se uma solução inteira com 127 objetos e 14 padrões distintos (mostrado na

Tabela 4.11). A percentagem de desperd́ıcio desta solução é α = 127000−126011
127000

=

0, 00778 = 0, 78%. O gap de otimalidade neste caso é também zero.
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Tabela 4.10 - Exemplo 3: dados do problema de corte

Item Comprimento Demanda

1 200 161
2 198 140
3 179 55
4 164 6
5 157 97
6 129 120
7 105 74
8 77 119
9 45 63
10 29 165

Tabela 4.11 - Exemplo 3: Solução do Problema de Corte

Frequência Padrão
32 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 5 0 0 0 1 0 0 0
15 0 0 0 0 6 0 0 0 0 2
1 0 0 0 0 5 0 0 0 4 0
34 0 4 1 0 0 0 0 0 0 1
2 0 0 0 0 0 1 0 1 17 1
14 0 0 0 0 0 1 2 8 1 0
19 0 0 0 0 0 5 2 0 0 5
1 0 1 0 0 1 5 0 0 0 0
1 1 3 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 5 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1 4 3 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1 5 10 2
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

Resolvendo o exemplo 3 com a heuŕıstica 3, ao reordenarmos os itens em ordem

não crescente de demanda residual, k = 8 itens são selecionados para o próximo

padrão, uma vez que
9∑
i=1

li > L. Portanto o item com a oitava maior demanda é

lk = 45 com dk = 63 e o item de maior demanda é l1 = 29 com d1 = 165 (ver

Tabela 4.10 ). Assim o primeiro intervalo de busca é definido por I1 = [drk, dr1] =

[63, 165]. O padrão aceito com itens cujas demandas encontram-se neste intervalo é

P1 = [2 1 0 0 1 0 1 1 0 2] cortado 74 vezes. Atualizando a demanda dos itens,

temos dr = [13 66 55 6 23 120 0 45 63 17]. Na segunda iteração, lk = 29

99



com dk = 17 e l1 = 129 com d1 = 120 e o padrão aceito com itens com demanda no

intervalo I2 = [17, 120] é P2 = [0 3 2 0 0 0 0 0 1 0], cortado 22 vezes. Repetindo

o processo, outros três padrões são aceitos: P3 = [2 0 1 0 2 0 0 1 0 1] cortado 6

vezes com busca no intervalo I3 = [6, 120], P4 = [0 0 2 2 2 0 0 0 0 0] cortado 2

vezes com busca no intervalo I4 = [1, 120], e P5 = [1 0 0 2 2 1 0 0 0 1] cortado

1 vez com busca no intervalo I5 = I4. Este padrões não completam as demandas de

todos os itens do problema, e um problema residual, (dados na Tabela 4.12) deve

ser resolvido.

Tabela 4.12 - Exemplo 3: dados do problema residual

Item Comprimento Demanda

1 200 0
2 198 0
3 179 1
4 164 0
5 157 5
6 129 119
7 105 0
8 77 39
9 45 41
10 29 10

A solução do problema original é mostrada na Tabela 4.13. Para esta solução fo-

ram utilizados 8 padrões distintos e 127 objetos. A técnica de redução de padrões

(KOMBI) aplicada à solução obtida, reduziu o número de padrões de 8 para 6, como

pode ser observado na Tabela 4.14. A solução obtida pela heuŕıstica 3 apresenta o

mesmo número de objetos obtidos ao se resolver o problema de corte através do

CPLEX, mas com uma redução no número de padrões distintos de 14 para 6.
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Tabela 4.13 - Solução da Heuŕıstica

Frequência Padrão
74 2 1 0 0 1 0 1 1 0 2
22 0 3 2 0 0 0 0 0 1 0
6 2 0 1 0 2 0 0 1 0 1
2 0 0 2 2 2 0 0 0 0 0
1 1 0 0 2 2 1 0 0 0 1
19 0 0 0 0 0 6 0 2 1 0
2 0 0 0 0 1 2 0 0 11 3
1 0 0 1 0 3 1 0 1 0 4

Tabela 4.14 - Solução da Heuŕıstica pós KOMBI

Frequência Padrão
74 2 1 0 0 1 0 1 1 0 2
22 0 3 2 0 0 0 0 0 1 0
6 2 0 1 0 2 0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 1 1 0 1 2 6
5 0 0 1 1 2 1 0 0 4 1
19 0 0 0 0 0 6 0 2 1 0

4.4 Heuŕıstica 4

A heuŕıstica 4 é uma variante da heuŕıstica SHPC proposta por Cui et al. (2008) em

que diferentes freqüências para os padrões são utilizadas, em ordem não crescente,

iniciando-se com o valor da maior demanda. Para cada uma destas freqüências,

padrões são gerados se existir uma quantidade mı́nima de tipos diferentes de itens

que podem ser inclúıdos nestes padrões e, se a combinação dos itens que podem

ser inclúıdos nestes padrões supera, em comprimento, um percentual pré-fixado do

tamanho do objeto. Utilizamos diferentes valores para os parâmetros de controle

(nb, rb) (nb = 1, ..., 4, rb = 0, 6; ...; 5, 4, com passo ∆r = 0, 2 ) (ver heuŕıstica SHPC na

Seção 3.1), que levam a diferentes soluções para o problema de corte, não utilizamos

os parâmetros αb e βb, em seu lugar definimos o valor de utilidade do item i, i =

1, ...,m como vi = li se li ≤ L/2 e vi = l2i caso contrário. Sem perda de generalidade,

admite-se que li ≥ 1 para todo i. Se li < 1, para algum i uma mudança de escala

pode ser realizada para que todos os li sejam maiores ou iguais a 1.

Finalizando, um procedimento de redução de padrões é aplicado à solução.
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HEURÍSTICA 4

INÍCIO

Entrada: Problema de Corte de Estoque Unidimensional

Sáıda: solução do problema de corte com número reduzido de padrões

Heuŕıstica SHPC modificada

Aplique o KOMBI à melhor solução.

FIM

Ilustra-se a seguir uma aplicação da heuŕıstica 4 com os dados do exemplo 4 que

são mostrados na tabela Tabela 4.15. Resolvendo o problema através do Método

Simplex com Geração de Colunas são utilizados 12,35 objetos (limitante inferior: 13

objetos). Com o procedimento de arredondamento obtém-se uma solução com 13

objetos e 9 padrões distintos (ver Tabela 4.16). A percentagem de desperd́ıcio desta

solução é α = 13000−12347
13000

= 0, 0502 = 5, 02%. O gap de otimalidade neste caso é

zero.

Tabela 4.15 - Exemplo 4: dados do problema de corte

Item Comprimento Demanda

1 164 13
2 158 13
3 139 17
4 135 17
5 125 11
6 114 4
7 108 5
8 74 6
9 64 10
10 12 4
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Tabela 4.16 - Exemplo 4: Solução do Problema de Corte

Frequência Padrão
1 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0
1 0 4 0 2 0 0 0 1 0 2
3 4 0 0 2 0 0 0 1 0 0
2 0 0 3 3 0 1 0 0 1 0
2 0 2 4 0 0 0 0 0 2 0
1 1 5 0 0 0 0 0 0 0 2
1 0 0 3 3 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 2 2 4 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1 1 4 0

Aplicando-se a heuŕıstica 4, obtemos uma solução com 4 padrões distintos e 13 obje-

tos (ver Tabela 4.17), mantendo-se a taxa percentual de desperd́ıcio de 5, 02% obtida

pelo CPLEX e utilizando a heuŕıstica FFD para completar a demanda residual. Esta

foi a melhor solução obtida, quando os parâmetros de controle assumem os valores

(nb, rb) = (1; 0, 8), ou seja, os ńıveis de aspiração para a aceitação de um padrão na

solução, exige utilização de pelo menos 80% do comprimento do objeto, mas não

há restrições quanto a quantidade mı́nima de itens no padrão. O procedimento de

redução de padrões (KOMBI) foi aplicado a esta solução, mas nenhuma redução foi

verificada.

Tabela 4.17 - Exemplo 4: Solução da Heuŕıstica

Frequência Padrão
8 1 1 2 2 1 0 0 0 0 0
3 1 1 0 0 1 1 1 2 2 1
1 2 2 0 0 0 0 2 0 2 1
1 0 0 1 1 0 1 0 0 2 0

4.4.1 Exemplo Comum às 4 heuŕısticas

Os exemplos apresentados para ilustração das heuŕısticas 1, 2, 3 e 4 nas subseções

anteriores, foram selecionados por conveniência, pois ilustram melhor os impactos

das mudanças propostas nas heuŕısticas. A t́ıtulo de ilustração, resolvemos o exem-

plo 1, dados na Tabela 4.1, com as heuŕısticas propostas. As soluções obtidas são

apresentadas a seguir.
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Na Tabela 4.18 tem-se a solução obtida ao resolver o exemplo 1 aplicando a heuŕıstica

2. Obtemos uma solução com 124 objetos e 6 padrões distintos. Com a aplicação do

KOMBI na terceira fase, nenhuma redução no número de padrões é verificada. O

gap de otimalidade neste caso é 0, 81%.

Tabela 4.18 - Solução do exemplo 1 com a Heuŕıstica 2

Frequência Padrão
84 1 1 2 2 1 0 0 0 0 0
24 1 1 0 0 1 1 2 0 3 2
10 1 2 0 0 0 1 0 5 0 0
4 2 0 0 0 0 1 0 3 5 1
1 0 1 2 0 0 2 1 1 2 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

Na Tabela 4.19 mostra-se solução obtida ao resolver o exemplo 1 aplicando a heu-

ŕıstica 3. Obtemos uma solução com 124 objetos e 7 padrões distintos. A aplicação

do KOMBI na terceira fase, reduziu o número de padrões de 7 para 6 (Tabela 4.20).

Novamente, o gap de otimalidade neste caso é de 0, 81%.

Tabela 4.19 - Solução do exemplo 1 com a Heuŕıstica 3

Frequência Padrão
52 2 2 0 2 0 0 0 1 0 1
27 0 0 2 0 4 1 1 0 0 0
29 0 0 4 2 0 0 0 0 2 0
11 2 2 0 0 0 0 2 1 1 0
3 0 1 0 2 0 4 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 10 0
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Tabela 4.20 - Solução do exemplo 1 com a Heuŕıstica 3, após KOMBI

Frequência Padrão
52 2 2 0 2 0 0 0 1 0 1
27 0 0 2 0 4 1 1 0 0 0
29 0 0 4 2 0 0 0 0 2 0
11 2 2 0 0 0 0 2 1 1 0
3 0 1 0 0 0 3 0 0 6 0
2 0 0 0 3 0 2 0 0 4 0

Na Tabela 4.21 mostra-se solução obtida ao se aplicar a heuŕıstica 4. Obtemos uma

solução com 123 objetos e 6 padrões distintos. A aplicação do KOMBI na terceira

fase, reduziu o número de padrões de 6 para 5 (Tabela 4.22). O gap de otimalidade

desta solução é 0.

Tabela 4.21 - Solução do exemplo 1 com a Heuŕıstica 4

Frequência Padrão
84 1 1 2 2 1 0 0 0 0 0
24 1 1 0 0 1 1 2 0 3 2
10 1 2 0 0 0 0 0 6 1 0
3 2 0 0 0 0 3 0 1 4 0
1 2 1 0 0 0 3 1 0 1 0
1 0 0 2 0 0 4 0 0 0 4

Tabela 4.22 - Solução do exemplo 1 com a Heuŕıstica 4 após KOMBI

Frequência Padrão
84 1 1 2 2 1 0 0 0 0 0
24 1 1 0 0 1 1 2 0 3 2
10 1 2 0 0 0 0 0 6 1 0
3 0 1 2 0 0 0 0 3 1 4
1 2 0 0 0 0 4 1 0 3 0

Para este exemplo 1, as melhores soluções foram obtidas com a aplicação das heuŕıs-

ticas 1 e 4, com 123 objetos e 5 padrões. Estas soluções são melhores que as soluções

encontradas com as heuŕısticas 2 e 3.
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No próximo caṕıtulo apresentamos testes computacionais realizados com as heuŕıs-

ticas aplicadas a um conjunto de instâncias gerados aleatoriamente.
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5 IMPLEMENTAÇÕES E RESULTADOS COMPUTACIONAIS

As heuŕısticas 1, 2, 3 e 4 e todos os algoritmos utilizados foram implementadas em

C++ e todos os testes computacionais para este trabalho foram realizados em um

computador Intel Core 2 Duo, 1.50GHz com 2GB de memória (RAM). O CPLEX 10

foi utilizado para resolução do problema de corte com a técnica de geração de colunas

e determinação de α, a taxa de referência para o desperd́ıcio na solução. A solução

inteira é obtida arredondando-se para baixo as componentes não inteiras da solução

relaxada e aplicando-se o procedimento RFFD comentado na Subsubseção 2.3.3.2

para resolver o problema residual.

Os problemas testes foram obtidos através do CUTGEN1, um gerador aleatório

de problemas de corte de estoque unidimensional desenvolvido por Gau e Wascher

(1995). Consideramos as mesmas 18 classes testadas por Foerster e Wascher (1999),

Yanasse e Limeira (2006) e Cui et al. (2008), cada uma com 100 instâncias e adota-

mos no CUTGEN1 a mesma semente, 1994. As classes estão divididas conforme a

quantidade de itens m, a média dM das demandas di para i = 1, ...,m e combinações

diferentes de valores v1 e v2 para a determinação do comprimento dos itens que são

gerados no intervalo [v1L, v2L], como mostrado na Tabela 5.1. O comprimento do

objeto em estoque é L = 1000 para todas as instâncias testadas.
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Tabela 5.1 - Problemas Testes Utilizados

Classe m v1 v2 dM

1 10 0,01 0,2 10

2 10 0,01 0,2 100

3 20 0,01 0,2 10

4 20 0,01 0,2 100

5 40 0,01 0,2 10

6 40 0,01 0,2 100

7 10 0,01 0,8 10

8 10 0,01 0,8 100

9 20 0,01 0,8 10

10 20 0,01 0,8 100

11 40 0,01 0,8 10

12 40 0,01 0,8 100

13 10 0,2 0,8 10

14 10 0,2 0,8 100

15 20 0,2 0,8 10

16 20 0,2 0,8 100

17 40 0,2 0,8 10

18 40 0,2 0,8 100

Os resultados dos testes computacionais obtidos com as quatro heuŕısticas propostas

são comparados com os resultados de outros três trabalhos encontrados na literatura

propostos por Foerster e Wascher (1999), Yanasse e Limeira (2006) e Cui et al.

(2008), pois de nosso conhecimento, são os que apresentam os melhores resultados

da literatura. O trabalho de SallesNeto (2005) não foi utilizado nas comparações pois

relativamente, valoriza mais o objetivo de redução de padrões comparativamente com

a minimização de objetos.

Nos trabalhos de Foerster e Wascher (1999) e Yanasse e Limeira (2006) os resulta-

dos dos testes computacionais realizados foram apresentados em função da média do

número de objetos e padrões, lembrando que estes resultados correspondem à mé-
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dia de 100 instâncias para cada classe. Cui et al. (2008) apresentam suas soluções,

não em função da média do número de objetos, mas do percentual de desperd́ıcio.

Eles converteram, de alguma forma, as soluções de Foerster e Wascher (1999) e Ya-

nasse e Limeira (2006) dadas em termos dos objetos, colocando-as em termos da

taxa percentual de desperd́ıcio. Os nossos resultados computacionais são apresenta-

dos em função da perda média, para que possamos compará-los com os resultados

obtidos por Cui et al. (2008). Observamos que as soluções de Foerster e Wascher

(1999) e Yanasse e Limeira (2006) apresentadas neste trabalho foram extráıdas da

tabela fornecida em Cui et al. (2008). Apresentamos a seguir resultados dos testes

computacionais obtidos com as quatro heuŕısticas propostas.

5.1 Resultados dos Testes Computacionais

Apresentamos nas tabelas seguintes os resultados dos testes computacionais reali-

zados com as 4 heuŕısticas. As colunas H1, H2, H3 e H4 correspondem às soluções

obtidas com as heuŕısticas 1, 2, 3, e 4 respectivamente. Nestas tabelas incluimos os

resultados de Cui et al. (2008), colunas Cui 1 e Cui 2, e também os obtidos por

Yanasse e Limeira (2006) e Foerster e Wascher (1999), colunas YL e FW, respec-

tivamente. Nestas tabelas e nas seguintes, a coluna (perd) indica a taxa média (em

porcentagem) de desperd́ıcio na solução, enquanto que a coluna (pad) é a média do

número de padrões na solução.

Em seu trabalho, Cui et al. (2008) apresentaram duas soluções diferentes para o pro-

blema. Na primeira (coluna Cui 1) tem-se seu melhor resultado para a perda média

que foi comparada apenas com o procedimento de Foerster e Wascher (1999), que

priorizaram a minimização do desperd́ıcio. Na segunda (coluna Cui 2), são soluções

com vistas a reduzir a média do número de padrões, que foram comparadas com

o procedimento de Yanasse e Limeira (2006). Os valores em destaque das tabelas

indicam soluções não dominadas em cada linha.

Neste trabalho, o par (perda média, média do número de padrões) das soluções

obtidas pela aplicação de cada uma das heuŕısticas são comparadas. Dizemos que a

média de soluções de uma heuŕıstica domina a de outra se ao comparar os valores

médios obtidos com a média de soluções da outra heuŕıstica, em pelo menos um deles,

na perda média ou na média do número de objetos, o valor médio é estritamente

menor e no outro o valor médio é igual ou menor. Para os casos em que a dominância

não existe, dizemos que as soluções são não dominadas.
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Cabe observar que neste trabalho, as heuŕısticas não foram desenvolvidas com o

intuito de estabelecer a fronteira de Pareto (vide Lopes e Araujo (2009)).

Apresentamos a seguir em quatro diferentes tabelas, os resultados dos testes com-

putacionais realizados com as heuŕısticas. São avaliados os desempenhos individuais

de cada uma das 4 heuŕısticas compararativamente a outros procedimentos da lite-

ratura.

Tabela 5.2 - Desempenho da heuŕıstica 1

Classe YL FW Cui 1 Cui 2 H1

perd pad perd pad perd pad perd pad perd pad

1 5,04 3,31 4,47 3,40 4,55 3,83 4,55 3,83 5,03 3,26

2 0,61 6,95 0,47 7,81 0,52 6,53 0,52 6,53 1,04 5,35

3 2,70 4,96 2,52 5,89 2,56 5,75 2,56 5,75 2,56 5,47

4 0,27 10,32 0,25 14,26 0,25 9,50 0,25 9,50 0,45 9,73

5 1,17 7,63 1,10 10,75 1,08 8,59 1,08 8,59 1,10 7,57

6 0,10 13,31 0,12 25,44 0,11 13,76 0,11 13,76 0,34 13,29

7 17,83 7,66 15,41 7,90 13,64 8,33 15,11 7,67 14,67 7,73

8 15,46 9,62 15,00 9,96 13,14 9,90 13,91 9,23 14,39 9,51

9 16,20 13,64 11,00 15,03 9,92 14,90 13,47 13,08 11,98 13,65

10 12,24 18,21 10,72 19,28 9,63 18,46 11,24 16,58 12,11 17,64

11 16,19 24,60 7,33 28,74 7,35 27,37 13,28 22,60 10,59 24,66

12 11,37 33,23 7,29 37,31 7,12 34,45 12,08 28,56 10,77 30,38

13 19,77 8,93 19,17 8,97 17,49 9,20 18,16 8,79 17,98 8,89

14 18,70 10,51 18,55 10,32 17,15 10,36 17,53 10,00 17,89 10,31

15 17,83 16,28 14,76 16,88 13,83 16,93 16,32 15,52 15,90 16,13

16 15,09 19,89 14,67 19,91 13,60 19,51 14,20 18,65 15,91 19,16

17 17,41 29,76 10,30 31,46 10,22 30,78 14,94 27,28 14,12 28,93

18 11,25 37,90 10,22 38,28 10,08 36,69 10,79 35,09 14,75 35,24
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Tabela 5.3 - Desempenho da heuŕıstica 2

Classe YL FW Cui 1 Cui 2 H2

perd pad perd pad perd pad perd pad perd pad

1 5,04 3,31 4,47 3,40 4,55 3,83 4,55 3,83 5,28 3,36

2 0,61 6,95 0,47 7,81 0,52 6,53 0,52 6,53 1,79 5,31

3 2,70 4,96 2,52 5,89 2,56 5,75 2,56 5,75 2,79 5,25

4 0,27 10,32 0,25 14,26 0,25 9,50 0,25 9,50 1,01 8,02

5 1,17 7,63 1,10 10,75 1,08 8,59 1,08 8,59 1,33 8,38

6 0,10 13,31 0,12 25,44 0,11 13,76 0,11 13,76 0,73 12,78

7 17,83 7,66 15,41 7,90 13,64 8,33 15,11 7,67 16,23 7,63

8 15,46 9,62 15,00 9,96 13,14 9,90 13,91 9,23 16,01 9,69

9 16,20 13,64 11,00 15,03 9,92 14,90 13,47 13,08 13,57 13,53

10 12,24 18,21 10,72 19,28 9,63 18,46 11,24 16,58 14,66 17,05

11 16,19 24,60 7,33 28,74 7,35 27,37 13,28 22,60 12,40 23,89

12 11,37 33,23 7,29 37,31 7,12 34,45 12,08 28,56 13,68 30,31

13 19,77 8,93 19,17 8,97 17,49 9,20 18,16 8,79 19,40 8,82

14 18,70 10,51 18,55 10,32 17,15 10,36 17,53 10,00 20,08 10,36

15 17,83 16,28 14,76 16,88 13,83 16,93 16,32 15,52 17,30 16,01

16 15,09 19,89 14,67 19,91 13,60 19,51 14,20 18,65 17,80 19,39

17 17,41 29,76 10,30 31,46 10,22 30,78 14,94 27,28 14,94 28,65

18 11,25 37,90 10,22 38,28 10,08 36,69 10,79 35,09 16,55 35,64

Nota-se que individualmente o melhor desempenho foi obtido pela heuŕıstica 4 (ver

Tabela 5.5), com somente uma de suas soluções dominadas, na classe 16; o segundo

melhor desempenho foi o da heuŕıstica 1 (ver Tabela 5.2), que teve suas soluções

dominadas em 6 das 18 classes a saber, classes 4, 8, 10, 14, 16 e 18; a seguir apa-

recem as heuŕısticas 2 e 3 com desempenhos bem parecidos, obtendo soluções não

dominadas em torno da metade das 18 classes testadas (ver Tabela 5.3 e Tabela 5.4).
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Tabela 5.4 - Desempenho da heuŕıstica 3

Classe YL FW Cui 1 Cui 2 H3

perd pad perd pad perd pad perd pad perd pad

1 5,04 3,31 4,47 3,40 4,55 3,83 4,55 3,83 5,06 3,35

2 0,61 6,95 0,47 7,81 0,52 6,53 0,52 6,53 1,26 6,06

3 2,70 4,96 2,52 5,89 2,56 5,75 2,56 5,75 2,60 5,48

4 0,27 10,32 0,25 14,26 0,25 9,50 0,25 9,50 0,52 9,32

5 1,17 7,63 1,10 10,75 1,08 8,59 1,08 8,59 1,12 8,52

6 0,10 13,31 0,12 25,44 0,11 13,76 0,11 13,76 0,21 13,63

7 17,83 7,66 15,41 7,90 13,64 8,33 15,11 7,67 15,22 7,86

8 15,46 9,62 15,00 9,96 13,14 9,90 13,91 9,23 14,95 9,89

9 16,20 13,64 11,00 15,03 9,92 14,90 13,47 13,08 12,66 14,14

10 12,24 18,21 10,72 19,28 9,63 18,46 11,24 16,58 13,29 18,07

11 16,19 24,60 7,33 28,74 7,35 27,37 13,28 22,60 11,44 24,96

12 11,37 33,23 7,29 37,31 7,12 34,45 12,08 28,56 12,12 32,30

13 19,77 8,93 19,17 8,97 17,49 9,20 18,16 8,79 19,00 8,87

14 18,70 10,51 18,55 10,32 17,15 10,36 17,53 10,00 18,74 10,62

15 17,83 16,28 14,76 16,88 13,83 16,93 16,32 15,52 16,29 15,92

16 15,09 19,89 14,67 19,91 13,60 19,51 14,20 18,65 16,80 19,38

17 17,41 29,76 10,30 31,46 10,22 30,78 14,94 27,28 14,69 28,74

18 11,25 37,90 10,22 38,28 10,08 36,69 10,79 35,09 15,91 35,65

Na Tabela 5.6 comparamos todas as heuŕısticas numa única tabela. A heuŕıstica

4 é a que apresenta maior número de médias de soluções não dominadas, 16 no

total. Apenas nas classes 1 e 18 suas médias de soluções foram dominadas pelos

procedimentos de Foerster e Wascher (1999) e Cui et al. (2008), respectivamente.

Em seguida, com 12 classes com médias de soluções não dominadas vem a heuŕıstica

de Cui et al. (2008). Suas médias de soluções foram dominadas nas classes de 1 a

6, que são de instâncias com itens pequenos. A heuŕıstica 1 vem em seguida tendo

8 classes com médias de soluções dominadas. A heuŕıstica 3 e o método de Yanasse

e Limeira (2006), tiveram suas médias de soluções dominadas em quase todas as
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Tabela 5.5 - Desempenho da heuŕıstica 4

Classe YL FW Cui 1 Cui 2 H4

perd pad perd pad perd pad perd pad perd pad

1 5,04 3,31 4,47 3,40 4,55 3,83 4,55 3,83 4,47 3,42

2 0,61 6,95 0,47 7,81 0,52 6,53 0,52 6,53 0,48 5,76

3 2,70 4,96 2,52 5,89 2,56 5,75 2,56 5,75 2,56 4,95

4 0,27 10,32 0,25 14,26 0,25 9,50 0,25 9,50 0,25 8,49

5 1,17 7,63 1,10 10,75 1,08 8,59 1,08 8,59 1,07 8,18

6 0,10 13,31 0,12 25,44 0,11 13,76 0,11 13,76 0,11 13,28

7 17,83 7,66 15,41 7,90 13,64 8,33 15,11 7,67 13,56 7,82

8 15,46 9,62 15,00 9,96 13,14 9,90 13,91 9,23 12,99 9,99

9 16,20 13,64 11,00 15,03 9,92 14,90 13,47 13,08 9,78 14,25

10 12,24 18,21 10,72 19,28 9,63 18,46 11,24 16,58 9,43 19,29

11 16,19 24,60 7,33 28,74 7,35 27,37 13,28 22,60 7,09 25,92

12 11,37 33,23 7,29 37,31 7,12 34,45 12,08 28,56 7,08 36,21

13 19,77 8,93 19,17 8,97 17,49 9,20 18,16 8,79 17,41 8,92

14 18,70 10,51 18,55 10,32 17,15 10,36 17,53 10,00 17,08 10,54

15 17,83 16,28 14,76 16,88 13,83 16,93 16,32 15,52 13,75 16,47

16 15,09 19,89 14,67 19,91 13,60 19,51 14,20 18,65 13,56 20,68

17 17,41 29,76 10,30 31,46 10,22 30,78 14,94 27,28 10,09 29,89

18 11,25 37,90 10,22 38,28 10,08 36,69 10,79 35,09 10,10 39,05

classes, exceções feitas às classes 15 e 17 para a Heuŕıstica 3, e à classe 6 para

Yanasse e Limeira (2006). A heuŕıstica 2 fornece médias de soluções não dominadas

em 5 classes, e a heuŕıstica de Foerster e Wascher (1999) em 3.
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6 KOMBI MODIFICADO - KOMBI-M

Considere um exemplar do problema de corte apresentado na Tabela 6.1. São consi-

derados 10 diferentes itens e o tamanho do objeto em estoque é L = 1000. Resolvendo

o problema com aplicação da primeira e segunda fases da heuŕıstica 2, obtém-se uma

solução com 17 objetos e 4 diferentes padrões, apresentado na Tabela 6.2.

Tabela 6.1 - Exemplo 5: dados do problema de corte

Item Comprimento Demanda

1 200 24
2 195 2
3 183 21
4 178 3
5 143 24
6 142 1
7 121 14
8 108 6
9 83 3
10 15 2

Tabela 6.2 - Solução obtida com a Heuŕıstica 2

Frequência Padrão
12 2 0 1 0 2 0 1 0 0 0
3 0 0 3 1 0 0 0 2 0 0
1 0 2 0 0 0 1 2 0 2 2
1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

Apliquemos à solução o KOMBI12 que tenta combinar dois padrões em um. Consi-

dere os dois últimos padrões da solução gerada, p1 = (0 2 0 0 0 1 2 0 2 2) e

p2 = (0 0 0 0 0 0 0 0 1 0), com freqüências x1 = 1 e x2 = 1, respectivamente.

O número de itens do tipo i fornecido pelos dois padrões é obtido através da soma

Si = ai1x1 + ai2x2 para i = 1, ...,m. Note que os dois padrões juntos produzem

somente itens do tipo 2, 6, 7, 9 e 10, em quantidades s2 = 2, s6 = 1, s7 = 2, s9 = 2

e s10 = 2, respectivamente.

A freqüência do novo padrão p = (a1p, ...., anp) é a soma das freqüências dos padrões
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combinados xp = x1 + x2 = 2. A quantidade de itens do tipo i no padrão p é dada

por aip = si/xp para i = 1, ...,m. Portanto a2p = 1, a6p = 0, 5, a7p = 1, a9p = 1, 5

e a10p = 1. Como dois dos valores obtidos não são inteiros o KOMBI12 proposto

por Foerster e Wascher (1999) não os agrupa, e nenhuma redução no número de

padrões é posśıvel. No entanto podemos combinar estes dois padrões pois o padrão

p = (0 1 0 0 0 1 1 0 2 1) obtido neste caso é viável, embora quando

cortado 2 vezes, produza número de itens a mais que os dois padrões originais. Esta

combinação reduz o número de padrões na solução de 4 para 3 mantendo constante

o número de objetos como mostra a Tabela 6.3.

Tabela 6.3 - Solução obtida com KOMBI-M

Frequência Padrão
12 2 0 1 0 2 0 1 0 0 0
3 0 0 3 1 0 0 0 2 0 0
2 0 1 0 0 0 1 1 0 2 1

Baseado nesta observação sugerimos a modificação a seguir. No procedimento

KOMBI de Foerster e Wascher (1999) exige-se que a quantidade de itens produzidos

pelos padrões combinados seja igual à quantidade dos itens produzidos pelos padrões

originais e que o total de objetos utilizados em ambos os casos sejam iguais. Entre-

tanto, acreditamos que se a solução preserva o número total de objetos e satisfaz a

demanda, não existe problema em produzir itens em excesso. Itens eventualmente

produzidos a mais podem ser estocados (se houver interesse) ou serem simplesmente

descartados, como aparentemente são descartadas as sobras das soluções, no caso do

KOMBI original.

Seja a combinação de 2 padrões em 1 inicialmente proposta por Diegel et al. (1993)

e mais tarde estendida por Foerster e Wascher (1999) para combinações com um

conjunto maior de padrões.

O padrão ∗ = (a1∗, ..., an∗), resultante da combinação de dois padrões quaisquer 1

e 2, substitui os dois padrões originais somente se ai∗ = dsi/x∗e e o padrão ∗ =

(a1∗, ..., an∗) é viável.

Esta modificação favorece um número maior de combinações comparativamente ao

KOMBI, aumentando as chances de se reduzir ainda mais a quantidade de padrões
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na solução. A mesma idéia pode ser aplicada para a combinação de p padrões em q,

p > q, p e q inteiros positivos. A este procedimento, denominamos KOMBI MODI-

FICADO ou KOMBI-M.

Resolvemos os exemplos do Caṕıtulo 4 aplicando o KOMBI-M ao invés do KOMBI

original como procedimento de redução de padrões. Para os exemplos 1 (Tabela 4.1) e

3 (Tabela 4.10) em que são aplicadas as heuŕısticas 1 e 3 respectivamente, nenhuma

alteração foi verificada em relação às soluções obtidas com aplicação do KOMBI

original (ver Tabela 4.4 e Tabela 4.14).

Para o exemplo 2 (Tabela 4.5) em que é aplicada a heuŕıstica 2, a aplicação do

KOMBI-M reduziu o número de padrões na solução de 9 para 6 como mostra a

Tabela 6.4, portanto mais eficiente que o KOMBI original, que conseguiu reduzir de

9 para 7 (ver Tabela 4.9).

Tabela 6.4 - Eemplo 2: solução da Heuŕıstica pós KOMBI-M

Frequência Padrão
9 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
7 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
6 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1
7 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
11 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
10 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Para o exemplo 4 (Tabela 4.15) em que é aplicada a heuŕıstica 4, a aplicação do

KOMBI-M reduziu o número de padrões na solução de 4 para 3 como mostra a

Tabela 6.5, com a aplicação do KOMBI original, nenhuma redução de padrões foi

verificada (ver Tabela 4.17).

Tabela 6.5 - Exemplo 4: solução da Heuŕıstica pós KOMBI-M

Frequência Padrão
8 1 1 2 2 1 0 0 0 0 0
3 1 1 0 0 1 1 1 2 2 1
2 1 1 1 1 0 1 1 0 2 1
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6.1 Experimentos Computacionais com o KOMBI-M

Resolvemos o problema de corte utilizando Programação Linear com Geração de

Colunas, após relaxar a integralidade do problema, similarmente ao que foi feito por

Stadtler (1990) e por Foerster e Wascher (1999) em seus testes computacionais. Para

iniciar o procedimento resolvemos o problema de corte através da heuŕıstica FFD e

utilizamos os padrões gerados por esta heuŕıstica e mais os padrões homogêneos.

A Tabela 6.6 mostra a solução reproduzida de Foerster e Wascher (1999) obtida com

a técnica de geração de colunas (coluna FW(GC)) e a solução obtida com a nossa

implementação (coluna CY(GC)). Note que obtivemos ligeiras diferenças de valores,

pois não seguimos fielmente os mesmos procedimentos de arredondamento usados

por eles. Os dados das colunas KB23 e KB234, respectivamente, foram reproduzidas

do trabalho de Foerster e Wascher (1999), e correspondem às médias da quantidade

de padrões obtidas ao aplicar à solução obtida por Foerster e Wascher (1999) o

procedimento KOMBI23 (que tenta combinar 3 padrões em 2 e 2 padrões em 1) e

procedimento KOMBI234 (que tenta combinar 4 padrões em 3, 3 padrões em 2 e 2

padrões em 1), respectivamente.
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Tabela 6.6 - Kombi Modificado

Classe FW(GC) KB23 KB234 CY(GC) KB23* KB234* KBM23 KBM234

objs pads pads pads objs pads pads pads pads pads

1 11,49 8,07 4,36 3,40 11,53 8,86 4,14 3,32 3,72 3,27

2 110,25 11,86 9,23 7,81 110,39 13,50 9,28 7,64 8,77 7,58

3 22,13 15,49 7,72 5,89 22,15 16,59 7,73 5,91 7,65 5,78

4 215,93 23,21 17,00 14,26 216,20 25,64 17,24 14,16 16,65 13,75

5 42,96 29,22 14,40 10,75 43,04 30,75 14,64 10,88 14,17 10,46

6 424,71 44,48 31,01 25,44 425,24 49,01 30,79 24,71 30,25 24,14

7 50,21 10,33 8,44 7,90 50,24 8,68 7,74 7,43 7,25 7,13

8 499,52 11,67 10,39 9,96 499,62 9,14 8,96 8,84 8,22 8,17

9 93,67 19,92 16,25 15,03 93,66 17,84 15,64 14,53 14,64 14,13

10 932,32 22,51 20,19 19,28 932,27 18,99 18,23 17,81 16,95 16,85

11 176,97 38,34 32,01 28,74 176,92 35,59 30,76 28,10 29,17 27,72

12 1766,20 43,22 39,11 37,31 1763,51 38,29 36,74 35,51 34,63 34,17

13 63,27 10,04 9,33 8,97 63,47 9,14 8,56 8,24 8,11 7,97

14 623,12 10,53 10,42 10,32 632,36 9,58 9,45 9,34 8,97 8,85

15 119,43 19,71 17,74 16,88 119,59 17,98 16,53 15,89 15,93 15,50

16 1191,80 20,57 20,17 19,91 1192,00 18,76 18,41 18,22 17,92 17,77

17 224,68 38,12 33,53 31,46 224,85 35,19 31,67 30,20 30,70 29,69

18 2242,40 39,90 39,12 38,28 2242,60 36,88 36,11 35,62 35,28 34,84

Nas colunas KB23* e KB234* apresentam-se as médias da quantidade de padrões

obtidas ao aplicarmos o KOMBI à nossa solução e, nas colunas KBM23 e KBM234,

as médias da quantidade de padrões obtidas ao aplicarmos o KOMBI-M. Como es-

perado, houve redução em todas as classes. A redução obtida em termos percentuais

é apresentada na Tabela 6.7.
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Tabela 6.7 - Redução de Padrões em Porcentagem

Classe FW(GC) KB23 KB234 CY(GC) KB23* KB234* KBM23 KBM234

pads pads red(%) pads red(%) pads pads red(%) pads red(%) pads red(%) pads red(%)

1 8,07 4,36 45,97 3,40 57,87 8,86 4,14 53,27 3,32 62,52 3,72 58,01 3,27 63,09

2 11,86 9,23 22,18 7,81 34,15 13,50 9,28 31,26 7,64 43,41 8,77 35,04 7,58 43,86

3 15,49 7,72 50,16 5,89 61,98 16,59 7,73 53,40 5,91 64,38 7,65 53,89 5,78 64,51

4 23,21 17,00 26,76 14,26 38,56 25,64 17,24 32,76 14,16 44,77 16,65 35,06 13,75 46,37

5 29,22 14,40 50,72 10,75 63,21 30,75 14,64 52,39 10,88 64,62 14,17 53,92 10,46 65,98

6 44,48 31,01 30,28 25,44 42,81 49,01 30,79 37,18 24,71 49,58 30,25 38,28 24,14 50,74

7 10,33 8,44 18,30 7,90 23,52 8,68 7,74 10,83 7,43 14,40 7,25 16,47 7,13 17,86

8 11,67 10,39 10,97 9,96 14,65 9,14 8,96 1,97 8,84 3,28 8,22 10,07 8,17 10,61

9 19,92 16,25 18,42 15,03 24,55 17,84 15,64 12,33 14,53 18,55 14,64 17,94 14,13 20,80

10 22,51 20,19 10,31 19,28 14,35 18,99 18,23 4,00 17,81 6,21 16,95 10,74 16,85 11,27

11 38,34 32,01 16,51 28,74 25,04 35,59 30,76 13,57 28,10 21,05 29,17 18,04 27,72 22,11

12 43,22 39,11 9,51 37,31 13,67 38,29 36,74 4,05 35,51 7,26 34,63 9,56 34,17 10,76

13 10,04 9,33 7,07 8,97 10,66 9,14 8,56 6,35 8,24 9,85 8,11 11,27 7,97 12,80

14 10,53 10,42 1,04 10,32 1,99 9,58 9,45 1,36 9,34 2,51 8,97 6,37 8,85 7,62

15 19,71 17,74 9,99 16,88 14,36 17,98 16,53 8,06 15,89 11,62 15,93 11,40 15,50 13,79

16 20,57 20,17 1,94 19,91 3,21 18,76 18,41 1,87 18,22 2,88 17,92 4,48 17,77 5,28

17 38,12 33,53 12,04 31,46 17,47 35,19 31,67 10,00 30,20 14,18 30,70 12,76 29,69 15,63

18 39,90 39,12 1,95 38,28 4,06 36,88 36,11 2,09 35,62 3,42 35,28 4,34 34,84 5,53

Na Tabela 6.8 mostra-se o tempo computacional médio para as 18 classes testadas.

Tem-se nas colunas KB23t e KB234t o tempo médio obtido por Foerster e Wascher

(1999) ao aplicar às soluções o KOMBI23 e KOMBI234 respectivamente. Nas co-

lunas KB23*t e KB234*t tem o tempo médio obtido com a nossa implementação,

aplicando-se às soluções o KOMBI23 e KOMBI234. Finalmente, tem-se nas colunas

KBM23t e KBM234t o tempo médio obtido aplicando-se o KOMBI-M. Nota-se que

em geral o tempo computacional médio com o KOMBI-M é maior quando comparado

com a nossa implementação do KOMBI.
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Tabela 6.8 - Média do Tempo Computacional (s)

Classe KB23t KB234t KB23*t KB234*t KBM23t KBM234t

1 0,31 0,35 0,11 0,14 1,27 3,16

2 0,87 1,26 0,14 0,36 3,33 7,16

3 0,87 2,10 0,16 2,08 5,15 15,18

4 9,79 16,41 0,60 5,60 3,75 18,63

5 33,21 40,03 1,12 13,14 19,12 51,54

6 188,47 383,30 16,76 27,14 45,16 61,91

7 0,08 0,11 0,10 0,13 0,08 0,13

8 0,10 0,24 0,11 0,26 0,12 0,22

9 0,52 1,47 0,17 0,53 0,65 1,04

10 0,63 3,40 0,30 1,64 2,41 3,89

11 7,03 36,98 1,29 11,55 17,84 29,16

12 7,28 77,41 2,23 33,54 36,91 71,90

13 0,07 0,13 0,08 0,13 0,08 0,11

14 0,08 0,18 0,11 0,22 0,11 0,20

15 0,45 1,92 0,13 0,42 0,18 0,62

16 0,42 2,71 0,29 1,28 0,34 1,65

17 7,18 51,31 1,02 8,95 3,91 14,89

18 4,50 71,31 1,87 23,36 3,40 32,95

6.2 Resultados dos Testes Computacionais com KOMBI-M

Apresentamos a seguir em quatro diferentes tabelas, os resultados dos testes com-

putacionais realizados com as heuŕısticas (colunas H1∗, H2∗, H3∗ e H4∗) em que é

aplicada como técnica de redução de padrões o KOMBI-M. Nota-se que neste caso,

todas as 4 heuŕısticas têm um desempenho individual satisfatório com nenhuma de

suas médias de soluções dominada pelos demais procedimentos da literatura (ver

Tabela 6.9, Tabela 6.10, Tabela 6.11 e Tabela 6.12), exceções feitas à classe 3 com a

heuŕıstica 2 e à classe 12 com a heuŕıstica 3.

É interessante ressaltar que a heuŕıstica proposta por Yanasse e Limeira (2006) teve
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suas médias de soluções dominadas em praticamente todas as classes testadas, única

exceção feita à classe 6. O mesmo ocorre com a heuŕıstica de Foerster e Wascher

(1999), sendo exceção neste caso a classe 2, que tem soluções com a menor taxa de

desperd́ıcio entre todas as demais soluções das heuŕısticas consideradas.

Tabela 6.9 - Desempenho da heuŕıstica 1 com KOMBI-M

Classe YL FW Cui 1 Cui 2 H1∗

perd pad perd pad perd pad perd pad perd pad

1 5,04 3,31 4,47 3,40 4,55 3,83 4,55 3,83 5,03 3,19

2 0,61 6,95 0,47 7,81 0,52 6,53 0,52 6,53 1,04 5,34

3 2,70 4,96 2,52 5,89 2,56 5,75 2,56 5,75 2,56 5,05

4 0,27 10,32 0,25 14,26 0,25 9,50 0,25 9,50 0,45 8,97

5 1,17 7,63 1,10 10,75 1,08 8,59 1,08 8,59 1,10 7,07

6 0,10 13,31 0,12 25,44 0,11 13,76 0,11 13,76 0,34 12,33

7 17,83 7,66 15,41 7,90 13,64 8,33 15,11 7,67 14,67 6,89

8 15,46 9,62 15,00 9,96 13,14 9,90 13,91 9,23 14,39 7,91

9 16,20 13,64 11,00 15,03 9,92 14,90 13,47 13,08 11,98 12,92

10 12,24 18,21 10,72 19,28 9,63 18,46 11,24 16,58 12,11 15,84

11 16,19 24,60 7,33 28,74 7,35 27,37 13,28 22,60 10,59 23,43

12 11,37 33,23 7,29 37,31 7,12 34,45 12,08 28,56 10,77 28,64

13 19,77 8,93 19,17 8,97 17,49 9,20 18,16 8,79 17,98 7,89

14 18,70 10,51 18,55 10,32 17,15 10,36 17,53 10,00 17,89 8,97

15 17,83 16,28 14,76 16,88 13,83 16,93 16,32 15,52 15,90 14,93

16 15,09 19,89 14,67 19,91 13,60 19,51 14,20 18,65 15,91 16,98

17 17,41 29,76 10,30 31,46 10,22 30,78 14,94 27,28 14,12 27,00

18 11,25 37,90 10,22 38,28 10,08 36,69 10,79 35,09 14,75 32,63

122



Tabela 6.10 - Desempenho da heuŕıstica 2 com KOMBI-M

Classe YL FW Cui 1 Cui 2 H2∗

perd pad perd pad perd pad perd pad perd pad

1 5,04 3,31 4,47 3,40 4,55 3,83 4,55 3,83 5,28 3,06

2 0,61 6,95 0,47 7,81 0,52 6,53 0,52 6,53 1,79 5,05

3 2,70 4,96 2,52 5,89 2,56 5,75 2,56 5,75 2,79 4,97

4 0,27 10,32 0,25 14,26 0,25 9,50 0,25 9,50 1,01 7,73

5 1,17 7,63 1,10 10,75 1,08 8,59 1,08 8,59 1,33 7,87

6 0,10 13,31 0,12 25,44 0,11 13,76 0,11 13,76 0,73 12,26

7 17,83 7,66 15,41 7,90 13,64 8,33 15,11 7,67 16,23 6,67

8 15,46 9,62 15,00 9,96 13,14 9,90 13,91 9,23 16,01 7,92

9 16,20 13,64 11,00 15,03 9,92 14,90 13,47 13,08 13,57 12,47

10 12,24 18,21 10,72 19,28 9,63 18,46 11,24 16,58 14,66 15,09

11 16,19 24,60 7,33 28,74 7,35 27,37 13,28 22,60 12,40 22,49

12 11,37 33,23 7,29 37,31 7,12 34,45 12,08 28,56 13,68 27,95

13 19,77 8,93 19,17 8,97 17,49 9,20 18,16 8,79 19,40 7,84

14 18,70 10,51 18,55 10,32 17,15 10,36 17,53 10,00 20,08 8,81

15 17,83 16,28 14,76 16,88 13,83 16,93 16,32 15,52 17,30 14,71

16 15,09 19,89 14,67 19,91 13,60 19,51 14,20 18,65 17,80 17,23

17 17,41 29,76 10,30 31,46 10,22 30,78 14,94 27,28 14,94 26,84

18 11,25 37,90 10,22 38,28 10,08 36,69 10,79 35,09 16,55 32,63

Na Tabela 6.15 apresentam-se os tempos computacionais obtidos com as 4 heuŕıs-

ticas e pelos demais procedimentos da literatura. Estes valores não são diretamente

comparáveis pois foram executados em máquinas diferentes e por versões diferentes

de otimizadores. Foerster e Wascher (1999) realizaram seus testes computacionais

num computador pessoal 486/66 compat́ıvel com um IBM, utilizando o MODULA-2

como linguagem de programação. Yanasse e Limeira (2006) realizaram suas imple-

mentações em C++ e os testes computacionais em um microcomputador Intel Cele-

ron, 266 MHz com 128MB de RAM e em uma estação de trabalho Sun Ultra 30, 296

MHz com 384 MB de RAM. Cui et al. (2008) utilizaram um computador com 2,80
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Tabela 6.11 - Desempenho da heuŕıstica 3 com KOMBI-M

Classe YL FW Cui 1 Cui 2 H3∗

perd pad perd pad perd pad perd pad perd pad

1 5,04 3,31 4,47 3,40 4,55 3,83 4,55 3,83 5,06 3,14

2 0,61 6,95 0,47 7,81 0,52 6,53 0,52 6,53 1,26 5,87

3 2,70 4,96 2,52 5,89 2,56 5,75 2,56 5,75 2,60 5,25

4 0,27 10,32 0,25 14,26 0,25 9,50 0,25 9,50 0,52 8,93

5 1,17 7,63 1,10 10,75 1,08 8,59 1,08 8,59 1,12 7,87

6 0,10 13,31 0,12 25,44 0,11 13,76 0,11 13,76 0,21 13,07

7 17,83 7,66 15,41 7,90 13,64 8,33 15,11 7,67 15,22 6,77

8 15,46 9,62 15,00 9,96 13,14 9,90 13,91 9,23 14,95 7,92

9 16,20 13,64 11,00 15,03 9,92 14,90 13,47 13,08 12,66 12,91

10 12,24 18,21 10,72 19,28 9,63 18,46 11,24 16,58 13,29 15,56

11 16,19 24,60 7,33 28,74 7,35 27,37 13,28 22,60 11,44 23,20

12 11,37 33,23 7,29 37,31 7,12 34,45 12,08 28,56 12,12 29,08

13 19,77 8,93 19,17 8,97 17,49 9,20 18,16 8,79 19,00 7,83

14 18,70 10,51 18,55 10,32 17,15 10,36 17,53 10,00 18,74 8,93

15 17,83 16,28 14,76 16,88 13,83 16,93 16,32 15,52 16,29 14,36

16 15,09 19,89 14,67 19,91 13,60 19,51 14,20 18,65 16,80 16,97

17 17,41 29,76 10,30 31,46 10,22 30,78 14,94 27,28 14,69 26,72

18 11,25 37,90 10,22 38,28 10,08 36,69 10,79 35,09 15,91 32,11

GHz de CPU e 512 MB de RAM. Podemos apenas dizer que os tempos de execução

das heuŕısticas são aceitáveis para sua aplicação prática. É importante ressaltar que

em algumas classes o tempo computacional da heuŕıstica 1 é alto, devido à aplicação

do método KOMBI a todas as soluções testadas podendo chegar a até 11 diferentes

soluções.

Apresentamos, ver tabelas 6.13 a 6.15, os resultados dos testes computacionais das

4 heuŕısticas com a aplicação do KOMBI-M na terceira fase, colunas H1∗, H2∗, H3∗
e H4∗. Na Tabela 6.13 testamos o desempenho das heuŕısticas 1, 2 e 3 excluindo-se

a heuŕıstica 4, pois esta é um variante da heuŕıstica SHPC proposta por Cui et al.
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Tabela 6.12 - Desempenho da heuŕıstica 4 com KOMBI-M

Classe YL FW Cui 1 Cui 2 H4∗

perd pad perd pad perd pad perd pad perd pad

1 5,04 3,31 4,47 3,40 4,55 3,83 4,55 3,83 4,47 3,13

2 0,61 6,95 0,47 7,81 0,52 6,53 0,52 6,53 0,48 5,72

3 2,70 4,96 2,52 5,89 2,56 5,75 2,56 5,75 2,56 4,76

4 0,27 10,32 0,25 14,26 0,25 9,50 0,25 9,50 0,25 7,73

5 1,17 7,63 1,10 10,75 1,08 8,59 1,08 8,59 1,07 7,29

6 0,10 13,31 0,12 25,44 0,11 13,76 0,11 13,76 0,11 12,33

7 17,83 7,66 15,41 7,90 13,64 8,33 15,11 7,67 13,56 6,84

8 15,46 9,62 15,00 9,96 13,14 9,90 13,91 9,23 12,99 8,28

9 16,20 13,64 11,00 15,03 9,92 14,90 13,47 13,08 9,78 13,25

10 12,24 18,21 10,72 19,28 9,63 18,46 11,24 16,58 9,43 17,15

11 16,19 24,60 7,33 28,74 7,35 27,37 13,28 22,60 7,09 24,56

12 11,37 33,23 7,29 37,31 7,12 34,45 12,08 28,56 7,08 33,14

13 19,77 8,93 19,17 8,97 17,49 9,20 18,16 8,79 17,41 7,89

14 18,70 10,51 18,55 10,32 17,15 10,36 17,53 10,00 17,08 9,11

15 17,83 16,28 14,76 16,88 13,83 16,93 16,32 15,52 13,75 15,18

16 15,09 19,89 14,67 19,91 13,60 19,51 14,20 18,65 13,56 18,38

17 17,41 29,76 10,30 31,46 10,22 30,78 14,94 27,28 10,09 28,13

18 11,25 37,90 10,22 38,28 10,08 36,69 10,79 35,09 10,10 35,63

(2008). Nota-se neste cenário um bom desempenho heuŕıstica 1 com nenhuma de

suas médias de soluções dominadas e da heuŕıstica 3, dominada pelos demais pro-

cedimentos em 4 classes apenas, quase o mesmo número de classes (3) da heuŕıstica

de Cui et al. (2008).
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Incluimos agora as 4 heuŕısticas numa única tabela (ver Tabela 6.14). Pelos resulta-

dos obtidos ao compararmos com os demais procedimentos da literatura, conclui-se

que o desempenho obtido foi satisfatório, com várias médias de soluções não domi-

nadas.
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Compara-se a seguir na Tabela 6.16, a heuŕıstica 4 com o KOMBI modificado com

o método proposto por Umetani et al. (2006). Os resultados de Cui et al. (2008)

não são comparados porque os resultados de Tabela 6.16 são dados em termos do

número de objetos e não em termos da perda média. Em seu trabalho, Umetani et

al. (2006) apresentam três resultados computacionais diferentes para o problema.

No primeiro, coluna UM5%, utiliza-se como referência para o desperd́ıcio o valor

obtido com a resolução do problema de corte com o método de geração de colunas

considerando-se até 5% deste valor para cima, no segundo até 3% deste valor para

cima, coluna UM3% e no terceiro até 1% deste valor para cima, coluna UM1%. Nota-

se da tabela que apenas uma das médias de soluções de H4∗ foi dominada (classe

14). Destacamos o bom desempenho da heuŕıstica UM5% de Umetani et al. (2006)

com nenhuma de suas médias de soluções dominadas e da heuŕıstica de Foerster e

Wascher (1999), dominada em apenas 5 das 18 classes. Todas as médias de soluções

de Yanasse e Limeira (2006) foram dominadas.
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7 CONCLUSÕES

Neste trabalho focalizamos o problema de corte de estoque unidimensional com um

número reduzido de padrões. Apresentamos quatro novas heuŕısticas para resolução

deste problema que utilizam em sua parte final uma técnica de redução de padrões

da literatura denominada genericamente de KOMBI. Propomos também uma mo-

dificação deste procedimento KOMBI.

No geral os resultados computacionais obtidos com as heuŕısticas propostas foram

bons e se mostraram competitivos com os resultados de procedimentos considerados

os melhores da literatura.

O tempo computacional observado é em geral aceitável. Em algumas classes a heu-

ŕıstica 1 requer um tempo maior de execução e isso se deve à grande quantidade de

vezes que o KOMBI é aplicado.

Caso a redução do número de padrões seja prioritário, como fizeram Cui et al. (2008)

e SallesNeto (2005) em seus trabalhos, outras abordagens podem ser desenvolvidas.

Alguns resultados desenvolvidos neste trabalho já foram apresentados em eventos e

publicados em periódicos (Cerqueira e Yanasse (2008), Cerqueira e Yanasse (2009)),

(Yanasse e Cerqueira (2009)). Outros trabalhos estão em fase de preparação.

Para trabalhos futuros pode-se efetuar experimentos computacionais com variações

das heuŕısticas desenvolvidas, por exemplo aplicando-se outras formas de arredon-

damento para obter uma solução inteira do problema de corte, valorizando mais a

redução de padrões ao invés do número de objetos.

Uma outra proposta seria procurar explorar o modelo de fluxo de arcos, para tentar

reduzir a quantidade de padrões no problema de corte de estoque unidimensional,

conforme propôs Carvalho (1999), ou seja, procurar por soluções utilizando um nú-

mero menor de caminhos.

Uma outra proposta seria procurar explorar a idéia utilizada em Umetani et al.

(2003) e tentar resolver o problema de se achar a melhor solução em termos de

minimização do desperd́ıcio tendo fixado o número de diferentes padrões da solução.

Também merece ser investigada a possibilidade de se determinar a fronteira ótima

de Pareto para o problema.
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PREVIERO, W. D. A técnica de geração de colunas e aplicações.

Dissertação (Mestrado) — USP, 2001. 43
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